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“Ndo hd ramo da Matemdtica, por mais abstrato que seja, que ndo
possa um dia vir a ser aplicado aos fenomenos do mundo real’.

(Lobachevsky)



Resumo

O estudo dos Numeros Complexos no Ensino Médio é caracterizado, quase exclusivamente,
pela abordagem algébrica deixando a parte geométrica e suas aplicacfes sem uma devida
importancia. Este trabalho apresenta um estudo sobre Numeros Complexos bem como
algumas de suas aplicacdes tanto da parte algébrica, aplicada a polinémios, quanto da parte
geomeétrica aplicada em especial a trigonometria. De inicio fizemos uma abordagem dos fatos
historicos desses nimeros citando alguns matematicos que deram suas contribui¢Ges acerca
desse conjunto complexo. Em seguida € apresentada a parte teorica, algébrica e geométrica,
bem como algumas aplicagfes a Trigonometria. Por fim apresentamos a teoria das Equacdes

Algébricas quadraticas e cubicas e a interacdo dessas com os Nimeros Complexos.

Palavras Chaves: Nimeros Complexos, Trigonometria, EquacGes Algébricas.



Abstrat

The study of the Complex Numbers in the medium teaching is characterized, almost
exclusively, for the algebraic approach leaving the geometric part and their applications
without a due importance. This work presents a study on Complex Numbers as well as some
of their applications so much of the algebraic part, applied to polynomials, as of the geometric
part especially applied to the trigonometry. Of | begin did an approach of the historical facts
of those numbers mentioning some mathematical that gave their contributions near of that
complex group. Soon afterwards the part theoretical, algebraic and geometric is presented, as
well as some applications the Trigonometry. Finally we presented the theory of the quadratic

and cubic Algebraic Equations and the interaction of those with the Complex Numbers.

Key words: Complex numbers, Trigonometry, Algebraic Equations.
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Introducao

O estudo dos Numeros Complexos no Ensino Médio é caracterizado, quase exclusivamente,
pela abordagem algébrica deixando a parte geométrica e suas aplicagdes sem uma devida
importancia. Os numeros complexos estdo presentes nos mais diversos ramos da matematica,
tais como rotacdo, identidades e funcbes trigonométricas, equacdes algébricas, dentre outros,
sua importancia vai além das raizes quadradas de nimeros negativos.

Entdo, neste trabalho apresentaremos algumas aplicagdes significativas dos numeros
complexos na trigonometria e equagdes algébricas quadraticas e cubicas.

No capitulo 1 descrevemos um pouco da histéria desse conjunto desde as tentativas de
solucionar equacdes algébricas, até a nomenclatura utilizada hoje dos numeros complexos.

No capitulo 2, apresentamos uma fundamentacdo tedrica dos numeros complexos
demonstrando suas propriedades e destacando as principais definigdes, caracterizando o
conjunto € como um corpo. Também incluimos nesse capitulo algumas aplicacdes pertinentes
as definicOes e/ou operagdes desse conjunto.

No capitulo 3, demos destaque para aplica¢des de nimeros complexos as equagdes algébricas,
em especial, equacBes quadraticas e cubicas, para tanto elencamos algumas definicdes e

teoremas indispensaveis para esse estudo.
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Capitulo 1

Historia

Os numeros complexos ou imaginarios nasceram das tentativas de solucionar equac¢@es do
terceiro grau e ndo das equagOes quadraticas com raizes negativas como afirmam muitos
livros didaticos. A resolucdo de equacBes sempre foi um desafio para os matematicos,
comegando por volta de 1600 a.C com as equagdes lineares e gragas a obra “Os elementos”
de Euclides (330 a.C + 70 = 260 a. C) tais equagdes comecaram a ser solucionadas. Poréem
desafios relacionados a geometria, como calculos de areas, recaiam em equacdes do segundo
graus, por exemplo, determinar as medidas de um retdngulo com perimetro de medida
20 unidades de comprimento e area 40 unidades de area.

Para soluciona-lo, considere x e y as dimensdes do retangulo.

Entdo:

x+y=10 ex.y =40

Isolando x na primeira equacdo e substituindo na segunda, temos a equagdo quadratica

y? — 10y + 10 = 0. Resolvendo encontramos

y=5%+v-15

Observe que as raizes 5 ++—15 e 5 —+/—15 satisfazem a equacio algébrica, porém a
equacao foi originaria de um problema da geometria, por isso ndo tinha solugéo.

As equacOes cubicas comecaram a aparecer, provavelmente na Matematica Grega,
evidenciada pelo problema cléssico da duplicacdo do cubo. Todavia, a partir do século XV1I é
gue matematicos italianos se interessaram em procurar uma solucdo geral para equacdo do
terceiro grau. Mas foi Niccolo Tartaglia (1500 + 57 = 1557) que desenvolveu um método
para as equacbes da forma x3 + px? = q sem demonstra-las. Nessa época Tartaglia foi
desafiado por Anténio Maria Fior que tinha conhecimento da resolucéo das equagdes cubicas
do tipo x3 + px = q, pois aprendera com Scipione Del Ferro. Fior propds 30 equacdes a
Tartaglia que que resolveu todas, ao contrario de Fior que ndo resolveu as equacGes propostas
pelo seu oponente. Esse desafio ficou conhecido entre os matematicos da época, inclusive por
Girolamo Cardano (1501 + 75 = 1576), que se aproximou de Tartaglia e adquiriu 0s

estudos da equacdo do tipo x3 + px? = q sob juras de ndo divulga-los, porém Cardano
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quebrou as juras e publicou, mais tarde, esses estudos na obra Ars Magna (1545), sem
mencionar se quer o nome do idealizador.

Cardano apresentou nessa obra, além da férmula de Tartaglia, a resolucdo de equacdes
biquadradas, como também o método de transformar equacbes completas do terceiro grau
x3+ax?+bx+c=0 em equaces reduzidas com o objetivo de usar o método de

Tartaglia, entdo ele mostrou que a equacdo x3 + px + g = 0 tem solucdo

2 3
Porém Cardano ndo sabia resolver equacao do terceiro grau quando o termo q: + ’2’—7 < 0, pois

ele tentou e ndo conseguira solucionar a equacgéo x3 = 15x + 4, ja que por sua formula tem

solucéo

x = 3\/2 +v-121 + 3\/2 —v=121

Foi entdo que o matematico Raphael Bombelli (1526 + 47 = 1573), um estudioso da obra

Ars Magna passou a utilizar v—1, hoje unidade imaginaria, nas soluc6es dessas equacoes.
Apo6s os estudos realizados por Bombelli, outros matematicos que o sucederam passaram a

incluir os nimeros imaginarios em seus trabalhos e calculos. Foi Albert Girard (1590 +

43 = 1633) passou a utilizar a notagio a + bv/—1 para escrever as raizes quadradas de
nimeros negativos, nessa mesma época René Descartes (1596 + 54 = 1650) introduziu a
denominagdo “niimeros imaginarios” utilizado até hoje como também a existéncia de raizes
complexas para equacles algébricas, mas foi Leonhard Euler (1707 + 76 = 1783) que
comecou a usar a letra i em substituicdo a v/—1 sendo bem aceito pelos matematicos da época
ja que ocultava na resolucdo das equacdes 0 espectro da raiz quadrada negativa. Euler também
incluiu polinomiais, logaritmo e forma trigonomeétrica.

A representacdo geométrica a + bi dos nameros complexos no plano, sé foi feita em 1797
por Gaspar Wessel (1745 + 83 = 1818), mas esse trabalho passou despercebido, contudo
Jean — Robert Argand (1768 + 54 = 1822) foi quem publicou pela primeira vez um trabalho
com o titulo “Ensaio sobre uma maneira de representar as quantidades imaginarias nas

construgdes geométricas” onde os numeros complexos eram representados por pontos
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(vetores) do plano elucidando assim as operacdes de adicdo e multiplicacdo. Essa
representacdo s foi consagrada e aceita pela comunidade académica quando Gauss (1777 +
78 = 1855) publicou um trabalho “A Verdadeira Matematica das Quantidades Imaginarias”.
Ainda no século XVIII, Abrahan de Moivre (1667 + 87 = 1754) introduziu métodos mais
modernos para as operac¢@es entre nimeros complexos, toda via foi Willian Rowan Hamilton
(1805 + 60 = 1865), quem utilizou pela primeira vez, a algebra formal, que consiste em
admitir o conjunto dos niameros complexos como o conjunto de todos os pares ordenados da

forma (a, b) de numeros reais, definicdo essa seguida neste trabalho.
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Capitulo 2

Numeros Complexos

Neste capitulo apresentaremos o conjunto dos niimeros complexos a partir do conjunto R xR,
munido de uma operacao de adi¢do e multiplicacao. Tendo em vista a relagdo entre nimeros
complexos e pares ordenados, podemos representd-lo no Plano Complexo também conhecido
como Plano de Argand - Gauss. Um nimero complexo também pode ser representado por

uma forma trigonomeétrica ou polar, a qual vem facilitar as operagdes dentro desde conjunto.

2.1 Definicado e Propriedades dos Nameros complexos

Seja R o conjunto dos numeros reais onde estdo definidas as operacbes de adigcdo e
multiplicagdo usuais.

Considere o conjunto R?= {(x,y);x,y € R}, onde R? é o conjunto dos pares ordenados
(x,y) com x,y € R. Considere ainda os pares ordenados P = (xq,y;) € Q = (x3,¥,)
elementos desse conjunto. Sabemos que P = Q se, e somente se, x; = x, € y; = y,. AsSim

em R?2 definiremos as seguintes operacdes de adicdo e multiplicagio:

P+Q = (x1,y1) + (x2,¥2) = (x1+ x2, y1 +¥2) (1)
P.Q =(xy,y1) . (x2,¥2) = (x1x3 — ¥1Y2, X1¥2 + X21) (2)
O conjunto € dos numeros complexos é o conjunto dos pares ordenados (x,y) de nimeros

reais x e y, onde estdo definidas as operacdes de adicao e multiplicacdo acima.

Portanto, sendo z um elemento de C, temos:
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zeC o z=(x,y),ondex,y €R

De acordo com essa definicdo as operacOes de adicdo e multiplicagdo gozam das seguintes

propriedades:

) COMUTATIVA: Sendo z; = (X1,¥1) € Z, = (X2,V2), V 24,2, € C, temos:

Z1t+ z, =2, + 21y € Z1Zy, = ZpZ4

ou seja,
zZ1+ 2z = (x1,y1) + (x2,¥2) = (1 + %2, 1 + ¥2)
= (gt x1, Yo+ y1) = (2, ¥2) + (X1, y1) =2z, + 2, €

(X1X2 — Y12, X1Y2 + X2Y1)

(X2X1 = Y21, YaX1 + V1X3) = Zp24

212y = (X1, ¥1) - (x2,¥2)

II) ASSOCIATIVA: Sendo z; = (x1,¥1), 22 = (x5, y2) € 23 = (x3,¥3), V 24, 23, Z3 €

(C, temos: (Zl + Zz) + Z3 = Zl + (ZZ + 23) e (2122)23 = 21(2223) .
De fato:

(z1+ z2) + z3 = [(x1,¥1) + (22, ¥2)] + (x3,¥3)
= [(x + x2, y1+ ¥2) + (x3,¥5)]
= [(er+ x2) +x3, 1+ ¥2) + y3l
=[x+ (x2 +x3), y1+ (2 + y3)l
= [+ y1) + (2 +x3, y2+ y3)l = 21+ (22 + 23)

(2122)z3 = [(x1,¥1) - (2, y2)] . (X3, ¥3) = [(x1%2 — Y1 Y2, x1Y2 + x2¥1)] . (x3,¥3)
= [(x1x2 — ¥1Y2)x3 — (X1Y2 + X2¥1)¥V3, (X1X2 — Y1Y2)Y3 + (x1Y2 + X2Y1)x3]
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[(X1X2X3 — Y1Y2X3 — X1Y2V3 — X2Y1¥3, X1X2Y3 — Y1YV2Y3 + X1Y2X3 + X2)1X3)]
[x1(X2X3 — ¥2¥3) — y1(V2X3 + X2¥3), X1 (V2Y3 + X2Y3) + ¥1(X2X3 — ¥2¥3)]
(x1,¥1) - (X2X3 — Y23, %2¥3 + Y2 X3) = (X1, ¥1) - [(x2,¥2) . (x3,¥3)] = 21(2223)

1) AMULTIPLICACAO E DISTRIBUTIVA EM RELACAO A ADICAO

Dados Sendo z; = (x1,¥1), 2z = (x3,¥,) € z3 = (x3,¥3), V 24, 7, 23 € C, temos:

z1.(zy + z3) = 212, + 2z,23. OU sgja:

z1.(zz+ z3) = (x,¥1) [(x2,¥2) + (x3,¥3)] = (xg,y1)-[(x2 +x3, ¥2 + ¥3)]
= [x1(xz +x3) = y1(y2 + ¥3), x1(y2 + ¥3) + y1(xz + x3)]
= [xxg + x1%3 = y1¥2 — Y1Y3, X1Y2 + X1Y3 + Y1X2 + y1x3]
= [Ogxz —y1Y2) + (x1x3 — y13), (x1Y2 + y1%2) + (X1y3 + ¥1%3)]
= (X1X2 = Y1Y2, X1YV2 + Y1X2) + (X1X3 — Y1¥3, X1Y3 + Y1X3)
= (x1,y1) - (2, ¥2) + (X1, ¥1) - (X3, ¥3) = 2123 + 2123

Outras propriedades em C, ndo menos importantes do que as citadas sdo:
IV) ELEMENTO NEUTRO ADITIVO: Existe um elemento em C, 0 = (0,0), tal que
z+0=0+2Vz € C.
Observe que dado um z = (x,y) € C, tem-se que:
z+0=0,y)+0=(x+0,y+0)=(x,y) =z
V) EXISTENCIA DO SIMETRICO ADITIVO: Dado um z € C, existe um z© € C, tal

quez + z2 = 0.

Note que para z = (x, y), basta tomarmos z> = (—x, —y) em C, pois

z+2=0y)+(=x-y)=(x+(=x),y+ (=) =(0,0) = 0
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VII)
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EXISTENCIA DE UM ELEMENTO NEUTRO MULTIPLICATIVO: Dado
z € C, existeuma,, € C,talquez. a, = a,.z=2,vz € C.

Basta tomar z = (x,y) e a,, = (1,0), observe que

z. ap=(y).1,0=x1-y.0,x.0+y.1) =(x,y) =z

EXISTENCIA DO ELEMENTO INVERSO MULTIPLICATIVO: Dado z € C
existez7l e C talquez. z7' = q,,,Vz € C—{(0,0)}.

De fato, tome z = (x,y) e z~1 = (a, b), entéo:

z.z 1= (xy).(ab) = (xa—yb,ya+xb) =(1,0)

Portanto, da equacdo acima temos:

xa—yb=1eya+xb=0, o0quenosda

— X _ Y
2ty? ¢ - x2+y?
Logo
z7l = (xziyz ,— xziyz) que multiplicado por z = (0,0) tem como resultado
(1,0) = a,,.

Um conjunto munido das operacgdes de adicdo e multiplicacdo satisfazendo as propriedades

mencionadas anteriormente é um corpo. Por essa razdo podemos chamar C de corpo dos

numeros complexos.

2.2

Forma Algébrica

Identificando o numero complexo (x, 0) com o nimero real x, temos:
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(x,0) ®x

Ao fazermos essa identificacdo verificamos que R € subconjunto de C, ou seja:

RcC
De fato, seja R'um subconjunto de C, tal que R’ = {(x,0) € R?} e g uma aplicacdo de R em
R’ que leva qualquer x € Rao par (x,0) e R, Vx € R.
Observe que dado x;,x, € R com g(x;) = g(x,) tem-se (x;,0) = (x,,0), logo x; = x5,
com isso g é injetiva.
Observe também que qualquer y = (x,0) € R’, temos y = g(x), com x € R, portanto g é
sobrejetiva. Temos entdo uma bijecdo de R em R'.

VVamos verificar também que g conserva as operacgdes de adi¢do e multiplicacdo, a saber:
1-gx+y)=(+y,0=(0x0+ (40 =9gx) +g0y), Vx,y € R
2-g(xy) = (xy,0) = (x.y—0.0,x.0+ 0.y) = (x,0).(y,0) = g(x).g(y), Vx,y € R.
Assim a funcdo g: R — R’ é bijetiva e preserva as operacdes de adicdo e multiplicacéo,
nestas condi¢cbes dizemos que g € um isomorfismo e os corpos R e R’ sdo ditos isomorfos.
Dessa maneira os complexos da forma (x, 0) podem ser identificados com o ndmero real x.
Definindo um ndmero complexo i por i = (0,1) de unidade imaginaria, verifica-se que
i? = —1. De fato:

i?=1i.i=1(0,1).(0,1) =(0.0—1.1,0.1 + 1.0) = (-1,0) = -1 (3)
Portanto um numero complexo qualquer z = (x, y) pode ser escrito da seguinte maneira

z=(x,y)=(x0)+(0,y) =x(1,0) +y(0,1) = x + yi (4)

em que i ¢ a unidade imagindria. Assim, todo numero complexo z pode ser escrito de maneira

uUnica:

z=x+yi, x,y € Rei? =-1.

A expressdo z = x + yi é chamada forma algébrica do nimero complexo z.
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Vale destacar ainda que os niimeros reais x e y sdo respectivamente parte real (Rez = x) e
parte imaginaria (Imz = y) e quando x = 0 ¢ y # 0 0 nimero complexo z ¢ dito imaginario

puro.

2.2.1. Representacdo Geometrica dos Numeros Complexos

Ja vimos que a cada nimero complexo z = x + yi esta associado o par de numeros reais
(x,y). Entdo suponha fixado um sistema de coordenadas no plano. Logo podemos associar a
cada namero complexo z o ponto P desse plano de coordenadas x e y. Assim ao complexo z

associamos o vetor de origem (0, 0) desse sistema de coordenadas e extremidade (X, y), isto €,

o complexo z é representado pelo vetor OP, chamado também de afixo de z.
Esse sistema de coordenadas cartesianas no qual estdo representados 0os nimeros complexos é

chamado de Plano Complexo ou plano de Argand-Gauss.

F

. P=((xy)=z=x+yi

Figura 1
Além disso, se x; + y1i = x, + y,i, concluimos pela unidade dos nimeros complexos que
X1 =X, € Yy =Y, OU Seja, se dois complexos sdo iguais entdo as suas partes real e

imaginaria sdo iguais.

2.2.2 Adicdo e Subtracdo de Numeros Complexos: representacdo

geometrica

COnSIdeI’E Z1 = (xl, yl) e Zy = (xz,yz), com X1,Y1X2 €Yo € R. ASSlm,

zZ1+ 2 = (x,y1) + (g, ¥2) = (1 + %2, Y1 +y2) = 23 (5)
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Essa soma corresponde simplesmente a soma dos vetores 0z;, e 0z, com O = (0, 0), ou seja
a soma é representada geometricamente pela diagonal do paralelogramo com lados adjacentes
0z, € 0z, e 0S pontos z; = (x1,y1), Zy = (x2,¥,) € z3 = (x1+ x5, y; + y,) corresponde

respectivamente a z; = x; + y1i €z, = X + Yol € 23 = (x4 x3) + (y1 + y,)i.

o

Figura 2

A subtracdo ¢ interpretada geometricamente como a diferenca dos vetores 0—zl> e 0_z£

Z2

22— 2

Z1

0

Figura 3

Temos:
021 +Z]_Zz = OZZ

— —
Z122 =0Z2 - 0Z1



Logo z,z, representa a diferenca entre os complexos z, e z;, OuU seja:

Zy — 21 = (X2,¥2) — (%1, Y1)

O conjugado de um nimero complexo z = x + yi; x,y € R, é definido por Z = x — yi,

geometricamente, corresponde ao simétrico de z em relacéo ao eixo real 0X.

A
_______ Z=x+D
|
/q:
@) :
|
______ Z=x-D
Figura 4

As propriedades da conjugacao sao:
(1) z=2z VzEeC
(2) 21+ 2z, =71+ 2;, V21,27, €C

(3) 71 73=71. 23, V7,2, €C

(4)(2):% VZl,ZZE(Cezzi0
Z2 Z2

(5) zt=(Z)"™ V z € C enumndmero inteiro
(6) Re(z) =(z+2)/2 ,Vz e C

(7) Im(z) =(z—2)/2i ,Vz €C

21

(6)
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Prova.

(1)Sendoz =x+yi,temosz=x—yiez=x—(—yi)=x+yi=2z

(2)Paraz; = x; + yji €z, = xp + y,i temos

Z1+2; = (X1 + %) + (1 +y2)i = (21 +x3) — (y1 +y2)i
=X =)+ —y2i) =21+ 2,

(3)Sejaz; =x; +yiiez, =x,+ y,i temos

Z1. Z3 = (X1 + x2). (V1 + ¥2)i = (11 — %22) + (y1 + x1Y)i
= (x1y1 — %2Y2) — (ey1 + x1¥2)i = (g — Y1) (X2 — Y2i) =71 .2,

(4) Veja que pela propriedade ( 3 ), temos

1
= (Zl'_> == Z_l
Z)

(5)z" = (x+y)" = (x + yi)(x + yi) ... (x + yi)

n fatores

Z1

I
S

N
N——

S| =

Z)

=(x+y).(x+yi)....(x+yi) = [(x + yi)]n = (2)"

n fatores

(6)Comoz+z=(x+yi)+ (x —yi),entdoz+z = 2x,donde x = Re(z) = (z +z)/2

(7)Comoz—z=(x+yi)— (x—yi), entdioz —z = 2yi,logoy = Im(z) = (z — z)/2i

2.2.3. Modulo de um Numero Complexo

Dado um numero complexo z = x + yi, chamaremos modulo de z o nimero real ndo
negativo |z| =./x? + y2. Geometricamente, 0 modulo de z é a distdncia do ponto de

extremidade P = (x,y), a origem O.



o

Figura 5

Logo, dado dois complexos quaisquer z, e z, sdo validas as seguintes propriedades:

(1) z1.z3 =111,V z; € C

(2) |zl =|z1l, ¥V 2z, € C

(3) lzy. z2l = |z4l .|23],V 24, 2z, € C
Z1 |Z1]

4) [—| = \V 24,2z, € C

( ) Z, |ZZ| 1 2

(5)lz1+ zo|l < |z4| + |2,],V 24, 2z, € C

Prova.

(1)z.5 =22 +y% = (Y22 +52) =|zl?

(2)Sejaz, = x +yi,logo |z;| = /x2 + y2 = /()2 + (—=y)2 = | 7|

(3) Da propriedade (1), temos

|Zy . Zz|2 =(21.22).(z1. 23) =(21.21).(21. 2,) = |Z1|2-|Zz|2

Como |z| = 0, consequentemente |z, . z,| = |z4].|2,|

23



(4) Temos

1
Zy.—
T

1

Z3

Z _ |z, |

B |Zz|

= 1Z1l .
. 2]

(5) Seja dois complexos z; = a + bi e z, = ¢ + di. Consideremos a desigualdade
0 < (ad — bc)?, (a,b,c,d € R), dai

0 < (ad — bc)? = 0 < (ab)? — 2adbc + (bc)? = 2adbc < (ad)? + (bc)?

Vamos adicionar o termo (ac)? + (bd)? a ambos 0os membros, logo

2adbc + (ac)? + (bd)? < (ad)? + (bc)? + (ac)? + (bd)? =
(ac + bd)? < (a® + b?)(c? + d?)

Portanto,

(ac + bd) < \/(a? + b2)(c? + d?)

Agora, multiplicando ambos os temos por 2 e em seguida somando (a? + b? + ¢? + d?),

teremos

a?+ b%+c?+ d? + 2ac +2bd < a® + b% +c? + d? +2/(a? + b?)(c? + d?)

Segue que

Ja+2+b+d?2<ya?+ b2++c2+ d2 = |z1+ 2,| < |z1] + |2,

Agora que conhecemos o conjugado e 0 médulo de um nimero complexo e suas respectivas

propriedades podemos falar de divisdo de nimeros complexos.

2.2.4. Diviséo de Numeros Complexos

Dados z; e z, # 0, nimeros complexos quaisquer, 0 quociente z = Zl/z2 sera denotado por:
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z _ _
z="1, o z.z, = 1 © .55 = 2175 ©

Zl'Z_Z

Zy .75

E por (1) das propriedades do modulo, temos:

Z1 .2

B |Zz|2

2.2.5. Poténcias do Numero Complexo i

Sabendo que i? = —1, entdo vamos analisar 0 comportamento das poténcias de i™, utilizando

as propriedades das poténcias de nimeros reais quando n for um nimero natural.

Observe que a medida que n cresce, o valor das poténcias de i" se repetem de 4 em 4, com
valores da sequéncia (1,i,—1, —i). Logo para calcular o valor de i™, basta elevar i ao resto da

divisdo de n por 4. Ou seja, n = 4q + r, obtemos:

= AT = 4T = (44T = 190" =", 0<Tr <4,

comg,n € N.



26

Assim,

1,sen =4q

n i,sen=4q+1 comg =1,2,3,..
—1,sen=4q + 2

—i,sen=4q + 3

—

2.3. Forma Polar ou Trigonométrica

Um numero complexo z = x + yi, z # 0, pode ter outra representacdo devida a Euler,
chamada de forma trigonomeétrica ou polar. A forma polar de um nimero complexo facilita o
calculo das operacdes de multiplicacdo, poténcia e extracdo de raizes de um numero, bem
como suas representacdes geomeétricas.

Para isso considere o complexo z = x + yi ndo mais como ponto P = (x,y) mas como vetor
0P = (x,y).

4 Eixo Imaginario

YF----me-- P

® Eixo Real

==
-

Figura 6

Como o0 moédulo de um complexo z = x + yi € a distancia do ponto P = (x,y) a origem
temos |z| = r = /x2 + y2.

Observe também que o segmento de reta OP determina com o semieixo positivo 0X, um
angulo cuja medida em radiano vale 6, variando no intervalo [0,2m). 8 ¢ chamado de

argumento principal de z e serd denotado por argz = 6.
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E notdrio destacar que podemos considerar como argumentos do nimero complexo z = x +
yi, todos os arcos congruentes de 8, ou seja, os angulos de medidas 6, = 6, + 2kn, k € Z.

Agora usando as relagdes trigonométricas, observamos na figura ( 5 ) que:
senf =7/, =y =rsen6 (i) e cosf =%/ = x =rcosf (ii)
substituindo (i) e (ii) naigualdade z = x + yi, temos:
z =rcos6 + irsen 0, ou seja,
z=1(cosf +isen0)

que ¢ chamada Forma Polar ou Trigonométrica do complexo z e r € 8 sao as coordenadas

polares do ponto Z = (x,y) do plano onde r pertence ao intervalo [0,+[ e 8 € [0, 27).

2.3.1. Igualdade de Complexos na Forma Trigonométrica

Dados dois numeros complexos ndo nulos z; e z,, representador por z; = r; (cos 6 +

isen 81) e z, = 1, (cos 6, + isen 6,) tem-se que z; = z, se, € somente se,
71 (cos 81 + isen ;) = 1, (cos 8, + isen 6,)

Se, e somente se, y =1, > 0 e cosB, + isen 6; = cos 8, + isen 0,, portanto, da igualdade
de numeros complexos, e da periodicidade das fungdes trigonométricas, temos 6, = 6, +

2km, k€ Z.
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2.3.2. Multiplicacéo, Diviséo, potenciacado e radiciacdo na Forma

Trigonométrica.

A forma trigonométrica de um namero complexo vem facilitar os calculos com as operacdes
definidas no conjunto dos complexos e nos permite interpreta-las geometricamente por isso

da-se preferéncia pela formula trigonométrica a formula algébrica.

(1) Interpretagdo Geometrica da Multiplicacdo de dois Complexos

De inicio vamos interpretar geometricamente a multiplicacdo de dois nimeros complexos.
Para tanto, consideremos z; e z, dois nimeros complexos ndo nulos, com |z,| = |z,| = 1.
Logo:

z1 =cos B, +isenf, e z, = cos B, + isen 6, com b, € argz, e 0, € argz,

Observe que esses complexos unitarios sdo representados geometricamente por pontos no

circulo unitario e que:
izy = i(cos B, + isen 8;) = —senb, + icosb,

mas

—send; = cos (91 + %) e cosh; = sen (91 + %)

Portanto,

iz, = cos (91 + %) +isen (91 + g)

Vv A

o

Figura 7

iz

R
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Segue que quando multiplicamos um complexo z; por i obtemos uma rotacdo positiva de "/2

a partir do ponto Z;. Entretanto:
Z1.Z, = (cos 01 + isen 681)z, = cos 6,2z, + sen 8,iz,
Podemos considerar z,.z, como a soma dos vetores perpendiculares cos 8,2z, e sen 6,iz,, ou

seja, a diagonal do paralelogramo determinado pelos vetores cos 6,z, € isen 8,z,. Veja que

6, é o angulo entre z, e z;.z,.

L&)

1%2
sernldy

izaserniy

[ R ——

Figura 8
Portanto, multiplicar dois nUmeros complexos z; e z,, ambos unitarios, é atribuir a um deles
uma rotacao no sentido anti-horario de angulo igual ao angulo do outro. Para dois complexos
w; € w, quaisquer podemos proceder da seguinte forma:

W1 =12, e Wy =152,

com z; e z, nimeros complexos unitarios. Note que w, € z; tem 0 mesmo argumento 8, e

w, € z, tem 0 mesmo argumento 8,, logo

WiWy = 12117y = 11717,
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Mostrando que o produto de dois ndmeros complexos quaisquer tem mddulo ryr, e

argumento 6, + 65, 0 que nos fornece
wiw, = rry[cos(6; + 6,) + isen(6, + 6,)] (7)

Para o produto de n nimeros complexos essa formula continua valida. A saber:

Dados wy, wy, ... ,wy € C tais que wy, = ri(cosOy + isen6,), k =1,2,3,... ,ntemos que:
Wi Wy e Wy = 11,15 o T[cos(0; + -+ 6,) + isen(6; + -+ 6,)] (8)

Note que para n = 2 ja vimos anteriormente que é valida. Suponha também que seja valida

paran € N, entdo paran + 1, temos:
Wi Wy e Wy Wpyq = 1775 .. Tp[cos(01 + -+ 0,) +isen(0y + -+ 6,)].wyyq

gue nos da:

WiWy e Wy Wpiq = 111 e Tptpgq[cOS(O1 + -+ 60, + Oy 1) +isen(6; + -+ 6, + 6,41)]

Mostrando pelo principio da inducdo finita que € valida a multiplicacdo de n ndmeros

complexos.

(1) Diviséo
Dados z; = r(cos 6, + isen 6;) e z, = r,(cos O, + isen 6,), z, # 0, entdo:

Z T
2= Licos(6, — 6,) + isen(6;, — 6,)] (9)
VA Iy

Para provarmos vamos recorrer a multiplicacdo de complexos. Veja que a equacado ( 9 ) fica

provado se

— .Zy = Z4
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Ora, para multiplicar dois complexos, pelo que ja vimos, basta multiplicar os modulos e

somar o0s argumentos, entdo como:

Zq 51 .
S L= [cos((6, — 63) + 0,) + isen((6; — 6,) + 6,]
2 2

Como :—1.1”2 =1, (6; — 6,)+ 0, =6,, segue
2

Z1
— .z, = 1,(cosf, + senb,) = z,
Z

(111) Potenciacdo (Primeira Formula de De Moivre)

Dado o complexo z = r(cos6 + isenf), com z # 0 e n € Z, temos:
z" = r"™[cos(nd) + isen(nh)]

Observe que a férmula decorre diretamente de ( 8 ), uma vez que

n

z2"=zz..z =r.r.r[cos(@+0+--+0)+isen(0+6 +--+0)]

= r™[cos(n@) + isen(nf)]

Temos entdo que multiplicar o complexo z = r(cosO + isenf), por si proprio n vezes,

equivale a d4 ao complexo n rotagdes sucessivas de angulo 6.
( IV) Radiciacdo de Numeros Complexos

Utilizando a Formula de Moivre € possivel determinar raizes de nimeros complexos. Para

isso consideremos um nimero complexo z € um niimero natural n > 1.

Defini¢dao. Chamaremos de raiz n — ésima de z a todo complexo w, tal que z = w™.
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Temos, se z =r(cosO + isenf) entdo w" = r(cosf + isenf). Fagamos agora
w = p(cosg + iseng), entdo

w™ = [p(cose + iseng)|™ = r(cosB + isend)
Pela formula de De Moivre,
p™cos(ng) + isen(ng)] = r(cosO + isend)

Da igualdade acima, conclui-se que

° pn:rﬁpzw

) cos(ng) = cosO e sen(np) = send. Dai

0 + 2kn
ng =0 + 2kn = (pzT,kEZ

Portanto,

n 0 + 2km\ 0 + 2km
w, = Vr [cos (T) + isen (T)]

Veja que para

k=0 = —9
=1 9+27T
= el e JR—
@ n n
7] 2T
k=1= op=—+2.—
n n
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Obtendo n valores distintos e ndo congruentes para ¢, pois todos esses valores estdo no
intervalo de [0, 2n[ jAque n > 1.

Note que para qualquer outro valor de k, o valor de ¢ serd congruente a um dos anteriores, ou
seja:

0 2t 6 0
k=n= <p=E+n.T=£+2n=E

Esse valor € o mesmo para k = 0. De um modo geral, dado qualquer k € Z,k > n, pelo

algoritmo da divisdo de Euclides, existem n, g e r inteiros tais que
k=nqg+r,comq,r €Ze 0<r<n

Como:

6 2km 6 2ng+r)m 06 2rm
— =t =—+—+2qm
n n n n n n

Vimos que o valor de ¢ correspondente a k € o mesmo valor de ¢ correspondente a r.

Portanto existem n valores para wy,.

Veja que todas as raizes enésimas de z possuem o mesmo moddulo, Vr. Assim sio
representadas por n pontos sobre uma circunferéncia com centro na origem e raio V. Além
disso, 0s argumentos principais de w, estdo igualmente espacados ao longo desta
circunferéncia, pois forma uma progressao aritmética de primeiro termo % e razéo 27"

Ha também a conexdo dos ndmeros complexos com a exponencial. Essa conexao foi
descoberta por Euler por meio dos desenvolvimentos das fun¢@es seno, cosseno e exponencial

comparando as séries de Taylor.

Entdo: dado um numero complexo z = x + yi, a exponencial de z é denotada por

z = XtV = ¢Z(cosx + iseny) = e*(cosy + iseny) (10)

e
Em particular

e'™ = (cosm + isenm) = —1

Assim podemos escrever qualquer nimero complexo diferente de zero na forma
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z = r(cosO + isenf) = re'?

Consequentemente o produto de dois nimeros complexos pode ser expresso por
(r1e%91)(r,e2) = 1y 1,ei(61+02) (11)
e a formula da poténcia como
(reie)" — yngind
Como aplicagdo, podemos deduzir a férmula da soma dos senos e dos cossenos de uma
sucessao de arcos em Progressdo Aritmética (PA).

Sejam as somas:

S, = senx + sen(x +r) + sen(x + 2r) + ---+ sen[x + (n — 1)r]
S, = cosx + cos(x + 1) + cos(x + 2r) + -+ cos[x + (n — 1)r]

Agora multiplicando S; por i temos:
iS, = isenx + isen(x + r) + isen(x + 2r) + - + isen[x + (n — V)r]
Somando S, e iS; membro a membro e considerando que e = (cosm + isenm), temos,

S, eiS; = e + !+ 4 glx+2r) 4 .y gilx+(n=1r]

S, eiS; = e[l + el + 2" 4 ... 4 iln-17]

Observe que entre os colchetes temos uma Progressao Geomeétrica de primeiro termo 1 e

razdo e'". Entdo aplicando a formula da soma, temos,

1— einr

; — Lix
S,eiS;=e i



Podemos escrever ainda, e com mesmo valor,

lnri ( - 1nri lnri
e2 e 2 —e2 )

52 e lSl = elx.

cos nr isen nr cos nr isen nr
2 2 2 2

SZ e lSl = ei[x+g(n_1)]. T
—2i .senz
sens
. T 5
S, eiS; = ellz-] "2
senz
) Sen% r ] r
S,eiS; = onl {cos [x + E(n - 1)] + isen [x + E(n - 1)]}
2
E finalmente,
nr
sen—- r
S, = T .cos[x+—(n—1)]
senx 2
€
sen—- r
S1 = 7% .sen[x+—(n—1)]
senx 2

Exemplol. Seja @ = cos6 + isenf. Mostre que para todo k € Z, tem-se:

Solucéo. Se a = cosf + isenf, por De Moivre, temos:

a® = cos(kf) + isen(kf) e a~* = cos(kB) — isen(k8)

35



Entdo, adicionando membro a membro as expressoes acima,

ak + a=* = cos(kB) + isen(kO) + cos(kf) — isen(k8)
ak + a % =2coskf =
ak +ak

k6 =
cos >

Agora, subtraindo as mesmas expressdes membro a membro, teremos:

ak —a™% = cos(kB) + isen(kf) — [cos(kB) — isen(kB)]

ak —a % =2isenkd =
ok
senkf =

— a_k

20

Exemplo 2. Verifique a seguinte identidade trigonométrica
3+ 4c0s6 + c0s260 = 2(1 + cosH)?

Solug&o. Seja z = cos@ + isenf = e'? e 271 = cosH — isend = e~ entdo

al® + o0 20 4 20
cost = — € cos20 = —

Portanto,

3+ 4c0s6 + c0s20 = 2(1 + cosH)?

3+4Z+Z_1+ZZ+Z_2_2 1+Z+Z_1 2
2 2 2
. (z+z‘1>2]
1+z+z7"+ >

1 1 1 1
EZZ +2z43+2z71 +EZ_2 =§Zz +2z43+2z71 +§z_2

1 1
3+2Z+ZZ_1+§Z2+§Z_2:2

0=0

36
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2.4 Raizes da Unidade

Determinar as raizes n — ésimas da unidade é encontrar todas as solugbes complexas z da

equacao

z"—1=0
Sabemos que pelo Teorema Fundamental da Algebra, que estudaremos no préximo capitulo,
tal equacdo possui n raizes complexas; e a Unica raiz 1 — ésima da unidade € 1. Entdo como

cos(2km) + isen(2km) =1, Vk €Z

Segue que,

V1 = 1[cos(2km) + isen(2km)]

= V1. cos(2kn) + isen(2km)

2k 2km
=1. [cos—+ isen——
n n

Por (9), temos

n 2km 2kn
V1 =cosT+isenT , comk = {0,1,2,..,n—1}

Entdo as n raizes n — ésimas da unidade, para questdo de simplificacdo, serdo representadas
por W,.
Logo,

2km 2km
W, = cosT+isenT, k € {0,1,2,..,n— 1}

As imagens dessas n raizes complexas divide o circulo de raio 1 em C e centro na origem em
n partes iguais sendo, W, = 1. Entdo para n > 2, essas raizes sdo vértices de um poligono
regular de n lados inscrito nesse circulo.

Considerando

2T 21
W = cos— + isen—
n n



Temos que

X 2k
wW* = cos— +isen—, k € {0,1,2,..
n n

2km

Portanto as raizes da unidade poderdo ser representadas por

Vejamos alguns exemplos e aplicagdes nos quais mostramos a geometria das raizes.

L,w,w)?, .., (w)nt

Exemplo 1. Determinar as raizes cubicas da unidade.

Solucéo.
2km 2km
= cosT+lsenT, k €{0,1,2}
Logo,
Wy,=1
W, = cosz—ﬂ+isen2—ﬂ = ——+i£
3 3 2
w, = cos4—n+isen4—ﬂ = _1 E
3 3 2 2

A representacdo no plano de Gauss, sera

1 V3
2" 2 } &
v
ll
g
.l
“
.

-

W= (1,0)

V3
_z]

Raizes clbicas da unidade

,n—1}
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Essas trés raizes sdo vértices de um tridngulo equilatero no circulo unitario com vértices

00 (45) o(-4-D)

2 2

Observe que um dos lados do triangulo é | = W, W, dado pela distancia entre as imagens de

Wye W;.

2 2
d(Wo, W;) = (B + (Ay)? = \/(1+%> +(§>

2 2
d(Wo'W1)=\[<%) +<§> - /%+%= %: V=1

Pela geometria plana a area do triangulo equilatero é

12V/3
a3
4
Temos
V33 _ 33
4 4
Exemplo 2. Calcular as raizes sexta de 1.
Solugéo. Temos
2k 2km
W, = COST-FlsenT, k € {0,1,2,3,4,5}
Por tanto,
WO = 1
W, = 27‘[+ ) 21 4 V3
1= cos—tisen—— = S +i-
4m 4t 1 3

W, = cos?+lsen? = —§+l7
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6w 61T
Wy = cos?+lsen? =-1

8r  8m 1 3
W, = cos?+Lsen? = —5—17

1o  10m 1 3
Ws = COST-FLSQTIT = 5—17

Essas raizes determinam num plano um hexagono regular.

Wi = (~1,0) NAY: Wo = (1,0)

Raizes sexta da unidade

Perceba que o vetor W,W; = OW; — OW, =1 é um dos lados do hexagono e que a norma
dos nimeros complexos W, W;, W,, W5, W,, e W5 sdo todas iguais a 1. Perceba também que

a norma do vetor W,W, é

= -3 + (8 - i3

Portanto o triangulo AOW,W; é equilatero. O mesmo argumento serve para 0s demais
triangulos AOW,W,, AOW, W5, AOWW,, AOW,Ws e AOWW,, logo a &rea do hexagono é
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4 6V3_61V3_6v3 _ 33

4 4 s 2 *e
2.4.1 Algumas Propriedades da Raiz da Unidade
1) O produto de duas raizes n — ésimas da unidade é também uma raiz n — ésima da
unidade.
Considere W, = 1 e W,™ = 1, temos
(Wl.Wz)n = 1
Wln. Wzn = 11 = 1
i) O inverso de uma raiz n — ésima da unidade é também raiz n — ésima da unidade.
A saber: Seja
AEE Y
o w wn 1
1) O quociente de duas raizes n — ésimas da unidade é também uma raiz n — ésima

da unidade.

Sejaw," =1eW,™ = 1, temos,

Vejamos alguns exemplos

Exemplo 1. Prove gque é nula a soma dos vetores com origem no centro de um poligono

regular convexo e extremidades nos vértices do poligono.
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Solucéo. Considere o complexo,

2k 2km
W, = cosT+LsenT, k € {0,1,2,..,n—1}

Como raizes n — ésimas da unidade.
Cada raiz n — ésima da unidade representa um vetor de centro na origem e extremidade no
afixo do complexo W, e que paran > 2, as raizes representam um poligono regular, entdo a

soma das raizes n — ésimas da unidade é dado por:
W0+W1+W2+"'+Wn_1 = 1+W1+W12+"'+Wnn_1
Observe que essa sequéncia € uma P. G primeiro termo e razao dados respectivamente por

Wy  (Wp)?
1 —1o —w
S T2 1

Portanto,

w,"-1 1-1

Wo+ Wi+ Wyt ot Wy =1+W, + W2+ + W, =1, W1 1.W1_1

Exemplo 2. Os complexos z e w tem como imagens 0s pontos A e B, respectivamente. Se

z = 2w + 5wi e w # 0, quanto vale o seno e cosseno do angulo AOB?

Solucéo. Observe que se w é complexo, entdo 2w € o seu dobro e 5wi é o seu quintuplo

girando 90° no sentido anti-horario.
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Seja C a imagem do complexo 2w.

Observe que z é a soma dos complexos 2w com 5wi. Entdo pela figura acima o tridngulo

AOC, retangulo em C e que o angulo AOB = AOC e que o modulo de 5wi e 2w &,

respectivamente, 5|w|e 2|w|, logo pelo Teorema de Pitagoras, temos:

A0? = 25|w|? + 4|w|? = 29|w|?
A0 = /29|w|? = |w|Vv29

Portanto,
5|w 5v29
sen(AOB) = vl =
lw|v29 29
e
2|lw 229
cos(AOB) = vl =
lwlv29 29

Exemplo 3. Mostre que o cosseno do angulo formado pelos vetores que representam 0S

complexos ndo-nulos z e w € igual a

IW+WwWzZ
AVARI4



= —w|

]

Sejaz=a+bi,a,b ERe w=c+di, c,d €R.

Veja que

zw = (a + bi)(c — di) = ac + bd — adi + bci

e

zw = (a — bi)(c + di) = ac + adi — bci + bd

Logo, zw + zw = 2(ac + bd)

Agora tome z e w como vetores, entdo Z = (a,b) e w = (¢, d).
Sabendo que Z.w = |z| .|w]|.cos@ e que Z.w = (a,b)(c,d) = ac + bd

Temos:

|z| . |w|.cos8 =Z.w

ac + bd
|z| . |w|.cos8 = ac + bd = cosf =
1z| . w|
Mas,
+bd w + Zw fant p ZW + Zw
ac =—), ortanto cos = ———
2 p 22| ||

44
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Exemplo 4. Prove que

1+ sex + icosx . T
= (tgx + secx)i, para todo x real, X+ > + km.

1 —sex —icosx
Temos

1+ sex+icosx (14 sex+icosx) (1 —sex+ icosx)
1 —sex —icosx (1 —sex —icosx) (1 — sex + icosx)

[(1 + senx)(1 — senx) — cos?x] + [1 — senx + 1 + senx]cosxi
(1 —sex)? + cos?x

1 — sen?x — cos?x + 2 .cosxi

cos?x + cos?x
2cosxi

2c0s?%x
cosxi

cos?x

Agora

senx 1 ) ]

(tgx + secx)i = < +
COSX  COSX

(senx + 1) . CoSx
= i.
cosx cosx

(1 + senx) .icosx
B cos?x

(1 + senx) .icosx
a 1 — sen?x

B (1 + senx) .icosx
~ (1 + senx)(1 — senx)

icosx
1 — sen?x
]

Exemplo 5. No tridngulo ABC qualquer, onde a, b e ¢ sdo os lados opostos aos vértices A, B e

C, respetivamente, demonstre que

a? = b? + ¢ — 2bc cosA (Lei dos Cossenos)
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Solugdo. No sistema xOy, tome A e OB coincidindo, respectivamente, com a origem O e Ox.
Agora considere z; = r; 0 nimero complexo representado por B € z, = 1r,(cos6 + isenf) 0

numero complexo correspondente por C. (veja figura abaixo)

O ={A

Perceba que |z; — z,|% = a? e que pela propriedade (1) do mddulo dos niimeros complexos,

temos
Z1 — Zzl2 = (Zl - ZZ)(El - 22) = ZlEl + 2222 - (2221 + 2122)
Mas
7,7, = 1,(cosf + isenf)ry e
717, = 111y(cosf — isen)
Temos
Z1Z, + 2,2, = 1113(2c0s0)
Logo,

|2y — 2,|% = a® = 2,2, + 2,2, — (2,2, + 2,Z,)
= |z4]? + |z,|? — 2115050

= b2 + c% — 2bccosA
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Exemplo 6. No tridngulo ABC qualquer, onde a, b e ¢ sdo os lados opostos aos vértices 4, B e

C, respetivamente, demonstre que

a b c ]
- = =~ = = (Lei dos senos)
senA senB senC

Solucéo. Representando 4, B e C pelos nimeros complexos 0, 1 e z, temos

I'.rn[::};- ———m—— == . 3 I
I
|
I

b= |z : a=|z—1]|
|
:
: \ B
ar ] .
Logo,
a |lz=1 lzllz—-1] _ |z| _ b
sendA  Im(z)  Im(z) Im(z—=1)  senB
|z] |z — 1]

Exemplo 7. Se x e y sdo nUmeros reais quaisquer prove que

cos(x + y) = cosx.cosy — senx.seny e sen(x + y) = senx.cosy + seny.cosx.

Considere x e y satisfazendo a condicdo 0 < x < 2me 0 <y < 2m, entdo podemos escrever
Zy =cosx t+isenx e Z, =cosytiseny,
712, = cos(x + y) + isen(x + y) (D
Mas, z, z, pode ser

Z1Z5 = (cos x + isen x)(cos y + isen y)
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= (cosxcos y + cos x iseny + cosy isen x — sen x seny)

= (cosxcos y — sen x seny) + i(cos x seny + cosy sen x) (1n

Agora, igualando as partes reais e imaginarias de (I) e (II), temos

cos(x +y) +isen(x +y) = (cosxcosy — sen x seny) + i(cos x seny + cosy sen x)

Logo, cos(x + y) = cosxcosy — senx seny

sen(x + y) = cosx seny + cosy senx

Exemplo 8. Encontrar o cosseno € 0 seno do arco duplo, ou seja, cos2x e sen2x.

Seja z = cosx + isenx, entdo pela formula de Moivre, temos

cos2x + isen2x = (cosx + isenx)? = z2

= cos?x + 2icosx senx — sen®x
= (cos?x — sen?x) + i(2cosx senx)
Logo,

cos2x = cos?x — sen®x

sen2x = 2cosx senx
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Capitulo 3

Funcao Polinomial Complexa

Neste capitulo estudaremos mais uma aplicacdo dos nimeros complexos, desta vez nos
polinbmios, em especial as fungbes complexas, pois ao caracterizarmos o conjunto € como
corpo, podemos definir polindmios sobre C. E importante destacar que no vamos nos prender
ao estudo detalhado dos polinémios, mais informacg6es podem ser encontradas em [6], [10] e
[14].

Definicdo: Uma fungdo f: C — C, € uma funcdo polinomial complexa quando existem
nimeros complexos ay,ay,a,, ...,a, tais que f(x) = apx™+ a1 x" 1+ -+ a;x + aq

para todo x € C.

O resultado seguinte nos auxiliara nos proximos teoremas. A partir dele mostraremos que
uma funcgéo polinomial f pode ser expressa como produto de duas fungdes polinomiais, isto &,

f = pq, entdo diz que p e q divide f.
Teorema 3.1. O resto da diviséo de um polinémio f(x) por (x — B) é igual a f(B).

Demonstracédo. Sendo f um polindmio entdo pela divisdo de polindbmios, existem polinémios
q(x) e r(x), tais que f(x) = q(x)(x —B) + r(x), de q(x) e r(x) sdo respectivamente o
quociente e o resto. Observe que o grau de (x — ) é 1, logo o graude r(x) é O ou r(x) éo

polindmio nulo. Portanto,

fB)=aB)B=B)+r(B)
0

logo

f(B)=rB)
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Teorema 3.2. Teorema de D" Alembet

Uma funcéo f(x) é divisivel por (x — B) se, somente se, S € rais de f(x).

Demonstracdo. Suponha que f(B) = 0, logo pelo teorema (3.1) temos r = f(B) = 0, assim
x — B divide f(x).

Analogamente, se x — B divide f(x), entdo existe q(x) tal que f(x) = q(x)(x — B), logo
r=0.Pois f(B) = q(B)(B—p) = 0.

Teorema 3.3.Teorema Fundamental da Algebra (T.F.A)

Todo polinémio complexo F(x) de grau maior ou igual a 1 admite pelo menos uma raiz

complexa. (ver demonstracdo em [3] pagina 107)

Teorema 3.4. Todo polindmio complexo F(x) de grau n, com n > 1, pode ser escrito na

forma

F(x) = an(x = B)(x = B2) .. (x = Br)

Com a,, # 0 e n fatores do primeiro grau, em quefy, 35, ..., B, S840 as raizes de f(x). Essa

fatoracéo é Unica, a menos da ordem dos fatores.

Demonstracdo. Mostremos a Existéncia.
Seja F(x) = ax"+ap_1x" 1+ -+a;x+a, com x €C, como n>1, pelo TFA o
polinbmio admite pelo menos uma raiz complexa. Seja 8, essa raiz, entdo pelo teorema (3.2)

F(x) é divisivel por (x — ;). Portanto:

F(x) = (x = B1)Q:1(x)

Perceba que Q,(x) € um polinbmio de grau n — 1. Se o grau de Q,(x) for zero, ou seja,
polindmio constante, F(x) = a,(x — B,).
Porem se n— 1 > 1, novamente pelo T.F.A, existe um S, € C que é raiz de Q;(x), logo

Q4 (x) € divisivel por x — f3,, entéo:
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Q1(x) = (x = £2)Q2(x)eF (x) = (x — 1) (x — 2)Q2(x)

Onde Q,(x) € um polinémio de grau n — 2. Portanto, aplicando o T.F.A sucessivamente por

n aplicagoes, resulta a igualdade

F(x) = (x = ) (x = B2) .. (x = Br)Qn(x)

ou seja,

(= B (x = B2) . (x = B Qn(x) = apx™ + @y X' + -+ arx + ag

Onde Q,,(x) = a,, logo

F(x) = ap(x — B)(x — f2) ... (x — Br)

Unicidade. Considere que o polindmio F admita duas decomposigdes:

F(x) =a,(x = B)(x = B2) . (x — B)
F(x) = by(x —y)(x —v2) . (x — V)

Veja que comparando o termo de mais alto grau, nas duas expressoes, verifica-se quea,, = b,,.

Logo temos,

(=B =B2) e (x = Bp) = (x =y (X —¥2) . (X — ) (12)

Suponha que x = f;, logo,

Br—v)Br—v2) . (B1—v) =0

Como o produto é nulo, pelo menos um y4,...,¥, € igual a B;. Suponha, sem perda de

generalidade, que 5; = y;, entdo substituindo ; = y; em (11), temos

(=B = B2) o (x = Bn) = (x = ) (x —¥2) . (X = 1)
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Temos entdo, pelo teorema anterior que uma fungdo polinomial complexa de grau n pode ter
no MAaximo n raizes.

Sabemos que a todo polindmio estd associado uma funcdo polinomial, assim podemos
trabalhar com as fun¢6es polinomiais ou com polindmios.

Perceba que (x — B,) é termo comum na equacao acima e que eliminando o mesmo de ambos

os lados resta

(x — :82) o (= ﬁn) =(x—y2) . (x —vpn)
Com o mesmo procedimento verifica-se que para cada 5; = y;, Vi € {1, 2, ...,n} elimina-se

um par de termos idénticos em cada lado da igualdade. Isso prova a unicidade da

decomposicéo.

Dai resulta que toda equacao polinomial de coeficientes reais ou complexos de grau n, com

n = 1, tem no campo complexo exatamente n raizes.

Teorema 3.5. Se uma equacdo polinomial de coeficientes reais admite como raiz complexa

ndo real z = a + bi, entdo também admite como raiz seu complexo conjugado z = a — bi.

Demonstracdo. Seja a equagdo polinomial P(x) = ap,x™ + ap_x™ 1+ -+ a;x + ay,

sabemos que a + bi é raiz da equacdo polinomial acima, logo P(z) = 0. Assim

anz" + ap_1z" 1+ -+ a;z+a, =0

Agora, tomando o conjugado da equacao, temos

Az +an_1z" 1+ +a;z+ay =0

Das propriedades do modulo, concluimos que

AnzZ™ + A1z 1+ -+ @z +a, =0
0

Anz™ + ay 12"+t @z 4+ ag =
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@+ an_ 1@+ +a;(Z)+a;=0

Portanto temos P(z) = 0, logo z = a — bi também € raiz da equacdo polinomial.
Pelo teorema (3.5), temos que o numero de raizes complexas de um polinbmio de
coeficientes reais € um nimero par.
Se 0 polinbmio tem coeficientes complexos ndo vale o teorema (3.5) pois o polindmio
P(x) = x? — ix, temos
P(0)=0 e
P =i?-i?=0

Mas Z=1= —i,entdo

P(=i) = i* +i* = 2i* = -2
Como aplicacdo, trabalharemos nas se¢@es seguintes, com as equacfes quadraticas e cubicas.

3.1. Equacdo Quadratica

Considere a equacao quadratica
ax?+bx+c=0 (1)

onde a, b, e ¢ sdo nimeros reais e a # 0. Temos
“+bx+c= ( + b)z 2~ o 2
ax x+c=alx a yPr i (2)

onde A= b? — 4ac.

Sabemos que se,
1. Se A = 0, a equacdo admite uma unica raiz real.

2. Se A > 0, a equacdo admite duas raizes reais e distintas, a saber



Além disso, podemos escrever a equacéo ( 1) como

a.(x—x).(x—x,)=0

3. Suponhamos agora que A = b? — 4ac < 0.

Logo

Por (2 ), temos

Como i? = —1, temos

ot (]
Xty "\2a2) | T
(o) (2
*Tod TP \2a2
L A
Xt oa T T 2a
—b+ ivV-A —b —ivV-A
NETT o ¢ T T

Temos entdo que, as raizes de (1) sdo complexas conjugadas, logo

—b b? — i*(=b* + 4ac) —c

X1 +Xp=— e X1.Xp =
1 2 a 1-42 4a

Assim, por (1)

ax’+bx+c=0

54



, b c
a(x +—x+—>=0
a’ a
alx? — (x; +x2). x —x1.%,] = 0
a(x? —x.x; —x.X; —Xx1.%3) =0
a[x. (x —x1) — x5(x —xl)] =0

a.(x—x).(x—x,)=0

Portanto se as raizes da equacdo quadrdtica sdo complexas, ainda

a.(x—x).(x—x,) =0

Suponha que os coeficientes da equagdo quadratica sdo complexos. Temos
az?+bz+c=0

De forma similar

a
2+b N 2 b? ¢ _ o
a\? d 4a?2 4a? a
( +b)2 (b? — 4ac)| _
a\z 2a 4q? B

Assim

Onde A = b? — 4ac. Temos

(2az + b)2 A
4q? " 4q?2

Logo, (2az + b)? = A

Facau = 2az + b, logo u? = A

Sendo A = b? — 4ac um complexo entdo podemos escrever
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temos



A=x+iy & ur=x+iy

Pela formula de Moivre

0 0
u =./|Al (cosi + isenz)

Onde 6 € o argumento de A.

Sabemos que

o= o=
coS =— e Sen = —
|Al |A
ASSim
- cos®——sen? = 2cos*=—1
|A] 2 2
Segue que
29_1_|_x . 9_+ |A] + x
€08y T 2T 1A OS2 = E 721
Similarmente,
,0 1 «x - 0 4 Al — x
S T 2T 21A SN =T 21
Portanto
|A] + x Al — x
= /14l j
i =14 j 2l L 20
Segue que

Se u; = 2az + b, entédo
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1 b
Zi=%ui—ﬂ
1 2b b
Z1+22=E(u1+u2)—5=—a
1 2
Zl' ZZ :_W u1u2+u1b—u2b+b
=0

I Al+x AL x o fla2=x2)
172 T Ty 2 2 T 4

1 1 c
Zy . Zy :_4_az<_4+i\/|A|2_x2+b2) =—4—az(—b2+4ac+b2) =

Exemplo 1. Se f = x2 + bx + ¢ é um polindmio quadratico com coeficientes complexos e

que ambas as raizes tém mddulo 1. Prove que g = x? + |b|x + |c| tem 0 mesmo mddulo.

Soluc&o. Seja x; e x, as raizes complexas do polinomial f = x2 + bx + c e y, e y, as raizes

complexas do polinémio g = x2 + |b|x + |c| .

Temos que provar que se |x;| = |x,| = 1, entdo |y,| = |y, =1

Perceba que x;.x, =c e x; +x, = —b, entdo pelas propriedades do modulo temos,

lc| = |xq|. |x2] = 1el|b] < |xq| + x| =2

Logo, o polindmio g = x2 + |b|x + 1 e que o discriminante A= |b|?> — 4.1.1 = |b|> — 4 < 0.

Consequentemente

V1,2

_—lbl £/ =4 _ -Ibl £ /D (BE - 4)
2

2

_—lbl £ JEE—1bP) _ —Ibl + i/4— [bI?
_ 2 _

2

V1,2

Como |xq| = |x,| =1, isso implica x; = +1 e x, = 1, logo |b| = 0 ou |b| = 2. Como

li] = 1, temos
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—|b| + iy/4 — |b|?

2

|3’1,2| =

Portanto |y;| = |y, = 1.

Exemplo 2. Se p e q sdo numeros complexos com g # 0. Prove que se as raizes da equacao

quadratica x? + px + g = 0 tiverem o mesmo valor absoluto, entéo g é nimero real.

Solucdo. Seja x; e x, as raizes da equagdo, entdo x; + x, =p € x;x, = g% considere

também r = |x;| = |x,|. Entdo

2 2 2 2 — —
p (xy + x3) X1+ 2x1%, + x, X; Xy X1X,  XXq
q X1X2 X1X7 X2 X1 XoXo  X1Xq
X1Xy  XpXq1 X1X5  XpXqp 2 _
= > >+2=—" —+2=2+—=Re(xX3)
2212 x| r T r

€ um nlmero. Além disso,

2
Re(x;X3) = —|x;X;| = — 12, mas Z—z >0

Segue que p/q é um ndmero real.

Exemplo 3. Seja P(x) = a,x™ + ap_1x™ 1 + -+ a;x + a, um polindmio de grau n e seja
a um numero complexo. Mostre que através de divisGes sucessivas por (x — a), que p pode
ser desenvolvido segundo as poténcias de (x — a); isto é, na forma p(x) = b,(x —a)™ +

bp_1(x —a)" 1+ -+ by(x —a) + by.

Solucdo. Seja P(x) um polinémio de grau n. Vamos dividir P(x) por (x — a), logo podemos
escrever P(x) =q,(x)(x —a) + by. Dividindo agora gq; por (x—a) obtemos
q1 = q2(x)(x —a) + by, entdo P(x) = q,(x)(x — a)? + b;(x — a) + b,. Perceba que os

graus dos quocientes g; decrescem de uma unidade a cada passo e 0 processo para quando
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q.(x) é constante, ou seja, g,(x) = by,. Portanto p(x) = b,(x —a)* + b,_(x —a)* ! +

+ bl(x - a) + bo.

3.2. Equacbes Cubicas

Consideremos a equacao geral do terceiro grau
ax3+bx*+cx+d=0 (D
Podemos escrever esta equacédo da seguinte forma

b

c d
x3+—=x*+—x+
a a

~=0
a

Que é equivalente a (1). Portanto basta considerarmos equagdes cubicas em que o coeficiente

de x3 é igual a 1. Assim, sem perda de generalidade temos
x3+ax?+bx+c=0 (2)

Mas por meio de uma mudanca de varidvel vamos procurar uma substituicdo x = y + t que

anule o coeficiente em y2. Fazendo a substituicdo em (2), temos:
G+t +aly+)*+bly+t)+c=0 =
y3+ @Bt +a)y*+ (Bt>+2ta+b)y + (t3+t?a+th+c)=0

Fazendo t = —a/37 teremosx =y — a/3 e novamente substituindo na equagéo (2)
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Observe que essa equacdo ndo tem termo do segundo grau, entdo basta estudar as equacgdes do

terceiro grau do tipo
x3+px+q=0 (3)

Para resolver esta equacdo vamos escolher duas indeterminadas x = u + v. Substituindo em
(3), obtemos
W+ v3+3utv+3uv?+pu+v)+qg=0
W+v3i+q)+@w+v)p+3uv) =0

Logo
ud+v3=—p ud+ v =—
u.v= - = ud.vd = —_p3
3 27
Entdo cada solucdo (u, v) do sistema acima é solugdo da forma x = u + v da equacdo (3).
Perceba que a soma e o produto de u3 e v3, e que os mesmos sdo raizes da equacgdo do

segundo grau

3
2 p
—— =0
w* + qw 27

Resolvendo esta equacdo encontramos

s__4_ ¢, P s__4_ ¢, P

u ot aty eV ERARY,
3 2 3 3 2 3

_ _ |9, |9 P I A
X=utv= =t Ittt T Tty

Que é uma raiz da equacéo x> + px + g = 0. Um fato que merece destaque é o radicando
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q-  p
D=—+=
4 27
Pois mostraremos no apéndice que, se:
> D > 0 a equacdo tem uma raiz real e duas raizes complexas congugadas;
> D = 0 a equacao tem trés raizes reais sendo uma dupla;
> D < 0 a equacao possui trés raizes reais e diferentes.

Vejamos alguns exemplos

Exemplo 1. Resolvamos a equacdo x3 — 6x — 9 = 0.

D_qﬂﬂﬁ_81 m6_2m7—mﬂ_1n3_49>
T4 27 4 27 108 108 4

Logo a equagéo possui uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas.

Pela formula

B O L N LI O A B ARPOR
S R 2 |2 = - -

Poderiamos encontrar esta raiz inspecionando os divisores de 9, sem a necessidade do uso da

formula.
Entao
x3—6x—-9=(x-3)x*+3x+3)=0
Resolvendo a equagdo x* + 3x + 3 = 0, teremos as outras raizes _3/2 + i‘/i/z e

—3/2 _ i\/f/zl
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Exemplo 2. Resolvendo a equagdo x3 — 3x — 2 = 0, temos

2 3
_a . p _* el
D_4+27_4 27 0

Portanto a equagao tem trés raizes reais e uma delas sendo dupla. Pela formula x = 2. Logo,
x3-3x—-2=((x—-2)(x?+2x+1) =0,comox? + 2x + 1 = (x + 1)?, portanto tem

raizes —1 e — 1, uma raiz dupla.

Exemplo 3. Para a equagdo x3 — 6x — 4 = 0, temos

Portanto a equacdo tem 3 raizes reais distintas. Pela formula teremos

*la |16 216 *|4 |16 216
x= o+ |0t 5 |7t

3 3
2 27 7 27 0% 7=\/2+“_4+\/2_“_4

x=V2+2i+32-2i

Essa raiz parece ser complexa, porem a equagdo admite apenas raiz real. Ora, verificando os
divisores de —4 constatamos que —2 ¢ raiz da equacdo. Entdo x> — 6x — 4 = (x + 2)(x? —
2x —2) = 0 e as outras raizes sio 1 ++/3 e 1 —+/3 que também sdo as raizes da equacio
x?—2x—-2=0.

Porém, pela formula temos que encontrar 3/2 — 2i e 3/2 + 2i para determinar x, mas cada

radical tem 3 raizes e isso parece que x tem 9 raizes, mas u.v = _p/3 = 6/3 = 2, logo

V= 2/u. Entdo v fica determinado pelas 3 raizes de u.

Entéo,

T T )
_ P i : I in/4
Z—2+21—\/8(cos4+lsen4)—\/8e

Logo

3 . - .
u = Vz = /\/§ ein/4 = §/8. 1 ein/4 = \/2.ei"/12 = V2(cos15° + isen15°)



Entdo

2 2w
171 = — =

= = —— =1, = V2(cos15° — isen15°)
wo P

Portanto, uma raiz da equacdo €

x; = Uy + vy = V2(cos15° + isen15°) + V2(cos15° — isen15°) = 2v2cos15°

5 V236 _

=2V2.— 1+3

As outras raizes o0 processo € analogo.
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Considerac0es Finais

Averiguando o contexto historico dos nimeros complexos verificamos as dificuldades que os
matematicos tiveram para chegarem a nomenclatura atual desse conjunto chamado de corpo.
Cremos que a pesquisa histérica podera contribuir para desmistificar a ideia que muitos
professores e alunos do Ensino Médio tem de que os numeros complexos foram
desenvolvidos para determinar raizes ndo reais de uma equagao quadrética.

Ao trabalharmos com esse conjunto verificamos que é possivel aplicar os conhecimentos
algébricos e/ou geométricos do mesmo na trigonometria e na resolucdo de equacles
algébricas.

Acreditamos que este trabalho possa despertar o interesse do estudo mais profundo dos
nameros complexos pelos professores e alunos do ensino basico e que se sintam
entusiasmados para melhorar o ensino-aprendizagem com as aplica¢fes desses numeros nos

diversos ramos da matematica.
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Apéndice

Para entendermos a natureza das raizes da equacdo x3 + px + ¢ = 0 a partir do sinal do

2 3
discriminante D = 4 /4 +P /27, vamos estudar o gréafico da funcdo f: R — R dada por

f(x) = x3+ px + q, com p e q reais. Observe que

f(x)=x3(1+%+%)

Veja que para valores absolutos de x muito grande, os termos p/x2 e q/x3 assumem valores

insignificantes, portanto o sinal de (1 +%+f—3) serd positivo. Logo o sinal fungdo f(x)

depende exclusivamente de x3, ou seja, de x. Em particular f(x) sera positiva para valores
muito grande positivos de x e serd negativa quando x assumir valores muito grande negativos.
Como f(x) passa de valor negativo para positivo, em algum momento deve-se anular em
algum ponto, ou seja, a fungdo f(x) possui pelo menos uma raiz real. Para prosseguirmos

vamos recorrer ao célculo da derivada de f(x). Entdo
f'e) =3x*+p

Quando p > 0 a derivada de f(x) é sempre positiva, portanto a funcdo f é crescente e corta 0
eixo x apenas uma vez. Logo f(x) possui apenas uma raiz real que pode ser negativa, nula ou
positiva e duas raizes complexas conjugadas.

Entdo, quando p > 0 pode ocorrer 0s seguintes casos:

a) Se g < 0, f(x) tem uma raiz real negativa e duas raizes complexas;

F 1

/

Y

Uma raiz real negativa
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b) Se g = 0, f(x) tem uma raiz real nula e duas raizes complexas;

&

Y

Uma raiz real nula

c) Se g > 0, f(x) tem uma raiz real positiva e duas raizes complexas;

Y

v

Uma raiz real positiva
Quando p = 0 teremos f(x) = x3 + g, consequentemente, suas raizes serao:

a) Se g = 0, f(x) tem uma raiz real tripla igual a zero;

—

!

Uma raiz real tripla, f(x) = x3



b) Se g # 0, f(x) tem uma raiz real e duas complexas;

—

#

Y

Uma raiz real e duas complexas, f(x) =x3+¢q, q # 0
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Quando p < 0, vamos fazer p = —3a?,a > 0 e teremos f(x) = x3 — 3a%x + q, logo sua

derivada é f' = 3x? — 3a? e a derivada segunda é f"" = 6x. Observe que f'(x) = 0 quando

x = ta e que f"(x) é negativa no ponto x = —a, portanto esse € um ponto de maximo local,

como f"'(x) é positiva no ponto x = a esse € um ponto de minimo local.

Observe que

fl@).f(—=a) = (a® —3a%a + q)(—a® + 3a%a + q)
= (a® = 3a® +q)(—a® +3a® + q)
= (q —2a®)(q + 2a%)

= q? — 4a®

Lembrando que

N[ =

fl@.f(-a) = q* —4a® =q* — 4 [(‘g)

2 3
£(a).f(~a) = 4 (qz + %) — 4D

Logo o sinal do discriminante D serd o mesmo de f(a). f (—a).

(1)
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Portanto o gréafico de f(x) apresenta as seguintes formas:

a) Se D > 0, f(x) terd uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas;

Y

| i a

Uma raiz real e duas raizes complexas

b) Se D = 0, f(x) terd uma raiz real simples e uma raiz real dupla;

&

- - 1) I

Y

Uma raiz real simples e uma raiz real dupla

c) Se D < 0, f(x) tera trés raizes reais distintas;

&

!

Y

f(-a)
a
_ |
\J
fla) - -

Trés raizes reais distintas



Concluimos que a equacdo do terceiro grau x> + px + g = 0 tem uma, duas ou trés raizes

reais distintas, de acordo com o valor de D, portanto se:

> D > 0 a equagdo tem uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas;
> D = 0 a equacdo tem trés raizes reais sendo uma dupla;

> D < 0 a equacao possui trés raizes reis e diferentes.
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