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Resumo

Neste trabalho fazemos um estudo sobre a histéria da Geometria Euclidiana, enunciando
seus postulados e enfatizando a singularidade do quinto postulado de Euclides. Vamos ex-
plorar as tentativas mais relevantes de demonstrar o quinto postulado e como isso propiciou a
criacdo de outras Geometrias, chamadas nao-Euclidianas. Também aprofundaremos o estudo
da Geometria Esférica, demonstrando seus principais resultados, sendo muitos deles andlogos
a resultados da Geometria Euclidiana. Terminamos com a apresentagdo de diversas atividades
que podem ser aplicadas para alunos do Ensino Bésico, contemplando desde a fixagdo de con-
ceitos até as aplicagdes da Geometria Esférica a Geografia e ao cotidiano. O referencial tedrico
utilizado para elaboragdo das atividades é o Modelo de van Hiele para o desenvolvimento do
pensamento geométrico.

Palavras chave: Geometria nao-Euclidiana, Geometria Esférica, Modelo de van Hiele, Ativi-
dades sobre Geometria Esférica.



Abstract

In this work we make a study of the history of Euclidean Geometry, stating its postulates
and emphasizing the uniqueness of the fifth postulate of Euclid. We will explore the most im-
portant attempts to prove the fifth postulate and how this led to the creation of other Geometry,
called non-Euclidean. We will also deepen the study of Spherical Geometry, showing its main
results, many of which were similar to results of Euclidean Geometry. The work finishes with
the presentation of various activities that can be applied to students of Basic Education, consi-
dering from the fixation of concepts to applications of Spherical Geometry in Geography and
daily life. The theoretical basis for the preparation of the activities is the van Hiele Model to
the development of geometric thought.

Keywords: non-Euclidean Geometry, Spherical Geometry, van Hiele Model, Activities on
Spherical Geometry.
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1 Introducao

Na nossa prética docente, percebemos que alguns assuntos ensinados sdo alvo destas per-
guntas: ‘“Para que serve isso?”” ou “Em que situag@o vou usar isso?”’. Essas perguntas receberam,
ao longo dos anos, diferentes respostas dependendo da concepc¢do de sociedade, de educagdo
e da Matematica da época. O ritmo acelerado de mudancas em nossa sociedade exige de to-
dos estudo e aprendizagem constantes. Com relacdo a Matematica, a sociedade passou a exigir
do individuo, ndo s6 conhecimentos especificos, mas também, novas maneiras de organizar o
pensamento e de saber lidar com informagdes numéricas, interpretar graficos, ter percep¢ao
geométrica e de medidas. Dessa forma, a Matematica ensinada nas escolas deve procurar fa-
zer uso de problemas e situa¢des do cotidiano do aluno. Embora essas situacdes cotidianas
sejam fundamentais no planejamento de diversos conteudos, cabe aqui ressalvar que essa pos-
sibilidade de aplicacao nao deve ser tomada como tnico critério para a inclusdo de assuntos no

ensino da Matematica.

Devemos considerar a possibilidade de oferecer ao aluno a oportunidade de participar do
processo de criagdo e/ou recriacdo continua dos conceitos matematicos, explorando um pouco
de sua histéria e fazendo-o compreender que o conhecimento matemaético € fruto de um trabalho

continuo de observagdo e construcao.

Dentre assuntos que sdo alvos das perguntas descritas anteriormente, podemos incluir a
Geometria Euclidiana. Geralmente, quando a Geometria € abordada no Ensino Bésico, isto é
feito no final do ano letivo como mera repeti¢do de conceitos e teoremas que, muitas vezes, nao
se vé em uma aplicacao prética e, muito menos, num contexto histérico de seu desenvolvimento

e desdobramentos.

Em um estudo realizado pelo IMPA (Instituto de Matematica Pura e Aplicada) no ano de
2001, conforme relatado em [18], constatou-se que, de doze colecoes de livros didaticos de
Ensino Médio de Matemadtica utilizados em nosso pais, nenhuma tratava das Geometrias nao-
Euclidianas. As razdes para que isto aconteca sao as mais variadas possiveis. Elas vao desde

a cultura predominante do ensino da Geometria de Euclides, passando pela ma formacao dos
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professores de Matematica, dentre outras. Entretanto, ndo € o objetivo deste trabalho discutir
tais problemas e sim, mostrar que € possivel incluir as Geometrias nao-Euclidianas em nos-
sos curriculos, em especial a Geometria Esférica. Como veremos adiante, isso deve ser feito

utilizando metodologias apropriadas de maneira diferente do ensino convencional.

-

E conveniente destacar que o estado do Parand, em suas Diretrizes Curriculares para a
Educacao Basica, sugere a inser¢ao do estudo de nog¢des basicas de Geometrias ndo-Euclidianas

em sua rede de ensino.

[...] Perceba a necessidade das Geometrias ndo-Euclidianas para a compre-
ensdo dos conceitos geométricos, quando analisados em planos diferentes do
plano de Euclides; Compreenda a necessidade das Geometrias nao-Euclidianas
para o avanco das teorias cientificas; Articule ideias geométricas em planos de
curvatura nula, positiva e negativa; Conheca os conceitos basicos da Geome-
tria Eliptica, Hiperbdlica e Fractal (Geometria da superficie esférica). (Paran,
2008, p.81).

Como docente da rede publica do estado do Rio de Janeiro, até a presente data ndo encon-
tramos nenhuma menc¢do as Geometrias ndo-Euclidianas nos curriculos minimos, elaborados

pela Secretaria de Estado de Educacao.

O objetivo deste trabalho € abordar o ensino das Geometrias ndo-Euclidianas, em especial
da Geometria Esférica, haja vista sua maior facilidade de visualizacdo e integracdo com outras

disciplinas. Essa integracdo € recomendada nos Parametros Curriculares Nacionais:

Através de cortes diversos em bolas de isopor ou de colagem de tiras estreitas
de fitas adesivas, e cores diversas, na superficie dessas bolas, concretizar as
nocdes de circulos maximos e circunferéncias maximas, respectivamente, em
esferas e superficies esféricas, e o fato de que nem todas as circunferéncias
que podem ser tracadas numa superficie esférica, sio méaximas. E ttil que,
nesse momento, se mostre aos alunos como esses elementos sio aplicados em
Geografia na determinacdo de linhas imagindrias na superficie terrestre (para-
lelos e meridianos). Nessa perspectiva, e como ja definimos o segmento de
reta como o menor caminho entre dois pontos de um plano, a no¢do de arco
de circunferéncia pode ser introduzida através das seguintes etapas]...] (Brasil,
1991, p. 88).

A seguir serd apresentada a estrutura deste trabalho.

No capitulo 2, faremos um breve relato da histéria da Geometria e, em especial, da Geo-
metria de Euclides, com suas no¢des comuns e postulados, assim como a formulagdo atual do

quinto postulado, dada por Playfair, mostrando a equivaléncia entre as duas afirmagdes.

O terceiro capitulo € dedicado a um pequeno historico sobre as tentativas de provar o quinto

postulado de Euclides, onde relatamos as tentativas de Saccheri e Lambert. Também descreve-
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mos o processo que culminou com a criagdao das Geometrias Eliptica e Hiperbdlica no século
XIX.

O estudo da Geometria Esférica € feito no quarto capitulo deste trabalho. Nele sdo de-
senvolvidos o contexto histdrico, alguns resultados, definicdes e teoremas que nos ajudam a
compreender um pouco mais dessa Geometria que nao € levada em consideracdo em nossos

curriculos escolares.

As aplicacdes da Geometria Esférica serdo apresentadas no quinto capitulo, onde fazemos
uma série de sugestdes de atividades baseadas no Modelo de van Hiele para o desenvolvimento

do pensamento geométrico, a serem realizadas pelos professores com seus alunos.

Ao final deste trabalho esperamos ter contribuido na discussao sobre o ensino da Geometria,
mostrando que € possivel abrir os horizontes de nossas abordagens como professores, a fim de
que nossos alunos percebam e compreendam as diferentes visdes geométricas do mundo que o

cerca.

O presente texto pode ser utilizado por professores e alunos para uma primeira leitura sobre

Geometrias nao-Euclidianas e, em especial, sobre a Geometria Esférica.
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2 Geometria de Euclides

2.1 Introducao

De acordo com [15], a palavra Geometria vem do grego Geometrein, que significa Geo -
terra e Metrein - para medir, e por isso, a Geometria era originalmente a ciéncia para medir a
terra. As primeiras ideias geométricas surgiram da necessidade de o homem resolver problemas
como constru¢do de casas, delimitacdo de terrenos e plantacdes, entre outros. Tal hipétese tem

sua origem nos escritos de Herédoto do século V a.C.:

[Quando das inundagdes do Nilo,] o rei Sésostris enviava pessoas para inspeci-
onar o terreno ¢ medir a diminui¢cdo dos mesmos para atribuir ao homem uma
reducdo proporcional de impostos. Af estd, creio eu, a origem da Geometria
que migrou mais tarde para a Grécia. (J.B.Pitombeira e T.Roque, 2012, p.60).

Apesar do crédito dado aos egipcios, é conhecido que os babildnios, os hindus e os chineses,
também ja manipulavam e detinham conhecimentos geométricos. A Geometria dessa época
era um campo repleto de experimentacdes cujas respostas aproximadas eram suficientes para

problemas de razdes préticas.

Os gregos foram os primeiros a se preocupar com o pensamento dedutivo das afirmacdes
geométricas. A partir de Tales de Mileto, fildsofo grego nascido em cerca de 623 a.C., a
sistematizacao do conhecimento matematico comegou a tomar forma e foi continuada por Hip6-
crates (c.460 a.C. - 377 a.C.), Pitdgoras (c.580 a.C. - 497 a.C.), Platdao (c.427 a.C - 347 a.C.) e
Euclides (c.325 a.C. - 260 a.C.), dentre outros.

Cerca de 300 a.C., Euclides, possivelmente um discipulo da escola platonica, organizou e
sistematizou todo o conhecimento matemaético de sua época em uma obra considerada primo-
rosa, denominada Os Elementos. De acordo com [2], a obra Os Elementos era constituida de
treze volumes considerados livros, que nao se resumiram a trabalhar somente com a Geometria.
Segundo o mesmo autor, do livro I ao livro VI € tratada a Geometria Plana, do VII ao X, a

Teoria dos Numeros e, do XI ao XIII, a Geometria Espacial.

O cardter l6gico e formal do trabalho de Euclides, associado a natureza intuitiva de seus
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axiomas, tornaram sua obra um verdadeiro manual de estudo da Geometria. A sua abordagem
a Geometria dominou o ensino deste ramo da matemética por mais de dois mil anos. Os Ele-
mentos de Euclides € considerado o segundo livro mais editado da histdria, perdendo apenas
para a Biblia. Segundo Eves [13], “Os Elementos de Euclides tornaram-se o protétipo da forma

matematica moderna” (p.178).

Figura 2.1: Euclides.  Fonte: www.educ.fc.ul.pt.

2.2 Axiomas e postulados de Euclides

 Eucfty (v, i Yiraw, 2
gl
T =

G

Figura 2.2: P4gina de rosto da traducdo para o inglés de Os Elementos,(1570). Fonte: [13].

De acordo com [24], para Platao, os postulados de uma teoria deveriam ser simples, auto-
evidentes e claramente verdadeiros que ndo precisariam ser provados. E os chamados axiomas
ou no¢des comuns seriam a base do desenvolvimento de uma teoria, tendo relacdo direta ou ndao
com essa teoria. Atualmente, ndo se faz mais a distin¢do entre axiomas e postulados de uma

teoria.
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De acordo com [25], no inicio do Livro I de Os Elementos, sao apresentados os seguintes

axiomas e postulados:

e Axiomas:

p—

. As coisas iguais a uma terceira sdo iguais entre si.

2. Se a coisas iguais se juntarem outras iguais, os todos serao iguais.

3. Se de coisas iguais se tirarem outras iguais, os restos serdo iguais.

4. Se a coisas desiguais se juntarem outras iguais, os todos serdo desiguais.

5. Se de coisas desiguais se tirarem coisas iguais, os restos serdo desiguais.

(@)

. Quantidades que perfazem cada uma o dobro de outra quantidade sdo iguais.

\1

. Quantidades que sdo metades de uma mesma quantidade sao também iguais.

oo

. Duas quantidades, que se ajustam perfeitamente uma com a outra sdo iguais.
9. O todo € maior do que qualquer das suas partes.

10. Duas linhas retas ndo compreendem um espacgo (uma superficie).

e Postulados:

p—

. Pede-se que se desenhe uma reta de um ponto qualquer até outro ponto qualquer.

\S)

. E que se produza uma linha reta finita continuamente em uma linha reta.

3. E que com qualquer centro e qualquer distancia se descreva um circulo.

o

. E que todos os angulos retos sejam iguais.

N

. E que, se uma linha reta cortando duas linhas retas torna os angulos interiores do mesmo
lado menores que dois retos, as linhas retas, se continuadas indefinidamente, se encontrem

deste lado no qual os angulos sdo menores que dois retos.

O grande feito de Euclides foi deduzir através de alguns axiomas e poucos postulados,
465 proposi¢cdes que continham todo o conhecimento geométrico de seu tempo. O método
axiomatico utilizado por ele é considerado um dos marcos iniciais da Matematica Pura, pois
em Os Elementos ndo se encontram aplicagdes, exercicios ou motivacdes, nem nenhum expe-

rimento fisico. Conta a lenda que Euclides respondendo a um questionamento de um de seus
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alunos, iniciante em Geometria, disse que a Matemadtica deveria ser estudada por sua propria

causa, por sua beleza e elegancia.

Os primeiros quatro postulados de Euclides foram aceitos sem nenhuma duvida ou re-
lutancia pelos matematicos, mas o quinto postulado recebeu um grande nimero de questio-
namentos. De acordo com [15], o quinto postulado € diferente dos demais porque nds nao
conseguimos verificd-lo empiricamente. Parece até que o préprio Euclides sabia que seu quinto
postulado era controverso, pois somente comegou a usa-lo a partir da proposi¢ao 29 de seu

livro.

Figura 2.3: Tlustracdo do 5° Postulado de Euclides.

Atualmente, o quinto Postulado de Euclides € apresentado através de um enunciado equi-
valente, proposto em 1795 pelo matemadtico e fisico escoc€s John Playfair (1748-1819). Tal
postulado € conhecido como postulado das paralelas e pode ser assim enunciado: por um ponto
P, exterior a uma reta r, considerados em um mesmo plano, tracamos uma unica reta paralela

aretar.

Figura 2.4: John Playfair. Fonte: wikipedia.

Uma demonstracdo que comprova a equivaléncia do quinto postulado de Euclides e o pos-



19
tulado das paralelas de Playfair é a apresentada por [1] e utiliza os quatro outros postulados e
as 28 primeiras proposi¢oes de Euclides. Veremos a seguir tal demonstragao.

Demonstracdo: Para um melhor entendimento, denotaremos por pE o quinto postulado de

Euclides, e, por pF, o postulado de Playfair.

PE: E que, se uma linha reta cortando duas linhas retas torna os angulos interiores do mesmo
lado menores que dois retos, as linhas retas, se continuadas indefinidamente, se encontrem deste

lado no qual os angulos sdo menores que dois retos.

pF: Por um ponto P, exterior a uma reta r, considerados em um mesmo plano, tracamos

uma Unica reta paralela a reta r.
Vamos primeiramente mostrar que pE implica pF.
Sejam r uma reta e P um ponto de modo que P ¢ r.

Tracemos uma reta s perpendicular a r passando por P e, entdo, uma reta m perpendicular a

s, também passando por P. Veja a figura 2.5.

m
{1

])

Figura 2.5: Reta s perpendicular as retas m e r.

A proposi¢ao 28 de Euclides, segundo [28], afirma que: “se duas retas r e s s@o cortadas por
uma terceira reta t e, a soma dos angulos internos formados no mesmo lado dessa reta for igual
a 180°, entdo as retas r e s sdo paralelas”. Pela proposi¢cdo 28, temos que a reta m € paralela a r

e isso prova a existéncia de uma reta paralela a r passando por P.

Quanto a unicidade, suponhamos que existe uma reta n paralela a reta r, distinta de m,

passando por P e seja & o angulo entre as retas n e s. A situacao estd ilustrada na figura 2.6.

Logo, a +90° # 180°. Sem perda de generalidade, suponhamos que o + 90° < 180°.
Por pE, temos que n e r se encontram, o que contradiz a hipdtese de que n seja paralela a r.

Concluimos, entdo, que m e n nao podem ser distintas, e portanto, m € Unica.
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Figura 2.6: Unicidade da reta paralela a reta r.

Agora vamos mostrar que pF implica pE.

Considere as retas r e s cortadas por uma reta ¢t de tal modo que os angulos colaterais
internos, o e B, somados sejam menores que dois retos e seja P o ponto de intersecdo entre as

retas s e t, conforme a figura 2.7. Devemos mostrar que as retas r € s se encontram.

t

Figura 2.7: Angulos colaterais internos o e f3.

Consideremos uma reta m passando por P tal que os angulos colaterais internos, & € 7,

somados sejam iguais a dois retos, como na figura 2.8.

Pela proposicao 28 de Euclides temos que m € paralela a ». Suponhamos que s também seja

paralela a r. Pelo pF, temos a unicidade da paralela, ou seja:

Dai, y=fB <= o+ y= a+ B. Isso contradiz a hipétese de que o + 8 < 180, ja que
o+ 7y = 180°. Concluimos, entdo, que s ndo € paralela a r, isto é, que s e r se encontram.
Portanto,

pE < pF.
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m

Figura 2.8: Reta m paralela a reta r, com Y+ o = 180°.

O quinto postulado de Euclides foi durante muito tempo alvo de criticas e questionamentos.
Importantes mateméticos empenharam-se na tentativa de prové-lo. Esse empenho resultou na
descoberta do que hoje conhecemos como Geometria ndo-Euclidiana. Um breve histérico de

algumas dessas tentativas serd mostrado no capitulo a seguir.
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3  Geometrias nao-Euclidianas

Como dissemos anteriormente, os quatro primeiros postulados de Euclides foram todos
aceitos pelos matematicos, sendo o quinto o que provocou uma onda de questionamentos. Por
mais de dois mil anos, matemaéticos tentaram obter o quinto postulado através dos outros quatro
ou tentaram trocd-lo por um mais convincente. Tentativas de demonstra¢do do quinto postulado
foram apresentadas por Proclus (410-485), Alhazen (965-1039), Omar Khayyan (1050-1122),
Nassir Eddin (1201-1274), John Wallis (1616-1703) e muitos outros excelentes matematicos.
Porém, essas tentativas ou apresentavam argumentos sem justificativas ou acabavam se tornando

um equivalente 16gico do quinto postulado de Euclides.

Algumas dessas tentativas de demonstracdes podem ser encontradas em [5] e [26]. No
presente capitulo, relataremos os trabalhos efetuados por G.Saccheri (1667-1733), J.H.Lambert
(1728-1777), J.Bolyai (1802-1860), N.Lobatchevsky (1792-1856), C.F.Gauss (1777-1855) e

G.B.Riemann (1826-1866), em suas tentativas de demonstrar o quinto postulado de Euclides.

3.1 Girolamo Saccheri
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Figura 3.1: Primeira pagina do trabalho de Saccheri (1733). Fonte: wikipedia.

Padre jesuita, italiano de nascimento, Saccheri ensinava filosofia e teologia em Mildo quando
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tomou conhecimento da obra de Euclides. Apds anos de estudo, teve a ideia de demonstrar o
quinto postulado de Euclides utilizando a técnica da reducdo ao absurdo. Em seu livro intitu-
lado Euclides ab omni naevo vindicatus (Euclides livre de toda imperfeicao, traducdo nossa),
publicado em 1733, logo apds a sua morte, Saccheri assumia a nega¢ao do quinto postulado e

tentava deduzir uma contradicao.

Com este objetivo, Saccheri considerou um quadrilaitero ABCD com angulos retos nos

vértices A e B, e dois lados congruentes AD e BC, conforme a figura 3.2.

D C

A B

Figura 3.2: Quadrilatero de Saccheri.

Com a ajuda das primeiras 28 proposi¢cdes de Os Elementos, que contém varios resultados
sobre a congruéncia de tridngulos, Saccheri demonstrou que os angulos C e D sdo congruentes.

Assim, ele dividiu seu estudo em trés casos possiveis:
1° caso: os angulos dos vértices C e D sio retos.
2° caso: os angulos dos vértices C e D sdo obtusos.
3° caso: os angulos dos vértices C e D sao agudos.

Como o primeiro caso ocorre na Geometria Euclidiana, Saccheri tentou mostrar que os
outros dois casos levavam a uma contradicao. Ele obteve sucesso apenas no segundo caso. Ao
supor que se os angulos dos vértices C e D fossem obtusos, a soma dos angulos internos do
quadrilatero deveria ser maior que 360°, contrariando o que ficou conhecido posteriormente
como Teorema de Saccheri-Legendre. Para um melhor entendimento desse caso, veja [14]
(p.327-335). Ao estudar o terceiro caso, Saccheri ndo conseguiu chegar a uma contradi¢do. Ele
deduziu muitos resultados considerados por ele estranhos, pois acreditava ser a Geometria de
Euclides a unica e verdadeira Geometria e, com isso, abandonou seus trabalhos, por causa do

que ele dizia ser a maldi¢dao do angulo agudo.

A hipétese do angulo agudo € absolutamente falsa; porque € repugnante a
natureza das linhas retas. (Saccheri, apud Rooney, 2012, p.116).
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Mesmo ndo reconhecendo, Saccheri descobriu os primeiros resultados de uma Geometria
que nao satisfaz o quinto postulado de Euclides, que hoje conhecemos como uma Geometria

nao-Euclidiana.

3.2 Johann Heinrich Lambert

Figura 3.3: J.H.Lambert.  Fonte: [13].

Matematico nascido na Suica, Lambert foi um autodidata. Ele era dotado de uma grande
imaginacdo e primava pelo rigor em seus trabalhos. Por um curto periodo de tempo foi colega

do matematico Leonhard Euler na Academia de Berlim.

Lambert estudou o quinto postulado de Euclides em seu trabalho intitulado Die Theorie der
Parallellinien (A Teoria das linhas paralelas, traducao nossa). Assim como Saccheri, Lambert
tomou um quadrildtero como objeto de estudo, porém seu quadrilatero era mais peculiar, pois

continha trés angulos retos, como na figura 3.4.

D c

A B

Figura 3.4: Quadrilatero de Lambert.

Lambert considerou as hipdteses do quarto angulo ser agudo, reto ou obtuso. No caso
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das hipoteses do angulo ser agudo ou obtuso, obteve resultados mais expressivos que Saccheri.
Além de mostrar que a soma dos angulos internos de um tridngulo pode ser menor que, igual ou
maior que dois retos, também demonstrou que o valor da soma que ultrapassa 180°, na hipdtese
do angulo obtuso, ou o valor que falta para se chegar a 180°, na hipétese do angulo agudo, é
proporcional a drea do tridngulo. A partir dai, observou que existiria uma semelhanca entre a
teoria que decorria da hipétese do angulo obtuso e a Geometria Esférica e também conjecturou
possiveis semelhangas no caso da hipétese do angulo agudo. Entretanto, suas conclusdes foram

consideradas imprecisas ou insatisfatorias, pois contrariavam os preceitos de Euclides.
Alguns dos resultados obtidos por Saccheri e Lambert podem ser observados em [9].

Apesar da grandiosa contribuicdo dos quadrilateros criados por esses dois matemaéticos para
revelar a possivel existéncia de uma Geometria fora dos padrdes euclidianos, eles foram aban-
donados, pois continham constru¢cdes muito peculiares e consideradas estranhas para aquela

época.

3.3 Janos Bolyai

. N
|
% ] ] \\ \
1 e N & ‘.\
?’/'/f' ‘Q, APPENDIX
/ .' ,/p\ B o veritess anr Jolvvare Lssnmaris AL Laclide

(= prived davd sagwem dovideade
wliapom. aljecta od w fal

Figura 3.5: Farkas e Janos Bolyai. Fonte: Major-world.com.

Janos Bolyai era um oficial hingaro que desde cedo havia sido encorajado pelo pai, Farkas
Bolyai (1775-1856), professor de matematica, a se aventurar pelo estudo da ciéncia. O préprio
Farkas passou grande parte de sua vida estudando o postulado das paralelas e publicou suas

tentativas de demonstra-lo, em 1831, no trabalho O Tentamen (O Teste, tradugdo livre).

Antes disso, porém, por volta de 1823, segundo [15], Janos avisara a seu pai que a partir
do nada criara um novo universo. Essa afirmacgado se referia ao fato de Janos estar estudando

o postulado das paralelas com outro enfoque, ja que ele assumira que a negacdo do quinto
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postulado de Euclides ndo era absurda. Seu pai ainda tentou dissuadi-lo de continuar em tal
projeto. De acordo com [15], em uma de suas cartas enderecadas a Janos, Farkas diz: “Vocé
nao deve tentar essa abordagem das paralelas. Eu sei o caminho para o final. Eu atravessei uma
noite sem fundo, na qual extingui toda a luz e alegria da minha vida. Eu suplico a vocé, deixe
a ciéncia das paralelas sozinha...” (p.161). Nao atendendo aos apelos do pai, Janos continuou

seus estudos e conseguiu publicd-los como um apéndice do trabalho de seu pai.

Farkas enviou seu trabalho O Tentamen para apreciacdo de Gauss, seu amigo desde os
tempos nos quais eram alunos em Gottingen, que brilhante, rapidamente encontrou falhas no
trabalho do amigo. Entretanto, Gauss se disse impressionado com o estudo feito por Janos,
elogiando os resultados obtidos, mas afirmava que ele mesmo ja tinha encontrado os mesmos
resultados anteriormente. Janos ficou decepcionado com a declaracdo de Gauss e nunca mais
publicou nenhum de seus trabalhos, mas deixou varios manuscritos referentes as proposi¢coes
que independiam do postulado das paralelas e que, por conseguinte, valeriam tanto na Geome-
tria de Euclides quanto em uma outra Geometria. Uma traducio do apéndice escrito por Janos

pode ser encontrada em [5].

3.4 Nikolai Ivanovitch Lobatchevsky

Figura 3.6: Lobatchevsky. Fonte: [13].

Matematico russo, de origem humilde, Lobatchevsky passou grande parte de sua vida na
Universidade de Kazan, onde foi aluno, professor e administrador. Quase que simultaneamente
ao trabalho de Janos Bolyai, Lobatchevsky também questionou o quinto postulado de Euclides
utilizando-se de argumentos muito semelhantes aos de Bolyai. Em 1830, publicou seu pri-

meiro trabalho que nao recebeu a devida atengdo, pois estava escrito em russo. Essa publicacao
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despertou a ira de setores que atacaram a “farsa das novas descobertas”.

N3ao se deixando abater, ele publicou em 1840, em alemao, um livro intitulado Geometris-
che Untersuchungen Zur Theorie der Parallellinien (InvestigacOes geométricas da teoria das
paralelas, tradu¢c@o nossa). Dessa forma, ele pretendia atingir um nimero maior de leitores,
mesmo contrariando o pensamento filoséfico da época, dominado por Immanuel Kant, que afir-
mava que a Geometria Euclidiana era uma necessidade inevitdvel do pensamento. De acordo
com [15], Gauss, ao tomar conhecimento do tratado de Lobatchevsky, afirmaria que Lobat-
chevsky realizou a tarefa de desenvolver uma nova Geometria de maneira majestosa e com
espirito verdadeiramente geométrico. Mais tarde, em 1855, pouco antes de sua morte, publicou
uma abordagem mais concisa de seu tratado, agora em frances, intitulada Pangeometrie (Pan-
geometria). Embora ndo tivesse vivido para ver o reconhecimento de todo o seu trabalho, a
nova Geometria desenvolvida por ele passou a ser conhecida como Geometria de Lobatchevsky
e, mais tarde como Geometria Hiperbdlica, nome dado pelo matematico Felix Klein (1849-
1925).

De acordo com [13], “A cria¢ao da Geometria de Lobatchevsky nao s6 libertou a Geometria
como também teve um efeito semelhante com a Matemdtica como um todo. A Matematica
despontou como uma criagdo arbitraria do espirito humano e ndao como algo necessariamente

ditado a nés pelo mundo em que vivemos” (p.545).

Segundo [21], apenas em 1867, os trabalhos de Bolyai e Lobatchevsky foram incluidos no
influente livro Elemente der Mathematik de Richard Baltzer [4]. Desta forma, seus trabalhos se

tornaram um padrdo de referéncia entre os que trabalhavam com as novas Geometrias.

3.5 Carl Friedrich Gauss

Figura 3.7: C.Gauss. Fonte:[13].

Matematico alemao, considerado por muitos “o principe da matemdtica” devido a varie-
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dade e profundidade de seus trabalhos, deu contribui¢cdes considerdveis a astronomia e a ele-
tricidade. Sua obra prima € Disquisitiones generales circa superficies curvas (Informacdes
gerais sobre a superficie curva, tradugdo nossa), de 1827, que inaugura o estudo da Geometria

intrinseca das superficies do espaco.

Em vida, Gauss optou por s6 divulgar trabalhos que estivessem completos e que ndo con-
trariassem a filosofia de Immanuel Kant de que o espaco euclidiano € inerente a estrutura de
nossa mente. Assim, o que se sabe sobre Gauss € o desenvolvimento de trabalhos sobre novas
Geometrias estdo relatados através de correspondéncias que ele mantinha com alguns amigos
que tinham interesse na demonstracdo do quinto postulado. Segundo [3], suas notas e criticas
a alguns trabalhos sobre o postulado das paralelas, nos mostra que ele foi o primeiro a com-
preender uma Geometria logicamente precisa e diferente da Geometria de Euclides. Ainda de
acordo com [3], sua contribuicdo para o desenvolvimento da nova Geometria foi imenso e ele

foi o primeiro a chamar essa nova Geometria de Geometria ndo-Euclidiana.

3.6 Georg Friedrich Bernhard Riemann

{

Figura 3.8: B.Riemann. Fonte:[13].

O passo seguinte no desenvolvimento das novas Geometrias foi dado por Riemann, ma-
tematico alemdo, que iniciou seus estudos na universidade onde Gauss era professor. Foi
também nesta universidade que Riemann desenvolveu uma nova Geometria. A nova Geometria,
também conhecida como Geometria de Riemann ou Geometria Eliptica, criava uma nova es-
trutura geométrica, logicamente consistente e sem contradi¢cdes, que diferia tanto da Geometria
Euclidiana como da Geometria criada por Bolyai e Lobatchevsky. Riemann considerou que a
reta ndo € infinita, mas ilimitada. Ele afirmou através do que ficou conhecido como Postulado
de Riemann, que “Por um ponto P qualquer, fora de uma reta r, nenhuma reta que passa por P

é paralela a ela”. Isto nos permite concluir que quaisquer duas retas tem um ponto de encontro.
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A Geometria Eliptica foi apresentada por Riemann em sua aula inaugural como professor
adjunto da Universidade de Gottingen. Na realidade, ele demonstrou a possibilidade de have-
rem diversas Geometrias, além da Euclidiana. Para isso, ele aprofundou os estudos realizados
por Gauss em General Investigations of curved Surfaces (Investigacdes gerais das superficies
curvas). Nesse trabalho, Gauss utilizou técnicas do calculo diferencial e integral para descobrir
objetos matemadticos caracteristicos de uma determinada superficie, sendo a curvatura o princi-
pal deles. Riemann demonstrou em sua aula que esses objetos caracteristicos trazem diversas
implicacdes a Geometria de um espacgo. Ele estabeleceu que os conceitos fundamentais de uma
Geometria sdo o que hoje chamamos de espago topologico, a estrutura diferencial e a métrica
riemanniana. Assim, fica claro pelo trabalho de Riemann, que os axiomas e os postulados de

Euclides originam um caso particular de Geometria e ndo “a Geometria”.

3.7 Algumas consideracoes

O estudo das novas Geometrias forgou os matematicos a se preocuparem ainda mais com o
rigor e a precisdo na definicdo de conceitos, na formulacdao de axiomas e de dedugdes l6gicas

baseadas nesses axiomas.

A “popularizacdo” e o reconhecimento das novas Geometrias, descritas agora como nao-
Euclidianas, s6 aconteceu entre os anos de 1860 e 1870, quando mateméticos como Eugenio
Beltrami (1835-1900), Henri Poincaré (1854-1912) e Felix Klein (1849-1925), utilizando-se
de modelos euclidianos, descreveram e confirmaram a consisténcia das Geometrias criadas por

Bolyai, Lobatchevsky e Riemann.

As Geometrias nao-Euclidianas, em um primeiro momento, nos causam estranheza, pois
ndo contém os apelos visuais e intuitivos da Geometria de Euclides. Seu estudo requer um
conhecimento mais aprofundado de Matematica. Talvez por isso, é que ela seja deixada em
segundo plano nos nossos curriculos escolares. Para amenizar a estranheza, podemos iniciar o
estudo das Geometrias ndo-Euclidianas estudando a Geometria presente na superficie de uma

esfera, como serd verificado no préximo capitulo.
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4 Geometria Esférica

4.1 Introducao

A Geometria Esférica surgiu e foi desenvolvida como instrumento da Astronomia ainda nos
tempos da Antiguidade. Segundo [25], o estudo dos tridngulos esféricos na Matematica grega
vinha sendo feito anteriormente a Euclides e o proprio Euclides estudou a Geometria Esférica
em seu trabalho intitulado Fendomenos. O primeiro trabalho sobre Geometria Esférica que se
tem registro é datado do século IV a.C. e conhecido como Peri Kinoumenes Sphairas (Sobre a

esfera em movimento, tradugao nossa), escrito pelo matematico grego Autolycus.

O matemadtico grego Menelaus(c.100 a.C.), também conhecido por Menelaus de Alexan-
dria, € considerado um dos criadores da Geometria Esférica. Em sua obra Peri Sphairas (Sobre
a Esfera, traducdo nossa), dividida em trés livros, Menelaus trata da Geometria Esférica sempre
fazendo uma analogia com a Geometria de Euclides. Segundo [26], Menelaus € o primeiro a

apresentar uma defini¢do de tridngulo esférico que aparece logo no inicio do livro I de sua obra:

“Um tridngulo esférico é o espaco compreendido por arcos de circulos gran-
des na superficie de uma esfera.|...] estes arcos sdo sempre menores do que
um semicirculo”. (Menelaus, apud Rosenfeld, 1988, p.5).

Além dessa defini¢do, Menelaus apresenta uma série de resultados importantes da Geome-
tria Esférica, como por exemplo, que o excesso angular de um triangulo esférico € proporcional

a sua area. Este resultado sera demonstrado mais adiante neste trabalho.

Existem relatos de que os drabes e os hindus também se interessavam pela Geometria
Esférica. Foram os drabes que apresentaram ao continente europeu os conhecimentos dessa Ge-
ometria, pois as obras gregas primeiro foram traduzidas para o drabe e sO posteriormente para
o latim. Durante toda a Idade Média, a Geometria, como a ci€éncia em geral, praticamente ndo
evoluiu. O matematico e astronomo alemao Johann Miiller (1436-1476), mais conhecido como
Regiomontanus, foi o primeiro a sistematizar o estudo da Geometria Esférica e dos tridngulos

esféricos na Europa, através de sua obra De Triangulis Omnimodis Libri Quinque (Todos os
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tipos de tridngulos em cinco livros, traducdo nossa). Segundo [29], alguns de seus resultados

sdo semelhantes aos encontrados por Menelaus.

A Geometria Esférica por suas aplicagdes imediatas em Astronomia sempre foi confundida
e batizada de Trigonometria Esférica. O seu estudo ficou muito tempo sem ter destaque, pois
o comportamento de duas ou mais linhas em uma superficie curva sempre contrariaram as
regras estabelecidas pela Geometria de Euclides. Na Geometria de Euclides, dadas duas retas
perpendiculares a uma terceira reta, sabemos que essas duas retas sdo paralelas. Ja na superficie
de uma esfera, duas linhas tracadas perpendiculares a uma terceira, certamente se interceptarao.
Assim, fica claro que a Geometria Esférica ndo é estudada dentro do padrdo axiomadtico de
Euclides, e, portanto, podemos afirmar que a Geometria Esférica € o primeiro exemplo de uma

Geometria nao-Euclidiana.

As aplicacdes da Geometria Esférica, atualmente, estdo na navegacao maritima, na nave-
gacdo aérea, na mecanica de satélites artificiais, no GPS, na transmissdo de radio de longo
alcance, etc. Neste capitulo, vamos fazer um estudo da Geometria Esférica, apresentando algu-

mas defini¢des e os seus principais resultados.

4.2 Esfera

Definicao 4.1 Esfera é um conjunto de pontos do espaco que sdo equidistantes de um determi-
nado ponto que serd chamado centro da esfera. Chamaremos de raio da esfera a distancia entre

seu centro e qualquer um de seus pontos.

Figura 4.1: Esfera de centro O e raio r.

Considere uma esfera S e um plano a do espaco. Podemos definir as posi¢des relativas

desse plano em relacdo a esfera da seguinte maneira:
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e Plano Exterior a esfera: a interse¢do entre o plano e a esfera € o conjunto vazio.

(e}

Figura 4.2: Plano o exterior a esfera S.

e Plano Tangente a esfera: a interse¢do entre o plano e a esfera € um unico ponto.

1<$

Figura 4.3: Plano o tangente a esfera S em P.

e Plano Secante a esfera: a intersecao entre o plano e a esfera é um circulo.
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Figura 4.4: Plano o secante a esfera S.

Para maiores detalhes sobre a relagdo de planos com esferas, ver [10].

Definicao 4.2 Seja o um plano secante a uma esfera S. A intersecdo de S com o plano o seré

chamada circulo maximo se o contiver o centro da esfera. Veja a figura 4.5.
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Figura 4.5: Plano o contendo o centro O secante a esfera S .

Observe que o raio do circulo maximo possui a mesma medida do raio da esfera.

Definicao 4.3 Dizemos que dois pontos de uma esfera sdo antipodas, se esses pontos forem os

extremos do didmetro de algum circulo méximo dessa esfera.

Na figura 4.6, os pontos D e E sdo pontos antipodas. E ficil ver que existem infinitos
circulos médximos passando por D e E. Isto decorre do fato de que existem infinitos planos,

contendo D, E e O, que interceptam a esfera gerando infinitos circulos maximos.

Figura 4.6: Circulos maximos passando por D e E.

Se A e B forem pontos ndo antipodas de uma esfera, teremos que esses pontos € o centro O
da esfera determinar@o um tnico plano passando por eles, o que acarretara na existéncia de um

unico circulo maximo que os contém, conforme a figura 4.7.

Os circulos maximos da Geometria Esférica sdo equivalentes as retas na Geometria de

Euclides, mas com suas peculiaridades, como veremos durante este capitulo.

Note que, dados dois circulos maximos em uma esfera, eles sempre irdo se interceptar.
Assim, como na Geometria Esférica duas retas sempre se interceptam, podemos afirmar que

ndo existem retas paralelas nesta geometria, diferentemente da Geometria de Euclides.



34

Figura 4.7: A e B pontos ndo antipodas.

Definicao 4.4 Dados dois pontos distintos de uma esfera, eles dividem o circulo maximo que

os contém em duas partes denominadas arcos.

Note que se os dois pontos sdo antipodas, eles determinam arcos que sdao semicirculos
maximos, cuja visualiza¢do pode ser observada na figura 4.6. O caso para pontos nao antipodas

¢ evidenciado na figura 4.7.

Os arcos de circulos maximos da Geometria Esférica sdo equivalentes aos segmentos de

reta na Geometria de Euclides.

Definicao 4.5 Dados dois pontos distintos sobre uma esfera, a distancia entre esses pontos é o

comprimento do menor arco do circulo maximo que os contém.

Figura 4.8: Distancia entre os pontos A e B.

Para calcular a distincia entre os pontos A e B, indicada por d(A, B), consideremos numa
esfera de raio r e centro O, o angulo AOB de amplitude «, em radianos. Assim, efetuando uma

regra de trés simples encontramos que d(A,B) = ar.

Definicao 4.6 O angulo entre dois circulos méximos € chamado de dngulo esférico, e qualquer
um dos pontos antipodas onde esses circulos se encontram pode ser considerado o vértice do

angulo. Os arcos dos circulos mdximos sdo chamados de lados do angulo. Sua medida sera
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calculada pela medida do angulo formado pelas tangentes aos circulos no ponto de interse¢ao.

Veja a figura 5.9.

2,

Figura 4.9: Angulo esférico.

Proposicao 4.1 A medida de um angulo esférico equivale a medida do angulo formado pelos

semiplanos que contém os lados do angulo.

Demonstracdo: Sejam r e s duas retas tangentes a dois circulos maximos em um dos pontos
de intersecdo entre eles. Sejam « e 3, os planos que contém cada um desses circulos maximos
e seja ¢ a reta intersecdo entre & e . Como ¢ é perpendicular as retas r e s no ponto de
intersecdo (pela propriedade das retas tangentes serem perpendiculares ao diametro no ponto
de tangéncia), teremos que a reta ¢t serd perpendicular ao plano determinado pelas retas r e s.
Assim, obtemos um plano perpendicular a reta ¢, que secciona os planos & e 3, segundo as retas
r e s, respectivamente. Portanto, a medida do angulo entre os planos o e 8 € igual a medida do

angulo entre as retas r e s.

Figura 4.10: A e A’ sdo os p6los da reta polar que passa por C e D.

Defini¢do 4.7 Sejam dois circulos maximos passando por dois pontos antipodas A e A’. O
circulo méximo perpendicular aos circulos maximos que passam por A e A’ serd denominado

reta polar e os pontos A e A’ serdo chamados de pdlos da reta.
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Na figura 4.10, os pontos A € A’ sdo pontos antipodas; os circulos maximos que passam por
A, CeA eporA, De A sido perpendiculares ao circulo mdximo que passa pelos pontos B, C,
D e E, que é chamado de reta polar. Note que a distancia dos pdlos a qualquer ponto da reta
polar € constante e igual ao comprimento de um quarto do circulo mdximo que contém o polo e

o ponto da reta polar.

Definicao 4.8 Consideremos trés pontos distintos, A, B e C, pertencentes a uma esfera e nao
pertencentes a um mesmo circulo mdximo. A figura formada pelos menores arcos dos circulos
maximos determinados por esses pontos dois a dois serd chamada de tridngulo esférico. Os
pontos A, B e C sao chamados vértices do tridngulo esférico e os arcos AB, AC e BC sdo chama-
dos de lados do triangulo esférico. Além disso, os circulos maximos que passam por A e B, por

A e Cepor B e C, determinam os angulos internos do tridngulo esférico.

Figura 4.11: Triangulo esférico ABC.

Note que, na definicdo anterior, os pontos A, B e C, dois a dois, ndo podem ser pontos
antipodas, pois haveria uma infinidade de arcos de circulos maximos definidos por eles e, ainda,
qualquer um desses pontos ndo poderia pertencer ao menor arco do circulo maximo formado
pelos outros dois. Os lados de um tridngulo esférico subentendem angulos com vértice no centro

da esfera, assim, podem ser medidos em graus e em radianos. Veja a figura 4.12.

=
.

4

Figura 4.12: Triangulo esférico ABC com os angulos subentendidos.

Diferentemente da Geometria Euclidiana, onde trés pontos ndo colineares determinam um
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unico tridangulo, na Geometria Esférica, esses pontos determinardo dois triangulos. Na figura

4.13, temos a representagdo de um triangulo contido em uma semiesfera.

Figura 4.13: Triangulo ABC contido na semiesfera.

E imediato observarmos que também fica formado um outro tridngulo, com os mesmos
vértices do tridngulo anterior, porém, ndo contido na mesma semiesfera. A esse tridngulo dare-

mos o nome de tridngulo complementar, que pode ser visto na figura 4.14.

Figura 4.15: Tridngulo antipoda A’B'C’.

Definicao 4.9 Considere um triangulo esférico de vértices A, B e C. Chamaremos de tridngulo

antipoda ao triangulo esférico determinado pelos pontos antipodas dos pontos A, B e C.
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Considerando um tridngulo esférico T, de drea A(T), e seu tridngulo antipoda 7', de édrea
A(T’), podemos afirmar que A(T) = A(T’). Uma demonstra¢do para esse fato pode ser encon-
trada em [17], p.120 a 122.

Definicao 4.10 Considere dois pontos antipodas obtidos pela intersecao de dois circulos maxi-
mos. Os arcos dos circulos maximos determinados por esses pontos dividem a esfera em quatro
regides, que chamaremos de linulas ou biangulos ou fusos. O dngulo de uma linula € igual ao

angulo esférico formado pelos arcos dos circulos maximos que estdo associados a ela.

Figura 4.16: Lunulas ou biangulos ou fusos.

Considerando a drea de uma esfera de raio » como 4772, para uma demonstracio deste fato
ver [11], e conhecendo a medida do angulo de uma linula, podemos calcular o valor de sua area

através de uma regra de trés simples. Assim, a drea de uma lunula de dngulo &, dado em graus,

serd dada por A =
A=2ar.

900 Se utilizarmos o angulo &, medido em radianos, teremos a férmula

Definicao 4.11 Chamamos de poligono esférico a figura fechada sobre a esfera delimitada pe-

los menores arcos de dois ou mais circulos maximos.
Observe que uma linula € um exemplo de poligono esférico. Os lados desse poligono (lados
da lunula) sdo os semicirculos dos circulos maximos. Veja a figura 4.16.

A partir dessa definicao, podemos estabelecer mais uma diferenca entre a Geometria de
Euclides e a Geometria Esférica. Enquanto a primeira ndo admite um poligono de dois lados,

na segunda, uma ldnula é um exemplo de um poligono deste tipo.

4.3 Teorema de Girard

O matematico francés Albert Girard (1595-1632) se destacou nas dreas de dlgebra, aritmé-

tica e trigonometria. Ele foi oficial do exército holand€s, onde fazia pesquisas em engenharia
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e fortificagdes, ministrando também aulas de Matematica, Fisica e Cartografia. Foi Girard
quem apresentou, em um tratado de trigonometria, as primeiras abreviaturas para as funcdes
seno, cosseno e tangente. Ele mostrou também que uma equagio pode apresentar raizes reais e
imagindrias e encontrou uma férmula para o calculo da area de um triangulo esférico, que ficou

conhecida como Teorema de Girard e veremos a seguir.

Teorema 4.1 Considere um tridngulo esférico T sobre uma esfera S de raio r. Se «, 3 e ¥ sdo

os angulos internos de 7', medidos em radianos, entdao

A(T)

OC+ﬁ+'Y:7T+—2,
r

onde A(T) éaareade T.

Demonstracdo: Esta demonstracdo sera dividida em duas partes. Na primeira, considerare-
mos que o tridngulo esférico T estd contido em uma semiesfera, e na segunda, que o tridngulo

T nao esta contido em uma semiesfera.
12 parte: Consideremos que o tridngulo esférico T estd contido em uma semiesfera.

Sejam A, B e C os vértices do triangulo esférico T. Note que os circulos maximos que pas-
sam por A, B e C determinam seis linulas das quais trés se interceptam no interior do triangulo
T e as outras trés se interceptam no interior do tridngulo 7’ antipoda a T que possui vértices A’,
B e C' e darea A(T'). Note que os angulos das seis ltinulas coincidem com os dngulos internos
de T. Veja a figura 4.16.

A soma das dreas das seis linulas € igual a drea da esfera, somada com o dobro da soma das
dreas do tridngulo esférico T e de seu tridngulo antipoda 7’. Como a drea do tridngulo esférico

T é igual a drea de seu tridngulo antipoda 7’, temos:

220 +-2B7r% +2yr?) = 4’ +-2(A(T) + A(T"))
— 4r¥(a+B+y)=4nr’ +2(2A(T))
— rP(a+B+7y) =nr*+A(T).

Logo,
r(a+B+7y)—nrr=A(T)
A(T)
= a+f+y-n= 3
A(T)
— a+P+y=n+ o

como queriamos demonstrar.
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22 parte: Consideremos agora que o tridangulo esférico 7 ndo esta contido em uma semies-

fera.

O tridngulo T determinard um tridngulo complementar 7/, com drea menor, que esté contido

em uma semiesfera.

Podemos calcular a area do tridngulo 7 fazendo a diferenca entre a drea da esfera com a
drea do tridngulo T’. Para isso, vamos chamar os angulos do tridngulo 7’ de a, b e ¢ medidos

em radianos e sua 4rea de A(T”). Assim, temos A(T) +A(T") = 47nr2.

Figura 4.17: Tridngulo T’ de angulos a, b e ¢ e tridngulo T de 4ngulos o, 3 € 7.

Utilizando a férmula obtida no caso anterior, temos:

AT) = 4nrr—r*(a+b+c—m)
4rr? —r*2r—o+2x—B+2n—y— 1)
rPAr+a—-2n+B —-2n+y—2x+n)
= r(a+p+y-7),

e, portanto,

A(T)

atB+y=n+—5,
r

como queriamos demonstrar.

Defini¢ao 4.12 Em um tridngulo esférico 7', com dngulos internos medindo a, B ¢ ¥, em radi-
anos, o nimero o + 3 + ¥ — « é chamado excesso angular do tridngulo esférico T'.

A partir do Teorema de Girard podemos chegar as seguintes conclusdes:

e A drea de um tridngulo esférico é diretamente proporcional ao seu excesso angular.

e Na Geometria Euclidiana, o excesso angular de qualquer triangulo € zero.
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e Considere um tridngulo esférico T contido em uma esfera de raio r. Sejam «, 3 e ¥ os

A(T)

72

angulos internos de 7 e A(T) sua drea. Pelo Teorema de Girard, como > 0, temos que

o+ B +vy>n. Além disso, se T estd contido em uma semiesfera, entao

Amr?
A(T) < 2r =21,
Dai,
A(T 27r?
o+B+y= (2 ) +7 < —5—+7m <3,
r r
e, portanto,

T<a+p+y<3m.

Consideremos agora que 7 ndo esteja contido em uma semiesfera. Assim,

4 2
zr < A(T) < 4nr.
Dai, ) )
2n A(T 4
37r:—2r+7r<oc+[3+y: (2)+7r<—r+7r:57r,
r r 2

donde concluimos que

3r<a+B+y<sm.

4.4 Coordenadas esféricas

Considere uma esfera S de centro na origem de R e raio r, cuja equagdo é x> +y* +z> = r2.

Tomemos um ponto P = (x,y,z) pertencente a S.

Em alguns casos, torna-se mais interessante e conveniente nao trabalharmos com as coor-
denadas cartesianas (x,y,z) de um ponto P da esfera e sim, trabalhar com a terna (r, 0, @) que é

chamada de coordenadas esféricas do ponto P, definidas da seguinte forma:
r € a distancia do ponto P ao centro da esfera, isto €, r € o raio da esfera;
0 € o angulo, em radianos, entre a proje¢do de OP sobre o plano XY e o eixo X;
¢ ¢ o angulo, em radianos, entre OP e o eixo Z.

Os angulos 0 e ¢ sdo chamados longitude e latitude do ponto P, respectivamente. Note que
0 cl0,2n]ec[—n/2,7/2].

Veja a figura 4.18.
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Figura 4.18: Coordenadas esféricas do ponto P.

Podemos relacionar as coordenadas cartesianas do ponto P com as suas coordenadas esféricas.

Seja OPxy = a. Dai,

X=a-cos0, “4.1)
y=a-sen6. “4.2)
Além disso,
Z=7r-CosQ, 4.3)
a=r-sen@. 4.4)

Substituindo (4.4) em (4.1) e (4.4) em (4.2) encontramos, respectivamente, x = r-sen ¢ cos 0

ey =r-sen@sen 6. Portanto,
X=r-sen@cos0
y=r-sen@sen0

Z="r-cosQ.

Analogamente, também podemos relacionar as coordenadas esféricas com as coordenadas
cartesianas do ponto P.

Observando a figura 4.18, temos que a = \/x2 +y% . Assim, por (4.1),

cosO—x<:>cose— a <— 0 = arccos a
a .\ /XZ +y2 xZ +y2
e por (4.2),

sen9:3—)<:>sen9: Y <= 0 = arcsen

Yy
a /x2+y2 X2 4y2
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Ainda de acordo com a figura 4.18 e por (4.4), temos:

/2112 /22
x——i_y<:>¢:arcsenx——}_y
VX2 +yr 422 VX2 +yr 422

a
sen@p = — <= senQY =
r

e por (4.3),

Z
COS(P = — <= CosS P = <> (p = arccos
r

Z 4
Va2 4yt + 22 VY 22

4.5 Distancia entre dois pontos de uma esfera

Considere dois pontos P e Q pertencentes a uma esfera de centro O e raio r. As coordenadas

esféricas de P e Q sdo dadas por:
P = (r-sen@;cos0;,r-sen@;sen6,r-cos @),
Q = (r-sen@ycos 6,r-sen @y senG,r-cos ;).

Como vimos na secdo 4.3, a distancia entre os pontos P e Q € calculada através do produto

do raio da esfera pelo angulo oo = POQ, ou seja, d (P,Q) = ro. Para determinarmos o valor de

a,fagamosﬁ’zﬁ,@:7e@:7—7.

Aplicando a lei dos cossenos, temos:

IV =P = 7|+ =2 7 ||| V][ cos e
[P+ VPV - <. V>

<~ Ccosa =
2V r?

Assim,

% sen @1 sen ¢, cos 0 cos 6, + r% - sen @1 sen ¢, sen 01 sen 6, + r% - cos Q1 cos
2

cosa =
r

= sen @ sen @ (cos ) cos 6, + sen O; sen ;) + cos @) cos P,

= sen@;sen @ cos (0 — 6,) + cos @) cos Q.

Fazendo AB = 6, — 6, , obtemos:

coso = senqjsen@;cosAb +cos @y cos @,
= sen @ sen @ cosAB + cos @ cos @ + cos Q1 cos Py cos AB — cos ¢ cos ¢ cosAO
= cosAB(sen @) sen @ + cos @ cos @;) + cos @ cos P2(1 — cosAD).
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AB
Fazendo agora A@ = ¢; — ¢, e utilizando a relagio trigonométrica 1 —cos A@ =2 sen” (7) ,

€screvemos:

AO
cos 00 = cosAB cos A +2sen? (7) COS (] COS (s,

o que implica que

AB
0l = arccos (cos AB cos A@ + 2sen’ (7) COs 1 COS (pz) .

Dai, como d(P, Q) = ra, teremos
, [ AB
d(P,Q) = r-arccos | cosAB cosAp + 2sen — | cosPpicos @ ).

Observe que, sem perda de generalidade, podemos realizar rotagdes e translacdes dos eixos

T .
coordenados de forma que P pertenca ao plano XY. Neste caso, ¢; = > e, assim,

d(P,Q) = r-arccos (cos AB cos AQ).

4.6 Resultados analogos da Geometria Euclidiana

Teorema 4.2 (Teorema de Pitagoras Esférico) Seja 7 um tridngulo esférico ABC com um
angulo reto no vértice A e o lado oposto medindo a. Se os comprimentos dos lados opostos

aos vértices B e C medem, respectivamente, b e ¢, entao

cosa = cosb-cosc.

Figura 4.19: Triangulo esférico ABC com angulo reto em A.

Demonstragdo: Sem perda de generalidade, tomemos o lado AB do tridngulo 7 sobre o

equador de uma esfera centrada na origem e raio r tal que A = (r,0,0). Assim, teremos que
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B = (r-cosc,r-senc,0) e C = (r-cosb,0,r-senb). Entdo,

< 0B,0C >= ||0B| - | 0C| - cosa

< r-cosc-r-cosb+r-senc-0+0-r-senb=r*-cosa

<= cosc-cosb =cosa,

como queriamos demonstrar.

Teorema 4.3 (Lei dos cossenos) Seja 7' um triangulo esférico com vértices A, B e C e angulos

internos medindo o, 3 e ¥ e cujos lados opostos medem, respectivamente, a, b e c. Entio,

cosa =cosb-cosc+senb-senc-cos,
cosbh =cosa-cosc+sena-senc-cosf3,

cosc =cosa-cosb+sena-senb-cosy.

Figura 4.20: Triangulo esférico ABC.

Demonstracido: Sem perda de generalidade, consideremos o lado AB do tridngulo 7 sobre o
equador de uma esfera centrada na origem e raio r tal que A = (r,0,0) e B= (r-cosc,r-senc,0).

Seja C = (r-cos 6, sen @.,r-sen B, sen @,,r-cos @) , onde (r, 6, ¢.) sdo as coordenadas esféricas

do ponto C.
— —
Como < OA,O? > = ||OA]| - HO?H -cosb , temos que
r-r-cosf.sen@, =r-r-cosb <= cos 6, -sen Q. = cosb. 4.5)
Analogamente, < @, OC > = HO?H : HO%H -cosa , o que implica que

r-cosc-r-cos@.sen@.+r-senc-r-senf.sen@Q, =r-r-cosda.
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Assim,

cosc-cos O.sen @, + senc - sen O, sen ¢, = cosa. 4.6)

Substituindo (4.5) em (4.6) , temos,

cosc-cosb+senc-senf,sen @, = cosa. 4.7

Afirmacdo: sen 6.sen @, = senbcos (.

Sejam 7m; o plano determinado por O, A e B, m, o plano determinado por O, A e C, e,
finalmente, o plano 73 determinado por O, B e C. Utilizando a proposic¢ao 4.1 da secdo 4.2,

facamos a = Z(m,m), B = £L(my,m3) e Y = L(mp, 73).

Da Geometria Euclidiana, sabemos que o angulo entre dois planos € igual ao angulo entre
M z . _> _> .
as normais a esses planos. Dai, calculando os vetores normais N; e N,, respectivamente, dos

planos 7| e m,, obtemos:
17; — OA x 0B = (0,0,72-senc),

- =
N, = OA x 0? = (0,—r2-c05(pc,r2 -sen O, sen @, ).

. — = > )
Assim, < N1,N; > = ||Ny|| - || N2||-cos &, e dai,

2 -senc-r* - sen . sen Q. = (v r* - sen? c) . (\/r4 -cos? @, +r* - sen? O, sen? (pc> -cos Q.

Logo,

senf.sen@, = +/1—sen?@,+sen26,.sen? @, -cos o
= /1+sen?@.(—1+sen?6,)-cos

= /1 —sen?@.cos? 6, cosa

= /1 —(sen@.cosB.)? cosa.

Usando a expressao (4.5) na equacdo acima, obtemos:

senB.sen @, = \/ 1 —cos2b-cosa = senb-cos , 4.8)

que prova a afirmacdo.

Portanto, substituindo (4.8) em (4.7), obtemos:
cosc-cosb—+senc-senb-cosx = cosa,

como queriamos demonstrar.
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Teorema 4.4 (Lei dos senos) Seja 7 um tridngulo esférico com vértices A,B e C e angulos
internos medindo @, B e ¥ e cujos lados opostos medem, respectivamente, a, b e ¢, com

0<a,b,c<mel<a,pf,y<r.Entio,

senac  senf  seny

sena senb  senc

Demonstragio: Sabemos que sen® o +cos? & = 1, sen? B +cos?> B = 1 e sen? y+cos® y = 1.

Utilizando a lei dos cossenos para os tridngulos esféricos, podemos escrever:

2
5 cosa—cosb-cosc
sen“a=1— ,
senb -senc

2
2 cosb —cosa-cosc
sen“f3=1-— :
sena-senc

2
) cosc —cosb-cosa
sen“y=1-— .
senb-sena

Desenvolvendo a primeira expressao acima, encontramos:

) cos>a—2-cosa-cosb-cosc+cos?b-cos?c
sen“a = 1— 5 5
) 5 sen b-sen-c 5 5
sen“b-sen“c—cos“a+2-cosa-cosb-cosc—cos“b-cosc
) ) sen?b - sen? ¢ ) )
(1 —cos*h)(1—cos“c)—cos“a+2-cosa-cosb-cosc—cos”b-cos“c
N sen?b - sen?c ’
e assim,
’ 1 —cos?b—cos?c—cos>a+2-cosa-cosh-cosc
sen” o = 5 5 . 4.9)
sen“b - sen”c
Analogamente, temos:
1 —cos?b —cos®c —cos?a+2 b
) cos cos“c—cos“a+2-cosa-cosb-cosc
sen“ff = 5 5 , (4.10)
sen“a-sen-c
) 1 —cos?b—cos®c—cos>a+2-cosa-cosh-cosc
sen”y = . (4.11)

sen?b-sena

Como os numeradores das expressoes (4.9), (4.10) e (4.11) sdo iguais, podemos concluir

que:

2 2 2

2 ¢ =sen’f -sen’a-sen’c = sen’y-sen’b-sen’a

sen® o - sen®b - sen®
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Da primeira igualdade , temos:

2 2
sen“Q  sen
sen’ o -sen’b = sen’ f - sen’ a <—> = P

sen2a  sen?b’

Analogamente, da segunda igualdade,

sen”o  sen’y

sen2 - sen2 Cc = sen2 Y- sen2 a <—

sen?a  sen?c
e, a partir dai, encontramos

sen’a  sen’f  sen’y

sen2a  sen2b  sen2c’

Como0O<a,b,c<meO0<a,p,y<mr,concluimos que

senoc senf3  seny
sena  senb  senc

4.7 Congruéncia de triangulos esféricos

Definicao 4.13 Um triangulo esférico de vértices A, B e C € congruente a um outro triangulo

esférico de vértices D, E e F se as seguintes relacdes sio validas:

A

F,C~FE e AB~DF,BC~EF,AC=DE.

12

A

12

D,B

Figura 4.21: Triangulos esféricos ABC e DEF .

Assim como € feita na Geometria Euclidiana plana, a congruéncia de triangulos esféricos
pode ser estudada através de diversas proposi¢des, mais conhecidas como casos de congruéncia.
A seguir, apresentaremos quatro proposicoes sobre congruéncia de triangulos esféricos. Para

tal, vamos considerar os tridngulos esféricos ABC e DEF de acordo com a figura 4.21.
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Proposicdo 4.2 (Caso LLL) Se os tridngulos esféricos ABC e DEF séo tais que a=d’, b = b’

e ¢ = ¢/, entdo os tridngulos ABC e DEF sdo congruentes.

Demonstracdo: Pela Lei dos Cossenos podemos escrever:
cosa = cosb-cosc+senb-senc-cosQ,
/ / / / / /
cosa =cosb -cosc +senb’ -senc -coso .

Por hipétese a =d’, b =b" e ¢ = ¢, dai, temos que cos o = cosa’. Como «a, o’ € [0,7] € 0

cosseno € unicamente definido neste intervalo, concluimos que o = o'.

Analogamente, encontramos 3 = ' ¢ ¥ = y. Portanto, os tridngulos ABC e DEF sio

congruentes.

Proposicao 4.3 (Caso LAL) Se os tridngulos esféricos ABC e DEF sio tais que a=d’, b = b’

e Y=Y, entdo os tridAngulos ABC e DEF sdo congruentes.

Demonstracao: Pela Lei dos Cossenos podemos escrever:
cosc =cosb-cosa+senb-sena-cosy,
/ / / / /
cosc’ =cosb’-cosa’ +senb’-send -cosy .

Por hipétese a =a’, b =b' ¢ y =¥, dai, temos que cosc = cosc’. Como c, ¢’ € [0,7] € 0

cosseno € unicamente definido neste intervalo, concluimos que ¢ = ¢’.

Analogamente, encontramos b = b’ e a = a’. Utilizando agora a proposicdo 4.2, podemos

concluir que os triangulos ABC e DEF sao congruentes.

Proposicio 4.4 (Caso AAA) Se os tridngulos esféricos ABC e DEF séo tais que o = o/,
B =B’ ey=7,entdo os tridngulos ABC e DEF sdo congruentes.

Proposicao 4.5 (Caso ALA) Se os tridngulos esféricos ABC e DEF sdotaisque x =o', B =’

e ¢ = ¢, entdo os tridngulos ABC e DEF sdo congruentes.

As demonstragdes das proposicoes 4.4 e 4.5 podem ser encontradas em [12].
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4.8 Triangulos esféricos especiais

Definicao 4.14 Um tridngulo esférico € dito tridngulo esférico isdsceles quando possui dois

lados congruentes.

I-.(..' < \

Figura 4.22: Triangulo esférico ABC isdsceles.

Proposicao 4.6 Se um triangulo esférico € isésceles, entdo os angulos opostos aos lados con-

gruentes sao congruentes.

Demonstragdo: Vamos considerar um triangulo esférico isdsceles cujos lados congruentes
medem a, o terceiro lado mede b e cujos dngulos internos medem «, 3 e ¥, conforme a figura
4.22. Queremos mostrar que 3 = 7.

Pela Lei dos Senos dos triangulos esféricos, temos que

sena sena

eny ~ senf <> senf§ =sen?. (4.12)

Pela Lei dos Cossenos dos triangulos esféricos, temos que:
cosa = cosa-cosb+sena-senb-cos,

cosa =cosa-cosb+sena-senb-cosf3,

donde,

cosy =cosf3. (4.13)

Logo, de (4.12) e (4.13) , concluimos que y = f3.

Definicao 4.15 Um triangulo esférico ¢ dito triangulo esférico equildtero quando apresenta to-

dos os lados congruentes.
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Figura 4.23: Triangulo esférico ABC equilatero.

Proposicao 4.7 Se um tridngulo esférico € equilatero, entdo os seus angulos internos sdao con-

gruentes.

Demonstra¢do: Como o tridngulo equildtero apresenta todos os lados congruentes, em par-
ticular, apresenta dois lados congruentes. Assim, para demonstrar essa proposi¢ao, basta utilizar
os mesmos argumentos da prova da proposi¢ao para os tridngulos isosceles que deduziremos

imediatamente que os angulos internos do tridngulo apresentam a mesma medida.

Na proposi¢do a seguir, mostraremos as relagdes existentes entre a medida de um lado e a

medida de um angulo de um tridngulo esférico equilétero.

Proposicao 4.8 Seja 7 um triangulo esférico equildtero cujos lados medem a e cujos angulos

internos medem . As seguintes férmulas sdo validas:

cosa
(a)cosag = ———
14cosa
cos o
(b) cosa= ——
1—cosa
Demonstragao:

(a) Pela Lei dos Cossenos em um triangulo esférico aplicada a 7', temos:

cosa = Cosza+sen2a -COS X.

Dai,
cosa —cos?a
cosa = ———5——
sen‘a

cosa(l —cosa)

1 —cos?a



E assim
’ cosa(l —cosa)

(I +cosa)(l —cosa)

cosx =

cosa
1+cosa

(b) Pela Lei dos Cossenos em um triangulo esférico aplicada a 7', temos:

2Cl'COSOC

cosa = cos>a+ (1 —cos?a)-cosa

cosa—cos’a = (1 —cos?a) -cos o

cosa = 0052 a-+sen

cosa- (1 —cosa) = (1+cosa)(l —cosa)-cosa
cosa = (1+4cosa)-cosa

Cosa = Ccos +cosa-cos o

COsa — COSa - COS O = COS O

cosa-(1—cosa) =cosa
cosa

117111717171

cosa=———-.
1—coso

52
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5 Atividades

5.1 Introducao

Como dissemos anteriormente, o ensino de Geometria na escola basica, quando € feito, é
pautado somente no estudo da Geometria Euclidiana de uma forma em que memorizacdes de
formulas e teoremas sdo a sua base principal, sem contemplar as aplicacdes, a histdria e o seu

desenvolvimento. Diante disso, o aluno € levado a pensar que essa Geometria € Unica.

O objetivo deste capitulo € propor atividades que possam mostrar para os alunos que exis-
tem outras Geometrias além da Geometria de Euclides. Para isso, utilizaremos o Modelo de van
Hiele para o desenvolvimento do pensamento geométrico [27], procurando desenvolver os con-
ceitos da Geometria Esférica e conectando-os com o que o aluno ja conhece do Globo Terrestre

e da propria Geometria de Euclides.

O estudo da Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento da ca-
pacidade de resolver problemas praticos do quotidiano, como, por exemplo,
orientar-se no espaco, ler mapas, estimar e comparar distancias, reconhecer as
propriedades das formas geométricas bésicas, saber usar diferentes unidades
de medidas[...]. (Brasil, 2002, p.75).

Teremos como finalidade, através de uma nova leitura da Geometria Euclidiana, a constru-
c¢ao dos conceitos basicos da Geometria Esférica fazendo com que o aluno perceba semelhancgas
e diferengas existentes entre as duas Geometrias. Além disso, procuraremos relacionar e inte-
grar esses conceitos em atividades interdisciplinares, propondo conexdes com a Geografia e o

Desenho Geométrico, conforme é sugerido pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN).

O estudo de diferentes sistemas de coordenadas para o plano e o espago (carte-
sianas, polares, esféricas), provoca um pensamento matematico generalizador
ao ir além do até entdo restrito universo de retas e circulos, [...]. Nesse sentido,
tem-se também a possibilidade de um interessante trabalho interdisciplinar...].
(Brasil, 2002, p.93).
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5.2 O Modelo de van Hiele

O Modelo de van Hiele para o desenvolvimento do pensamento geométrico, que chama-
remos apenas de Modelo de van Hiele, foi criada por Pierre van Hiele e sua esposa Dina van
Hiele Geldof em seu trabalho de doutorado na Holanda, cuja primeira publicagdo ocorreu em
1959. Segundo [22], esta teoria estabelece cinco niveis hierarquicos, onde cada um deles é

caracterizado por relacdes entre os objetos de estudo e linguagens proprias.

Apresentamos a seguir, um resumo de cada um dos niveis de van Hiele:

19 nivel - Visualizag¢do ou reconhecimento: o raciocinio € feito basicamente por meio visual.

As figuras sdo reconhecidas apenas pelo aspecto global.

2° nivel - Andlise: o raciocinio é feito sobre a observacdo e a experimentacdo. As figuras

sdo reconhecidas através de suas caracteristicas e propriedades.

3¢ nivel - Abstragdo: o raciocinio é desenvolvido através da necessidade de encontrar defini-

¢Oes mais precisas para a compreensdo e ordenagdo dos conceitos geométricos.

4° nivel - Deducdo: o raciocinio € construido através do desenvolvimento de sequéncias

l6gicas de afirmacgdes.

59 nivel - Rigor: o raciocinio matemdtico estd em seu maior nivel. O aluno € capaz de
comparar e estudar varios modelos geométricos sem a necessidade de utilizar modelos

concretos.

De acordo com [16], van Hiele admitiu, em comunica¢@o pessoal com o professor norte-
americano Allan Hoffer em 1985, que estaria particularmente interessado nos trés primeiros

niveis que vao das séries escolares mais elementares ao inicio do ensino superior.

Segundo o Modelo de van Hiele, o professor tem um papel de destaque no desenvolvimento
do aluno, pois € ele quem vai selecionar as atividades que o aluno terd de fazer para avancar
o nivel seguinte. Cabe aqui ressaltar que segundo este modelo, o crescimento cronoldgico do
aluno ndo gera automaticamente o crescimento nos niveis de pensamento e para progredir de

nivel € necesséario que o aluno passe por cinco fases de aprendizagem.
Abaixo, descreveremos as principais caracteristicas de cada uma dessas fases.
1¢ fase - Informagdo: é a fase em que os alunos passam a ter um primeiro contato com

o objeto de estudo. Nesta fase, o professor faz o diagndstico sobre os conhecimentos

anteriores de seus alunos sobre determinado conteudo.
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2% fase - Orientagdo: nesta fase, os alunos passam a explorar diretamente o objeto de es-
tudo, através de atividades escolhidas pelo professor, cujas solu¢des devem ser simples e

objetivas.

34 fase - Explicitacdo: € a fase em que os alunos, ja familiarizados com o objeto de estudo,
passam a fazer suas indagacdes e questionamentos sobre o mesmo, devendo aqui nao

haver muita interferéncia por parte do professor.

44 fase - Orientacdo Livre: nesta fase, o professor deve apresentar atividades um pouco mais
elaboradas, que facam com que o aluno busque seu proprio caminho para a resolucdo das

mesmas com o objetivo de que os conceitos estudados se tornem mais claros.

5% fase - Integracdo: é a fase em que o aluno deve rever e resumir tudo o que aprendeu
devendo formar uma visdo geral do objeto de estudo. O papel do professor nesta fase sera
o de auxiliar na construcdo desse processo, ndo devendo portanto, introduzir conceitos

novos ou discordantes.

No presente trabalho, estaremos propondo atividades que contemplem alunos das séries fi-
nais do Ensino Fundamental II e alunos do Ensino Médio. Entretanto, deve ficar a cargo do
professor e de suas condi¢des, a melhor etapa para a aplicacdo das mesmas. E recomenddvel
que o professor certifique-se de que os alunos ji tenham tido um primeiro contato com alguns
conceitos especificos de Geografia, como latitude, longitude, Linha do Equador, dentre outros.
Os principais conceitos da Geometria Euclidiana, bem como o estudo do tridngulo, da circun-

feréncia e do circulo, sdo pré-requisitos para um bom desenvolvimento das atividades propostas.

5.3 Atividades

1? parte

As atividades desta parte estdo baseadas nos niveis de visualizacdo e andlise do Modelo
de van Hiele. Para o desenvolvimento das atividades, é recomendédvel que os alunos sejam
divididos em grupos e que sejam disponibilizadas folhas de papel, régua, cola, tesoura, alfinetes,
bolas de isopor, fita métrica, l4pis, caneta e eldsticos para cada um dos grupos. Ao término
desta primeira parte, o professor deve efetuar uma discussao com os alunos sobre os conceitos

desenvolvidos.
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Atividade 1

Objetivos: despertar no aluno a ideia de que existe outra Geometria além da Euclidiana.

Procedimentos:

1) Vocé recebeu duas folhas de papel. Em uma delas, desenhe e corte dois triangulos. A
seguir, cole um dos tridngulos sobre a outra folha de papel e cole o segundo triangulo sobre a

bola de isopor. O que aconteceu com os tridngulos recortados apds a colagem? Discuta com

seus colegas de grupo.

Figura 5.1: Atividade I 1.

2) Uma pessoa saiu de sua casa e caminhou 10 km para o sul. Depois virou para o oeste e

caminhou mais 10 km. Entdo, virou e caminhou rumo ao norte, mais 10 km.

a) Desenhe em uma folha de papel o caminho percorrido por essa pessoa.

Figura 5.2: Atividade I 2a.

b) Desenhe agora, o caminho percorrido por essa pessoa sobre a bola de isopor.

Figura 5.3: Atividade I 2b.
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¢) Ap6s fazer os dois desenhos, o que o seu grupo observou?

3) Marque um ponto em uma folha de papel e trace com a régua uma reta que passe por
esse ponto. Agora, com auxilio do alfinete e de um eldstico, marque um ponto na bola de
isopor e trace com o eldstico um “caminho” passando por esse ponto. Voc€ consegue com esse
“caminho” retornar ao ponto de partida em alguma das situacdes pedidas? Discuta com seus

colegas de grupo.

Voce deve ter observado no exercicio 1, que na colagem do tridngulo sobre a bola de isopor,
este tridngulo fica deformado, o que nio acontece na colagem do tridangulo sobre a folha de pa-
pel. Ja no exercicio 2, percebe-se que “caminhando” sobre a bola de isopor, a pessoa consegue
voltar ao lugar de partida, diferentemente do “caminhar” descrito na folha de papel, o que ficou
ratificado no exercicio 3. Ao realizarmos esses exercicios, verificamos que ao passar de uma
superficie plana para uma superficie curva, ocorrem situacdes que fogem a “normalidade” da
Geometria Plana. Serd que outros tipos de Geometrias sdo possiveis? A resposta € sim. Existem

outras Geometrias e a que realizamos sobre a esfera é denominada Geometria Esférica.
Atividade II

Objetivos: construir retas e segmentos de reta em uma superficie esférica e estabelecer o

conceito de distdncia em uma superficie esférica.

Sugestdo ao professor: a fim de evitar problemas com a utilizacdo de objetos cortantes, €
recomenddvel que o professor leve para a aula algumas bolas de isopor que j4 estejam “fatiadas”.
Sugerimos que se facam no minimo dois cortes na bola, sendo que um deles divida a bola ao
meio. Para “colar” as partes podemos utilizar imas que facilitariam a montagem e desmontagem

das mesmas.
Procedimentos:
1) Utilizando uma folha de papel e uma régua, faca o que se pede:

a) Desenhe um ponto na folha de papel. Quantas retas podemos tracar passando por esse

ponto?

b) Agora, desenhe dois pontos distintos na folha de papel. Quantas retas podemos tracar
passando por esses pontos? Quantas retas podemos tracar passando, simultaneamente, por esses

pontos?
2) Observe a bola de isopor que parece estar “fatiada”.

a) Desmonte essa bola e apoie cada pedacgo sobre uma folha de papel. Com o auxilio de uma

caneta desenhe o contorno de cada um desses pedacos. Que figuras vocé observa que ficaram
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formadas?

Figura 5.4: Atividade II 2.

Figura 5.5: Atividade II 2a.

b) Existe algum corte que dividiu a bola em duas partes iguais?

Ap6s terminar esse exercicio podemos concluir que o maior circulo desenhado, o de maior
raio, foi aquele que dividiu a bola em duas partes iguais. Na nova Geometria que estamos estu-

dando, a Geometria Esférica, esse circulo maximo sera como a reta na Geometria Euclidiana.
3) Utilizando a bola de isopor, alfinete e eldstico, faca o que se pede:

a) Marque um ponto (representado pelo alfinete) na bola de isopor. Quantos circulos

maximos podemos tracar por esse ponto?

b) Agora, marque dois pontos distintos sobre a bola de isopor. Quantos circulos maximos
passam por esses dois pontos? Quantos circulos mdximos passam, simultaneamente, por esses

dois pontos?

4) Em uma folha de papel, marque dois pontos distintos e trace o menor caminho entre eles.

Figura 5.6: Atividade II 4.
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5) Utilizando alfinetes e elastico, marque dois pontos sobre uma bola de isopor e trace o
circulo méximo que passa por eles. Utilizando uma caneta e com o auxilio do circulo maximo,

trace o menor caminho entre esses pontos.

Figura 5.7: Atividade II 5.

No item (4) dessa atividade, voc€ observa que o menor caminho entre dois pontos € deter-
minado por um segmento de reta. J4 na Geometria Esférica, podemos observar que o menor
caminho entre dois pontos € um arco do circulo maximo que contém esses pontos. A esse arco

de circulo definiremos como segmento de reta na Geometria Esférica.

A medida do comprimento do menor caminho entre dois pontos, tanto na Geometria de

Euclides quanto na Geometria Esférica é chamada de distancia entre esses dois pontos.
Atividade IIT

Objetivos: tfazer com que os alunos percebam que na superficie esférica nao existem retas

paralelas.

Sugestdo ao professor: € recomendavel que o professor, antes de iniciar a Atividade III,
relembre com os alunos as posi¢des relativas entre duas retas no plano, fazendo também alusdo
ao quinto postulado de Euclides. Apds o término desta atividade, o professor deve aproveitar
para realizar um breve histérico sobre a criacdo de novas Geometrias, enfatizando a questao do
quinto postulado e reafirmando a condicdo da nao existéncia de retas paralelas na Geometria

Esférica.
Procedimentos:

1) Desenhe uma reta em uma folha de papel e marque um ponto fora dela. Quantas retas

podemos tragar por este ponto que ndo interceptam a reta inicialmente desenhada?

2) Marque, com o auxilio de um alfinete, um ponto A sobre a bola de isopor. Com um
elastico, trace um circulo maximo que passe por esse ponto. Compare o resultado que vocé

obteve com o resultado do seu colega. O circulo que vocé obteve € igual ao dele?

3) Agora, sobre a mesma bola, marque um ponto B, distinto de A, e trace um circulo maximo
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que contenha B e ndo passe pelo ponto A. Houve alguma intersecao entre os circulos maximos

tracados? Compare o seu resultado com o do seu colega.

Figura 5.8: Atividade III 3.

4) Trace varios outros circulos maximos que passem pelos pontos A e B marcados por voce
no exercicio anterior. Eles apresentam pontos de intersecao? Discuta com seu grupo e anote

suas conclusdes.

Voce deve ter observado que todos os circulos maximos se interceptaram, isto significa que

ndo existem circulos maximos que nao possuem pontos de intersecao.

Assim, podemos observar aqui uma grande diferenca entre a Geometria de Euclides e a
Geometria Esférica. Enquanto que na primeira duas retas podem nao ter ponto comum (sao
as chamadas retas paralelas), na segunda, € impossivel que dois circulos mdximos nao tenham
ponto em comum, isto nos permite afirmar que na Geometria Esférica ndo existem circulos

maximos paralelos.
Atividade IV

Objetivos: construir pontos antipodas e angulo esférico, determinar o angulo entre duas

retas na superficie esférica e calcular a distancia entre dois pontos.

Sugestdo ao professor: é recomendavel ao professor que faca uma revisdao com seus alunos
sobre a medida do comprimento de uma circunferéncia, bem como a rela¢do entre a medida do

angulo central e a medida do arco correspondente.
Procedimentos:

1) Sobre uma bola de isopor marque um ponto A e trace dois circulos maximos passando
por esse ponto. Com excecdo do ponto A, existe alguma outra interse¢ao entre esses circulos

maximos?

2) Observe que os dois circulos mdximos que vocé tragou passando por A interceptam-se
em um outro ponto. Esse ponto de interse¢cao serd chamado de ponto antipoda do ponto A. Note

que o ponto A e o seu antipoda sdo extremos de um mesmo didmetro de um circulo maximo.
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Figura 5.9: Atividade IV 2.

Esses pontos dividem esse circulo maximo em quantas partes? Essas partes sdo iguais?

3) Imagine que a bola de isopor represente o planeta Terra. Utilizando seus conhecimentos

de Geografia, marque os polos Norte e Sul da Terra. Agora, responda:
a) Vocé conseguiria tragar dois circulos maximos passando por esses dois pontos?
b) Vocé conseguiria tragar trés circulos méximos passando por esses dois pontos?

¢) Quantos circulos maximos vocé conseguiria tragar passando por esses dois pontos? Dis-

cuta com seu grupo.

Note que aqui podemos perceber mais uma diferenca entre a Geometria de Euclides e a
Geometria Esférica. Na Euclidiana, por dois pontos passa uma unica reta, enquanto que na

esférica, por dois pontos podem passar mais de um circulo maximo.

d) Vocé conseguiria tragar dois circulos mdximos passando por esses dois pontos que divi-

dam a bola de isopor em quatro partes iguais?

e) Na Geometria de Euclides, duas retas que se interceptam formam um angulo. E possivel

formar um angulo entre dois circulos méximos na Geometria Esférica?

f) Voltando aos circulos maximos desenhados no item (d), qual seria a medida do dngulo

formado por eles?
4) Com o auxilio da fita métrica, calcule a medida do raio da bola de isopor.

5) Marque dois pontos que ndo estejam sobre um mesmo didmetro nesta bola e calcule a

distancia entre eles.

6) Marque dois pontos na bola de isopor de modo que a distancia entre eles seja de 45°.

2% parte

As atividades desta segunda parte deverao ser iniciadas pelo professor apds sua percep¢ao
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de que os principais conceitos da Geometria Esférica foram assimilados pelos alunos. As
atividades desta parte se enquadram no terceiro nivel do Modelo de van Hiele, denominado
abstracdo. Para o desenvolvimento das atividades, é recomendavel que os alunos sejam divi-
didos em grupos e que sejam disponibilizadas folhas de papel, régua, cola, tesoura, alfinetes,

bolas de isopor, fita métrica, transferidor, 14pis, caneta e elasticos para cada um dos grupos.
Atividade I
Objetivos: definir tridngulo esférico e poligono esférico.

Sugestdo ao professor: relembrar com os alunos a defini¢do de poligono na Geometria

Euclidiana.
Procedimentos:

1) Em uma bola de isopor, utilizando uma caneta, marque dois pontos antipodas A e B. A

seguir, trace dois circulos maximos que passam por esses pontos e responda:

a) Em quantas regides fica dividida a esfera? Cada uma dessas regides é chamada de ltinula

ou biangulo e é considerada um poligono na Geometria Esférica.

b) H4 alguma figura equivalente a encontrada no item anterior na Geometria de Euclides?

Discuta com seus colegas.

2) Em uma bola de isopor, marque, a caneta, trés pontos A, B e C, distintos e nao alinhados.

A seguir, trace os arcos menores AB, AC e BC e descreva a figura encontrada.
A figura que vocé construiu é denominada de tridngulo esférico.

3) Voceé deve ter percebido que em cada vértice A, B e C do tridngulo que vocé desenhou no
exercicio anterior, estd determinado um angulo. Agora, cada integrante do grupo deve medir os

angulos de seu tridngulo e determinar as suas medidas.
4) Faga a soma dessas medidas e compare os resultados encontrados.
5) Ap6s a comparagdo dos resultados, a que conclusdo pode-se chegar?

Podemos observar com as atividades acima que, enquanto na Geometria de Euclides, a
soma das medidas dos dngulos internos de um tridngulo é sempre igual a 180°, na Geometria

Esférica, essa soma é sempre maior do que 180°.

6) Marque dois pontos antipodas sobre uma bola de isopor. Trace dois circulos maximos

que passem por esses pontos de tal forma que a esfera seja dividida em quatro partes iguais.

7) Escolha dois semicirculos, dentre aqueles que vocé tracou no exercicio anterior, € marque
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os pontos que irdo dividi-los ao meio. A seguir, trace o circulo que passa por esses dois pontos.
8) Com relagdo ao item anterior, responda:
a) Quais as medidas dos angulos formados pelos circulos maximos tragados?
b) Que figura representa cada uma das partes da figura formada?
¢) Quanto vale a soma dos angulos internos de cada uma dessas figuras?

Observe que, na Geometria Esférica, existe a possibilidade de um tridngulo com os trés

angulos internos medindo 90°, o que € impossivel na Geometria de Euclides.
Atividade I1
Objetivos: revisao de conceitos ja estudados.
Procedimentos:

1) Complete a palavra cruzada abaixo, de acordo com as informag¢des dadas:
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1. Unidade de medida de arcos.

2. Nome que se da ao plano que apresenta um Unico ponto de intersecdo com uma esfera.
3. Distancia entre dois pontos distintos de uma superficie esférica.

4. Em um triangulo esférico, a soma dos angulos internos € sempre ........ do que 180°.

5. Nome que se dé a curva que minimiza a distancia entre dois pontos sobre uma esfera.
6. Nome que se da aos pontos distintos de uma esfera que sao diametralmente opostos.

7. Numero maximo de angulos retos que um triangulo esférico pode ter.

8. Quantidade de circunferéncias maximas que passam por dois pontos antipodas.

9. Nome do poligono com menor nimero de lados na Geometria Esférica.
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Atividade III
Material: Atlas, lapis, caneta.

Objetivos: mostrar como os conceitos da Geometria Esférica podem ser utilizados na Geo-

grafia.

Sugestdo ao professor: sugerir ao professor de Geografia que relembre com os alunos os

conceitos de latitude e longitude.
Procedimentos:

1) Vocé ja estudou em suas aulas de Geografia o Globo Terrestre. Entdo, usando o que vocé

aprendeu, responda:

a) Pelos pdlos do Globo passam infinitos circulos maximos. Que nome é dado a esses

circulos em Geografia?
b) Em Geografia, qual é o nome do principal circulo maximo que passa pelos p6los?

¢) Que nome voce deu ao circulo méximo que € perpendicular a dois circulos maximos que

passam pelos pélos?

d) Qualquer ponto do Globo Terrestre pode ser localizado em um mapa desde que vocé
conheca suas coordenadas geogréficas. Essas coordenadas recebem nomes especiais. Vocé

lembra que nomes sao esses € como essas coordenadas sdo obtidas?

e) Ha uma musica famosa da dupla Kleiton e Kledir que fala sobre a cidade de Porto Alegre
e em um de seus trechos diz “paralelo 30”. Observando no Atlas a cidade de Porto Alegre,

podemos entender o porqué desta expressdo? Discuta com seus colegas de grupo.

f) Um avido estd exatamente na metade da distancia entre a linha do Equador e o pélo Norte
e a leste do Meridiano de Greenwhich, na sexta parte do comprimento, em graus, da linha do
Equador. Para relatar a sua exata posicdo, o piloto avisa a torre de controle suas coordenadas

geograficas. Qual deve ser o relato do piloto? (Questao adaptada do livro [19]).

3? parte

A terceira parte das atividades serd baseada nos resultados da Geometria Esférica que apre-
sentam correlatos na Geometria Plana e nas aplicacoes da Geometria Esférica no nosso dia a
dia. Para o desenvolvimento das préximas atividades os grupos devem estar munidos de um

Globo Terrestre, de calculadora cientifica, lapis, caneta e régua. Essas atividades se enquadram
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nos niveis de abstracio e deducao do Modelo de van Hiele.
Atividade I
Objetivos: calcular a distancia entre dois pontos do planeta Terra.

Sugestdo ao professor: é recomendavel que o professor relembre como fazer a conversao
entre grau e radiano e as fungdes trigonométricas principais. O professor poderd trabalhar em
conjunto com o professor de Geografia a fim de estudar os locais do planeta que estejam sendo

estudados em Geografia.
Procedimentos:

1) Vivemos na cidade do Rio de Janeiro, cuja latitude, aproximada, € de 22°S. Considerando

o raio da Terra igual a 6400 km, a quantos quilometros nos encontramos da Linha do Equador?

2) Segundo o Google Earth, as cidades de Dourados(MS) e Santarém(PA) apresentam coor-
denadas, em termos de latitude e longitude, respectivamente iguais a (22°S,54°W) e (2°S, 54°W).

Considerando o raio da Terra igual a 6400 km, determine a distancia entre essas cidades.

3) As cidades de Quito no Equador e de Macapd no Brasil estdo situadas sob a Linha do
Equador. Consulte no Atlas e determine as longitudes dessas cidades. A seguir, encontre a

distancia entre elas.
Atividade 11

Objetivos: calcular a area de um triangulo esférico e calcular a soma dos angulos internos

de um triangulo esférico.

Sugestdo ao professor: é sugerido ao professor que trabalhe a drea de um tridngulo sendo

conhecidas as medidas de seus lados.
Procedimentos:

1) As cidades do Rio de Janeiro, de Sao Paulo e de Belo Horizonte, sdo capitais de trés

importantes estados da regido sudeste do Brasil.

a) Localize-as no atlas. A seguir, trace com um lapis, o tridngulo que possui como vértices

essas trés cidades.

b) Meca os segmentos encontrados no item anterior e calcule a area do tridngulo que voce

marcou.

2) Com o auxilio do Globo Terrestre, vamos localizar as cidades do exercicio anterior e

tracar um tridngulo esférico com vértices nessas cidades. Considerando que o raio da Terra é
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igual a 6400 km, faca o que se pede:

a) Encontre a distincia entre a cidade do Rio de Janeiro (22°S,43°W) e a cidade de Sdo
Paulo (23°S,46°W).

b) Encontre a distincia entre as cidades do Rio de Janeiro (22°S,43°W) e Belo Horizonte
(19°8,44°W).

c¢) Encontre a distancia entre as cidades de Sdo Paulo (23°S,46°W) e Belo Horizonte
(19°8,44°W).

d) Chamemos de o o angulo cujo lado oposto liga o Rio de Janeiro e Sao Paulo. Nessas

condi¢des, quanto mede o angulo o ?

e) Chamemos de B o angulo cujo lado oposto liga Belo Horizonte e Sdo Paulo. Nessas

condig¢des, quanto mede o angulo 3 ?

f) Chamemos de y o angulo cujo lado oposto liga Belo Horizonte e Rio de Janeiro. Nessas

condi¢des, quanto mede o angulo y ?
g) O que podemos afirmar sobre @+ f3 4+ ?

h) O matematico francés Albert Girard, que viveu no século X VII, dentre suas contribui¢des
a Matemadtica, nos apresentou uma férmula que permite o cdlculo da area de um triangulo
esférico. Ele afirma que se «, 3 e ¥ sdo as medidas dos dngulos internos, em radianos, de um
tridngulo esférico sobre uma esfera de raio r, entdo, x +f +y =7 + ;4—2 ,onde A € a area do
triangulo. Utilizando essas informagdes e os valores encontrados no exercicio anterior, calcule a

area do triangulo esférico formado pelas cidades do Rio de Janeiro, Sao Paulo e Belo Horizonte.

Acreditamos que estas atividades possam ser realizadas com alunos dos anos finais do En-
sino Fundamental e do Ensino Médio, com a finalidade principal de desenvolver nesse aluno
a capacidade de enxergar outras geometrias no mundo que o cerca, ndo se limitando apenas a

visdo da Geometria de Euclides.
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6 Consideracoes Finais

O presente estudo partiu de uma ideia de tentar fazer com que nossos alunos possam ampliar
seus conhecimentos sobre o mundo da Geometria. E fato que o ensino da Geometria em nossas
escolas, quando acontece, € restrito a Geometria de Euclides. Vérias s@o as razdes para que 1sso
acontega, mas nossa proposta ndo € discutir sobre essas questdes e sim levantar uma bandeira
para a inclusdo do estudo das Geometrias nao-Euclidianas em nossos curriculos, em particular,

da Geometria Esférica, que ao nosso ver, € a que mais se aproxima do mundo real do aluno.

Com este propésito, este trabalho foi dividido em etapas com a finalidade de implementar
o estudo de uma Geometria nao-Euclidiana para professores e acessivel aos alunos da escola
basica. No inicio, fizemos um breve resumo historico da Geometria de Euclides, com seus
principais postulados e axiomas. A seguir, verificamos algumas tentativas de se provar o quinto
postulado de Euclides, o que desencadeou o aparecimento das Geometrias nao-Euclidianas.
Para uma melhor compreensdo desse novo olhar geométrico, estudamos a Geometria Esférica
através de seus conceitos e resultados, estabelecendo comparagdes e diferencas com a Geome-

tria Euclidiana.

Acreditamos que a participagdo do aluno na elaboragdo de seu conhecimento é um dos
pontos fundamentais para que o aprendizado se internalize. Sendo assim, utilizando o Modelo
de van Hiele, propusemos vdrias atividades que exigem a atuacao do aluno, mostrando a ele uma
maneira interativa de aprender. As atividades sugeridas, devem ser conduzidas e trabalhadas
pelo professor obedecendo a sua propria realidade. Mostrar a aplicacdo da Geometria Esférica,
suas interacdes com outras disciplinas e resgatar um pouco da histéria da Matemaética pode ser

um item motivador e instigador para nossos alunos.

Por fim, esperamos que este texto possa servir de base para o professor que tenha o desejo
de desenvolver as atividades aqui propostas e que trabalhos futuros possam ser desenvolvidos na
escola bésica, objetivando a insercdo das Geometrias ndo-Euclidianas nos curriculos, fazendo
uma conexdo da Matematica com outras Ciéncias, contribuindo desta maneira para que o aluno

aumente a compreensao do mundo que o cerca.
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