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RESUMO

Esse trabalho tem por objetivo apresentar um pouco da teoria de grafos no en-
sino Bésico. Nele serdo abordados conceitos bésicos da teoria de grafos com maior
enfoque sobre os grafos eulerianos e semieulerianos e o teorema das quatro cores.
Apresentamos e discutimos também algumas propostas de atividades que foram e
poderdo ser desenvolvidas no Ensino Fundamental e Médio, possibilitando ao aluno
o desenvolvimento de algumas habilidades como investigar, analisar, modelar, den-
tre outras. A prética dessas atividades foi realizada em uma escola da rede estadual
do Estado de Sao Paulo com uma turma do 9° ano do Ensino Fundamental e com

uma turma do 3° ano do Ensino Médio, no ano de 2014.

Palavras-chave: grafos planares, coloracao, caracteristica de Euler
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ABSTRACT

This work aims to present some of the so called graph theory in the Basic ed-
ucation. It will address the basic concepts of graph theory with greater focus on
the Euler graphs and the four color theorem. We also discuss some proposals for
activities that have been developed in primary and secondary education, enabling
the student to develop some skills to investigate, analyze and model problems using
graphs. The practice of these activities took place in a state school of Sdo Paulo with
a class of gth graders of the elementary school and a group of the 3rd year of high

school, in 2014.

Keywords: planar graphs, coloring, euler characteristic
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INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é a elaboragdo de um texto introdutério sobre a Teoria
de Grafos que possa ser utilizado como suplemento na educagdo basica aos alunos
do 9° ano do Ensino Fundamental e aos alunos do Ensino Médio. Dessa forma,
os assuntos estudados estdo expostos de uma maneira simples e detalhada, porém,
procuramos manter o rigor matemadtico, formalizando as ideias (as vezes intuitivas)
encontradas em alguns livros introdutérios, como em [1], [2] e [4]. Daremos énfase
a parte referente aos grafos eulerianos e a coloragdo de grafos e/ou mapas, de modo

especial aos teoremas sobre coloragao.

Acreditamos que o assunto Teoria dos Grafos pode ser ensinado para estudantes
do Ensino Fundamental e Médio bastando que os professores abordem esse tema
utilizando problemas desafiantes e que fagam sentido para os alunos. Ressaltamos

que a abordagem dessa teoria pode ser realizada em diversos momentos.

Neste trabalho procuramos verificar a aceitagdo de tal assunto para os alunos do

9° ano do Ensino Fundamental e para os alunos do 3° ano do Ensino Médio.

Desenhar diagramas sem tirar o lapis do papel foi o que mais provocou os alu-
nos durante a realizacdo da dindmica, eles se sentiram desafiados a desenhar os
diagramas, inclusive os que ndo eram possiveis (sem saber que eram impossiveis).
Acreditamos que a experiéncia que foi vivenciada neste trabalho nos leva a refletir

que a proposta de se trabalhar a Teoria dos Grafos no Ensino Médio é vélida.

A origem dos estudos da teoria dos grafos se deve ao matematico Leonhard Euler
(1707-1783) que propds uma solucdo para o famoso problema das sete pontes ou
problema das pontes de Konigsberg. Tal assunto sera abordado e solucionado no

capitulo 2.

No capitulo 1, apresentaremos os principais conceitos, as principais defini¢coes
da Teoria dos Grafos e alguns resultados que servirdo de base para os capitulos

seguintes.



INTRODUGAO

No capitulo 2, estudaremos os grafos eulerianos. Veremos quais serdo as condi¢oes
necessdrias e suficientes para que um grafo seja euleriano e que foi esse tipo de grafo

que solucionou o problema das pontes de Konigsberg.

Estudaremos mais adiante no capitulo 3, a questdo da planaridade de grafos, abor-
dando o teorema de Euler para grafos planos e algumas consequéncias desse teo-

rema.

Outro problema interessante na Teoria de Grafos, como visto em [3], que é de facil
compreensdo e que desperta a curiosidade das pessoas, é o problema das quatro

cores, que serd trabalhado no capitulo 4.

O Problema das quatro Cores foi proposto por Francis Guthrie em 1852, que ap6s
ter concluido seus estudos, estava colorindo um mapa da Inglaterra de modo a nao
colorir regides que tivessem fronteira em comum com a mesma cor. Verificou que
eram necessarias apenas quatro cores para colorir tal mapa e, fez a mesma coisa com
vérios outros mapas, se convencendo que apenas quatro cores bastariam para colorir

qualquer mapa.

Ele tentou demonstrar esse fato, mas ndo obteve éxito, e passou o problema para
seu irmdo Frederick Guthrie, que difundiu o problema para outros matematicos da

época, incluindo De Morgan e seus alunos.

O problema teve sua primeira publicacdo apenas em 1878 pela London Mathema-
tical Society e um ano depois, em 1879, Alfred Bray Kempe publicou um artigo em
que apresentava uma demonstracdo para o problema. Mas passados 11 anos de sua
publicagdo, Percy John Heawood apontou um pequeno erro na mesma, o que a in-
validou. Porém, parte da demonstragdo utilizada por Kempe foi salva por Heawood

para demonstrar que cinco cores bastariam para colorir qualquer mapa.

Em 1976 foi apresentada uma nova demonstra¢cdo por Appel e Haken, mas tal
demonstracdo ndo era manual, era feita com uso de computador em vérios de seus
passos, o que gerou algumas diividas sobre sua validade e a tornou deselegante para

0s matematicos.

Finalizaremos no capitulo 5, com a apresentagdo e discussdo de algumas ativida-
des propostas em uma oficina de grafos eulerianos e uma oficina de coloragdo que
foi realizada em uma escola publica da cidade de Franco da Rocha para alunos do

9° ano do Ensino Fundamental e 3° ano do Ensino Médio.



NOCOES BASICAS DE GRAFOS

Neste capitulo iniciaremos os primeiros passos no mundo dos grafos. Serdo defi-
nidas as notagdes e apresentados os principais conceitos acerca da teoria dos grafos

que serdo utilizados nos capitulos seguintes e, algumas caracteristicas e resultados.

Vale ressaltar que em todo o contexto deste trabalho estaremos trabalhando com

grafos finitos, os quais denotaremos apenas por grafos.

1.1 DEFINICOES BASICAS

Definimos um grafo da seguinte maneira:

Defini¢do 1.1. Um grafo G é uma estrutura composta por um par ordenado (V, A)
onde V é um conjunto ndo vazio e finito, e A é um multiconjunto (conjunto que
permite a repetigdo de elementos) de pares ndo necessariamente ordenados dos ele-
mentos de V. Os elementos de V sdo chamados de vértices ou nés e os elementos
de A sdo chamados de arestas ou elos. Denotaremos por |V| a ordem do grafo, ou

seja, o numero de vértices.

Se A for um conjunto de pares ordenados, dizemos que o grafo sera orientado.

Se u e v sdo vértices de um grafo, entdo (u;v) é uma aresta e, dizemos que u e v

sdo adjacentes ou vizinhos. Também dizemos que u e v sdo extremos de (u; v).

Note que (1;0v) e (v;u) representam a mesma aresta, a menos que o grafo seja

orientado.
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Podemos representar um grafo através de um diagrama, onde os vértices sao pon-

tos distintos do plano e as arestas sdo as linhas que unem dois vértices.

Tome por exemplo um grafo G = (V, A),onde V = {a,b,c,de} e A = {(ab),(a;d),(bse),(d;c),(cie)}.
O grafo G pode ser representado pelo diagrama da Figura

a

d

Figura 1: Representagdo do grafo G = (V, A)

Mas devemos nos atentar que um grafo pode ser representado por diversos dia-
gramas distintos. A Figura [2| traz dois diagramas que representam o mesmo grafo
G = (V, A) da Figura |1}

a

a

b
Figura 2: Outras representacdes do grafo G = (V, A) da Figura i}
O que mais nos interessa em um grafo é quem sdo os seus vértices e quem sao

suas arestas.

Duas arestas sdo ditas adjacentes se elas tém um extremo em comum, e dois vértices
sdo adjacentes se eles sdo ligados por uma aresta. Quando existe uma aresta ligando

dois vértices, dizemos que a aresta € incidente nesses vértices.
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Chamamos de grau do vértice v o namero de arestas incidentes a v. Quando um

vértice tem grau 0, dizemos que ele é isolado.

Na Fgura (1l vemos que o grau de cada vértice é 2, pois incidem duas arestas em
cada vértice. Podemos observar também que a soma dos graus de todos os vértices
é igual ao dobro do ntimero de arestas. Vocé pode estar pensando que o exemplo é

simplério demais para tirarmos esta conclusdo. Veja o exemplo da Figura

Figura 3: Este grafo possui 17 arestas, e a soma dos graus de seus vértices € 34.

Nesse grafo, o vértice a tem grau 77, o vértice b tem grau 7, o vértice ¢ tem grau
6, o vértice d tem grau 7 e o vértice e tem grau 7, sendo que a soma dos graus é

7+7+6+7+7 =34. Se contarmos suas arestas, verificamos que possui 17 arestas.

Se ainda ndo se convenceu de que a soma dos graus de um grafo é igual ao dobro
do ntimero de arestas, basta pensarmos que quando estamos contando os graus dos
vértices, estamos contando as extremidades das arestas uma vez. Como cada aresta

tem 2 extremidades, cada aresta estd sendo contada duas vezes.

Uma consequéncia desse resultado é que todo grafo possui uma quantidade par de
vértices com grau impar, pois se tivéssemos uma quantidade impar, a soma dos graus
seria impar. Mas o o dobro de qualquer nimero inteiro é par, e a soma dos graus é

o dobro do ntimero de arestas, portanto é um ntiimero par.

Defini¢do 1.2. Seja G = (V, A) um grafo. Um grafo G’ composto por um par or-
denado (V’, A”), onde V' é um subconjunto de V e A’ é um subconjunto de A, é

chamado de subgrafo de G.

No grafo G = (V; A) representado pela Figura |4, temos que V = {abcde} e
A = {(a;b) (a;c),(a;d) (a;e),(b;c),(b;d),(bse),(c;d),(cie) (d;e)}, e no grafo G' = (V'; A”) repre-
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b b

C C
a a

d

Figura 4: Grafo G.
Figura 5: Grafo G/, que é subgrafo de G.

sentado pela Figura |5, temos que V' = {ab,cde} e A" = {(a;c),(a;d),(b;d),(bse),(ce)}.
Portanto G’ = (V’, A’) é um subgrafo de G.

Apresentaremos a seguir mais algumas defini¢des sucintas sobre grafos que nos

podera ser tteis nos capitulos apresentados a seguir:

Uma aresta que liga um vértice nele mesmo é chamado de lago. Devemos ficar
atentos que ao contar o grau de um vértice que contém um lago, temos que contar o

lago como duas arestas.

Uma aresta é paralela a outra aresta se elas possuem extremos nos mesmos vérti-

ces.

Na Figura [6] que representa o grafo G = (V, A) em que V = {A,B,C,D} e A =
{(A;B),(A;C),(C;C),(A; D)}, temos um lago no vértice C e dois pares de arestas
paralelas, um par (A; D) e outro par (A; B).

Aproveite para verificar que nesse grafo, também vale a propriedade de que a
soma dos graus é igual ao dobro do namero de arestas, pois o grafo possui 6 arestas

e a soma dos graus é 12 (A tem grau 5, C tem grau 3, B e D tem grau 2).

Um percurso entre dois vértices é uma seqiiéncia finita de vértices e arestas, tal que
cada aresta aparece apenas uma vez. Se no percurso nao ha repeticao de vértices, ele
serd chamado de caminho. Um caminho é fechado quando o primeiro vértice é igual

ao ultimo. Ao caminho fechado também damos o nome de circuito.



1.2 TIPOS DE GRAFOS

Figura 6: Exemplo de um grafo com lago e arestas paralelas.

O tamanho do caminho ou do circuito é o nimero de arestas que possui o caminho ou
circuito. E claro que um caminho nédo fechado de tamanho k tem k + 1 vértices, e um
circuito com tamanho k tem k vértices. Um pentdgono por exemplo é um circuito de

tamanho 5.

Neste trabalho, vamos considerar que um vértice isolado ndo forma um circuito.

Nas Figuras [7] e |8 temos exemplos de um caminho e um circuito, respectivamente.

Figura 7: Caminho de tamanho 5.

Figura 8: Circuito de tamanho 6.

1.2 TIPOS DE GRAFOS

Para finalizar este capitulo apresentaremos uma série de classificagdes de grafos
de acordo com suas caracteristicas. As classificagdes a seguir ajudardo a deixar os

proximos capitulos mais simples e palataveis.
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Um grafo que possui arestas paralelas é chamado de multigrafo. Na Figura [p] temos

um exemplo de um multigrafo.

Um grafo que ndo possui lagos ou arestas paralelas é chamado de grafo simples. Na

Figura 1 temos um exemplo de um grafo simples.

Um grafo é completo se cada par de vértices é ligado por uma aresta. Um grafo

completo G com n vértices é denotado por K.
Um grafo que ndo possui arestas é chamado de grafo nulo.

Nas Figuras [g| e [10| temos um exemplo de grafo completo e um exemplo de grafo

nulo respectivamente.

b

&
a

Figura 9: Grafo completo Ks. Figura 10: Grafo nulo.
Um grafo G’ é chamado de complementar de outro grafo G, quando G’ possui o
mesmo conjunto de vértices, mas apenas com as arestas que faltam para que o grafo

G seja um grafo completo.

Dizemos que um grafo G é regular, se todos os seus vértices tem o mesmo grau.

Veja um exemplo na figura[11{em que os dois grafos sdo regulares de grau 2.

Um grafo G é conexo se para qualquer par de vértices de G é possivel encontrar um
caminho que liga esses dois vértices. Caso nado seja possivel estabelecer um caminho

entre esses dois vértices, dizemos que o grafo é desconexo.

Nas Figuras [12] e [13] temos exemplos de um grafo conexo e um grafo desconexo

respectivamente.
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b

d s

Figura 11: Grafos complementares.

W N &

Figura 12: Grafo conexo. Figura 13: Grafo desconexo.

Em um grafo desconexo, as partes conexas que o formam sdo chamadas de com-
ponentes. Por exemplo a Figura 13| é um grafo desconexo formado por duas compo-

nentes.

Uma aresta que ligaria duas componentes conexas tornando o grafo conexo é

chamada de ponte.
Dizemos que um grafo é uma drvore se ele for conexo e ndo possuir circuitos.
A Figura[14]é exemplo de uma éarvore:

Um grafo G é dito bipartido se pudermos separar os vértices de G em dois conjuntos
Vi e V, sem intersecgdo, de forma que cada aresta de G seja composta por um vértice
de Vi e um vértice de V5. Se todos os vértices de V; sdo ligados a todos os vértices
de V,, entédo ele é chamado de bipartido completo e é denotado por K, 5, em que p e g

sdo as quantidades de vértices de V; e V5.
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Figura 14: Exemplo de um grafo que é uma &rvore.

Figura 15: Grafo bipartido.
Figura 16: Grafo bipartido completo K3 3.

As Figuras 15| e [16|sdo exemplos de grafos bipartidos

Um grafo onde as arestas sdo orientadas é chamado de digrafo. Em geral, em um

digrafo sdo utilizadas setas para mostrar a orientagdo das arestas. Veja um exemplo

na figura

Figura 17: Exemplo de grafo orientado (digrafo).

10
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Se em uma arvore as arestas possuirem alguma orientagdo, esta é chamada de

arborescéncia. Veja um exemplo na Figura

=1

o o ¥
f L * @
= g h i ]

ke ol

Figura 18: Exemplo de um grafo que é uma arborescéncia.

11






GRAFOS EULERIANOS

Neste capitulo trataremos de um famoso problema, proposto inicialmente pelo
povo da cidade de Konigsberg e levado ao conhecimento de Euler, que o resolveu.
Trata-se do problema dos caminhos Eulerianos, que pergunta se é ou ndo possivel

percorrer todos os vértices de um grafo, passando por cada aresta apenas uma vez.

A seguir apresentaremos o problema como originalmente proposto a Euler, se-
guido de sua generalizacdo para o mundo dos grafos. Apresentaremos entdo uma
solucdo construtiva para o problema, que permite ndo apenas decidir se existe um

caminho Euleriano em um dado grafo, bem como construir tal caminho.

2.1 AS SETE PONTES DE KONIGSBERG

Dentre os intimeros problemas que podemos modelar com o uso dos grafos, o
mais famoso deles é sem duavida o problema das pontes de Konigsberg. Conside-
rado um dos marcos principais na teoria de grafos, este problema foi proposto pelos
moradores de Konigsberg, entdo capital da Prissia Oriental, e apresentado a Leo-
nhard Euler por Carl Leonhard Gottlieb Ehler, astronomo e prefeito da cidade de
Danzig.

A cidade de Konigsberg é banhada pelo rio Pregel, que contém em seu percurso
duas importantes ilhas: Kneiphof e Lomse. As ilhas estdo ligadas ao restante da
cidade por sete pontes. Conta a histéria, que os habitantes da cidade tentavam
realizar um percurso pela cidade que os fizesse passar por todas as pontes, mas
apenas uma vez em cada uma. Como as suas tentativas foram sempre falhas, muitos

deles acreditavam que nao era possivel encontrar tal percurso.

13
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Figura 19: A cidade de Konigsberg e suas sete pontes.

Euler, que a principio pareceu relutante a resolver o problema por ndo reconhece-
lo como um problema matemaético, eventualmente se rendeu a sua prépria curiosi-

dade, e mostrou que ndo é possivel encontrar tal percurso.

A solugdo deste problema, descrita nas correspodéncias entre Euler, Ehler e o
matemadtico Heinrich Kuhn, é considerada por muitos o inicio do que muitos anos

depois viria a ser conhecida como teoria dos Grafos.

Os mais curiosos podem encontrar mais detalhes sobre o problema das pontes de

Konigsberg em [10].

2.2 CAMINHOS EULERIANOS

A seguir apresentaremos uma generalizagdo do problema das pontes de Konigs-
berg, adaptado para a linguagem de grafos que usamos até agora. Para iniciar,

vamos primeiro definir o nosso principal objeto de estudo neste capitulo.

Defini¢do 2.1. Chamaremos de caminho (circuito) euleriano todo caminho (circuito)

que passa uma, e apenas uma vez, por todas as arestas de um grafo.

Um grafo que contém um circuito (caminho fechado) euleriano é chamado de grafo
euleriano, e caso o caminho euleriano ndo seja fechado o grafo serd chamado de semi-
euleriano. O nome euleriano decorre, obviamente, do famoso problema das pontes de

Konigsberg que foi solucionado por Euler.

Em outras palavras, podemos dizer que um grafo é euleriano se desenharmos sua

representagdo grafica sem levantar o lapis do papel e retornarmos ao ponto inicial.

14
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Se o grafo é semieuleriano, devemos comecar por um ponto e terminar em outro,

seguindo o mesmo procedimento anterior.

Exemplo 2.1. Considere os grafos representados nas Figuras 20 e

a f a f

Figura 20: Exemplo de grafo euleriano. . . .
& P & Figura 21: Exemplo grafo semi-euleriano.
Na Figura 2o a sequénciaa —d —e—c—b—f—-e—a—b—d—c— f —a forma

um caminho comegando e terminando no vértice a, usando todas as arestas do grafo

apenas uma vez, e portanto o grafo é euleriano.
Ja na Figura |21} a sequénciab—a—d—-e—c—f—a—e— f —b—c—dformaum
caminho euleriano que comega no vértice b e termina no vértice d, sendo assim um

grafo semi-euleriano.

Pela prépria defini¢do, um caminho sempre serd conexo. Como um caminho eule-
riano contém todas as arestas de um grafo, um grafo euleriano serd sempre conexo,

a menos que tenha vértices isolados.

Colocadas as defini¢des de grafos eulerianos e semi-eulerianos, a pergunta natural
que surge é: como definir se um grafo é euleriano (ou semi-euleriano)? Caso positivo,

conseguimos construir tal caminho?
Para melhor entender o problema, comecemos analisando um circuito euleriano.

Suponha entdo que G é um grafo euleriano, e tome um circuito euleriano em G
iniciando, digamos, por um vértice a. Para simplificar, suponha que G ndo possua

lacos. Neste caso o primeiro passo do caminho nos leva para um vértice distinto de

15
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a. Sabemos que eventualmente deveremos voltar para a. Isso por que o caminho
é fechado, e portanto termina em a. Agora, como cada aresta é usada uma tnica
vez, ao voltarmos para a precisaremos usar outra aresta. Como o caminho comega e
termina em 4, cada vez que saimos de a devemos retornar para a, fazendo com que
o total de arestas usadas para sair de a deve ser igual ao total de arestas usadas para

entrar em a. De onde concluimos que o grau de a é necessariamente par.

Para analisar os demais pontos, note que o circuito pode ser percorrido comecando
em qualquer um dos seus vértices, de modo que a andlise acima para ser estendida

a todos os demais vértices do grafo.

A presenga de lagos também ndo alteraria esta conclusdo, pois cada lago soma 2
ao grau do vértice em que incide. Além disso, vértices isolados (que ndo pertencem

ao circuito) possuem grau 0.

Concluimos assim que para um grafo ser euleriano é necessario que todo vértice

tenha grau par.

Andlise similar pode ser feita para um grafo semi-euleriano. Para isso considere
um grafo semi-euleriano, com um caminho semi-euleriano iniciado em a e com fim
em b. Seguindo a mema andlise anterior, enquanto houver arestas disponiveis, cada
vez que o caminho sai de a ele deve eventualmente voltar para 2. Mas como caminho
termina em um vértice distinto de a, vai existir um momento que o caminho sai de a
e ndo retorna mais. Assim, o caminho possui uma aresta usada para sair de a a mais
que as usadas para entrar, e o grau de a é necessariamente impar. Analogamente,
concluimos que o grau de b também deve ser impar (basta trocar os papeis das

arestas de entrada e saida).

Para os vértices internos ao caminho, a andlise ndo é mais valida. Se ¢ é um vértice
interno do caminho, entdo cada vez que o caminho entra em c ele deve necessaria-

mente sair, e o grau de c deve ser par.

Assim, para um grafo ser semi-euleriano ele deve conter exatamente dois vértices
de grau impar (nem mais e nem menos). E estes serdo os vértices inicial e final de

todo caminho euleriano.

Estas sao obviamente apenas condigdes necessarias para a existéncia de caminhos
eulerianos em um grafo. As andlises acima partem da hipdtese de que tais caminhos

existem, e portanto ndo podem garantir sua existéncia.
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Felizmente, a reciproca das observagdes acima sdo também verdadeiras, e formam

o principal resultado deste capitulo, que apresentaremos a seguir.

Teorema 2.2 (Teorema de Euler). Seja G um grafo conexo. Nestas condigoes vale que
o G é euleriano se, e somente se, todos os seus vértices tem grau par.

o G é semi-euleriano se, e somente se, possuir exatamente dois vértices de grau impar.

Demonstragio. Como comentado logo antes de enunciarmos o teorema, a0 menos

parte dele ja foi demonstrado. Mais explicitamente, mostramos que
e Se G é euleriano, entdo todos os seus vértices tem grau par.
e Se G é semi-euleriano, entdo G possui exatamente dois vértices de grau impar.

Resta entdo a parte mais complicada, mostrar que as condi¢des de paridade dos

vértices implicam na existéncia de tais caminhos.

Vamos nos concentrar inicialmente no primeiro caso. Para isso tome um grafo G
conexo onde todos os vértices tem grau par. Podemos descartar o caso 6bvio, onde
o grafo é composto apenas de um no isolado, e supor portanto que todos os vértices

tem grau ao menos 2.

A demonstracdo a seguir vai se fiar na construcdo do circuito euleriano através da
unido de circuitos distintos, como esquematizado na Figura [22| que mostra que dois

circuitos com um vértice em comum formam um circuito Gnico.

C C

1 2

Figura 22: Unido de dois circuitos

Note que, por possuir apenas vértices de grau maior ou igual a 2, G ndo pode ser
uma 4arvore (pois drvores possuem nds de grau 1), e portanto possui ao menos um

circuito, sem arestas repetidas em seu caminho. Chame este caminho de C;.

Se C; contém todas as arestas, entdo o grafo possui um circuito euleriano e o

problema est4 acabado.
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Caso contrério, retire todas as arestas de C; (assim como todos os vértices que
ficarem isolados). Ficamos assim com um subgrafo G’. Como C; é um circuito, para
cada passagem em um dado vértice a, existe uma aresta de entrada e outra de saida.
De modo que o total de arestas incidentes ao vértice a em C; é par. Assim concluimos
que G’ possui todos os vértices ainda com grau par. Além disso, a0 menos um dos

vértices do grafo resultante, ainda faz parte de C;, ou entdo o grafo ndo seria conexo.

E importante notar que G’ ndo é necessariamente conexo, mas certamente cada
componente conexa possui a0 menos um vértice comum com Cj, e isso é de fato

tudo o que precisamos.

Outro ponto importante é que poderiamos escolher C; comecando em qualquer
vértice do grafo, pois como o processo (escolha e retirada de um circuito) gera um
subgrafo que ndo possui vértices de grau impar, podemos repeti-lo até que todo o
grafo original seja consumido. Basta agora escolher um ciclo que possua o vértice

pretendido.

Voltando ao problema, repita 0 mesmo processo em G’, comecando agora por
vértice comum a C;, e obtendo um novo circuito, denotado por C,. Como os dois
circuitos possuem um mesmo vértice, formamos assim um tnico circuito. Retire este

novo circuito e repita todo o processo, até esgotar todo o grafo G.
O circuito assim encontrado é, por construgao, euleriano.

Logo apds esta demonstragdo, apresentamos um exemplo que, com sorte, auxiliard

no entendimento do processo que acabamos de descrever.

Antes de seguirmos para o segundo caso, observe que, o circuito euleriano cons-
truido acima pode ser iniciado em qualquer vértice, e aresta incidente a ele, que
desejarmos. De fato, todo circuito pode ser percorrido em qualquer direcdo que

desejarmos, e a partir do vértice que escolhermos.

Suponha agora que G possui exatamente dois vértices de grau impar, 2 e b. Vamos
entdo aumentar G, incluindo uma aresta (a,b). O grafo G’ assim gerado possui todas
os vértices de grau par, e portanto possui um caminho euleriano. Construa entio
um circuito euleriano C, iniciando pelo ponto b e passando primeiro pela aresta (a, b)

recém acrecentada.

Retirando agora a aresta (a, b) do circuito C, encontrarmos um caminho, iniciando
em a e terminando em b. Como C era euleriano, e (a,b) ndo pertencia a G, o novo

caminho assim encontrado é euleriano!

18



2.2 CAMINHOS EULERIANOS

Como prometido, vamos agora exemplificar o processo descrito acima.

Exemplo 2.2. Considere o grafo abaixo, que possui todos os vértices de grau par, e

portanto deve ser euleriano.

Q
U
~

Figura 23: Exemplo de grafo Euleriano.
Comecando pelo vértice a, podemos por exemplo percorrer o circuito C; dado por
a—b—e—a—c—d—a,

marcado na figura abaixo.

Figura 24: Exemplo de grafo Euleriano

Retirando o circuito C; do grafo original, resta um novo grafo G’ também com

todos os vértices de grau par, e tendo os vértices b, ¢, d,e em comum com o circuito
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C1. Tomando um destes vértices, por exemplo, o vértice b podemos construir um

novo circuito, por exemplo, o circuito C; dado por
b—c—e—d-—p,

mostrado abaixo.

Figura 25: Exemplo de grafo Euleriano.

A unido de C; e C; em um unico circuito deve ser feito no ponto escolhido. No
1

caso o ponto b. Para isso “quebramos” circuito C; em b, e introduzimos o circuito

C,, obtendo

a—b—c—e—d—-b—e—a—c—d—a.

Continuando devemos retirar agora o circuito C; (além do C; que ja havia sido
retirado). Os vértices em comum do novo grafo com o circuito C, recém retirado é

apenas o ponto c. E comegando um circuito ai obtemos, por exemplo, C3 dado por
c—f—i—g
como mostrado na Figura

Repetindo o processo anterior, introduzimos o circuito C3 na unido ja obtida de C;
e Cy, obtendo

a—b—c—f—-i—-c—e—d—-b—e—a—c—d—a.

Para finalizar, retiramos o circuito encontrado até agora, e ficamos com um circuito

C4 que, se iniciado em f, é dado por

f-h—i=g—f.
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Figura 26: Exemplo de grafo Euleriano.

Assim, unindo C4 ao circuito obtido até aqui temos
a—b—c—f-h—i—-g—f—i—c—e—d—-b—e—a—c—d—a,

que é um circuito Euleriano usando todos as arestas do grafo original.

E interessante observar que um ciclo escolhido pode desconectar o grafo. Mas
neste caso, as duas componentes serdo ainda Eulerianas, e podemos repetir o pro-

cesso acima, uma componente por vez.

Fica como desafio para o leitor, montar um circuito Euleriano seguindo os passos

acima, mas iniciando do circuito
Cia-b—e—a—c—f—-i—c—d—a,

dado pela unido de C; e C3 descritos acima.

Existem diversos algoritmos computacionais para encontrar caminhos eulerianos,
mas para grafos a tentativa e erro normalmente funciona, e é uma atividade ladica

bastante atraente para estudantes do ensino fundamental.

2.3 DE VOLTA A KONIGSBERG

Para terminar o capitulo voltaremos ao problema das sete pontes e, com auxilio do

teorema de Euler, daremos uma solugdo final ao questionamento de seus habitantes.
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Para tanto, vamos primeiro modelar o problema usando um grafo, no qual os
vértices indicam as regides ligadas a parte continental e as arestas indicam as pontes,

como indicado na Figura 27.

(e

E i

=

B

Figura 27: Representagdo grafica do problema das 7 pontes

Verificamos que o grau do vértice A é 5 e os vértices B, C e D tem grau 3. Como
todos os vértices desse grafo possuem graus impares, chegamos a conclusdo de que
o problema ndo possui solugdo! Néo é coincidéncia portanto que os habitantes ndao

tenham conseguido encontrar o caminho desejado.

E interesssante observar, no entanto, que se retirmarmos qualquer uma das pontes,
o problema teria solugdo. Isso por que o grafo tem exatamente 4 vértices, e retirando
uma aresta qualquer, dois deles teriam o grau reduzido em 1, ficando assim com
grau par. Deste modo teriamos apenas 2 vértices com grau impar, e o grafo seria

semi-euleriano. A Figura [28/trdz uma das maneiras de fazer isso.

A 1

Figura 28: Representagdo gréfica do problema das 7 pontes com uma ponte a menos.

Mais detalhadamente,
e Retirando as pontes a ou b, os graus de A e B seriam pares.

e Se retirarmos as pontes ¢ ou d, os graus de A e C seriam pares.
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e Retirando a ponte e, teriamos os vértices A e D com grau par.
e Retirando a ponte f, terfamos os vértices B e D com grau par.
e Se retirarmos a ponte g, os graus de C e D seriam pares.

Da mesma forma, construir mais uma ponte na cidade também faria o problema

possivel. Veja a Figura

Figura 29: Representagdo grafica do problema das 7 pontes com uma ponte a mais.

e Acrescentando uma ponte que liga A e B, os graus de A e B seriam pares.

e Acrescentando uma ponte que liga A e C, os graus de A e C seriam pares.

Acrescentando uma ponte que liga A e D, os graus de A e D seriam pares.

Acrescentando uma ponte que liga C e B, os graus de C e B seriam pares.

Acrescentando uma ponte que liga C e D, os graus de C e D seriam pares.

Acrescentando uma ponte que liga B e D, os graus de B e D seriam pares.

Novamente, em qualquer um dos casos, haveriam apenas dois vértices com grau

impar.

Segundo [10], o problema atualmente possui solugdo, pois foi construida uma

nova ponte, entdo o grafo ndo é mais 0 mesmo.
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Neste capitulo estudaremos um grupo bastante particular de grafos, conhecidos
por grafos planares. Veremos que nem todo grafo tem uma representacdo planar,
e que garantir a planaridade de um dado grafo nédo é tarefa simples. Teremos por
meta encontrar resultados que possam nos garantir se um grafo ndo é planar, mas
que infelizmente ndo nos permitem garantir que um grafo é planar. Para isso estu-
daremos as relagdes entre o ntiimero de vértices, arestas e faces de um grafo, dentre

elas a famosa Férmula de Euler para grafos planares.

3.1 CONCEITOS INICIAIS

Defini¢ao 3.1. Um grafo G é planar se existir uma representacdo deste grafo no plano
sem intersec¢do de arestas (exceto em seus extremos). Uma representagdo de G sem

cruzamentos de arestas é conhecida por representagio planar do grafo.

Nas Figuras[3o|e[31]a seguir temos duas representacdes distintas do grafo completo

K4, sendo uma delas planar.

Um erro comum é confundir um grafo com sua representacdo grafica, e assim
dizer que o grafo K, da Figura[3o/nao ¢ planar, pois as arestas (a; ¢) e (b; d) se cruzam.
No entanto, ndo podemos nos esquecer que um grafo tém infinitas representa¢oes
distintas, e a propria definicdo diz que a existéncia de uma representacdo planar é
o suficiente para dizer que o grafo é planar. Assim, a Figura [31] é suficiente para

verificamos que o grafo Ky é planar.
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a d

b C

Fi ' R tagdo pl de Kj.
Figura 30: Grafo completo Kj. 1gtra 31: Tepreseiiatao planar €€ M

Uma representacdo planar de G divide o plano em regides delimitadas pelas ares-
tas que chamaremos de faces. Uma destas regides ¢é ilimitada e estd “por fora” do
grafo, que denotaremos por face externa. A representacdo de Ky na figura por

exemplo, possui 4 faces.

3.2 CARACTERISTICA DE EULER

Enquanto a prépria definicdo de um certo grafo, traz indubitavelmente o total de
vértices e arestas neste grafo, a determinagdo do total de faces pode ser um pro-
blema mais complicado. Antes de mais nada, o grafo precisa ser planar, e até aqui,
tanto para garantir a planaridade do grafo, quanto para contarmos o total de faces,

precisamos antes encontrar uma representacdo planar.

O problema fica ainda mais complicado quando percebemos que, como a prépria
definicdo de face depende de uma representacdo planar especifica, é possivel que o

total de faces também dependa!

A resposta para este problema estd na conhecida férmula de Euler, que mostra que
para um grafo planar o total de faces depende exclusivamente do total de vértices e

arestas, garantindo assim que ndo depende da representa¢do planar escolhida.

Mais a frente utilizaremos esta férmula (junto com outras observacdes) para en-

contrar critérios necessarios para a planaridade, e assim poder testar a planaridade
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de um dado grafo. Por enquanto, vamos enunciar o resultado e tentar mostrar sua

veracidade.

Teorema 3.2 (Férmula de Euler). Se G é um grafo planar e conexo com v vértices, a arestas

e f faces em sua representagio plana, tém-se
v—a+f=2.

Demonstragio. Vamos mostrar a validade do teorema primeiro para o caso em que G

é uma arvore.

E evidente que em uma &rvore temos que o ntimero de faces f é igual a 1, pois

ndo possui nenhum caminho fechado.

Agora, se considerarmos que a4 = 1, temos que v = 2 (pois uma aresta ¢é ligada por

dois vértices).

A partir dai podemos inserir arestas uma a uma até encontrar a arvore desejada.
Para cada aresta inserida, deve-se inserir um novo vértice (caso contrario fechariamos
um caminho). Assim, se inserirmos a — 1 arestas, serdo inseridos a — 1 vértices.
Assim, ao chegarmos em a arestas, o nimero de vértices serd a +1. Em outras

palavras v = a + 1. Segue que

v—a+f=@+1)—a+(1)=2.

Suponha agora que G ndo é uma arvore.

Neste caso, pela propria definicdio de arvore, G possui um caminho fechado.
Retirando-se uma aresta do caminho fechado, o nimero de vértices ndo se altera,
enquanto que o niimero de arestas diminui 1 unidade e o ntimero de faces também
diminui uma unidade, pois haverd uma fusdo entre as duas regides que eram ad-
jacentes a aresta retirada. Assim, se chamarmos de a*, v* e f* o total de arestas,

vértices e faces do novo grafo teremos
a*=a—-1,0v"=vef'=f—-1,

e portanto
v'—at+ff=o—(@a-1D)+(f—-1)=v—a+f.

Concluimos assim que v — a + f é invariante em relagdo a essa operagao de retirada

de aresta de um circuito.
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Como esta operagdo apenas quebra o ciclo, mas sem desconectar o grafo, pode-
mos repetir esse processo em toda face até obtermos uma arvore, mantendo o grafo

conexo e ainda continua planar.

Como para drvore resultante vale a relagdo v —a + f = 2, a mesma igualdade valera

para o grafo original. O

De um modo geral ndo é uma tarefa facil decidir se um grafo é planar ou ndo. A
principio, para garantir a planaridade de um certo grafo é necessdrio encontrar um

representagdo planar.

A férmula de Euler é um primeiro passo para encontrar condigdes algébricas que
ajudem nesta tarefa, mas ela sozinha tem pouca utilidade. Isso por que para deter-
minar o total de faces de um grafo, e assim verificar se a férmula é ou nao satisfeita,

ainda precisamos de uma representagdo planar!

Quando temos a representacgdo grafica de um grafo, fica evidente a quantidade de
vértices e a quantidade de arestas, no entanto, encontrar o niimero de faces pode nado

ser uma tarefa simples. Veja o exemplo da Figura

Figura 32: Grafo com g vértices e 19 arestas.

Pelo teorema de Euler, se soubéssemos que o grafo da Figura [32| é planar, pode-
riamos concluir que ele possui 12 faces. Mas ndo podemos garantir que ele é planar
sem uma representacdo planar deste. Para essa figura, seria interressante investigar
a condigdo de planaridade de alguma maneira que ndo fosse necessdrio conhecer o

numero de faces.
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Abaixo estudaremos algumas condi¢des que ajudam a verificar se um grafo ndo
é planar, mas como sdo condi¢des necessarias (mas ndo suficientes) para a planari-
dade, ainda podem haver grafos ndo-planares que as satisfacam, e portanto ndo nos

permitem afirmar que um dado grafo é realmente planar.

Proposicdo 3.3. Se G é um grafo planar, conexo e sem lagos e arestas paralelas, com a arestas

(a > 2) e f faces em sua representacio plana, entdo
3
> —f.
a2 f

Demonstragido. Para mostrar a veracidade desta afirmativa, primeiro observe que
cada aresta delimita no méximo duas faces (arestas que ndo pertencem a circuitos
fazem fronteira com apenas uma). Assim, somando o ntimero de arestas de cada

face encontraremos no méximo duas vezes o total de arestas do grafo.

Além disso, como o grafo ndo possui lagos e arestas paralelas, cada circuito tem
no minimo 3 arestas, e portanto cada face é delimitada por ao menos 3 arestas. Esta
afirmativa s6 ndo é verdade se o grafo possuir apenas uma face (a externa). Mas

neste caso, como a > 2, a afirmativa é trivial.

Assim, segue que 2a > 3f, e

O]

Através da formula de Euler, pode-se deduzir outras relagdes entre o nimero de
vértices e arestas de um grafo planar, que podem ser muito tteis para verificar se

um grafo ndo é planar.

Usando o Teorema [3.2] juntamente com a proposigéo chegamos ao seguinte

corolério:

Corolario 3.4. Se G é um grafo planar e conexo (sem lagos e arestas paralelas) com a arestas

(a > 2) e v vértices em sua representagio plana, tém-se

a<3v—6

Demonstragido. Isolando f no Teorema|3.2|temos f = 2+a — v. Como, pela Proposigao

temos a > ﬂ, entdao

S 32+a—0)

> > S 20>6+30—3vs2a—3a>6—3vsa<3v-—6.
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O interessante deste coroldrio é que ele depende apenas do total de vértices e
arestas do grafo, e portanto pode ser facilmente verificado. Mais uma vez, se um
grafo satisfaz tal condi¢do, ndo podemos concluir nada sobre ele. Mas se a condigao

nao for satisfeita, entdo garantimos que o grafo ndo é planar.

Exemplo 3.1. Podemos usar esse fato para mostrar que o grafo Ks ndo é planar.
Pela propria definicdo de K5, sabemos que ele possui 5 vértices e 10 arestas.

Assim vale que
10<3-5-6<10 <9,

0 que é um absurdo. Segue portanto que Ks ndo é planar.

Este resultado vale para todo grafo planar, conexo e sem arestas paralelas ou lagos,
mas se incluirmos ainda mais informagdes sobre o grafo, podemos melhorar esta

condigdo.

Corolario 3.5. Se G é um grafo planar (sem lagos e sem arestas paralelas) e conexo com v

vértices, a arestas e sem circuitos de comprimento 3, tém-se

a<2v—4

Demonstragio. Seguindo argumento analogo ao usado na proposicao e obser-

vando que cada face tem no minimo 4 arestas, encontramos que 2a > 4f.

Usando que f =2 +a — v temos
a>2R+a—-v)&sa>4+20—-2vsa—-2a>4-2vsa <20—4.

O]

Uma classe importante de grafos com a propriedade de ndo possuir circuitos de
tamanho 3 sdo os grafos bipartidos completos. A planaridade dos grafos do tipo
K3, n > 1 pode ser facilmente verificada pelo leitor, mas os grafos do tipo K3, n >

3, por ndo serem planares, constituem exemplos mais complicados.

Exemplo 3.2. Vamos estudar o grafo K3 3 usando os resultados acima. Antes de mais

nada, observe que K33 possui 6 vértices e 9 arestas.
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Testando as condi¢des do corolario obtemos que
1=9<3-6-6=12.

Assim, o corolario ndo nos diz nada sobre a planaridade de K3 3.

Mas agora, pelo corolério como o grafo K33 ndo possui faces triangulares, caso

fosse planar, deveria satisfazer a condi¢do a < 2v — 4. Mas

9<2-6-4<9<8.

Dessa forma, podemos concluir que K33 nédo é planar.

Outro importante teorema sobre planaridade estd enunciado a seguir:

Teorema 3.6. Se G é um grafo planar (sem lagos e sem arestas paralelas) e conexo com v

vértices e a arestas (a > 2), entdo G tem pelo menos um vértice com grau menor ou igual a

5.

Demonstragio. Para mostrar que esse fato é verdadeiro, devemos observar que se
a < 3v — 6, entdo com certeza a < 3v. Se todos so vértices tivessem grau maior ou
igual a 6, entdo de cada vértice seria adjacente a pelo menos 6 arestas e o total de
arestas seria no minimo igual a 3v. Assim teriamos que a > 3v, o que contradiz o

fato de que a < 3v.

Portanto pelo menos um vértice tem grau inferior ou igual a 5.
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Neste capitulo iremos estudar o problema da coloragdo de mapa, que consiste
basicamente em colorir as regides de um dado mapa, sem que regides vizinhas sejam
pintadas com a mesma cor. Dentre os resultados importantes relacionados a este
problema, nos concentraremos no chamado teorema das quatro cores, que diz que,
respeitando a condi¢do colocada anteriormente, qualquer mapa pode ser colorido

com no maximo quatro cores.

Apesar de sua aparente simplicidade, esse teorema sé foi demonstrado realmente
com mais de cem anos apds a sua conjectura. Ressalte-se ainda que a tnica de-
monstragdo conhecida requer o uso de computadores, ndo existindo ainda nenhum

argumento matematico simples que o demonstre.

Apresentaremos alguns passos da tentativa de demonstra¢do do teorema feita por
Kempe e a correcdo feita por Heawood, o que na verdade sugeriu a demonstracao do
teorema das 5 cores. Faremos também o esbo¢o de uma demonstragdo do teorema

das cinco cores.

4.1 SOBRE MAPAS E GRAFOS

Antes de entender a relagdo entre mapas e grafos, vamos primeiro entender mais

detalhadamente o principal problema deste capitulo: a coloragdo de mapas.

Nao seremos muito formais na defini¢do do que entenderemos por mapa, mas o
leitor pode pensar em um mapa como uma divisdo de uma regido em sub regides

menores, assim como em mapas de paises separados por estados.
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Como dito no preambulo deste capitulo, colorir um mapa significa atribuir cores
as suas regides, de forma que regides que possuem uma linha comum em suas
fronteiras recebam cores distintas. Vale ressaltar aqui que um ponto apenas, ndo é

considerado uma fronteira.

Considere, por exemplo, os mapas das Figuras e que possuem 5, 6 e 7
regides respectivamente.

(Y OV =T

Figura 35: mapa 3.

Figura 34: mapa 2.
Figura 33: mapa 1.

Um exercicio interessante é tentar colorir tais mapas de modo a usar o menor

nuimero de cores possivel.
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Para o mapa da Figura 33} por exemplo, sdo necessérias apenas 2 cores.

Figura 36: Mapa da Figura [33] colorido.

Para o mapa da Figura vemos que duas cores jd ndo sdo suficientes, sendo

necessario o uso de mais uma cor.

Figura 37: mapa da Figura [34] colorido.

Observando o mapa da Figura [35, podemos concluir que sdo necessdrias mais de
3 cores para colori-lo.

Mas por mais interessante que possa parecer este problema, ainda resta uma ques-
tdo importante: como ele se relaciona com o resto do trabalho? Em outras palavras,
como modelar nosso problema usando grafos? Existem duas formas cldssicas de

fazermos isso, e a seguir explicaremos ambas.
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Figura 38: mapa da Figura [35] colorido.

A primeira delas é ver o préprio mapa como um grafo. Para isso coloque um
vértice em cada ponto de encontro de duas ou mais curvas que definem fronteiras.
Estes vértices estdao naturalmente ligados uns aos outros por partes de fronteiras, que

neste caso fardo parte de arestas. Podemos exemplificar isso observando as Figuras
B4e

Temos assim um grafo planar com algumas peculiaridades. Mas antes de listd-las
note que por coeréncia com o que fizemos até este ponto, a face externa deste grafo

ndo serd considerada no problema de coloracao.

Voltando as peculiaridades do grafo que descrevemos, primeiro observe que cada
aresta é compartilhada por exatamente duas faces. Outra propriedade importante
é que todos os vértices tem grau maior ou igual a 3. Esta dltima propriedade ndo
¢ vélida para regides isoladas, que fazem fronteira apenas com a face externa, mas
como a face externa ndo serd colorida, podemos pintar uma regido isolada usando

qualquer cor que desejarmos.

E facil ver também que o caminho inverso pode ser facilmente feito. Em outras
palavras, se tomarmos a representagdo planar de um grafo planar onde todas as
arestas fazem parte de exatamente duas faces, temos um mapa com regides dadas

pelas faces internas do grafo.

A Figura 33l mostra um grafo que da origem a um mapa com 5 regides. E interes-
sante notar que neste caso o vértice H pode ser descartado sem nenhum prejuizo ao
mapa representado. Ja na Figura 34| temos um grafo que dd origem a um mapa com

6 faces.

A Figura [39|é um grafo com 7 faces mas néo da origem a um mapa, pois a aresta

que incide sobre os vértices F e G ndo compartilha de duas faces.
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Figura 39: grafo com 7 faces que ndo é um mapa

A segunda, e talvez a mais usada, forma de se relacionar mapas e grafos é através
do chamado de grafo dual. Para construir o grafo dual de um mapa planar, primeiro
marcamos um novo vértice no interior de cada uma das faces do mapa, em seguida,
para cada duas regides vizinhas, desenhamos uma aresta ligando os novos vértices

marcados em suas faces.

Assim, se temos um mapa que representa paises de um determinado continente,
no grafo dual os vértices serdo os paises e as arestas serdo a ligacdo entre dois paises

vizinhos.

Observacado. A definigdo colocada acima pode ou ndo incluir a regido exterior ao mapa, de

acordo com a necessidade do modelo estudado.

As Figuras [40] e [41] representam um mapa e seu grafo dual respectivamente (o

vértice O do grafo dual é a regido externa).

O problema de coloragdo de um mapa é equivalente ao problema de colorir os
vértices do grafo dual associado de modo que dois vértices adjacentes tenham cores

distintas.

4.2 COLORINDO MAPAS E GRAFOS

Apesar de sabermos de antemdo que quatro cores sdo sempre suficientes para
colorir qualquer mapa, encontrar um procedimento para colorir um determinado

mapa utilizando apenas quatro cores é uma tarefa bem complicada.

37



COLORINDO MAPAS E GRAFOS

Figura 40: mapa com 9 faces.

Figura 41: grafo dual do mapa da figura 40}

Considere o mapa da Figura |42 por exemplo.
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Figura 42: mapa com 13 faces.

Encontrar uma coloracdo usando apenas 4 cores pode ndo ser um exercicio sim-
ples! Sugerimos ao leitor que faga este exercicio antes de seguir com a leitura do

capitulo.

Pintar as regides sem uma estratégia, pode ser problematico. E possivel, por exem-
plo, que se encontre problemas como o exemplificado na coloracdo apresentada na
Figura Nela a regido I ndo podera receber as cores vermelho, amarelo, azul ou
verde, uma vez que seus vizinhos ja foram pintados com essas cores. Entdo seria

necessario uma quinta cor nesse caso.

Serd entdo que o teorema das quatro cores ndo funcionou nesse caso? Deve estar
claro que uma coloracdo falha ndo é o suficiente para desacreditar o resultado, de

modo que o exemplo acima ndo nos diz nada.

Uma estratégia possivel para reduzir o niimero de cores utilizadas seria, por exem-
plo sempre comegar a atribuir uma cor a regido que tem mais fronteiras e, depois por
ordem decrescente de fronteiras. Seria interessante que em cada passo, repetirmos

cores ja utilizadas, reduzindo assim o total de cores necessarias.

Estas ideias podem ser esquematizadas da seguinte forma, utilizando como ferra-

menta de apoio do grafo dual ao mapa.
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Figura 43: Mapa da Figura |42| colorido incorretamente.

1. Obtemos o grafo dual deste mapa;
2. Colocamos os vértices do grafo dual em ordem decrescente de grau;
3. Atribuimos uma cor ao primeiro vértice da sequéncia;

4. Verificamos se o segundo vértice da sequéncia é adjacente ao primeiro. Caso seja,

atribuimos a segunda cor, caso contrdrio serd atribuido a mesma cor;

5. Verificamos se os proximos vértices sdo adjacentes a algum vértice anterior. Caso
seja adjacente a todos, deve ser atribuido uma nova cor, caso contrario, podemos

atribuir a mesma cor que foi atribuida a algum vértice ndo adjacente a ele;

Para exemplificar, vamos colorir o mapa da Figura 42| de acordo com o procedi-

mento acima.

e obtemos o grafo dual do mapa que esta representado na Figura

e a sequéncia por ordem decrescente dos graus é B, E, ], D, H,I, A,F G, K, L, C.

atribuimos a cor 1 ao vértice B;

como E é adjacente a B, atribuimos a cor 2 ao vértice E. ;

] é adjacente & B, portanto ndo pode receber a cor 1, entdo receberd a cor 2;

D é adjacente a B e E, entdo recebera a cor 3;

H é adjacente a B e E, mas ndo é adjacente a D, entdo podera receber a mesma

cor de D, ou seja a cor 3;
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Figura 44: grafo dual do mapa da figura

I é adejacente a B, H e ], entdo ndo pode receber as cores 1, 2 e 3, logo recebera

a cor 4;

e A éadjacente a B e ] e por isso ndo poderd receber as cores 1 e 2, entdo receberd

a cor 3;

e F é adjacente aos vértices D e E, portanto ndo podem receber as cores 2 e 3,

entdo recebe a cor 1;

e G é adjacente a E, F e H, assim ndo poderd receber as cores 1, 2 ou 3, entdo

devera receber a cor 4;

e K nédo pode receber as cores 2 e 3 pois ¢ adjacente a A e ], assim receberd a cor
1;

e L é adjacente al, ] e K e ndo pode receber as cores 1, 2 ou 4, logo recebe a cor
3;

¢ finalmente, C é adjacente a D e ndo pode receber a cor 3, logo ele pode receber

a cor 1.

Podemos organizar as cores e os vértices na tabela
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Vértices

cor

A

amarelo

azul

azul

amarelo

vermelho

azul

verde

amarelo

verde

vermelho

azul

HIRI—= | =™ H|T| O

amarelo

O grafo dual e o mapa colorido estdo representadas nas Figuras |45|e @

Figura 45: grafo dual do mapa da Figura |42 colorido.

De um modo geral esse algoritmo funciona, mas o0 mesmo ndo nos garante que o

niimero minimo de cores para colorir um mapa seja 4.
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Figura 46: mapa da Figura[42| colorido corretamente.

O estudo da coloragdo de um grafo, tem intimeras aplicagdes como por exemplo
a elaboragdo de horarios, alocamento de produtos, etc. Abaixo apresentamos um

exemplo de aplicacdo deste problema.

Exemplo 4.1. Suponhamos que em uma sala do 9° ano hd 9 alunos que realizardo
exames finais de vdrias disciplinas e, queremos saber qual é o nimero minimo de
horarios de realizagdo dos exames de modo que todos realizem os exames no mesmo
dia e sem sobreposi¢do de horarios. A seguir temos uma tabela com os alunos que

fardo os exames nas respectivas disciplinas:

Alunos Portugés | Matematica | Histéria | Geografia | Ciéncias | Artes | Inglés
Alexandre X X
Ana Carolina X X

Caique X X X
Daniele X X

Manoela X X
Miguel X X X

Pedro X X X

Sheila X X X

Vicente X X X

Vamos transportar as informagdes para um grafo. Os vértices do grafo podem, por

exemplo, ser as disciplinas e podemos considerar adjacentes duas disciplinas que
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possuem ao menos um aluno de recuperagdo em comum. Assim, como o Alexandre
fara exame final de Matemaética e Ciéncias, colocaremos uma aresta entre os vértices

M (matematica) e C (ciéncias).

Na Figura |47/ temos o grafo que representa essa situagdo.

Figura 47: Grafo que representa a tabela.

Para colorir o grafo da Figura devemos colocar os vértices em sequéncia por
ordem decrescente de grau. Assim podemos formar a seguinte sequéncia: P, M, G,
CHAL

Podemos aplicar a cor azul ao vértice P. Como M é adjacente ao vértice P, temos
que atribuir uma nova cor, que pode ser vermelha. O vértice G é adjacente aos
dois vértices P e M ja coloridos, temos que atribuir outra cor, que pode ser verde.
Agora, temos que o vértice C é adjacente aos vértices P, M e G, sendo necessario uma
nova cor, amarelo. O vértice H é adjacente a P e M, entdo ndo pode ser azul e nem
vermelho, podendo ser verde ou amarelo: vamos pinta-lo de verde. O vértice A é
adjacente aos vértices P e C, por isso ndo pode ser azul e nem amarelo, mas pode ser
vermelho ou azul: vamos atribuir a cor vermelho. Finalmente, o vértice I é adjacente
aos vértices M e G, portanto ndo pode ser vermelho e nem verde, mas pode ser azul

ou amarelo: vamos colorir com azul.
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De acordo com a Figura 48, podemos verificar que foram necessarias quatro cores
para colorir seus vértices, sendo entdo necessdrios quatro horarios distintos para

realizacdo dos exames finais, podendo ser de acordo com a tabela a seguir:

Horério Disciplina
1° Portugués e Inglés
2° Matematica e Artes

Geografia e Historia

4° Ciéncias

Figura 48: Grafo que representa a tabela.

4.3 O PROBLEMA DAS 4 CORES

Historicamente, o Problema das 4 Cores foi proposto por Francis Guthrie em 1852,
que ap0s ter concluido seus estudos, estava colorindo um mapa da Inglaterra e,

estando atento para ndo colorir regides que tivessem fronteira em comum com a
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mesma cor, notou que eram necessdrias apenas quatro cores para colorir o mapa
e, fez a mesma coisa com vdrios outros mapas, se convencendo que apenas quatro

cores bastariam para colorir qualquer mapa.

Por ser matematico, tentou demonstrar esse fato, mas ndo obteve éxito, passando o
problema entdo ao seu irmdo Frederick Guthrie, que passou o problema para outros

matemadticos da época, incluindo De Morgan e seus alunos.

O problema teve sua primeira publicacdo apenas em 1878 pela London Mathemati-
cal Society. Um ano depois, em 1879, Alfred Bray Kempe publicou um artigo em que
apresentava uma demonstracdo de que bastam 4 cores para colorir qualquer mapa.
Aconteceu que, em 1890, passados 11 anos da publicacdo de Kempe, a demonstragao
de Kempe foi invalidada por Percy John Heawood que apontou um pequeno erro na
mesma, porém, parte da demonstragdo utilizada por Kempe foi salva por Heawood

para demonstrar que cinco cores batariam para colorir qualquer mapa.

Em 1° de abril de 1975, Martin Gadner publicou em uma revista americana que o
mapa representado pela Figura @ ndo era possivel colorir com apenas quatro cores,
0 que gerou muita confusdo entre matematicos da época que até chegaram a cogitar

que o teorema das quatro cores era falso.

R s ] (| B

| PR RS |

Figura 49: mapa de Martin Gardner.
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Mas tudo ndo passou de um mal entendido (uma mentirinha de 1° de abril) e o

mapa pode ser colorido com quatro cores sim. Veja a Figura [50|

Figura 50: Mapa de Martin Gardner colorido.

A primeira demonstragdo vélida para o problema original foi publicada em 1976
por Appel e Haken, mas tal demonstragdo ndo era manual, era feita com uso de com-

putador em vérios de seus passos, o que gerou algumas davidas sobre sua validade.

4.3.1 A Demonstragdo Errada de Kempe

Vamos comentar agora a tentativa falha de Alfred Bray Kempe para demonstrar o

teorema das quatro cores, que foi publicada em 1879.

Para compreender a demonstragdo desse teorema, faz-se necessdrio alguns escla-

recimentos primordiais. Ndo faremos uma exposi¢do minusciosa da demonstragao,
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mas sim, uma apresentacdo geral de sua estrutura e os principais conceitos e proce-

dimentos que a envolveram.

Para Kempe, a demonstracdo do teorema das 4 cores se daria pelo método de
redugdo ao absurdo, ou seja, teria como hip6tese a existéncia de pelo menos um
mapa que exige cinco cores para ser colorido o qual chamava de mapa pentacromdtico

e chegaria numa contradicao.

Provar o teorema das quatro cores era portanto equivalente a mostrar que ndo

existem mapas pentacromaticos.

Kempe comecou mostrando que a propriedade s6 valia para os mapas em que
considerava normais. Um mapa é considerado normal se ndo contém um pais isolado
dentro de outro, e se na sua representacdo como grafo planar, ndo existam vértices

com mais de 3 vizinhos.

Figura 51: Mapa que contém um pais dentro de outro.

Figura 52: Mapa com um ponto com mais de 3 vizinhos.
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Quando passamos ao grafo dual de um mapa, dizer que ele é normal, significa

dizer que todos os vértices tem grau maior que 1 e suas faces sdo todas triangulares.

Os mapas que contém configurag¢des iguais as das Figuras 51| e |52| ndo sdo consi-

derados mapas normais.

Segundo Lourdes Sousa [7], a demonstragdo de Kempe de que ndo existem mapas

pentracromaéticos estruturava-se na demonstra¢do de quatro afirmagoes.

1. Se existir algum mapa pentacromaético, entdo também existe um mapa penta-

cromdtico normal.

2. Se existe mapa pentacromatico normal, entdo existe mapa pentacromético nor-

mal minimo.

3. Qualquer mapa normal contém pelo menos uma regido com menos de seis

regides vizinhas.

4. Nenhum mapa pentacromatico normal e minimo pode conter uma regido com

menos de seis regides vizinhas.

Os itens 3 e 4 levam, por contradi¢do, a inexisténcia de mapas pentacrométicos
minimos. Isso junto com a afirmativa 2, mostra que ndo existem mapas pentacroma-
ticos normais. A afirmativa 1, quando unida as demais, conclui a prova, mostrando

que ndo existem mapas pentacromaéticos.

Para a primeira afirmagio, observe que de um mapa M qualquer, obtemos um mapa

normal M’ fazendo as seguintes operagdes.
e retiramos todas as regides isoladas, como a da Figura

e se existir alguma regido cuja fronteira tenha um ponto com mais de 3 regides

vizinhas, acrescenta-se uma regido neste ponto da fronteira, conforme mostra
a Figura

Assim, se tivermos um mapa com mais de trés regides se encontram num mesmo
vértice, entdo poderemos obter um novo mapa, que serd exatamente idéntico original,
exceto no fato de ter uma regido nova, formado ao redor do vértice em questao,
conforme a figura Essa nova regido ndo deve cobrir por completo nenhuma das

fronteiras.

O novo mapa tem uma regido a mais, e claramente tem mais vértices do que

o mapa original. No entanto, apenas trés regides se encontram em cada um dos
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Figura 53: Mapa da Figura 52 normalizado.

Figura 54: Retirando vértices com mais de 3 vizinhos.

vértices novos. Dessa forma, eliminamos o vértice que era comum a mais de trés
regides. Podemos repetir o procedimento para qualquer vértice do nosso mapa que
tenha em comum mais de trés regides. Assim, teremos um novo mapa com mais

vértices, onde cada vértice terd apenas trés regides em comum.

E facil verificar que se o novo mapa exige uma certa quantidade de cores, o mapa
original exigird uma cor a menos, pois a regido que foi acrescentada terd uma cor

diferente de suas vizinhas.

I

Figura 55: Mapa da Figura [54] colorido.

Assim, ndo precisamos de considerar os mapas em que se encontram mais de trés
regides em cada vértice, basta considerar apenas os mapas em que se encontram

exatamente trés regides em cada vértice.
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Da mesma forma, regides isoladas dentro de outras regides devem ser pintadas de
uma cor diferente da regido na qual estd inserida. Mas isso pode ser feito usando
qualquer outra cor ja usada no mapa, e portanto a sua retirada ndo reduz o total de

cores utilizadas.

Assim, se 0 mapa original era pentacromatico, 0 mapa normalizado também o

sera.

Para a sequnda afirmagdo, precisamos primeiro entender o que Kempe entendia por
mapa pentacromdtico normal minimo. Uma mapa pentacromético normal minimo
é aquele com o menor ntimero de regides dentre todos os mapas pentacrométicos

normais.

Agora fica facil se convencer que de todos os mapas pentacromaticos normais,

deve existir a0 menos um que tenha o menor niimero de regides.

A terceira afirmagdo, Kempe utilizou a férmula de Euler para mapas planares que
é andloga ao Teorema que nos diz que um grafo qualquer tem pelo menos um

vértice com grau menor ou igual a 5.

Se considerarmos o grafo dual do referido mapa, teremos que o este terd pelo
menos um vértice com grau menor que 6. Como o vértice do grafo dual de um
mapa refere-se a uma regido do mapa, teremos pelo menos uma regido com cinco

vizinhos ou menos.

Em outras palavras, qualquer mapa pentacromatico normal tém pelo menos uma

dessas configuragdes:
(i) uma regido com dois vizinhos;
(ii) uma regido com trés vizinhos;
(iif) uma regido com quatro vizinhos;
(iv) uma regido com cinco vizinhos;

A quarta e iiltima afirmagdo, completaria a demonstracdo de que ndo existe nenhum
mapa que exige cinco cores para ser colorido. Kempe tentou provar que as quatro
configuracdes da terceira afirmagdo ndo poderiam fazer parte de um mapa pentacro-

mdtico e minimo (isso ele chamava de configuragdo redutivel).

Para mostrar que a primeira configuracdo é redutivel, vamos supor que temos um
mapa M pentacromético e minimo que possui tal configuracdo.Vamos chamar de

M’ o mapa obtido através da remocdo da regido que faz fronteira com duas regides.
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Como M é um mapa normal, M’ continuard sendo normal (lembra da defini¢do de
mapa normal?). Além disso, M’ terd uma regido a menos do que M. Assim, M’
ndo pode ser pentacromdtico (uma vez que M é pentacromatico normal e minimo),
bastando apenas quatro cores para ser colorido. Mas todas as regides do mapa
original (exceto a regido removida) podem ser coloridas com apenas quatro cores,
bastando a regido que supostamente seria removida ser colorida com uma cor que
ndo foi atribuida a nenhum dos dois vizinhos. O que é um absurdo, porto que M é

pentacromatico.

Mostrar que a segunda configuracdo é redutivel é um procedimento andlogo ao

anterior e pode ficar a cargo do leitor.

Para mostrar que a terceira configuracdo é redutivel, torna-se necessdria as idéias

das cadeias de Kempe.

Uma cadeia de Kempe é um subgrafo conexo contendo vértices coloridos com
apenas duas cores. Este subgrafo deve ser maximal, isto é, ndo pode ser acrescentado

mais nenhum vértice com essas duas cores.

Nas cadeias de Kempe a troca de cores é sempre possivel, obtendo assim uma nova
coloragdo do grafo, pois pela maximalidade da cadeia, todas as regides vizinhas de
alguma regido da cadeia deve estar colorida com uma cor distinta das usadas na

cadeia.

Vamos agora utilizar as cadeias de Kempe para mostrar que a terceira configuragao

é redutivel.

Suponha entdo que exista um mapa pentacromdatico minimo (normal ou ndo) que
possui uma regido com quatro regides vizinhas. Procedendo como no caso anterior,
vamos remover a regido que possui quatro vizinhos. Assim como nos casos anterio-
res, a minimalidade do grafo original mostra que podemos colorir o novo mapa com

apenas quatro cores.
Vamos agora determinar de que cor podemos pintar a regido retirada.

No caso em que as quatro regides vizinhas serem coloridas com menos de quatro
cores, basta escolher uma outra cor para a regido que foi removida. Ja pra o caso em
que as quatro regides vizinhas estarem coloridas com quatro cores, procedemos da

seguinte maneira.
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Figura 56: Mapa com uma regido que possui quatro regides vizinhas.

Para melhor ilustrar o método, observe o mapa apresentado na Figura 56 Nesse

mapa, a regido H possui quatro regides vizinhas coloridas com quatro cores distintas.

Vamos considerar que a regido H foi removida, e analisemos as cores de cada par
de regides que se encontram opostas com relagdo a regido H. Na Figura w sao as

regides A (vermelha) e J (verde), ou as regides G (amarela) e I (azul).

Para cada um destes pares, verifique se existe uma cadeia de Kempe que vai de
uma regido a outra. Da regido A até a regido J, por exemplo, encontramos o caminho
formado pelas regides A, B, C, D, E, N, P, Q, R e ], que foram coloridas com as cores

verde e vermelho.

Por outro lado, ndo ha uma cadeia de Kempe que vai de G até I (outro par de

regides opostas). Essa que nos interessa.

Observe que se existisse uma cadeia de kempe em cada um dos pares de regides
opostas, haveria a0 menos uma regido comum entre os dois caminhos, o que néao é

possivel. Dessa forma, um dos pares ndo formard uma cadeia de kempe.

Agora escolha uma das duas regides opostas que ndo formam uma cadeia de
kempe, por exemplo G, e liste todas regides pintadas de amarela ou azul que, unidas
a G, formam uma tnica regido conexa. No nosso exemplo sdo as regides G, F, L, M,
O. Como a unido destas regides s6 faz fronteira com regides vermelhas e verdes,

podemos trocar as cores das regides listadas, obtendo uma nova coloragdo, como na
Figura [57}

E note que mesmo poderia ser feita com a regiao I.
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Figura 57: Mapa com aplicacdo das cadeias de Kempe.

Assim, as regides que sdo vizinhas a regido que serd removida serdo coloridas com
apenas trés cores, uma vez que das regides que sofreram troca de cor, uma delas é
vizinha a regido H (no caso é a regido G) e terd a mesma cor da regido oposta a H.
Podemos entdo concluir que a regido que seria removida pode ser colorida com a

cor que a regido G tinha antes de sofrer a troca de cor (no caso, é amarelo).

Portanto, o mapa original pode ser colorido com quatro cores, o que contradiz a

suposigdo de ser pentacromatico.

Para mostrar que a quarta configuracao é redutivel, Kempe também utilizou o
método das cadeias. Sua atengdo foi mais voltada para o caso de uma regido com
cinco regides vizinhas coloridas com quatro cores diferentes, pois se fossem coloridas

com menos de quatro cores, basta escolher outra cor para pintar a regido removida.

No mapa da Figura 58, a regido L tem 5 vizinhos coloridos com as cores amarelo,

azul, verde, amarelo e vermelho.

Vamos comegar escolhendo duas regides opostas (ndo adjacentes) com cores dis-

tintas, e verificando se hd uma cadeia de kempe conectando essas regides.

Se as regides escolhidas forem E e K, coloridas com verde e vermelho, ndo formara
uma cadeia de Kempe. Podemos entdo escolher uma das duas regides e listarmos
as regides conectadas a ela e que foram coloridas por uma das duas cores (no caso
verde e vermelho), e podemos trocar as cores das regides listadas, obtendo uma
nova coloragdo, sem afetar a coloragdo da regido oposta. Conforme se pode verificar

na Figura |59, podemos colorir a regido E com vermelho e, dessa forma, a regido L
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Figura 58: Mapa com uma regido com 5 vizinhos.

estard cercada por regides com as cores amarelo, azul e vermelho. Assim, L podera
ser colorido com a cor verde e completard a coloragdo do mapa com apenas quatro

cores.

Figura 59: Mapa com a troca de cor da regido E.

O principal problema aqui é que a existéncia de uma cadeia, ndo exclui a existéncia
da segunda. No exemplo da Figura |58} se escolhermos as regides D e K, temos uma
cadeia de Kempe formada pelas regides D, C, B, A, I, S, J, K. Mas mesmo com esta
cadeia, ainda seria possivel que existisse uma cadeia de Kempe entre, digamos, E
e K. Basta que esta cadeia passe por tras da regido M, e ndo por trds de F como a

cadeia entre D e K.
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Vamos considerar entdo novamente as regides opostas E e K, coloridas com verde
e vermelho respectivamente, mas vamos supor que exista uma cadeia de Kempe

entre estas regioes.

Neste caso devemos observar que as regides M e N coloridas com azul e amarelo a
direita da regido L ndo se conectam com as regides F e ] que também estdo coloridas
com azul e amarelo a esquerda de L, pois teria de atravessar a cadeia que vai de E
até K. Podemos entdo trocar as cores das regides M e N sem afetar a coloragdo da

outra parte. Isso pode ser verificado na Figura

Figura 60: Mapa com a troca de cores das regides M e N.

Do mesmo modo, as regides F, G e H coloridas com azul e verde nido se conectam
com as regides E, M, O e R que também estdo coloridas com as cores azul e verde,
pois teria de atravessar a cadeia que vai de D até K. Podemos entao efetuar a troca de

cores das regides F, G e H, sem afetar a coloragdo da outra parte. Podemos verificar
isso na Figura

Fazendo as duas trocas simultdneas, conforme se verifica na Figura a regido
L ficard cercada pelas regides coloridas com amarelo, verde e vermelho. Assim, L

podera ter a cor azul e a coloragdo do mapa estard completa com quatro cores.

Isso completa a ideia da prova de que nenhum mapa pentacromético normal e

minimo pode conter uma regido com menos de seis vizinhos.

Os passos 1, 2 e 3 sdo mais tranquilos de se formalizar, e generalizar para qualquer

grafo. Mas o mesmo ndo é verdade para a afirmativa 4. O exemplo que acabamos de
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Figura 61: Mapa com a troca de cores das regides F, G e H.

Figura 62: Mapa com as duas trocas simultaneas.

dar, dificilmente é generalizédvel para qualquer grafo com a configura¢do requerida,
mas a falha nos argumentos de Kempe era tdo sutil que foram necessérios outros 11

anos para que alguém a percebesse.

4.3.2 O contra-exemplo de Heawood e o Problema das 5 Cores

Vimos que Kempe utilizou simultaneamente duas trocas de cores para colorir no-
vamente um mapa que tinha uma regido com cinco vizinhos. Essa abordagem foi
refutada por Percy Heawood que em 1890 apresentou um contra-exemplo para a

demonstragéo feita por Kempe.
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Para mostrar que ndo pode haver duas trocas simultaneas, Heawood apresentou

um mapa idéntico ao que pode ser visto na Figura

) ="

Figura 63: Mapa de Heawood apresentado como contra-exemplo para demonstracdo de
Kempe.

No mapa de Heawood temos vinte e cinco regides que foram coloridas com as
cores vermelho, azul, amarelo ou verde, exceto a regido central que possui cinco

vizinhos, denotada por P.

Esse mapa com certeza pode ser colorido com quatro cores, conforme Figura
mas a pretensdo de Heawood é mostrar que o método utilizado por Kempe néo é

correto.

No procedimento utilizado por Kempe, devemos efetuar trocas de cores entre os
vizinhos da regido P, de modo que sobre uma cor para colorir essa regido. Observe
que os vizinhos azul e amarelo formam uma cadeia de Kempe. Por outro lado,
as regides opostas a P, coloridas com verde e vermelho ndo formam uma cadeia
de Kempe. Podemos entdo trocar as cores verde e vermelho das regides que estdo
acima da regido P, sem afetar a coloragdo das regides verde e vermelho das regides

que estdo abaixo de P, como se verifica na Figura

Do mesmo modo, verificamos que as regides opostas a P, coloridas com verde e

azul formam uma cadeia de Kempe. Mas, por outro lado, as regides opostas a P,
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Figura 64: Mapa de Heawood colorido com quatro cores.

Figura 65: Mapa de Heawood efetuando a primeira troca de cores.

coloridas com vermelho e amarelo ndo formam uma cadeia de kempe. Podemos
entdo trocar as cores vermelho e amarelo das regides que estdo abaixo da regido P,
sem afetar a coloragdo das regides vermelho e amarelo das regides que estdo acima

de P, como se verifica na Figura
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Figura 66: Mapa de Heawood efetuando a segunda troca de cores.

As duas alteragdes isoladas sdo possiveis, mas Kempe errou em tentar efetuar a
troca simultaneamente. Ao realizar as trocas de cores simultaneamente, teremos

duas regides vizinhas coloridas com a cor vermelho, conforme se pode verificar na

figura [67}

Figura 67: Mapa de Heawood efetuando a troca simultanea de cores.
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Assim, Heawood mostrou que a demonstragdo de kempe que permite trocas si-
multaneas de cores é invdlida. Mas Heawood aproveitou as idéias de kempe para
mostrar que qualquer mapa planar pode ser colorido com cinco cores ou menos, o

chamado de Teorema das Cinco Cores.

4.3.3 O teorema das cinco cores

Como acabamos de ver, Heawood conseguiu um contra-exemplo que tornava o
argumento de Kempe no teorema das 4 cores invdlido. Mas Heawood ndo parou
por ai. Usando os mesmos argumentos no trabalho de Kempe, ele mostrou que é

possivel colorir qualquer mapa usando apenas 5 cores.

Este teorema ficou conhecido como Teorema das Cinco Cores, e mesmo depois de
encontrada a demonstragdo computacional do teorema das 4 cores, ele permanece
como um resultado importante, por ser o mais forte teorema de cores com uma

demonstracdo matematica elegante.

Conforme vimos anteriormente, o andlise de Kempe é perfeitamente vélida até o

momento que ele analisa regides com 5 regides vizinhas no grafo.

A primeira alteracdo nos argumentos de Kempe é pequena e clara, mas ainda
assim necessdria. Como queremos mostrar que é possivel colorir com 5 cores, se
formos usar o mesmo tipo de contradi¢do usada por Kempe, precisaremos supor a
existéncia de grafos que exigem ao menos 6 cores para serem coloridos. Chamare-

mos estes grafos de hexacromdticos.
Os argumentos de Kempe seguiriam entdo a seguinte ordem:

1. Se existir algum mapa hexacromatico, entdo também existe um mapa hexacro-

maético normal.

2. Se existe mapa hexacromético normal, entdo existe mapa hexacromético nor-

mal minimo.

3. Qualquer mapa normal contém pelo menos uma regido com menos de seis

regides vizinhas.

4. Nenhum mapa hexacromatico e minimo pode conter uma regido com menos

de seis regides vizinhas.
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Os itens 1, 2 e 3 seguem exatamente a mesma argumentagdo proposta por Kempe.

E do mesmo modo, as primeiras partes do quarto argumento também estdo corretas.

Para mostrar o item 4, seguindo a ideia de Kempe, vamos comegar supondo que
exista um grafo hexacromético e minimo com alguma regido com menos de 6 regides

vizinhas.

Nos casos em que a regido possui duas, trés ou quatro regides vizinhas, o argu-
mento de Kempe ainda é valido. Ou seja, podemos reduzir os grafos retirando tais
regides (ver Figuras e[70), e obtendo assim um grafo com uma regido a menos.
Pela minimalidade do grafo original, o grafo reduzido pode agora ser colorido com
5 cores. Como a regido retirada era cercada de no maximo outras 4, podemos coloca-
la de volta no mapa, colorindo-a com a cor ainda ndo utilizada, contradizendo a

hipétese do grafo original ser hexacromatico.

— __>‘,__/

Figura 68: Reducdo com 2 vizinhos.

Ao\~

Figura 69: Reducdo com 3 vizinhos.

X

Figura 70: Reducdo com 4 vizinhos.

No caso da regido com 5 vizinhos, como mostrado na Figura 71, vamos novamente

nos valer das cadeias de Kempe.
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Figura 71: Reducdo com 5 vizinhos.

Mais uma vez, por minimalidade do grafo original, sabemos que o grafo reduzido
pode ser colorido com 5 cores ou menos. Se ndo 5 regides que faziam fronteira com
a regido retirada forem usadas apenas 4 cores, entdo o mesmo argumento dos outros

casos resolve o problema.

Suponha entdo que foram usadas todas as 5 cores para colorir estas regides no
grafo reduzido. Para facilitar, numere as regides em sentido horério, denotando-as
por r1,12,13,74 e rs. Tome agora as regides ndo vizinhas r; e r3, e suponha que nao
exista uma cadeia de Kempe entre estas regides. Assim como no teorema das 4 cores,
podemos agora tomar o conjunto de todas as regides que formem com r; uma tnica
regido conexa usando apenas as cores de r1 e r3. Se alternarmos agora a cor de todas
estas células, conseguimos uma nova coloragdo de 5 cores para o grafo reduzido,
mas onde r; e r3 possuem a mesma cor, deixando as cinco regides com apenas 4

cores, e terminando o problema.

Se existir uma cadeia de Kempe entre r; e r3, tome 13 e r4. E facil perceber que,
pela planaridade do grafo dual, ndo pode existir cadeia de Kempe entre r; e r4. Isso
por que qualquer caminho entre estes dois vértices deve passar pela cadeia entre r;
e r3, 0 que é impossivel uma vez que r; e r4 sdo coloridos com cores distintas das
usadas em rq e r3. Agora, 0 mesmo argumento anterior encerra a demonstra¢do do

resultado.
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PROPOSTAS DE ATVIDADES

Nesta se¢do, vamos apresentar as atividades propostas e o desenvolvimento de
duas oficinas de grafos, uma sobre caminhos Eulerianos e outra sobre coloragao
de mapas e grafos, ambas aplicadas em salas do Ensino Fundamental e Médio. A
oficina foi realizada na escola E. E. Iraci Sartori Vieira da Silva, em dias distintos
do ano de 2014 durante as aulas de Matemdtica. Foram aplicadas a duas séries do
Ensino Bésico: na 82 série (9° ano) do Ensino Fundamental e a 32 série do Ensino
Médio. A oficina de grafos Eulerianos foi aplicada também a alguns professores da
rede (dentre eles a professora Mdrcia Regina de Jesus) em uma reunido de ATPC
(reunido semanal com professores da escola cuja sigla significa Aula de Trabalho de
Participagdo Coletiva). Estavam presentes na oficina 22 professores de diversas areas

e o coordenador pedagégico Luiz Cldudio Rosa.

5.1 GRAFOS EULERIANOS

O objetivo desta oficina era trabalhar os grafos eulerianos propondo atividades
de investigacdo, com o objetivo de relacionar o nimero de vértices com o ntiimero
de arestas, incluindo a paridade dos vértices, convergindo de maneira gradativa
para descoberta das condigdes necessarias e suficientes para que um grafo possua
um ciclo ou caminho euleriano, além de problemas contextualizados que podem
ser modelados com o uso desses resultados. Compareceram a oficina do 9° ano
trinta e dois alunos e esta durou duas aulas consecutivas de cinquenta minutos cada.
Para a oficina da 3% série compareceram vinte e cinco alunos e esta durou uma aula
completa de 50 minutos e mais 30 minutos. Na sala do 9° ano, a oficina foi aplicada

por mim, e na sala do 3° ano, a oficina foi aplicada por mim e pela professora Marcia
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Regina de Jesus, que aceitou a proposta com maior empenho conhecendo um pouco

sobre 0 assunto (pois ja havia participado da oficina com os professores).

A seguir apresentamos algumas sugestdes de atividades, dentre elas, as cinco pri-
meiras fizeram parte de uma oficina que foi realizada na escola mencionada no ini-
cio do capitulo. Antes de iniciar as atividades, comuniquei os alunos que estariamos
trabalhando um assunto novo que se chamava grafos. Muitos alunos entenderam
graficos, mas logo escrevi na lousa que se tratava de grafos e ndo gréaficos. Inicial-
mente expliquei as idéias basicas da estrutura de um grafo (vértice, aresta e grau) e
sua representa¢do na forma de diagrama através de exemplos na lousa. Depois disso

comecgamos as oficina.
Atividade 1

Preencha a tabela a seguir com os graus de cada vértice, a soma de todos os graus,

a quantidade de arestas e o nimero de arestas com grau impar.

Vértices Grau
A
B
C
D

Soma os graus

NP° de arestas

N° de vértices de grau impar
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Vértices

Grau

A

M| g|0| =

F

Soma os graus

NP° de arestas

N° de vértices de grau impar

Vértices

Grau

A

B

C

D

E

Soma os graus

NP° de arestas

N° de vértices de grau impar

Vértices

Grau

A

m| T 0O| I

F

Soma os graus

NP° de arestas

N° de vértices de grau impar




PROPOSTAS DE ATVIDADES

Vértices Grau
B A

b
Him| g 0| w

D G

Soma os graus

5 NP° de arestas

N° de vértices de grau impar

Com base nessa atividade, o que podemos afirmar sobre a soma dos graus em

relacdo ao ntimero de arestas?
Atividade 2

Observando os grafos da atividade 1, serd possivel desenhd-los sem levantar o
lapis do papel e sem passar duas vezes pela mesma aresta e passando por todas as
arestas? Caso seja possivel, anote o caminho percorrido, destacando o ponto inicial

e final.

Nessas duas primeiras atividades, os alunos investigaram grafos diferentes, que
além de identificar um possivel caminho euleriano, anotavam as informagdes sobre
o grau de cada vértice, soma de todos os graus, o nimero total de arestas, o nimero
de vértices com grau impar, de forma a estabelecer algumas relagdes que pudessem

ajudar na construcdo de uma explicacdo de quando um grafo é euleriano.

Além disso, foi verificado e discutido alguns fatos mencionados no Capitulo 1: a
soma dos graus dos vértices de um grafo é igual ao dobro do ndmero de arestas; a

quantidade de vértices com grau impar é par.

Muitos alunos conseguiram observar a relagdo entre o niimero de arestas e a soma

dos graus.

Com relagdo aos professores, os da area de exatas e alguns das demais dreas con-
seguiram fazer a atividade e responder a questdo sem nenhuma didvida. Mas alguns
professores tiveram duvidas na pergunta e ndo conseguiam observar nenhuma rela-

¢éo.
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A atividade 2, foi encarada como um desafio e foi bem aceita tanto pelos alunos
como pelos professores. Os professores a acharam muito divertida e desafiadora.

Ficaram muito bravos por ndo conseguirem solucionar os que ndo eram possiveis.

Ao final dessa atividade, eu pedi para que eles verificassem se havia alguma re-
lagdo entre os que foram possiveis e os que ndo foram possiveis. Um aluno me
respondeu que tem que ter algum grau par para ser possivel. Foi a resposta que
chegou mais perto. Entdo expliquei sobre grafos eulerianos e semi-eulerianos. Falei
que para cada vértice deve haver um ntmero par de caminhos, com excessdao do
vértice de partida e do vértice que finaliza o caminho, pois em cada vértice ele tem
que entrar e sair. No ponto de partida ele ndo necessariamente tem que chegar e no
vartice final ele ndo precisa sair. Por isso, se o grafo possui apenas dois vértices com
grau impar, entdo um deles serd o inicio e o outro serd o fim do caminho. E, se todos
os vértices possuirem apenas vértices de grau par, entdo o caminho terminard por

onde comegou.

Acredito que ndo conseguiram observar a relagdo pretendida por ter poucos grafos
para serem analisados. Sugiro a quem for realizar a atividade, colocar mais alguns

grafos diversificados para melhorar a analise.
Atividade 3

Sr. Joaquim veio da roca para cidade. O objetivo da sua viagem era ir a missa de 7°
dia do seu compadre Manuel. Aproveitou a viagem para resolver uns problemas no
banco e depois foi a casa de sua irma para levar uns doces e frutas do sitio em que
mora. Quando desembarcou na rodovidria, ficou muito contente vendo que cada
lugar em que passaria era ligado a cada um dos outros trés por uma rua sendo que
cada rua ligava somente dois lugares. Na lanchonete da rodoviaria, foi tomar um
café e aproveitou para desenhar um mapa para orientd-lo em suas caminhadas pela
cidade.

Faca vocé um diagrama representando os locais por pontos e as ruas por linhas e

responda:
1) Quantas linhas saem de cada ponto?
2) Quantas linhas tem o diagrama?

3) E possivel Sr. Joaquim sair e voltar a rodovidria, passando por todas as ruas uma

Gnica vez?
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Essa atividade é uma contextualizagdo das atividades 1 e 2. Alguns alunos e pro-
fessores tiveram um pouco de dificuldade em fazer o diagrama, e solicitaram nossa
ajuda. Depois de solucionar o diagrama a maioria deles tiveram problema nenhum
em responder as perguntas. Mas alguns ainda tiveram problema em responder o

item 3).
Atividade 4 - O famoso problema das sete pontes.

A cidade de Konigsberg é banhada pelo rio Pregel que contém uma ilha (Kneiphof)
que esté ligada ao restante da cidade por sete pontes. Os habitantes da cidade tenta-
vam realizar um percurso que os fizesse passar por todas as pontes, mas apenas uma
vez em cada uma. Como as suas tentativas foram sempre falhas, muitos deles acre-
ditavam que ndo era possivel encontrar tal percurso. Serd que é possivel encontrar

um percurso nas condigdes dadas?

Esse problema famosissimo gerou uma discussdo entre os professores e alunos,
pois eles tentavam encontrar a solugdo e ndo observaram que o problema deveria ser
modelado por um grafo. A partir do momento que a dica foi dada, ainda houve difi-
culdade em montar o diagrama. Apés montado o diagrama, a maioria percebeu que

o problema nao tinha solugdo, porque ndo era um grafo euleriano ou semieuleriano.
Atividade 5

Considerando o problema da atividade anterior, e se houvesse mais uma ponte,

seria possivel? E se retirasse uma ponte, seria possivel?

Essa atividade foi respondida sem problemas. Eles perceberam que retirando ou

acrescentando qualquer ponte, teriamos apenas dois vértices com grau impar.
Atividade 6

Um grupo de ilhas estdo ligadas por pontes de tal modo que é possivel andar de
uma ilha qualquer até a outra. Um turista percorreu todas as ilhas cruzando cada
ponte exatamente uma vez, tendo visitado a ilha de Tripla trés vezes. Quantas pontes

ha em Tripla se:
a) O turista ndo comegou nem terminou seu percurso em Tripla?
b) O turista comegou seu percurso em Tripla mas ndo terminou 14?

¢) O turista comecou e terminou seu percurso em Tripla?
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Atividade 7

Desejamos montar um cubo com canudos de 20 cm de comprimento, passando
um arame pelo interior dos canudos. Com um pedaco de arame de 240 cm serd que

podemos montar esse cubo sem cortar o arame?
Atividade 8

A figura 72, mostra um pequeno mapa de um condominio fechado, com alguns
quarteirdes, que pode ser modelado por meio de um grafo, onde as esquinas sdo os

vértices e as ruas, as arestas.

EB

Figura 72: mapa do condominio

Faca um diagrama que represente esse condominio e verifique se é possivel um
carteiro passar por todas as ruas uma tinica vez, voltando ao ponto de entrada. Caso
seja impossivel realizar o percurso, diga quantas ruas ird repetrir de modo que o

trajeto seja 0 mais econdmico, ou seja, apresente o0 menor niimero de ruas repetidas.

As atividades 6, 7 e 8 ndo foram trabalhadas na oficina mas sdo 6timas sugestoes
para que os alunos desenvolvam varias habilidades como analisar, relacionar, mo-
delar, entre outras que ajudam a solucionar problemas, despertando o interesse e
ajudando em seu desempenho escolar, uma vez que seu raciocinio pode ser aprimo-

rado.

5.2 COLORAGCAO DE MAPAS

O objetivo desta oficina era trabalhar a coloracdo de grafos por seus vértices, junta-
mente com o teorema das quatro cores, que nos diz que apenas 4 cores sdo necessa-
rias para colorir qualquer mapa. Parte das atividades dessa oficina vem do trabalho

j& realizado por Lozano em [6]. A primeira e a terceira atividades tem como objetivo
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trabalhar o problema de coloracdo de mapas e, a segunda e quarta atividades traz
o problema de coloragdo de grafos . Compareceram a oficina do 9° ano vinte e oito
alunos e esta durou também duas aulas consecutivas de cinquenta minutos cada.
Para a oficina da 3* série compareceram vinte e sete alunos e esta durou uma aula

completa de 50 minutos e mais 20 minutos de outra aula.

Atividade 1 - Colorir cada mapa dado com o menor ntimero de cores que vocé con-
seguir, sem que regides com fronteira comum (regides adjacentes) recebam a mesma
cor. Observe que regides com apenas um ponto em comum ndo sdo consideradas

regides adjacentes.

b)

Atividade 2 - Vamos relacionar cada mapa da atividade anterior a um grafo (o
grafo dual). Agora vamos aplicar a coloracao de vértices que consiste em atribuir
cores aos vértices do grafo, tal que vértices adjacentes ndo recebam a mesma cor, ou

seja, se existir uma aresta entre dois vértices, eles devem receber cores diferentes.
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Atividade 3 — Vamos colorir o mapa do Brasil nas mesmas condic¢des da atividade

anterior. Qual o nimero minimo de cores necessario para colorir o mapa do Brasil?

Figura 73: mapa do Brasil

Atividade 4 - Uma companhia industrial deseja armazenar sete produtos farma-
céuticos diferentes C1, C2, ..., Cy, mas alguns ndo podem ser armazenados juntos
por motivos de seguranca. A tabela a seguir mostra, assinalados com um X, os pro-
dutos que ndo podem estar no mesmo local . Vocé consegue encontrar o ntimero

minimo de locais necessarios para armazenar estes produtos.

C1|C2|C3|C3|Cs5|Co|Cy
C1 X X | X
C2| X X | X
Cs X X | X
Cq X | X X | X
Cs X | X X | X
C6 | X X | X X
Cy| X X | X

O objetivo principal desta oficina é desenvolver no aluno a habilidade de resolver

problemas utilizando a coloragdo de grafos, bem como o teorema das quatro cores.

Para realizagdo da oficina, dividimos a sala em grupos de quatro e trés alunos
respectivamente no 9° ano do EF e no 3° ano do EM. Foram distribuidos para cada
aluno uma folha com as atividades e para cada grupo, uma caixa com 12 lapis de

cores diferentes.

73



PROPOSTAS DE ATVIDADES

Primeiro, foi solicitado que fizessem apenas o item a) da primeira atividade e
depois discutiriamos a quantidade de cores necessdarias para colorir este mapa. Eles
utilizaram menos de 5 minutos para concluir esse item da atividade. Alguns alunos
conseguiram colorir o mapa com duas cores e outros com 3 cores. A maioria dos
alunos que utilizaram trés cores para colorir o mapa, disse que nédo se atentaram que
a terceira cor era desnecessdria e verificaram que era possivel colorir o mapa com

apenas duas cores.

Ap6s a discussdo, foi solicitado que eles colorissem os mapas 2 e 3, isto é, fizessem
os itens b) e c¢) da atividade 1. Para esses dois mapas foi necessario cerca de 20
minutos para que concluissem. Estes, quase por unamimidade foram necessarias 3
cores para 0 mapa 2 e 4 cores para o mapa 3. Os alunos que encontraram mais cores
do que o necessario no mapa 1, ficaram mais atentos na coloracdo dos mapas2e 3 e

ndo cometeram o mesmo equivoco.

Na atividade 2, foi feita uma breve explicagdo sobre como montar um grafo relaci-
onado a um mapa (grafo dual). Isso levou cerca de 10 minutos. Montei com eles o
grafo relacionado ao mapa 1 e pedi que fizessem o que a atividade estava propondo
somente com este mapa a principio. Rapidamente comecaram a dizer que apenas

duas cores eram necessdrias para colorir o grafo.

Pedi entdo que montassem os grafos relacionados aos mapas 2 e 3 e que o co-
lorissem. A maioria dos alunos ndo teve problemas em montar os grafos e todos
obtiveram a mesma resposta da atividade 1: 3 cores para o mapa 2 e 4 cores para o
mapa 3. O que vale destacar é que apenas um dos grupos percebeu que bastava usar

as mesmas cores que utilizaram para colorir os mapas da atividade 1.

Na atividade 3, muitos alunos ndo conseguiram colorir o mapa com apenas quatro
cores. Eles disseram que em mapas com muitas regides fica mais dificil colorir com
poucas cores. Os alunos que conseguiram, disseram que comegaram a coloracao
pelo estado da Bahia que possui mais fronteiras e foi mantendo esse raciocinio com

as demais regides.

Finalizada a atividade 3, pedi que os alunos iniciassem a atividade 4. Eles estavam
tentando resolver o problema sem o uso de grafos e ndo chegavam a nenhuma con-
clusdo. Entdo expliquei que o problema poderia ser modelado por um grafo em que
os vértices seriam os produtos e as arestas indicariam os produtos que deveriam ser
armazenados separadamente. Mostrei entdo que a simples andlise do grafo também

ndo resolveria o problema e se tratava de um problema de coloragdo de vértices tal
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5.2 COLORAGCAO DE MAPAS

como a atividade 2 e a quantidade de cores necessarias seria a quantidade de locais
para armazenar os produtos. Depois que compreenderam a solu¢do do problema,

acharam a atividade muito facil.
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SOLUCAO DAS PROPOSTAS DE ATVIDADES

A.1 GRAFOS EULERIANOS

Atividade 1

Vértices Grau

A 3

B 3

C 3

D 3

Soma os graus 12

N° de arestas 6

N° de vértices de grau impar 4
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SOLU(;AO DAS PROPOSTAS DE ATVIDADES
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Vértices Grau
A 2
B 4
C 4
D 4
E 4
F 2
Soma os graus 20
N° de arestas 10
N° de vértices de grau impar 0
Vértices Grau
A 3
B 3
C 2
D 3
E 3
Soma os graus 14
N° de arestas
N° de vértices de grau impar
Vértices Grau
A 3
B 3
C 4
D 4
E 4
F 2
Soma os graus 20
N° de arestas 10
N° de vértices de grau impar | 2




A.1 GRAFOS EULERIANOS

Vértices Grau
B A 3
c B 3
C 4
A D 3
e) E 2
F F 5
D G 4
Soma os graus 24
I NP° de arestas 12
N° de vértices de grau impar 4

Atividade 2

a) Nao é possivel, pois temos mais de 2 vértices com grau impar.

b) Uma possivel solugdo é: A-B-C-E-F-D-E-B-D-C-A

c) Nao é possivel, pois temos mais de 2 vértices com grau impar.

d) Uma possivel solugdo é: A-B-C-F-E-A-D-E-C-D-B
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SOLUQAO DAS PROPOSTAS DE ATVIDADES

e) Nao é possivel, pois temos mais de 2 vértices com grau impar.

Atividade 3

1) Saem 3 linhas de cada ponto.
2) O diagrama possui 6 linhas.
3) Nao é possivel, pois o grafo que representa essa situagdo ndo é um grafo euleriano
ou semieuleriano, pois possui mais de 2 vértices com grau impar.
Atividade 4

Euler mostrou que néo é possivel encontrar tal percurso. Ele chegou a esta conclu-

sdo, através do uso da teoria dos grafos, que

Podemos modelar o problema a um grafo que serd representado a seguir, em que
os vértices indicam as regides ligadas a parte continental e as arestas indicam as

pontes.

c

:1* e |

=e

Figura 74: Representacgdo gréfica do problema das 7 pontes
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A.1 GRAFOS EULERIANOS

Verificamos que o grau do vértice A é 5 e os vértices B, C e D tem grau 3. Como
todos os vértices desse grafo possui grau impar, chegamos a conclusdo de que o

problema nao possui solugao.

Assim, em qualquer um dos casos teriamos apenas dois vértices com grau impar,

o que faz com que o grafo seja semieuleriano.
Atividade 5

Se retirmarmos qualquer uma das pontes, o problema tem solugéo.

e Retirando as pontes a ou b, os graus de A e B seriam pares.

Se retirarmos as pontes ¢ ou d, os graus de A e C seriam pares.

Retirando a ponte e, terfamos os vértices A e D com grau pares.

Retirando a ponte f, terifamos os vértices B e D com grau pares.

Se retirarmos a ponte G, os graus de C e D seriam pares.

Em qualquer um desses casos, haveriam apenas dois vértices com grau impar.

Da mesma forma, acrescentando-se uma ponte, o problema tem solugao.

e Acrescentando uma ponte que liga A e B, os graus de A e B seriam pares.

Acrescentando uma ponte que liga A e C, os graus de A e C seriam pares.

Acrescentando uma ponte que liga A e D, os graus de A e D seriam pares.

Acrescentando uma ponte que liga C e B, os graus de C e B seriam pares.

Acrescentando uma ponte que liga C e D, os graus de C e D seriam pares.

Acrescentando uma ponte que liga B e D, os graus de B e D seriam pares.

Novamente, em qualquer um dos casos, haveriam apenas dois vértices com grau

impar.
Atividade 6

a) seis pontes

b) cinco pontes

¢) quatro pontes

Atividade 7
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SOLUQAO DAS PROPOSTAS DE ATVIDADES

Figura 75: um cubo representado na forma de grafo planar

Nao é possivel formar esse cubo. O problema é equivalente a desenhar o grafo
da figura [75| sem levantar o ldpis do papel, passando por cada aresta uma tnica
vez. Mas este grafo tem oito vértices com grau impar, que o significa que ndo possui

caminho euleriano.
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A.1 GRAFOS EULERIANOS

Atividade 8

Um diagrama que representa essa situacdo é o da figura em que o vértice P,
indica o ponto de partida. Esse grafo possui 12 vértices com grau impar, portanto ndo
é possivel realizar o trajeto passando por todas as ruas uma tnica vez e chegando ao
ponto de partida. Precisamos entdo repetir ruas cujos vértices tem grau impar (isso

chama-se eulerizagio de grafos).

@

Figura 76: grafo que representa o mapa do condominio

Figura 77: grafo eulerizado

Uma possivel solugdo eulerizada é apresentada na figura Dessa forma, serdo

repetidas seis ruas para que o trajeto seja 0 mais econdomico.
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SOLU(;AO DAS PROPOSTAS DE ATVIDADES

A.2 COLORACAO DE MAPAS

o .
b) .
C)

1 2
4
Atividade 2 a)
6
5)




b)

Atividade 3

Uma solugdo pode ser a da figura

Atividade 4

A2 COLORAGCAO DE MAPAS

C1|C2|C3|C3|Cs5|Co|Cr
C1 X X | X
C2| X X | X
C3 X X | X
C4 X | X X | X
Cs X | X X | X
C6 | X X | X X
Cy| X X | X




SOLUQAO DAS PROPOSTAS DE ATVIDADES

Figura 78: mapa do Brasil colorido com 4 cores

Colocando as informagdes em um grafo, em que os vértices sdo os produtos e as
arestas incidem sobre os vértices cujos produtos ndo podem ser armazenados juntos.
Obtemos o grafo da figura

Figura 79:

Como sdo necessdrias quatro cores para colorir o grafo, podemos concluir que sdo

necessarios quatro locais distintos para armazenar os produtos.
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