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Resumo

Lorio, Marcelo Nascimento; Craizer, Marcos. Aproximacfes de numeros
reais por nimeros racionais: Por que as convergentes de fracGes continuas
fornecem as melhores aproximacdes? Rio de Janeiro, 2014. 61p. Dissertacao
de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catélica
do Rio de Janeiro.

FracGes Continuas sdo representacfes de numeros reais que independem da
base de numeracdo escolhida. Quando se trata de aproximar nUmeros reais por
fracdes, a escolha da base dez oculta, frequentemente, aproximacGes mais
eficientes do que as exibe. Integrar conceitos de aproximacfes de ndmeros reais
por fragdes continuas com aspectos geométricos traz ao assunto uma abordagem
diferenciada e bastante esclarecedora. O algoritmo de Euclides, por exemplo, ao
ganhar significado geométrico, se torna um poderoso argumento para a
visualizacdo dessas aproximacoes. Os teoremas de Dirichlet, de Hurwitz-Markov
e de Lagrange comprovam, definitivamente, que as melhores aproximagoes de
nameros reais veem das fracdes continuas, estimando seus erros com elegancia

técnica matematica incontestavel.

Palavras-Chave

Fracbes Continuas; aproximacdes; convergentes; visualizacbes geometricas;
algoritmo de Euclides.
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Abstract

Lorio, Marcelo Nascimento; Craizer, Marcos (Advisor). Approximations
of real numbers by rational numbers: why the continued fractions
converging provide the best approximations? Rio de Janeiro, 2014.
61 p. Msc. Dissertation — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Continued fractions are representations of real numbers that are
independent of the choice of the numerical basis. The choice of basis ten
frequently hides more than shows efficient approximations of real numbers by
rational ones. Integrating approximations of real numbers by continued fractions
with geometrical interpretations clarify the subject. The study of geometrical
aspects of Euclid’s algorithm, for example, is a powerful method for the
visualization of continued fractions approximations. Theorems of Dirichlet,
Hurwitz-Markov and Lagrange show that, definitely, the best approximations of
real numbers come from continued fractions, and the errors are estimated with

elegant mathematical technique.

Keywords

Continued Fractions; approximations; convergent; geometric Vviews;
Euclid's algorithm.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212458/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212458/CA

Sumario

1.

2.1

2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

4.1

4.2

4.3

4.4

5.1

5.2

5.3

5.4

6.1

Introducéo

Um pouco de Historia

Os primeiros matematicos que estudaram o assunto

Adolf Hurwitz e Andrei Andreyevich Markov

Sequéncias de aproximacoes racionais
Aproximacdes com denominadores q
Condicdes para uma boa aproximacao
A prova geométrica do teorema 3.1.1

A existéncia de melhores aproximacoes

FracOes Continuas

Definicao

FracOes continuas finitas e infinitas
Convergentes (ou Reduzidas)

Exemplos

O algoritmo de Euclides e as Fra¢gfes Continuas

O algoritmo

A relacao entre o algoritmo de Euclides e Fragbes Continuas

Um exemplo

Uma representacdo geomeétrica do algoritmo de Euclides

FracOes continuas como as melhores aproximacdes de um

ndmero real

Algumas féormulas simples

11

12

14

15

15

16

16

20

22

22

23

23

23

28

28

28

29

29

32

32


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212458/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212458/CA

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

8.1

8.2

8.3

9.1

9.2

9.3

10.

11.

Uma féormula exata para um nimero real

O célculo do erro

O Teorema de Dirichlet

Uma visdo geométrica das melhores aproximacdes

Exemplos

O Teorema de Hurwitz — Markov

O enunciado do teorema

A prova do teorema 7.1

Uma visdo geométrica do teorema de Hurwitz — Markov

A prova do teorema de Hurwitz — Markov usando o indicador
An

Um exemplo

O teorema de Lagrange
O enunciado do teorema
A prova do teorema 8.1

Exemplos

Aplicacdes
Um truque
FracBes continuas e Eletricidade

Um modelo para Fisica

Conclusao

Referéncia Bibliograficas

34

35

35

37

39

42

42

42

46

50

52

52

52

54

55

55

56

59

60

61


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212458/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212458/CA

Lista de Figuras

Foto 1 -
Foto 2 -
Foto 3 -
Foto 4 -
Foto 5 -
Figura 1 -
Figura 2 -
Figura 3a -
Figura 3b -
Tabela 1 -
Figura 4 -

Figura 5 -

Figura 6 -
Figura 7 -
Figura 8 -
Figura 9(a) -
Figura 9(b) -
Figura (10a) -
Figura (10b) -
Tabela 2 -
Tabela 3 -

Figura 11 -

John Wallis

Leonhard Euler

Lagrange

Adolf Hurwitz

Andrei Markov

Reticulado A

Demonstracéo da Proposicdo 3.2.1
Demonstracéo do Teorema 3.1.1
Demonstracéo do Teorema 3.1.1
Tabela Comparativa
Representacéo do algoritmo de Euclides

Visualizagéo das relacdes do algoritmo de
Euclides

A Cruz Hiperbdlica

Aproximacdes de um racional
Aproximacdes de um irracional
Demonstracéo do Lema 7.3.2
Demonstracéo do Lema 7.3.2

Teorema 7.3.1

Teorema 7.3.1

Exemplo do teorema de Hurwitz - Markov
Aplicagéao 1

Associacao Mista de Resistores

12

13

13

14

14

16

17

18

19

20

30

31

37

40

41

46

46

47

47

51

55

56


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212458/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212458/CA

1. Introducéo

Vamos considerar 0s nimeros 1,414213562 e 1,470588235, ambos com 9 digitos
decimais em suas representacdes. Estes nimeros foram obtidos por operacdes
simples em uma maquina de calcular de bolso. O que podemos falar sobre a
natureza de cada um deles? Na verdade, apesar de serem numeros bem
semelhantes, se conhecemos nove, noventa ou nove milhdes de digitos decimais
de um namero ndo podemos afirmar se esse numero € racional ou irracional. No

entanto, ha uma importante diferenca entre os dois: 0 segundo nimero é muito

- , . 25 . -
préximo do nimero racional —» Com um erro de, aproximadamente, 3 x 107%%. A

~ . 7o - - - p . . ;- , 99
fragdo mais proxima do primeiro numero, com denominador de dois digitos, é Pl

que possui um erro de 7 x 10>, bem maior se comparado com o do segundo

ndmero.

Nosso estudo sera o de identificar boas aproximacdes para um ndmero real
através de fracBes convenientes, ou seja, que aléem de estarem bem proximas do

namero considerado, ndo possuam numeradores e denominadores muito grandes.

Primeiramente, iremos constatar que aproximacdes de numeros reais feitas por
fragcbes cujos denominadores sdo poténcias de 10, muitas vezes ndo séo as
melhores aproximac@es racionais para esses nimeros. Apresentaremos, entdo, o
conceito de fracdes continuas que sempre fornecem aproximacgdes racionais
surpreendentemente  boas, estabelecendo, posteriormente, indicadores de
qualidade para essas aproximacgdes.Ou seja,veremos que nem todas aproximacgoes
feitas por fracGes continuas sdo igualmente boas.

Voltando aos nimeros iniciais, para aqueles leitores que ficaram curiosos, um

deles trata-se do numero irracional, 2 = 1,414213562... e 0 outro, 0 nimero
. 25 P ;- . .

racional > Qque sO puderam ser apresentados com 9 digitos decimais pela

limitacdo fisica da maquina calculadora em questéo.

E certo que uma calculadora ndo pode provar que 2 é irracional, no entanto,

usando uma simples calculadora iremos mostrar, ao término de nosso trabalho

.. . , 25
que, certamente, podemos distinguir nimeros entre v/2 e =
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2. Um pouco de Historia

2.1 Os primeiros matematicos que estudaram o assunto

Encontramos em toda escrita da antiga matematica grega e arabe, exemplos e

vestigios de fragdes continuas.

Desde a formulacdo do algoritmo de Euclides(325aC — 265aC), que teve grande
influéncia para o estudo de fragdes continuas, passando por estudos realizados por
matematicos dos séculos XVII e XVIII, tais como, Leonhard Euler, Hermite, John
Wallis, Lambert e Lagrange, até os dias atuais, as fracdes continuas sdo de grande
interesse em varias areas no campo da matematica, como em teoria dos numeros,
na resolucdo de equacdes diofantinas, na ciéncia da computacéo, na confecgédo de
algoritmos para o calculo de aproximagOes racionais de ndmeros reais e

problemas na fisica.

Merece destaque o cientista italiano Pietro Antonio Cataldi (1548-1626),

considerado o descobridor das fracGes continuas. Obteve a aproximacao de
2
V18 = 4 + —

845—

O matematico britanico John Wallis (1616 — 1703) foi o primeiro a tratar fracGes

continuas como objeto de estudo. Seu livro “Arithimetica Infinitorium”(1655),

. . 4 3x3x5x5x7x7x9x...
desenvolveu e apresentou a surpreendente identidade = = T Epy
T 2x4x4x6x6x8x8Xx...

seu livro “Opera Mathematica”(1695) utilizou o termo Fracdo Continua pela
primeira vez e colocou alguns de seus fundamentos basicos, como por exemplo, 0

calculo do n-ésimo convergente, descobrindo algumas de suas propriedades.

Foto 1 —John Wallis
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Parte da teoria moderna foi desenvolvida por Leonhard Euler (1707 — 1783),
grande matematico e fisico suico de lingua alema que passou a maior parte de sua
vida na Russia e na Alemanha. Em seu trabalho “De Fraction lous Continous”,

mostrou que cada racional pode ser expresso como uma fracdo continua simples

1

finita, além de uma expressdo para 0 nimero e = 2 + i tendo a utilizado
1

T+

2+
para mostrar que e e e? sdo irracionais. Demonstrou também, a representacdo de

uma serie a partir de fracGes continuas e vice-versa.

Foto 2 —Leonhard Euler

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), matematico italiano, demonstrou que as
raizes irracionais de equacgdes quadraticas tém expansdo periddica na forma de

fracdo continua.

Foto 3 -Lagrange

Estudaremos o teorema de Hurwitz-Markov que apresenta conclusfes importantes
sobre as aproximacdes de nimeros reais por racionais, além de estabelecer limites

para as aproximagGes do numero da raz&o durea, 0 nimero de ouro.

Na secdo a seguir, apresentaremos , resumidamente, os principais trabalhos
desenvolvidos pelos ilustres matematicos Adolf Hurwitz e Andrei Andreyevich

Markov cujo teorema sobre fraces continuas motivou este trabalho..
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2.2 Adolf Hurwitz e Andrei Andreyevich Markov

Adolf Hurwitz (1859-1919), matematico alemdo, iniciou seus estudos
universitarios de matemética em 1877,na atual Universidade de Munique e
posteriormente, por dois anos, na Universidade Humboldt de Berlim. Trabalhou
principalmente com a teoria dos numeros, mas também com analise complexa,
investigando o género de superficies de Riemann. Seu nome é perpetuado nos

polindmios de Hurwitz, que determina a estabilidade de sistemas dinamicos.

Foto 4-Adolf Hurwitz

Andrei Andreyvich Markov (1856-1922), matematico russo, formou-se na
Universidade Estatal de Sdo Petesburgo em 1878,onde foi professor em 1886.
Seus primeiros trabalhos foram limite de integrais e teoria da aproximagao.
Depois de 1900 aplicou métodos de fragfes continuas, que haviam sido iniciados
por Pafnuti Tchebychev na teoria da probabilidade. Provou o teorema do limite

central. E lembrado pelo seu estudo de cadeias de Markov.

A A Mapuca (1826).

Foto 5 — Andrei Markov
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3. Sequéncias de aproximacdes racionais

3.1 Aproximagdes com denominadores q

Sabemos que o conjunto dos numeros racionais é denso em R, isto €, niUmeros
reais podem ser bem aproximados por nimeros racionais, ou seja, Va € R, VE>

0,3 SEQ,peZ,qu*,com |a—§| <E.

Exemplo: Consideremos o nimero m = 3,141592633589793238 ... Podemos
escrever que:

I<Kn<4

31_ 32
10= "5 70

314 _ 315
100 =" S 7100

. . . , , +1
Ou seja, para k casas decimais apos a virgula, teremos: 1";0’; << pr’ onde py

é 0 numero formado pelos (k+1) primeiros digitos de .

Pk 1
10k| < 10k ’
considerado pequeno se fizermos o valor de k ser muito grande.

O erro cometido nessas aproximacgdes sera |n - que pode ser

O que nos interessa, no entanto, € que tenhamos erros pequenos em nossas
aproximacdes por racionais, mas também que ndo tenhamos denominadores
grandes demais. Comparar o0 erro com o0 tamanho do denominador é o que se
espera naturalmente. Assim, vejamos 0 seguinte teorema:

3.2 Condicbes para uma boa aproximacgao

A primeira coisa que importa é que o erro, |a - §| , Seja 0 menor possivel. Mas

isso ndo é tudo: a fracdo deve ser conveniente, ou seja, 0s nimeros inteiros p e q
ndo podem ser muito grandes. O tamanho de p depende de a, 0 qual ndo esta
relacionado com a precisdo da aproximacao. Entdo, nos precisamos minimizar

dois numeros, 0 erro |a—§| e 0 denominador g. Mas os dois objetivos se
contradizem. Fazer o erro menor possivel é fazer o denominador maior possivel!(e
vice-versa).

Para conciliarmos essa contradicdo podemos combina-los em um indicador de
qualidade de uma aproximacao.

Chamaremos £ uma boa aproximacio para um ndmero real a se o produto
q

p . 1 1
|a q|.q for pequeno, digamos, menor que 5 U Toooos por exemplo.
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3.3 Teorema 3.1.1 (Das infinitas aproximacdes)

“Para todo a € R, e todo &€ > 0 ,existem infinitas fracfes s, PEZqEZq>

0 tais que q|a—§| <&

A prova do teorema tem uma forte inspiracdo geométrica e o principal ingrediente
geométrico para esta inspiracéo € a nogéo de reticulado.

Seja O um ponto origem do plano, e seja v = 0A e w = OB dois vetores nio
colineares (que significa que os pontos O,A e B ndo pertencem a mesma reta).
Considere o conjunto de todos os pontos que sejam extremidades dos vetores pv +
gw com pe Zeq € Z. Isso é o que chamaremos de reticulado (A) gerado pelos
vetores v e w, apresentado na figura 1. (Um exemplo: Observe que o ponto K é a

extremidade do vetor OK= 2v + 3w).

Figura 1 -Reticulado A

Precisaremos da proposicdo a seguir para provarmos o teorema.
Proposicdo 3.2.1

Seja KLMN um paralelogramo tal que os vértices K, L e M pertengam ao
reticulado A, gerado pelos vetores v e w. Entdo, N também pertencera ao

reticulado A.
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Prova da Proposicéo 3.2.1

Seja 0K = av + bw, ﬁ=c17+dw, erv+fw, com ab,c,def € Z.
Entdo, ON = OK +KN = OK + LM = OK + (OM — OL) = av + bw + ev +
fw—cv—dw=(@+e—-c)v+ b+ f—d)w,porissoN eA.

Figura 2 -Demonstracdo da Proposicéao 3.2.1
Proposicéo 3.2.2"
Seja KLMN um paralelogramo com vértices no reticulado A.

(a) A area de KLMN é igual a n.s, onde n ¢ um ndmero inteiro positivo e s a

area do paralelogramo elementar OACB, onde OC = 04 + OB (ver figura
1)
(b) Se nenhum ponto do reticulado A, exceto K,L,M,N pertence ao interior do

paralelogramo KLMN ou a sua borda, entdo a area de KLMN é igual a s.
Prova do Teorema 3.1.1

Sejam a € R, p € Z e q € Z* Considere o reticulado gerado pelos vetores v = (-
1,0) e w = (a,1), entdo pv +qgw = (Qa — p, q) = (q(a —S), q) . Observe que o
modulo da abscissa desse vetor representa o indicador de qualidade da

aproximacao g do nimero real a e sua ordenada, 0 denominador desta fragéo.

LA prova desta proposicdo encontra-se em FUCHS, Dmitry; TABACHNIKOV, Serge.

Mathematical Omnibus: Thirty Lectures on Classic Mathematics, p.8.
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Nos precisamos provar que na faixa onde -e< q(a — s) < €, existem infinitos

pontos (p,q) do reticulado gerado porve w.

Figura 3a - Demonstracdo do Teorema 3.1.1

‘ - ~ . . 1
Isso parece Gbvio se € ndo for muito pequeno, digamos € = e De fato, para todo

inteiro positivo q, a reta horizontal y = q contém uma sequéncia de pontos do

reticulado com distdncia igual a 1 entre dois pontos consecutivos.
. . . 1 ,
Precisamente um desses pontos estara dentro da larga faixa |x| < > Dai a

larga faixa contera infinitos pontos do reticulado com a ordenada y positiva.

Escolha agora um inteiro positivo n tal que 5. <€e divida a larga faixa em 2n

. . 1 - )
faixas estreitas de largura P Pelo menos uma dessas pequenas faixas devera

conter infinitos pontos com ordenadas y positivas, uma vez que mostramos ter a
larga faixa um numero infinito de pontos (p,q) do reticulado gerado por v e w.
Seja a faixa mostrada na figura 3b. Sejam também os pontos Ay, A;, 4,, ...dentro
dessa faixa, numerados na direcdo de aumento da ordenada y. Para todo i > 0
tome o vetor igual a AjO com origem A; e extremidade B;j. Desde que OAAB;
seja um paralelogramo e O, Ao e A; pertencam ao reticulado, B; tambeém
pertencera ao reticulado. Além disso, a abscissa x de B; é igual a diferenca entre
as abscissas de A e Ao (novamente porque OAAiB; é um paralelogramo). Assim,
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. , 1 .
o0 valor absoluto da abscissa x de B; serd menor do que - <& sendo assim todos

~ \ . . 1
0s pontos B; pertencerdo a faixa de comprimento —

52 / A1
- /
/ = AO
-/ =
B1 /
@]
-1 -1 1 1
2 on 2 2

Figura 3b — Demonstracdo do Teorema 3.1.1

Proposicéo 3.2.3 (O erro das aproximagdes)

As infinitas aproximagdes de um numero real possuem erro menor ou igual a
metade do inverso do denominador.

Prova:

Sejap=|qal €Z,q€ Z,q>0e o € R. Sabemos que todo nimero real esta entre

dois inteiros consecutivos, e assim, p< ga < p + 1. Dividindo por g, teremos
Pcacx ALY
q q

. 1 . .
Observamos que o erro sera |a - §| < m Além disso, a soma dos erros |a - §| +

+1 1
PP <=

+1
o 222 <L
q 2q

1 1
|=—, logo |a—2 <= ou |a
al q

ql 7 2¢q
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Mas isso ndo é o melhor que podemos conseguir. Existem melhores
aproximagoes!

3.4 A existéncia de melhores aproximacdes

Exemplo 1:

Apresentaremos uma tabela com fracBes que aproximam o valor de V57 |
comparando essas fracbes com as fracOes decimais, ou seja, aquelas cujos
denominadores sdo poténcias de 10. Constataremos que existem aproximagoes
bem melhores, avaliando o erro obtido em cada uma delas. Ainda trata-se de
apenas uma constatacdo. Afinal, como surgem essas fracGes que aproximam téo
bem o nimero irracional em questdo? Esse é 0 objetivo de nosso trabalho que sera
revelado nas sec¢des posteriores. Vejamos a tabela, considerando aproximacoes de

/57 = 7,5498344... por fracdes decimais e fragbes ndo decimais.

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212458/CA

Fracdo | Valor = Erach Valor Erro:
Erro: V57 — (1 racao
decimal | decimal : (1) M ¢ decimal: (1) | /57 — (II)
; 7 0,5498344... % 7 0,5498344...
75 7,5 0,0498344... 8 8 1,5498344...
10 1
754 7,54 0,0098344... 15 7,5 0,0498344...
100 2
75ﬁ 7,549 0,0008344... @ 7,55555... 0,0057211...
1000 9
75498 7,5498 0,0000344... 83 7,54545... | 0,0043799...
10000 11
754983 7,54983 0,0000044... 151 7,55 0,0001656...
100000 20

Tabela 1 —Tabela Comparativa

754
— €
100

erro menor, possui termos também bem menores. O mesmo acontece para as

~ 68 . .
Observe, por exemplo, as fracbes ~ € note que esta, além de possuir um



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212458/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212458/CA

21

7549 1

51 . . ~ . . ~ ~
fragdes ——— e — . Portanto, ¢ fato que existem fragdes cujas aproximagdes sao

melhores do que as das fracfes decimais e com denominadores menores.

. . . ~ , . 22
Exemplo 2 : Arquimedes descobriu uma aproximacdo para o numero 7 igual a -

. 22 1 , - ~ ~
Cujo erro |n - 7| =0,0012..< o JUe € uma aproximagao melhor que a fracéo

314

oo Ou ainda, a aproximacéo de m pela fragao — = 3,14159292... possui um erro

| 355

| 0,00000026 <
113

um erro melhor do que na base 10 com
3000000’

denominador 1000000! Veremos que iSSO N0 occorre por acaso.
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4. Fragdes Continuas

A partir de agora comecaremos a estudar algumas das consideracdes apresentadas

no capitulo 3 deste trabalho. Na ocasido, comparamos algumas fracdes g e

verificamos que algumas eram melhores aproximacgdes para um numero real, por
além de apresentarem erros menores, possuirem nimeros p e g ndo muito grandes.
Neste capitulo iremos identifica-las e aprender como determina-las, acreditando,
assim como fizemos até agora, que elas sdo fracBes mais convenientes para
aproximar numeros reais.Posteriormente, provaremos que as mesmas possuem

essa notavel caracteristica. A seguir, apresentamos a definicéo de fracdo continua.

4.1 Definicao

Uma fracéo continua de um namero real a € uma expressdo da forma :

1
a=ay+

a, +

a2 + “os
Com a, €Z, vn =0, a, >0, Vvn > 1 ,que representamos
por a =[ay; aq,ay, ...].

Chamemos de a, a parte inteira de «, ou seja, ap,=|la]l € Z, a; < a <a,+ 1.

! >1, a=a0+i.

a—ap a1

Se a = a,, paramos, sendo, a; =

Paran>1, a, > 1,a, = |la,] EN”

1
>1, a,=a,+ !

an—an On+1

Se a,,=a,, paramos, sendo, a,,1 =

Assim, teremos :

On+1

que representamos por @ = [agy; ayq, -, A, Ant1)
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4.2 FracOes continuas finitas e infinitas

Sea, =a,, In€EN, tal que

1
a=ay+ T
ar+t——

1
+E

a =[ap.ay,ay, ..., a,] € Q, que representa uma fragdo continua finita.

Sea, ¢ Z,VneN,

1
a=ay+

a, +

az + cee

e representamos a = [ay; a4, a,, ... ], por uma fragdo continua infinita.

4.3 Convergentes (ou Reduzidas)

Os numeros ay, a4, a,, ... Sa0 chamados de quocientes parciais de a. O nimero

+—
1
an-1 +‘a;

E chamado n-ésima convergente (ou reduzida) de a. Obviamente,
N <n<n<-<a<-<r3;<r;<r. Ouseja, as convergentes de ordem
par sdo aproximagdes de «a por falta e as convergentes de ordem impar sdo as

aproximacoes de a por excesso.

4.4 Exemplos

, . 235 < ,
a) Vamos representar o numero racional by = <, Por uma fracdo continua,

. 1
usando o algoritmo b, = T
n-1"Un-1

|b,] ...a, = |b,], ... e a seguir, calcular suas convergentes (fragdes que sido
aproximacodes deste numero racional). Vejamos:

,n=>1 e ag=|bgl, a; =1|b4], az =
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™ [ZBSJ—Z

fo =1l = g2 ] =

b = 1 _ 1 _82

17 by — ag 235 _, 71
82

le_lSZ_l

a, =177 =

b, = 1 _ 1 _71

* bi—a; 82_, 11
71

_[71_

2= 1] 7

b = 1 _ 1 _11

3 b, —a, 7—1—6_5
11

_[11J_2

as; = =| =

b, = 1 = 1 =5

4_193—613_2_2_

as = |by] =15] =5

Portanto,

235_2+ 1

82 1+ 11
2+%

E assim,

235—2'1625

82_[J JJJ]

Observe que trata-se de uma frago continua finita.

Calculo das Convergentes:

2_p

1 qo
1 3 p
T‘1=2+—=—:—1
1 1 q1

24


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212458/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212458/CA

25

r,=24+—=—==
2 % 7 q
1 43 p
1 15 q3
6+5
Observacoes:

1, € a propria fracao %. Observe também que % = 2,8658536 ¢ a quarta

convergente 13 = g = 2,86666660.... possui um erro de aproximagdo de apenas
0,000813 (para 6 digitos decimais!)

b) Consideremos agora o numero irracional /3. Usaremos o algoritmo
1
b, =

S e ¢ @M= |bol, ay = |b4l, az = |by]...a, = |by|, .. para
n-1—Aan-1

representa-lo como uma fragdo continua. Tomando, entdo, b0=\/§, teremos:

ap = |be] = |V3] =1

poo_ L o1 V341
" hy—ay V3-1 2
V3+1
a1=[blj=\ ) |:1
1 1 1 2
g by —a; 341 V3—-1 3-1
-1
2 2
a2=l\/§+1l=2
1 1 1
b3:

b—a; V3+1-2 +3-1
Note que b; = b;, assim os proximos valores irdo se repetir. Portanto,

1
V3=1+

- =[11212,..]
1+ 1
24—

T+

Note que V3 possui uma representagdo por fragio continua, infinita e periddica.
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Calculo das 5 primeiras convergentes:

o X_Po
071 Jo
1
5 p;
n=1+——m=xo=—
13 qz
1+§
14—t L
3 = = — = —
1+ 11 44
2+T
1 19 p,
T4:1+ - -
1+ 11 1 as
2+—1
1+§

¢) O niimero 7 por fragdes continuas ¢ :

T4 ——

292 + 170

Ou seja, ™ =[3;7,15,1,292,1,...]

~ 7 . ~ . . 22 355 .
Obs : Néo € surpresa que as aproximagOes muito boas de 7 sejam —- e —, pois
ambas sdo oriundas da fragdo continua acima (rie 73y.Veremos nos capitulos

finais deste trabalho, que possuiremos um indicador para qualificar essas

aproximagoes.
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~ 7 1+V/5 ~ . .
d) A Razdo Aurea : — = 1,618... por fragdes continuas ¢ : [1;1,1,1,1,...].
Observe que a Razdo Aurea é a raiz positiva da equacio x*-x-1=0. Dividindo a
equacdo por X, obtemos x = 1 + %, que no processo de obtencdo de sua fracao

continua significa retirar a parte inteira igual a 1 e inverter o resultado, dando o
proprio niimero, e assim o processo se repete, gerando a representagdo

[1;1,1,1,1,...].

¢) O niimero V2

V2=1+(V2-1)=1+

Assim, V2 = [1;2,2,2, ...]
Observe que sendo V2 — 1 o inverso de V2 + 1 o processo se repete.

¢) Apenas mostraremos, sem demonstragdo, a representa¢do do nimero e :

1 1 1
e=1 +F+§+§+ = 2,71828182828459004523 ...

ou,e=[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,...].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212458/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212458/CA

5. O algoritmo de Euclides e as fragdes continuas

5.1 O algoritmo

Seja um namero racional da forma S com p,q inteiros, e q >0.

Podemos escrever:

Pp=aegq +1, 0<n<q

g=a.r + 1y O<nrn<n

1= a1y + 13, 0<nr<n

I'n-2 = dp—1I'n-1 + Iy, 0<r,<rp_1

In_1 = aply, r, >0 onde 1, =mdc(p,q)

5.2 Arelacéo entre o algoritmo de Euclides e fragdes continuas

Podemos também escrever :

7 1 1 1 1
——a0+3—a0+z=ao+ +r_2=a0+ 1=a0+ 1
T a; T a1+E a1+a +T'_3
T, 2'r
s 1
a; + 1
a; +——
1
T,

Logo, representamos, neste caso, g = [ag; a4, y, ..., Ay

Note que todo numero racional possui representacdo por fracdes continuas finita,
pois o algoritmo de Euclides é um processo de divisfes sucessivas de ndmeros

inteiros e chegard, necessariamente ao fim, resultando em resto zero.

Ainda que tenhamos nimeros grandes p e g, 0 nimero de passos que deverao ser
efetuados no algoritmo de Euclides podera nos fazer concluir que se tomarmos um
numero, e seu processo de transposicdo a fragdo continua terminar rapido,
saberemos que o referido nimero é racional, caso contrario, ndo poderemos
concluir que se trate de um namero irracional, mas, se for racional, possuira

denominador muito grande
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5.3 Um exemplo

No processo de célculo do mdc entre 235 e 82, teremos:

235=2.82+71
82=171+11
71=6.11+5
11=25+1
5=51+0

Logo, 0 mdc(235,82) =1

~ 235
Podemos expressar a fracao 5, como:

235 5 71 5 1 5 ) 1 5 1
2 TR ;2 +1+£ +1+i +1+ 1
71 71 71 6 5
11 t11
1 1
=2+ —=2+ — =[21625]
1+—— 1+ ———
6+ 6+—
— 2+_
5 5

5.4 Uma representacdo geomeétrica para o algoritmo de Euclides
Tome um ponto O no plano e uma reta vertical [ que passe por O. Tome 0s pontos
A_, =(B,1)eA_; = (—y,0) distantes B ey de [, acima da linha horinzontal

que passa por O.Construa o vetor OA_; com origem A_,, tantas vezes quanto for

possivel, sem que estes cruzem a reta vertical [. Seja A, a extremidade do Gltimo

vetor, assim o vetor A,D atravessa a retal. Entdo construa o vetor 0A, com

origem em A_, tantas vezes quanto for possivel sem que estes cruzem a reta

vertical [. Seja A, a extremidade do ultimo vetor. Entdo construimos o vetor 0A,

a partir de A, e tomemos o ponto A,, entdo A, A,(ndo mostrados na figura).

Obtemos duas linhas poligonais A_,AyA,A, ... € A_; A;A; ... convergindo para |

por dois lados, e A_,A, = ay0A_,, A_1A; = a,04,, AyA, = a,0A; etc...
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Essa construgdo esta relacionada com o algoritmo de Euclides da seguinte forma :

.
A4 =ag-OA_;
A—1441 =TS OAO
g0 - 0 amcaweitmnid

dist(A_5,¢) =
dist(A_y,4) = v
dist(Ag, £) = by
dist(Aq,£4) = by
dist(Ag, £) = b,

B= agy + bo
Y =aibg + by
bO — flzbl +b2

Figura 4-Representacédo do algoritmo de Euclides
Em particular, %z [ag.a,a;, ... ]

B

Note que se algum ponto A,, pertencer a reta [, entdo a relacédo " é racional e igual

a [ag.ay ay, ..., a, ]. Observe tambem que,todos os pontos marcados na figura 4,

ndo somente A_,,A_;, Ay, Ay, A,, mas também B, C,D , pertencem ao reticulado A

gerado pelos vetores OA_, e OA_; De fato, considere a sequéncia de
paralelogramos 0A_;A_,B, A_;0BC,
A_10CA,, A_,0AyD,DOA,A;,A;0ApA, .. Sendo A_;,0,A_, pontos do
reticulado A , deduzimos, sucessivamente, pela Proposicio 3.2.1 que

B,C,Ay, D,A;, Ay, ... sdo pontos do reticulado.
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Visualizando melhor as relagdes com o algoritmo de Euclides:

b
1 Noteque A Ay =ayOA) = F=aey+ by
etambém, A_ A, = q,0A; = 7= aby+b

e assim, sucessivamente

aby by o

Y B

Figura 5 — Visualizagédo das relagdes do algoritmo de Euclides

Proposicao 5.4.1

Nenhum ponto do reticulado A localiza-se entre as poligonais

A_,ApAA, ...e A_jA A5 ...(eacimadeA_,e A_;)
Prova

O dominio entre essas poligonais estd coberto pelos paralelogramos OA_,A_,B,
A_,OBC, A_,0CA, A_,0A,D,DOAyA;,A;0AyA,...( O ponto E é bem

superior na figura 4).

Esses paralelogramos possuem dareas iguais (todos dois paralelogramos
consecutivos possuem base comum e alturas iguais). Assim, todos eles
possuem a mesma area do paralelogramo OA_,BA_; e pela proposi¢do 3.2.2

(b) nenhum deles possue algum ponto do reticulado A.
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6. Fracdes continuas como as melhores aproximacdes de um
numero real

Com um pouco de técnica matematica iremos calcular fragdes continuas, ou seja,
os numeradores e denominadores de a € R, através de formulas de recorréncia
de 22 ordem, formulas onde cada termo é uma funcéo dos dois anteriores.

6.1 Algumas férmulas simples
Proposicéo 6.1.1
Sejam ay a4,a;,... €ER com a, >0, n>1.

Sejam (p,,) e (g,), Yn = 1, sequencias dadas por :

Po = Qg pr=0apa; +1 .. Pn+1 = An+1Pn + Pn-1
o =1 q1 = aq An+1 = An+19n + qn-1
Por exemplo :

P2 = azp1 + Po = Axa44¢ + ag + a;

q2 = azq; +qo = aza; +1

Entdo,
Pn 1
— = [ao;al‘az, ...,an] =agy+ — 1
qn al +—1
a; +——
1
Ta,

Proposicéo 6.1.2 :

Pn+19n — PnQn+1 = (_1)n1 vn=0,n€”Z,

. , -1)n
isto &, Pn+1 _ Pn _ (-1
An+1 Adn Andn+1

Obs: Se a €Z, Vj=0, pp,qneZ, Vn = 0.
Neste caso, qn4+1 = Ans1qn + Gn-1 = qn + qn-1

Isso mostra que os denominadores crescem rapido quando a,, ., pre g, Sao todos
inteiros. Ou seja, g, € uma sequencia de termos positivos que cresce, pelo menos,

como a sequencia de Fibonnaci.
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Prova da Proposic¢éo 6.1.1

Po Qo _ ao = [ay]
—— =5 — W= 0
g 1
P11 apaq +1 1
—=——"—=a9+— = [ag a4]
a1 a, a;
P2  apaia; +ay+a, a, 4 1 [ |
— = =qyt+————=a = [ag; a4,a
4, a;a, +1 " aja,+1 7 o+ L 0r T
1 a,
Por inducdo em n.
Seja a fracdo continua,
1
[aoi aq,az, -, An, an+1] = Qo + 1
a; + 1
a, +
1
a, +
( n an+1)

Com (n+1) termos depois do ponto e virgula.

1 ’ g ~ -
Podemos olhar (a, + ——) COmMO um nUmero so, ficando a fragéo continua com
n+1

1

n termos, igual a [ag.a4, ..., ap—_1, ay + ). Este € um artificio conveniente, pois

an+1

sabemos algumas coisas sobre fracdes continuas com n termos. Além disso, note

que a ultima parcela justifica a definicdo de a,, € R.
Podemos agora usar a hipétese de inducéo, vejamos:

1
D, (an + m) Pn-1t Pn-2 3 An1(@nPp—1 + Pnz) + Pn-1 _

dn (an + ai) Qn-1 + Qn-2 a an+1(anqn—1 + Qn—z) + qn-1
n+1

_ An+1Pn + Pn-1 _
An+19n + qn-1

_DPn+1

Adn+1
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Prova da Proposic¢éo 6.1.2

Vemos, claramente, que p1qo — Poq1 = (apa; + 1 —apa;) =1 = (—1)°. O que

inicialmente satisfaz a proposicéo.

Se Pn+19n — Pn9n+1 = (_1)11’ temos o pr()ximo, Pn+29n+1 — Pn+19n+2 =

(an+2pn+1 + pn)CIn+1 - pn+1(an+ZCIn+1 + Qn) = _(pn+1Qn - pnqn+1) =
_(_1)11 — (_1)n+1

Obs:Sea; €Z, Vj =0, mdc(pn, qn) =1, POIS Pri1Gn — PnGn+r = (1), €

portanto p,, e g,, ndo podem ter um fator comum. Logo, Z”

— j& vem simplificado.
n

Corolario 6.1.3

lim,,_, . 1;, = a, onde r,, € a n-ésima convergente de a.

De fato,

_Pn Pn-1_ Pnln-1— nPn-1 _ (_1)n—1
" —Th-1=—_——— - -

dn qn-1 Andn-1 dndn-1

1

Como vimos na secdo 4.3, a estaentre r,_1e 1, |1, — | < e tendera a

dndn-1

zero, quando n tender a infinito.
6.2 Uma férmula exata para um namero real
Corolério 6.2.1

Seja a = [ay; aq, -, Ap, Any1] » VN € N, uma fragdo continua usual. A proposigdo

. ~ , a PntDn-
6.1.1 permite calcular essa fracdo continua, dando ¢ = ~*"—"=1  como

n+19ntdn-1

uma férmula exata para a.

Note que se a fragcdo continua for até a n-ésima casa ou for finita, podemos

escrevé-la como : [ay; a;, ay, ..., a,y] = Z_n,
n
Onde' bo = Qo P1 = Apq +1 Pn+1 = An+1Pn + Pn-1

qgo =1 q1 = aq An+1 = n+19n + qn-1
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6.3 O calculo do erro

Corolario 6.3.1
Pn (_1)n
aQ—— =
CIn Qn(an+1Qn + Qn—l)
Prova
g Pn_ @Ge1Pnt Pt Pr_ Proin = Padn-n _ ="

I s1@n T dno1 Gn n(@n1Gn + Gno1)  Gn(@ni1qn + Gno1)
pois, —=(Pn-1qn = Pndn-1) = — (D" ' = (-)"
Corolério 6.3.2
Para todo n > 1, temos:

1 1 1 1

— < < <
Gn(Uns1qn + An-1)  An41qn® ~ Ani1Gn® ~ qn°

| Pn
oa ——
an

Observe que a,,, é a parte inteira de a,,, € ,portanto, @, .1 = a,4+1
6.4 O Teorema Dirichlet

Teorema 6.3.3

Em particular, Va € R\Q existem infinitos racionais Z, p,q € Z,q>0com

De fato, todas as aproximacdes que vém das fragdes continuas satisfazem essa

condicdo! Esse € um resultado muito melhor do que aquele expresso na

Proposicdo 3.2.3, que dizia que existiam infinitos racionais s que aproximavam

um numero real &« com um erro menor do que a metade do inverso dos seus

. . 1
denominadores, ou seja, o

VVamos agora estimar 0 erro por excesso. Considere

Dn 1 1 1
a——= > > > >
In  (An41Gn + qn-1)qn  (@ny1 + 1qn*  (ap, + 1+ 1)q,

Note que somando 1 a a,,, temos a,,1+1 > a, 41
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Portanto, a estimativa do erro , quando aproximamos a € R por fragcdes continuas

fica:
1 1
><a— Pn o —
(an+1 + z)qn qn an+1qn
Exemplo:

VVamos estimar o erro da quarta convergente do nimero m:

m=3+

14—

A quarta convergente é

p_3_3+ 1 _355
qs 74 11 113

15+T

1 | 355 1

Portanto, 29001159 - —

113 292.(113)2

355 1

Equivalentea ——— |T[ e ——
3754086 113 3728548

Note que a 4? convergente, ?, ndo foi escolhida por acaso, mas sim por possuir
3

um erro pequeno, uma vez que o quociente parcial a,= 292 é um valor grande e

como vimos na estimativa do erro, quanto maior for o quociente parcial a1,

melhor sera a aproximaco z—".
n

Portanto, se estamos interessados em boas aproximacdes de um numero real, basta

olharmos o que vem das fra¢fes continuas.

Se considerarmos que a soma dos erros por falta e por excesso obtidos resulta em

1 . . . ~
e podemos inferir que pelo menos uma entre cada duas aproximacgoes
n
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consecutivas tem erro menor que a metade do inverso do seu denominador ao
quadrado. Ou seja, pelo menos metade das aproximagOes que veem das fragdes
continuas sdo realmente muito boas. Mostraremos nas se¢Ges seguintes, que as
aproximacdes que vém das fracbes continuas sdo as melhores aproximacoes
racionais possiveis de um numero real a. Veremos no capitulo 7 o teorema de
Hurwitz-Markov que ird reforcar esse fato, mostrando que, especificamente,

existem infinas aproximacOes que veem da fragcdo continua, tais que para

1
\/§an

propriedade.Veremos também que para o numero de ouro a referida constante é a

<

a € R\Q, |a —Z—” e que a constante v/5 € 0 maior nimero com essa
n

melhor possivel.

6.5 Uma visdo geométrica das melhores aproximacdes

Seja @ um numero real. No capitulo 3, nds consideramos um reticulado A gerado
pelos vetores (-1,00 e (a,1). Para todo p e g, 0 ponto
p(-1,0) + g(a,1) = (qa — p,q) = (q (a — g),q) pertence ao referido reticulado.
Nosso velho indicador das aproximacdes s de a era igual a distancia desse ponto
ao eixo y, ou seja, a abscissa desse ponto. O novo indicador de qualidade |,
q? |a - §|, é o valor absoluto do produto das coordenadas desse ponto. Portanto, a
questdo sobre as aproximagdes s de a com esse indicador menor do que ¢, é

equivalente a questdo de quantos pontos do reticulado A acima do eixo x (q>0), se

encontram dentro da “Cruz Hiperbdlica” |xy| < €. (Figura 5)

W\\\\}

RN
N

)

)

7,

////////////////////lllll

Figura 6: A Cruz Hiperbdlica
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Aplicando a construcdo da secdo 5.4 do reticulado A com A_, = (a,1) e A_; =
(—1,0), os pontos Ay, Ay, A,, ..., A, serdo os pontos do reticulado formados pelas

n-ésimas convergentes de a, cujas distdncias até o eixo y representam as

aproximacoes Z de a, e que serdo as melhores aproximacdes por estarem vindo da

fracdo continua.
Proposicéo 6.5.1

Para n>0, A,, = (¢,a — Pn, g»), ONde p,.e q, Sdo 0 numerador e denominador da

fracdo irredutivel da n-ésima convergente do numero a.

Prova : Por inducdo em n

Paran=0en =1, podemos checar diretamente:

Po=0ap,qo =1 p1=aea; +1, 71 =

Ay =A_5+apA = (a,1) +ag(=1,0) = (@ — ap, 1) = (qo@ — Po, 90),
A=A +a,4,=(-1,0) + a,(a — ay, 1) = (a;a — (aga,; + 1),a,)=
= (1@ —p1,q1)

Além disso, se n > 2 e as formulas para A,_; € A,_, sdo verdadeiras, entdo
Ap =An_ + ayln_1 = (Qn2@ — Dn-2,qn-2) + an(qn-1@ — Pp_1,qn-1) =
((anqn—l + Qn—z)a — QpPn-1 — Pn-2, Anqn-1 + Qn—z) = (Qna — Pns Qn)

O

Assim, 0s pontos A, sdao o0s pontos do reticulado formados pelas n-ésimas

convergentes de a cujas distancias até o eixo Yy, ou seja, as abscissas, representam

as aproximacoes g de a.
Proposicao 6.5.2 (As fracbes continuas sdo as melhores aproximagcdes)

Seja € > 0. Se somente para um numero finito de convergentes Z—" . Gn° | —
n

Z—” < &, ent&o o conjunto de fragdes Z tais que g2 |a — §| < e éfinito.
n
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Prova

O pressuposto implica que para algum n, todos 0s pontos A, 11, An+2, Antsr Anta
estdo fora da Cruz Hiperbdlica, |xy| < €. Isto significa que todos os pontos da
Cruz Hiperbolica, a partir de n, encontram-se entre as linhas poligonais
Apni1,Anys Apss, € Apio, Apya, Apye, ---(NGS Usaremos a convexidade de uma
hipérbole: se os pontos A, e Ay, encontram-se dentro de uma parte do dominio
|xy| > ¢, entdo todo segmento A,A,, também se encontrard). Mas como
sabemos da proposic¢do 5.4.1, ndo existem pontos do reticulado A entre as duas
linhas poligonais (e acima de A,). Assim, a Cruz Hiperbdlica |xy| < & ndo

contém pontos do reticulado acima de A,,, de modo que segue a proposicao.

Note que a expressao g2 |a — §| ndo é tdo importante para essa prova. A mesma

afirmacdo pode ser dita sobre o indicador de qualidade calculado como
ol

; ou q10° |a—3| ou, na realidade, por uma expressio

q

F(q, |a — §|) , onde a funcdo F possua a propriedade de seu dominio F(x,y)>€

esteja contido no | e 1l quadrantes e seja convexo para todo €.
6.6 Exemplos

Vimos acima que as convergentes proporcionam as melhores aproximacgées de um
namero real por racionais,ou seja, se Z, p,q inteiros, g > 0, é uma boa aproximacao

para « € R, entdo 2 =Z—", para algum n natural.Vejamos os dois exemplos a
n

q
sequir:

a) O numero de ouro ¢ = 15 , as suas melhores aproximacgdes séo:
=15,[1;1,11] = g =1,6666..., [1;1,1,1,1] = g =

9

L0151 =2,[1;11] =
16, [1;1,1,1,1,1,1,1,1,1] = % = 1,6181818... e quando n tende ao infinito

temos [1;1,1,1,1,1,...] = 1,6180339887...,( neste caso representamos 0
valor exato com dez casas decimais)

—_— NWw N
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Note que 0s cinco primeiros numeros consecutivos sdo 0s nimeros de Fibonacci,

decorrentes da secdo 5.1.Note também que talvez o nimero de ouro seja 0 mais

irracional dos numeros irracionais, devido a lentiddo com que 0s quocientes

parciais se aproximam de ¢.

b) Parav2 = [1;2,2,2,2, ...] as melhores aproximagdes sio:

3 7 17 41
L[12] =5, [15,22] = £, [1,222] = 35, [1,2.2.22] = 55, [1;2,2,2.2.2] =
99 47321

=70’ [1;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2] = 33461

~ e . ~ ~ p 85
¢) Representacdo grafica dos erros das aproximacdes por fragcdes continuas de ot

6l

8
3 = B11,1,10]

= (0.03125,3
s )
A, = (0.3125,2
Jo ! )

A, = (-0.34375, 1 = (0.65625, 1
17 o] o 0

An = (a0t — qes )

o,_
-
=
o
=
>
o
I~

14 Note que a convergente 74 trata-se do nimero considerado e, portanto, a abscissa

-24

Figura 7 —Aproximac6es de um racional

doponto Ay , que representa o erro da aproximacao, & igual a zero.
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7. O teorema de Hurwitz-Markov

7.1 O enunciado do teorema

Pk 1
ax V5qr?

Yo € R\Q ¥n > 1,3k € {n— 1,n,n + 1}, tal que | -

Em particular, Va € R\Q existem infinitos SE Q (p,q€Z,q>0) com

1
V5q2

P
q

=3l <

Por outro lado, Vc > /5, a desigualdade |%§—§| <$ , tem apenas um

nimero finito de solugdes s.

Vamos traduzir o teorema da seguinte maneira:

“Para todo numero irracional o, existira pelo menos uma, dentre trés
aproximagdes consecutivas de «, feitas por fragdes continuas, cujo o erro sera

menor que o inverso do produto de V5 pelo respectivo denominador da
aproximacao ao quadrado”.

“Em particular, para todo irracional a, existem infinitos racionais g que sao
aproximacBes de a, com um erro menor que o inverso do produto de /5 pelo

denominador ao quadrado dessas aproximagdes”

“Por outro lado, existira somente um numero finito de aproximagdes racionais g

do nimero de ouro, com erros menores que o inverso do produto de c pelo
quadrado do denominador dessas fracdes, quando ¢ for maior do que v/5."

7.2 A provado teorema 7.1

Queremos provar que para algum k, que pode ser n-1, n ou n+1, essa aproximacao

Pk 6 muito boa, no sentido que o erro é menor que

de !
o, — .
dk 1/5qk2

EK|— 1 _ 1
Al (ok419k+9k-1)dk  (Ak+1+Br+1)qK>

Supondo o = [ay; a4, ay, ... ], temos |00 —

dk-1

,onde By 1 = = [0, ay, ax_1,ax_z, ---, a1]. Observe que qx > qx_1
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De fato,
qQ _ 1 R k k 1
Po=— =—=1[0;a,] eporindugio Pii, = = =
0 a ! T Qe Q1+ Qi Apqq + q(’;‘l
K
1 1

= = = [0; ak+1, Ak, Ak—1, - A4]
g1+ Brer (ka1 Qs Ap—1, - 4] ' o '

e A1 = [Arr1s Qv Akrs) -]

Queremos provar gque vale pelo menos uma das seguintes desigualdades, obtidas

quandok=n-1,k=nek=n+1

o a,+pB,>V5
® an+1+ﬁn+1 >\/§

® apipt Bn+2 > \/g

Supondo que as trés séo falsas, queremos chegar a um absurdo,ou seja:

o ay,+ P, <5
* api1t+ Pt <5

® pypt+ Pry2 < V5

Supondo a,, + B,, < /5 e como V5 < 3, devemos ter a,, < a, < 3, pois a, é a
parte inteira de a,,, 0 que implica a,<2 (a, € inteiro) e, analogamente, a,,,; < 2
(5] Apy2 <?2.

1

1
Apt1 + _

V5> a,+ B, = a, =a, +

, 1
Como a1 < 2,se a, = 2, terfamos V5 > a,, = 2 +

T>2+2>/5, que

an+1t

é um absurdo! Entdo, a,, = 1 e analogamente, devemos ter a,,,,;=1.

1

Além disso, V5 = apip + Briz = Anip + .Se a,,, = 2, teriamos

an+1+Pn+1

VE>24+4—>2+ § > /5, que é um absurdo. Logo, a,,,,=1.

An+1+Pn+1
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Escreveremos agora a,,, Qn42, Pn € Pn+2, todos em funcdo de ;41 € Brnsq-

Assim, temos:
+ 1 1+ !
a, = a =
" " Ont1
8 1 1 8 1 1
= = f—t = —
U+ By 14By " B
8 _ 1 _ 1
2 ns1 + Bnsr 1+ Pnsr
+ 1+ !
(44 =a = = a P
n+1 n+1 Tres Tnes n+2 Apey — 1

1

+—-1=

An+1 Bn+1

Voltando & nossa hip6tese, temos: a, + 8, <V5 < 1+

1 < \/—

An+1 Bn+1

Como  tyiq + Prs1 S V5, @nis S V5= Bryy = —>—— =52
An+1 V5—Bns1

! + L > L + 1 V5 e assim concluimos ue
An+1 Bn+1 — \/g_ﬁn+1 Bn+1 ﬁn+1(\/§_ﬁn+1) q

,Bn+1(\/g - ,Bn+1) 2l _.Bn+12 + \/gﬁn+1 -1=0 (I)

Por outro lado, @45 + fpiz < V5 = L <

an+1—1  1+Pfnt1

1 1
ant1=1 — V5-1-Bniq

1 1 1 1 V5
ant+1—1 + 1+Bns1  V5-1-Pni1 + 1+Bn+1 (V5—1-Pns1)(1+Bn+1) (\/_

Brs1) L+ Bui1) =1 &-Boiy” + (V5= 2)Bper + (V5—2) =0 (ID)

Sabemos também que a,.q <V5—fBpi1 = = 5>

Resolvendo as inequagdes (1) e (1) veremos que o maior ponto do intervalo de

. V5—-1 . . .
uma, que é \/_T ,coincide com o menor ponto do intervalo da outra. Ou seja,

\/— 1

adn—-1

acharemos que S,4+1 = , que é um absurdo, pois ﬁn+1— € Q. Mostramos

assim, qgue uma dessas trés aprommagoes — va| ter erro menor que — \/_q >
k
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Mostraremos agora que a constante ¢ =v/5-, para a razdo aurea, ¢ a melhor

constante possivel.

Sabemos da proposicdo 6.5.2 que se tivermos infinitas fracdes

Q3

tais que

1+V5 1 . ~ ] ~

| — B| , entdo podemos obter estas fracdes através das fracdes
2 ql " Vs5q?

continuas.

Basta, entdo, vermos quais sdo o0s erros de

1+/5 . o "
—— Pelas as aproximagdes que vém

da fragdo continua. Vejamos:

1++/5 1 1
‘ Sy 2<:>an+1+[)’n+1>c>\/§

= <
2 n (Ant1 + Pn+1)qn®  Cqn

_1+V5
T2

q

Mas’ Ont+1 = [an+1; An+2, ;] = [1' 111111 ] ﬁn+1 =

n—1
dn

[0;an, an_1, .-, a¢] = [0;1,1,1,...,1], repetindo o numero 1, n vezes.Entéo,

V5—-1 1 1
Bn+1_T< <

(Note que gq,, = n, g, esta crescendo e g, é pelo menos 1, g, > q4,935 > g3, -..),0

. . V5-1 1
que implicaB,, 1 < 5t

: 1+V5 1+V5  V5-1 1
Assim, temos: € < Uy q + Ppy1 = ——+ Bt < —t+——t =

1 1
V5+—===>c-V5>0 =n?<(c—V5)!
n n
O que limita n, evidenciando que s6 temos um namero finito de solucgdes, ou seja,

as aproximacOes da razdo aurea tém de vir das fracOes contl'nuas,Z—", com n? <
n
(c—+V5)~L

O Teorema de Hurwitz-Markov traduz, portanto, o que acontece em termos de

aproximacdes racionais para 0s nimeros reais.
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7.3 Uma visdo geométrica do Teorema de Hurwitz-Markov
Existe uma férmula surpreendente para indicar a qualidade de uma convergente.

Teorema 7.3.1

Seja, Z—” a n-ésima convergente (irredutivel) para o numero real

n

a =lag; aq,ay, ... |

Entao,
g2 |a =22 _1
" Inl Ay
onde,

Ap = [an+1; Apy2, :] +

A prova deste teorema € baseada no lema a seguir:

Lema 7.3.2 : Sejam os pontos A e B de coordenadas (a4, a,), (by, b,) no sistema
de coordenadas cartesianas de origem O, onde a4, a,, b; e b, sdo positivos. Entéo

o paralelogramo OACB da figura 9(a) abaixo possui area igual a a, b, + b, a,.

C
D o £ F
2 %
0
A 1 (3l |
: 3 7
B! : B H
5 . 4
bz: by ay
o 0

Figura 9 (a) Figura 9 (b) Demonstracéo do lema 7.3.2
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Prova do Lema 7.3.2

Obtemos o pentdgono OAFDB, na figura 9(b) dividido em 7 partes. Denotamos
por S; a area de cada regido i. Obviamente, EF = GA = a,, DB = GD = a,, AF =
OH = b,. E também 6bvio, que S4=S,+Ss € $;=S.

Assim, a area(OACB) = S3+5,+54+S7 = 83+(Sz+85) + Se+S5; = (Sl+82+83) +
(Ss+S6) = &rea(HEDB) +area( AFEG) = bya, + a,b,

Prova do Teorema 7.3.1

s Y Kol
v Gn1
5 / T
z \1 A, O
% /
An_l Ty —1 vt ;
In il
pin il
il @ \\,
Ay 0 ity
Figura 10 (a) - Teorema 7.3.1 Figura 10 (b) - Teorema 7.3.1

Considere a figura 10 (a) acima que corresponde ao caso em que n € par.
Usaremos a notacdo 1, = |aqy —pxl . As coordenadas dos pontos
A_y,A_4,A,_1, Ay, S80, respectivamente, (a, 1), (—1,0), (—1—1, @n-1)e (1, qn)-

(Ver proposicdo 6.5.1)
A area do paralelogramo OA,EA,,_; é 1 (Veja a proposigédo 5.4.1).
Temos as seguintes relacdes:

(1) Tn—1Gn + TGn_1 = 1 (E afirmada pelo Lema 7.3.2)

2) =

-1
Tn

= [@nt1; Anszr Angs, - | (Decorre do algoritmo de Euclides para %)
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(3) I =[a,;a,_1, An_y, -.,a;] (Pode parecer menos 6bvia, mas também

dn-1

decorre do algoritmo de Euclides).

Para ver isso, reflita os pontos A,,A,-1,...,A em relacdo a origem, como

mostra a figura 10 (b) acima. Nés teremos uma imagem do algoritmo de Euclides
Adn

dn-1

(vire 90° e relita sobre o eixo x). As linhas poligonais correspondentes &

para

A_,ApA,A, e A_ A1 A3 Ag SB0, respectivamente, A, A,_," .. Ay € Ap_1An_3A_,.

A segunda termina no ponto A_, sobre o eixo X, o que significa que —* é uma

dn-1

fracdo continua igual a [a,; a,,—1, @n—2, ..., @1 ] como afirma a relacéo (3).

Agora, nos dividimos a relacdo (1) por n,q,, e calculamos 4,,:

1 Th-1 dn-1 1
/1 = = + = [a 1’ a 2 ] +
" Thdn 3 dn b T [an; an_q, -, a1]
ou também
1 dn Th 1
A -1 = = + = [a ,a _1,...,a1] +
" Tw-19n-1 Y9n-1 Tn-1 e [an+1; Apy2, ]

Isso conclui a prova para valores pares e impares de n.

Este teorema mostra que quando as convergentes sdo as melhores aproximacdes

racionais para numeros reais, elas ndo sdo todas igualmente boas. A aproximacao
Pn

dn

Anyq < Ay < apyq + 2, 0 quociente parcial a,,, é grande. Nesse sentido nem

é realmente boa se A, é grande, o que significa que sendo

0 numero de ouro, nem v/2 possuem boas aproximagcdes.

Vamos considerar 0s nameros irracionais mais frequentemente usados: m e e.
Como vimos, ndo é dificil converter aproximacdes decimais fornecidas por
calculadoras de bolso em fragmentos de fracGes continuas. Em particular,
m =[3;7,15,1,293,10,3,8, ...], e = [2;1,2,1,1,4,1,1,6,...]. Vemos que, ao contrario

de e, ™ possue alguns quocientes parciais grandes, os mais notaveis 15 e 293. As

. . ~ ., - ~ 22
respectivas aproximacodes de 7 , j& comentadas anteriormente séo [3;7] = —e
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[3;7,1,15,1] = % A primeira foi descoberta por Archimedes, com denominador

7, foi dado o valor de 7w com um erro de 1,3 . 10°°. A segunda foi descoberta ap6s
4 séculos por Adriaen Metius. Com este denominador sua notavel aproximacao
possui uma precisdo de 2,7 . 107 e fornece uma aproximacéo correta de 6 digitos

para o valor de m. Nada comparado existe para o numero e. As melhores
. ~ ~ . ~ 19 - 199
aproximacdes de e, usando fragdes continuas sao - (erro~4.10%e = (erro de

~2,8.107)
7.4 A prova do teorema de Hurwitz-Markov usando o indicador 4,

Seja a = [ag; aq,ay,...] um ndmero irracional. Queremos provar que para

. . 1
infinitas fracOes convergentes p—", A= ——>4/5

, e que isso ndo é sempre verdade se substituirmos +/5 por um ndmero maior.

Caso 1 : Sejam infinitos quocientes parciais a,, maiores ou iguais a 3. Entdo, para

esses valores de n, temos : A,, > a,, = 3 > /5.

Caso 2: Seja um numero finito de a,, a,, > 2, mas infinitos iguais a 2. Entdo, para

infinitos valores de n, Ane1 =2, 0y <2, Apip <2 e

1 1 1 1 8
1+ 1 22+_+_=—>V5.
Anizt—  ant T 3 3 3

~*tag

Ay = Qpyq +

Caso 3 : Para m suficientemente grande, a,, = 1. Entdo paran > m,

1
11,11, .. a,]

A, =[1;111,..]+

V5+1

A primeira parcela € o nimero de ouro, , € a segunda parcela tende para

V541, _ V5-1
()=

PP p . 5-1
, quando n tende ao infinito e € maior que \/—T para todos o0s

outros valores de n.

Assim;
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para infinitos valores de n, desde que lim,_,c 4,, = V5.

OBS :Para todo ¢ > 0, a inequacio A, > V/5 + ¢ é verdadeira para finitos valores

de n.

Note que apenas no caso 3 ndo podemos trocar a constante v/5 por uma constatnte
maior. Nesse caso, 0 nUmero a possui a forma a = [ay; a4, ay, ..., a,, 1,1,1, ... ].

VE+1
—— =

O representante mais caracteristico dessa classe € 0 nimero de ouro ¢ =

[1;1,1,1,...]. Pode-se provar que todos o0s numeros dessa classe s&o,

. a ¢+b
precisamente, aqueles da forma o

com abcd €Z e ad — bc = +1.

Se a ndo for um desses nimeros, entdo a constante v/5 pode ser aumentada para

V8
7.5 Um exemplo

1) Seja o namero irracional v13 = 3,6055512 ... Escrito em fracdo continua,

temos:
1
V13 =3+ 1
1+ il
1+ 1
14—
1+——

6+ -

Tomemos as trés convergentes consecutivas 7, 73 e 7;.

T2=3+;1=%=3,5
1+T
T3=3+;=E=3,666...
1+L1 3
1+
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Vemos na tabela 2 abaixo que pelo menos uma delas tera erro menor que o

inverso do produto de /5 pelo respectivo denominador ao quadrado.

n Erro : |\/ﬁ - Z—: </> \/§an

2 |3,6055512 ... — 3,5| =0,1055512 < 0,1118034
3 |3,6055512 ...— 3,666 ...| = 0,0611154 > 0,0496904
4 |3,6055512 ...— 3,6] = 0,0055512 < 0,0178885

Tabela 2 -Exemplo do Teorema de Hurwitz-Markov
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8. O teorema de Lagrange
8.1 O enunciado do teorema

Esse teorema refere-se as chamadas Irracionalidades Quadraticas, que s&o
nUmeros irracionais, raizes de uma equagdo do segundo grau com coeficientes
inteiros. Vejamos o enunciado do teorema:

“Seja aeR\Q. A fracdo continua [ay; a4, a,, ...] de a é periddica a partir de um
certo ponto, se e somente se, existem A,B,C € Z; A#0, tal que Aa?+ Ba + C =
0. (Isso equivale a dizerque @ =7 ++scomrseQ,s>0,s ¢ Q)”

8.2 A prova do teorema 8.1
Conhecemos a formula exata para a:

g = Znt1Pn + Pn-1
In+1qn + qn-1

Isolando a,, .4, temos:

Py _ Pn-1— Qqn—1
e aqn — Pn

[ag; aq,a,, ...] € periddica a partir de um certo ponto se, e somente se, existirem
inteiros positivos n e r, tais que a, 4, = a,, Vn = n,.

Sejam m =ny , K =ny+r >m.

Temos amy1 = [ame1; Gmrz 1 = [@marsts Gmarizr ] = Gmarir = Apgn

Pm-1— @Qm-1 _ a — _ Pr-1— Ak
S0my1 = 01 = ——— — —
Aqdm — Pm aqr — Pk

Multiplicando em cruz, teremos uma equacgédo do 2° grau em a:

(@mk-1 = Gm-19K)2” + (@m-1qk = Pk-19m)@ + Pmk-1 — Pm-1qx = 0.
Devemos mostrar, evidentemente, que esta equacao ndo é degenerada. Temos
Gmk—1 — Gm-1Gx # 0, sendo 1=t = dm=1
dk dm
irredutiveis como vimos na prova da proposicao 6.1.2.

, absurdo, pois essas fragdes sdo

Falta provarmos a volta, ou seja, se a for uma irracionalidade quadratica entdo a
fragcdo continua € periddica a partir de um certo ponto.
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Seja Aa? + Ba + C = 0, onde « € R, e considere a formula exata para a que vem
An+1PntPn-1
an+19ntdn-1

n+1PntPn-1N2 +B (an+1pn+pn—1

a
teremos A
(an+1Qn+Qn—1 In+19ntqdn-1

das fragdes continuas, @ = . Substituindo este valor na equacao,

) + C = 0, o que ird implicar,
em uma equacdo do segundo grau com coeficientes em funcédo de n, ou seja,
Apni1? + Bpanyq + C, =0, com

A, = Apnz + Bpnqn + CQnZ
B, = 2Ap,pp-1 + B(pnCIn—l + pn—lQn) +2Cqnqn-1 ©

Cp = Apn—l2 + Bpn-1qn-1 + an—l2 =Apn4

Queremos provar que existem m e k inteiros positivos, m < k, com a,,,; =
ar4+1,0U seja as fracBes continuas devem ser iguais, [@mi1; Amazs -] =
[ak+1; Aks2, -], O que implica que a,,.r = axyr Vr =1 0U Seja, a, = a, +
(k —m),vn > m+ 1. Para isso é suficiente mostrar que existe M> 0,vn € N,
onde A,,B, eC, sdo limitados por M, ou seja, 0 < |A,| < M,|B,|<M e
|C,| < M, pois assim, encontrando um namero finito de coeficientes A,, B, e C,.e
consequentemente um namero finito de possibilidades para as equacdes com duas
raizes, estaremos determinando um numero finito para «,_,, € como temos um
numero infinito de n’s, teremos que repetir o mesmo valor duas vezes. Isso mostra
que a fracdo continua é periodica a partir de um dado valor de n. Vejamos 0s

calculos a sequir.

Seja @ € R tal que AX* + Bx + C = A(X - a)(x - @). Substituindo x por Z—”,

bn
dn

teremos: |A(Z—:)2+BZ—:+C|=|A(Z—:—a)(2—:—d)|=|A||a—z—: a—"rl <

A

qn?

. Mas, pela desigualdade triangular, |d —Pn

Adn

5 — Pn

Sld—a|+|a—5—" <

Adn n

IA

|&@ —a| +1, pois note que Z—”<qi2§1. Entéo, |A(Z_n)2+BZ_n+C

|A|
qn?

Cqn?l < Al (la — @] + 1).

(la — @| + 1). Multiplicando tudo por g,?%, temos|A,| = |4p,? + Bp,qn +
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Do mesmo modo, |C,| = 14,-1] < |A|(Ja — &| + 1). O discriminante dessa

equacdo seré:

an —4A4,C, = (BZ - 4AC) (PnGn-1 — pn—lQn)Z = B? —4AC
1

M2

B,? = 44,C, + B> — 4AC < 4A4%(||@ — a| + 12| + B2 — 4AC

M:\/4A2(||& —a|+1%2|+ B2 —4AC. Para esses valores de M o0s

coeficientesA,,, B,,eC,, sdo limitados,menores que M.

Note que A4, # 0, pois 4,, = qnzA(Z—: — a)(Z—: — &). Como « é irracional, e @ =
_TB — a, também serd irracional. Além disso, Z—: € Q, portanto, 4, # 0

8.3 Exemplos

aQa=[1111,..]

Noteque a =1 + é ou seja, a? — a — 1 = 0 e, portanto, pegando a raiz positiva,

1+/5 , , .
temos a = T, que € 0 numero de ouro, da razao aurea.

b) B =1[2;222,..]

Note que S = 2+%, ou seja, 2 —2B —1 =0 e, portanto, pegando a raiz

positiva, temos B =1 +V2 =V2=—-1=[1;2,2,2,...]
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9. Aplicacdes
9.1 Um truque

Suponha que alguém lhe dé dois numeros decimais entre 0,5 e 1, de 9 digitos
cada, por exemplo, 0,635149023 e 0,728101457. Suponha também que um desses
numeros foi obtido por uma fragdo com denominador menor do que 1000, e que 0
outro, seus algarismos tenham sido escolhidos aleatoriamente.

Afirmamos que poderemos achar, rapidamente, qual deles é uma fracdo, além
disso, qual sera essa fracdo. Vejamos:

Se a € uma aproximacdo de 9 digitos de uma fracéo S, com denominador menor

que 1000, de 3 digitos, entdo:

a—— <

| p 1 1 - 1
gl ~ 109  1000.(1000)2 ~1000q2’

q com 3 digitos.

Pela férmula do indicador de qualidade das convergentes, apresentada na secdo
7.3, um dos quocientes parciais a,,; de a € maior do que 1000, e o
correspondente g, menor do que 1000. Quao grande pode ser n? Sendo g, =
Anqn-1 + qn—2, 0S NUMeros q,, crescem pelo menos tao rapido quanto os nUmeros
de Fibonacci E,. Quando F,s= 987, n deve ser, no maximo 15.

Usando o algoritmo apresentado na secdo 4.4 podemos achar, relativamente
rapido, algumas fracdes incompletas dos numeros considerados. Quais sejam:

0,635149023 = [0;1,1,1,2,1,6,13,1024,1,...]
0,728101457 =[0;1,2,1,2,9,1,1,1,1,3,1,15,1,59,7,1,39,...]

Obviamente, o primeiro nimero, e ndo o segundo, tem uma boa aproximacao
racional que é [0;1,1,1,2,1,6,13]. Usando as relacbes da proposi¢cdo 6.1.1,
podemos achar as convergentes correspondentes. Vejamos a tabela 3, a seguir:

Pn=a4Pn-1+Pn2 qn = ,qn_1+ qu_2 Convergente
Po =30 = 0 do = 1 0
Py =apa; +1 gg=a,=1 1
P2=1p +p=1 92=1.q1+q=2 172
p3=1p,+p; =2 3 =1.9,+q; 2/3
Pa=2.p3+p, =5 s =2q3+q, =8 5/8
ps=1l.p,+p3s=7 qgs = 1.9, + g3 =11 7/11
Ps = 6.p5 + py = 47 qe = 6.5 + q4 =74 47174
p7; = 13.pg + ps = 618 q7; = 13q¢ + q5 = 973 618/973

Tabela 3 —Aplicacéo 1
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Obtemos assim, o resultado final % =0,635149023.

9.2 Fracdes continuas e eletricidade

Queremos determinar o valor da resisténcia equivalente de uma associacdo mista
de resistores idénticos, cada um com resisténcia R, conforme ilustrado na figura
11.

OBS : As reticéncias horizontais indicam que o nimero de sub-malhas quadradas
(malhas menores envolvendo quatro resistores, um em cada lado do quadrado) é
muito grande, podendo ser considerado como infinito.

R R
VW
< >
= R R = R R
P AAA AAA e AAA
- vy vy LAAS
R

Figura 11 —Associag¢do mista de resitores

Lembremos que a associacdo em série de duas resisténcias R, e R, possui uma
resisténcia equivalente igual a R, = R; + R, e também que a associagdo em
paralelo de duas resisténcias R, € R, possui uma resisténcia equivalente igual a

1_1 1

R, R, R,

ou seja,

R = 1

PTI T
Ri "R,

Apresentaremos o0 circuito da figura 11 gradativamente, chamando de R, a
resisténcia equivalente do circuito no n-ésimo passo. Assim:

1° Passo:

R

R,=R+R+R
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2° Passo:
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1
R4:R+R+ 1+i :2R+l+—i
R TR, R TR,
ou seja,
R, = 2R !
4= R+ 7 1
RT 1
2R+1 1
§+—1
2R+—1
_+_
RTR;

Observando o padrao recursivo dos passos anteriores, temos :

n-ésimo Passo:

R, =2R+

| =

Chamemos de x o valor da resisténcia equivalente do circuito quando o valor de n
tende ao infinito. Assim, teremos:

X=2R+y 1 =
R 1
2R+1 1
E+2R+ 1
1
R+ -
1
’..ZR+1 :
ra 1
2R+_ —
R 2R+] L
—
R .

E que pode ser escrito, usando o valor de x inicial novamente, da seguinte forma
equivalente:

= 2R —1
X = +l+1
R x
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0 que é equivalente & equacdo do segundo grau, x>-2Rx-2R? = 0, com raizes X =

R(1+v/3). Como x é positivo, temos x = R(1 + v/3).

Considerando que V3 =[1;1,2,1,2,1,2,...], podemos escrever o resultado em
fracdo continua, como x = R.[2;1,2,1,2,1,2,...] = [2;1,2].R

OBS : O processo acima, na realidade, necessita de verificagdo mais rigorosa, pois
ndo é garantido que o limite criado no lado direito da equacédo existe.Mas, como
sabemos do teorema de Lagrange, abordado no capitulo 8 deste trabalho, a
representacio em fragdes continuas dos niimeros irracionais quadraticos,como /3,

sdo realmente periddicas.
9.3 Um modelo para a Fisica

No século XVI o fisico holandés Christiaan Huygens elaborou um modelo
reduzido do sistema solar, utilizando-se da relagcdo entre duas engrenagens que
simulavam o movimento do planeta Saturno em torno do Sol. Era conhecido o
tempo para Saturno orbitar o Sol, que era de aproximadamente, 29,43 anos.Assim,

0 problema traduziu-se em confeccionar duas engrenagens cuja razao entre o

namero de dentes fosse o tempo considerado. Ou seja, § = 29,43, onde x e y séo

0 numero de dentes das respectivas engrenagens.

Considerando a = 29,43, vamos calcular as fracbes convergentes que serdo as

aproximacdes para a. Vejamos:

C0:a0:29

1 1 59
—q+—=294043=294+———=294-="~295
G=aot + t 232558 353
= a, + 2941 994 1 —294 1 _
€2 = Qo 1~ 232558 2 +0,32558 1~

= ¥ ~ 29,43. Ou seja, Uma engrenagem de 206 dentes e a outra de 7 dentes.

2737 . L
Observe que ¢3 = —55 » Sugere engrenagens impraticaveis,
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10. Conclusao

Reconhecer que existem melhores aproximacdes racionais para um numero real
do que aquelas apresentadas na base 10 foi o objetivo deste trabalho.Além
disso,vimos que calcular o erro dessas aproximacgoes e apresentar um indicador de
qualidade para as mesmas pode ser de muita importancia para a resolucdo de

problemas praticos e modelos matematicos simples.

Foi apresentado que o conceito de fracdo continua aparece de forma natural,

independentemente da base de numeragéo escolhida.

Houve a preocupacdo de associar a todos o0s conceitos desenvolvidos uma
interpretacdo geométrica que pudesse facilitar a compreensdo do assunto. Com
isso, criou-se possibilidades de comunicagdo com outras areas da matematica, tais

como a geometria analitica.

Consideramos, portanto, FracGes Continuas um componente curricular importante
da matematica que deve ser contemplado, mesmo que em “doses homeopaticas”, a

partir dos dois ultimos anos do ensino fundamental.

A construcdo do conceito de nimero real deve ser feita de forma mais natural,
utilizando-se as aproximacdes por nimeros racionais e conceitos matematicos ja
trabalhados nos primeiros anos do ensino fundamental, ou que venham sendo

trabalhados, tais como a divisao euclidiana, a reta numérica e o plano cartesiano.

Acreditamos, que dessa maneira, 0s alunos poderdo construir uma passagem mais
consistente da matematica discreta para a matematica continua e, no inicio do
ensino médio, estardo mais bem preparados para o estudo das funcgdes reais, tema

central desta etapa de escolarizag&o.
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