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Resumo

Esse trabalho tem por objetivo apresentar um método “elementar”para o calculo de area
de regides parabdlicas, utilizando-se apenas as ferramentas da Matematica Basica, ou seja nao
fazendo uso do Teorema Fundamental do Célculo. Os conceitos de funcées e seus gréficos,
poténcias, combinagoes, somatdrios e a ideia de limite dentre outros,sao usados com frequéncia.
Nesse contexto,também sao introduzidos novos conceitos, como a ideia de limite e os preen-
chimentos que sdo apresentados em associacdo com os numeros binomiais. E mostrado como
os preenchimentos expressam os coeficientes da representagao binomial dos somatérios do tipo
Z kP, somatdrios estes que sdo de extrema importancia nas féormulas que aproximam as dreas
k=1
sob os graficos de funcGes parabdlicas generalizadas .O trabalho é finalizado, com apresentacao

de propostas de atividades que abordam esses conceitos em paralelo a aplicacao de contetidos

do Ensino Médio

Palavras-chave:preenchimento,somatorios, regioes parabdlicas



Abstract

This paper aims to present a “basic”method for calculating the area of parabolic regions,
using methods only the tools of basic mathematics, in other words, not using the Fundamental
Theorem of Calculus. The concepts of functions and their graphs, potencies, combinations,
summations utilized frequently. In this context, new concepts introduced, such as the idea of
aalimit and fills presented in association with the binomial numbers. I;u is shown how the fills
express the coefficients of the binomial representation of sums of type Z kP: these summations
that are of relevant importance in formulas that approximate the alfe:als under the graphs of

generalized parabolic functions. In short, the work analyzing with proposals for activities that

approach these concepts in parallel to the implementation to Content of High School.

Keywords:Fills; Summations, Parabolic Regions.
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Introducao

A proposta deste trabalho é estudar, de maneira “elementar”, o calculo de dreas de
regides sob o grafico de uma classe especifica de funcoes algébricas, aquelas definidas como
combinagdes de fungoes parabdlicas generalizadas. Nosso objetivo é apresentar aos alunos do
ensino médio o problema de calcular a area de regioes limitadas por contornos curvos, em
especifico o problema de calcular a area de regioes parabdlicas, tudo sendo feito sem mencionar
0 Teorema Fundamental do Célculo. Por outro lado alguns conceitos do Célculo diferencial e
integral, mesmo que sem o rigor esperado pela Anélise, sdo abordados e explicados sob pontos de
vista que relacionam os conhecimentos matemadticos acumulados até a Educacao Bésica. Nesse
sentido alguns questionamentos poderiam surgir sobre ser ou nao interessante inserir as ideias
intuitivas do Calculo nessa fase de escolaridade. Particularmente, achamos que sim, desde que
isso seja feito na dose certa. O aluno mais curioso logo percebera que o método estudado nesse
trabalho nao resolve o problema de calcular a area sob o grafico de outros tipos de fungoes pois
o mesmo esta atrelado ao estudo de somatdrios de poténcias e nesse momento o professor deve
enfatizar que para esses casos existe uma teoria mais abrangente, que nao pode ser estudada

com matematica bésica, mas que resolve o problema.

No célculo de areas de regioes parabdlicas sao usados em abundancia conceitos como o0s
de, poténcias, combinagdes, somatérios, funcoes e seus graficos, a ideia de limite, dentre outras

ferramentas da Matemédtica Béasica do Ensino Médio. Além disso, paralelamente ao conceito

12



de ntimero binomial estudado em analise combinatdria, ao nosso ver, poderia ser apresentado o
conceito de preenchimento. O conceito de preenchimento é usado para expressar os coeficientes
n
da representacao binomial de um somatorio do tipo g kP, sem que seja necessario usar férmulas
k=1

de recorréncia. Estes somatorios desempenham papel importante nas férmulas que aproximam

as ares sob os graficos de fungoes parabdlicas generalizadas.

No primeiro capitulo, abordamos em paralelo a teoria binomial e os preenchimentos e

mostramos como usé-las para expressar somatorios de poténcias.

O estudo de dreas de regides planas limitadas por um contorno curvo ja era objeto
de estudo na antiguidade, no segundo capitulo fazemos um breve relato sobre o Método de
Exaustao apresentado por Arquimedes e evidenciamos como a ideia de Fermat ja se aproximava
do Teorema Fundamental do Célculo tendo em vista que ja fazia uso de um conceito importante
de integracao: a particdo de um intervalo. Também, nesse capitulo, apresentamos o conceito
de funcao parabdlica generalizada e como aproximar por falta e por excesso as areas sob seus

graficos.

No terceiro capitulo, mostramos que se faz necessario o conceito de limite para melhorarmos
nossas aproximacoes por excesso e por falta. Mostramos que a manipulacao adequada da particao
do dominio das fungoes parabdlicas generalizadas nos permitem produzir somatérios que podem
ser resolvidos com o método dos preenchimentos. E, por fim, decorrente dessas aplicagoes
escrevemos as férmulas que nos dao as areas sob os graficos de fungoes parabdlicas generalizadas

com expoentes natural e racional.

No quarto capitulo, como proposta de atividades para o Ensino Médio, destacamos
problemas que envolvem o calculo de areas sob o grafico de fungoes parabdlicas generalizadas,

enfatizando a aplicacao dos preenchimento e somatérios de poténcias.

13



Capitulo 1

Preenchimentos

Nesse capitulo, mostraremos o desenvolvimento de somatorios em funcao de binomiais, seguindo

as abordagens [15] e [16]

1.1 Somatdrios de poténcias enésimas

Para calcularmos a area de regices parabdlicas serd frequente o uso de somatérios do tipo
n
>~ kP. No desenvolvimento deste somatério é comum utilizar o método de recorréncia. Vejamos
k=1
nos exemplos abaixo:

Exemplo 1.1.1 (Método de recorréncia) Seja

S=12+22 432+ +n?

calcular S.

Temos que
n® = YK~ (k—1)%

14



= > [ — (k* = 3k* + 3k — 1))
k=1

= > [3k =3k +1]
k=1

= 3§n:k2—3§njk+n
k=1 k=1

1 n(n+1)
DK = g’ —nt 3=

nn+1)(2n+1)
6

A dificuldade encontrada neste método é que para desenvolver o somatério de uma poténcia
precisamos conhecer todos os somatdrios anteriores. Por exemplo, para estabelecer o somatério
n
g k*, comecamos com

k=1

n

nd = kZ[kf’ —(k—1)%]
=1

= > [K° — (K — 5k* + 10k* — 10> + 5k — 1)]

k=1
n

= > [5k" — 10k + 10K? — 5k + 1]
k=1

= 5ik4—10ik3+10ik2—5ik+n
k=1 k=1 k=1 k=1

n

Zk4 = 1<n5+10ik3—10ik2+5ik—n>.
D k=1 k=1 k=1

k=1

na qual fica evidente a dependéncia do conhecimento dos somatorios anteriores. Utilizaremos

um método que nos possibilitard calcular mais rapidamente estes somatérios.

15



Inicialmente, daremos enfoque ao ponto relevante no desenvolvimento das poténcias: a sequéncia
dos coeficientes. Escreveremos a funcao aritmética potencial a, = n? como somas algébricas
de combinacoes do tipo a; (T:) com 0 < ¢ < p, e para isso faremos uso da Teoria Binomial para
expressar a poténcia kP. Assim, podemos definir o desenvolvimento da poténcia como soma

algébrica da seguinte forma:

Definigao 1.1.2 Seja a sequéncia de nimeros binomiais (711), (g), (g),, (Z).Chamaremos de

combinagao binomial a soma S dada por:
S=a " + ag " +a " +...+a "
! 1 2 ? 3 " D

No que segue, faremos uso do teorema abaixo para estabelecermos esta igualdade;

onde S = nP

Teorema 1.1.3 Sejam n,p € N, com n > p. Temos que

() =)o)

Demonstragao.
n n n! n!
p<p> tt+l) <p+ 1> ~ ol —p)! T+l (p+Dn—p-1)!
n! n!
= Ppp—1)(n—p) Tp+l) (p+1)pl(n —p—1)!
n! n!
~ (- 1l(n—p) " pl(n—p—1)1
n! n!
T -0 -p)n—p-D!  plp—1in—p—1)
_ pn! + (n — p)n!
pl(n —p)!
_ nllpt+n—p)
p!(n —p)!

= M(ern—p):n(Z)

16



Exemplo 1.1.4 Escrevendo a poténcia n® em funcdo dos nimeros binomiais

2

_ _(n ~ 2 _ . (n .
Comon®=nmnen= (1) entao podemos escrever n* = n(l) logo:

|
= n+2.2!( n;2)!
_ n+2‘n.(n— 1)(n —2)!
= n+n(n—1)
= n+n’—n
— p?

Exemplo 1.1.5 De forma recorrente d poténcia de base imediatamente anterior, podemos cal-

cular n3

n® =n.n? e pelo ezemplo anterior n* = 1(7) +2(3). Logo,

17



Exemplo 1.1.6 n* = n.n3 e pelo exemplo anterior n® = 1(7) +6(5) + 6(3).Assim,

e2(3) r5) (3) +2e(3) e )
= () ) ) ()

Prosseguindo o desenvolvimento das poténcias, obtemos a soma S definida anteriormente:
n?=1(7) +2(3)

n® =1(7) +6(3) +6(3)

nt = 1(7) +14(3) +36(5) +24(})

p _ n n n n
n- = al(l) + a2(2) + a3(3) +..t ap(p)'
Portanto, o conhecimento deste teorema facilitard a resolugdo dos somatodrios de poténcias
enésimas , como também de raizes enésimas de uma forma mais interessante , menos traba-

lhosa e conveniente para um aluno que estd cursando o ensino médio.

18



n
1.2 Escrevendo os somatérios ) kP como soma algébrica de com-
k=1
binacoes

Na secao anterior escrevemos as somas algébricas de combinagoes do tipo kP , agora faremos o
somatorio dessa poténcia e para isso temos que observar algumas propriedades usadas no célculo

do somatério de alguns ntimeros binomiais:

Exemplo 1.2.1

no segundo membro temos a soma dos (n — 1) niimeros naturais, logo:

(I+n-1).(n-1)
2
n(n—1)

Exemplo 1.2.2

£ = Q-0 (7

= 14+2+3+...+(n—-1)
n(n —1)
2

S - )

19



Comparando os exemplos 1 e 2, temos:

M

n—1 n—1 n
> k= =
2
k=1 k=1
A nossa intencao é que a estrutura geral dos somatdrios seja fixada, bem como suas repre-

sentagoes e os resultados obtidos, pois o conhecimento desses resultados nos habilita a calcular

mais rapidamente somatérios das poténcias enésimas . Vejamos como isso acontece:

n—1
Exemplo 1.2.3 Calculando Y k*
k=1

n—1 n—1

k
YK = k< )
k=1 1

1
Exemplo 1.2.4 Seja nz k3
k=1
Como n3 = (711) + 6(3) + 6(3) entdo:

S = =S () o) o)

20



Observe que no resultado do somatério aparecem coeficientes multiplicando os binomiais.

Faremos o somatério de n* para verificar quais os coeficientes vao aparecer.

-1
Exemplo 1.2.5 Temos agora nz K
k=1
Como n* = 1(7) + 14(5) + 36(3) +24(;) entdo:

gk‘* = nzl [1 (f) + 14(];) +36<§) +24<Z>]
= _11<I;>+14§<§>+36:_1 §>+24§<Z>

<
- () () =)

S x>
— =

ol

Nota-se que o resultado dos somatoérios de niimeros binomiais é obtido aplicando o Teorema
das Colunas do Tridngulo de Pascal.O fato intrigante é: de onde vem esses coeficientes , por
qué sao exatamente esse valores? Existe alguma relacao entre eles? Antes de determind-los,
apresentaremos alguns tépicos da Teoria Binomial, pois se faz necessario para estabelecermos

as relacoes entre nimeros Binomiais e os ntimeros de Preenchimento.

1.3 Numeros binomiais

Definicao 1.3.1 Sejam n,p € N, com n > p, definimos o niumero binomial (Z), que se lé n

()=

Dispondo os nimeros binomiais na forma triangular onde, na zero-ésima linha colocamos o

combinado p a p, por

, . . . . . , . ..o 1
nimero binomial (8), na primeira linha, colocamos os nimeros binomiais (0) e (1), na segunda

linha, (g), (?) e (3), -+, na n-ésima linha os niimeros binomiais (), (1), -+, (,,”;) e (1), e assim

21



por diante, obtemos o chamado Triangulo de Pascal-Tartaglia.
Esse triangulo foi definido pelo matematico chinés Yang Hui e algumas de suas propriedades

foram estabelecidas pelo matematico francés Blaise Pascal.

TRIANGULO DE PASCAL

I_/O\_.
1
L0
I./ 1 \'. I_/ 1 '\_I
\ \ g
01
I_/ 1 \_I I_/ 2 \._l ._/ 1 \_I
\ \ 1 2 1
\0/' "\1 A "\2/"
/:; \'. |'/:;\'- |',:; \_I .'/:;\'.
U L. 3 3 1
RLOCTE W o 0. & B
._/ 4\1 I_/ 4\_. i 4\ I_/ 4\_. ._/ 4\'| ]
H \ \ \ 1 4 6 4 1

ot i21t3)104)
I_/ 5\'. I_/ 5\'. |', 5\ I_/ 5\'. |', 5\'. I_/ 5\'. - ) - - -

) 1. % 1@ 18 5 1
B e MR E AR AU
"’6\" "’6\ "’6\" ./6\_. /6\ /6\ . \ ] . ] .

i . & 1y 20 153 & °1
L O] fd 2043 k) LS
n n n|{nj|n n n n\"
oll1)l2]la)|e)ls)ls I R ERCTILTELE

Proposigao 1.3.2 Sejam p,q € N com p 4+ g = n, entdo,
()= ()
p q

Os ndmeros binomiais (Z) e (Z) sao chamados de complementares.
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A relagao abaixo é conhecida como relagao de Stiffel.

Proposigao 1.3.3 Sejam n,p € N com n > p, entdo
o)+ () -0)
+ =
p—1 p p
Demonstragao. Segue da definicao que

n—1 n—1 B (n—1)! (n—1)!
<p—1>+< p > T DD -0 P —1-p)
(n—1)! (n—1)!

(n=pllp-1! (n—1-p)lp!
p(n =1+ (n—p)(n—1)!

(n —p)!p!
_ n(n—1)!
~ pl(n—p)!
n!
~ pl(n—p)!

No que segue, consideraremos nulo qualquer nimero binomial (;L) onde n < p.

Proposicao 1.3.4 (Teorema das colunas) Sejam os nimeros binomiais da p-ésima coluna,

>(G)-0)+(3)+ () ()-C1)

k=p

entao

Demonstragcao.Provaremos por inducao. Desde que (Z) ¢é nulo para n < p temos que o primeiro

p+1

p+1) =1, o teorema é

elemento nao nulo da soma ocorre para n = p e vale (g) =1 e desde que (

valido para o primeiro elemento. Suponha que o teorema valha para n > p. Assim, para n + 1,

() - () ("

temos



1 1
= () ()
p+1 P
_ n+2
= (1)

onde o teorema vale para n + 1.

1.4 Determinando os Niumeros do Preenchimento

A partir de agora vamos mostrar que a expressao [Z] com n < p fornece os coeficientes de
qualquer representacao algébrica de nP, sem que seja necessario usar a recorréncia, basta calcular

os coeficientes.

Definigao 1.4.1 Sejam n,p € N com n < p. Dado o conjunto {Ay,---,An} e p posicoes, seja o
conjunto P de todas as sequéncias distintas de p elementos que podem ser formadas usando-se,
pelo menos uma vez, os n elementos.Sequndo Tavano [16], o preenchimento indicado por [Z] €

o numero que representa a cardinalidade de P.

Indicaremos por [Z] o nimero de sequéncias de n elementos, tomados p elementos

Exemplo 1.4.2 Sejam S = {A, B} e 3 espagos. Temos que [g] = 6. De fato, as sequéncias de

3 elementos onde figuram A e B sdo,

AAB

I
[viisy
I~ I®
[eo R =Nvv
=~ & I
[So R NEES

Observe que A A Ae B B B, pela defini¢ao, nao fazem parte da sequéncia , pois aparece apenas

, N , . )
um elemento. Logo , o numero de sequéncias com n elementos e p termos é 6, ou seja [3] =6
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Outros exemplos:

Exemplo 1.4.3 Sejam o conjunto Q = {A,B,C,D}, e 5 espacos. O numero de sequéncias
com p=5 termos € 150. De fato,

AAEQQtemosg—;:&)
QﬁAQQtemosg—;:m
QQAQQtemOS%ZGO
QQAQBtemos%zGO

Exemplo 1.4.4 Sejam agora conjunto R = {A} e 3 espagos, o nimero de sequéncias é 1. De
fato,
A A A temos % =1

Entao, quandon =1, [117] =1

Exemplo 1.4.5 Sejam o conjunto R = {A, B,C,D} e 4 espacos. O nimero de sequéncias é
4!, De fato,
A BC D temos 4! =24

Ent&o, quando n =p [Z] =n! ou [p] = p!

Observando que [Z] nao corresponde ao niumero de anagramas formado por n elementos,
pois o numero de repeticoes de cada termo se altera em cada sequéncia, como também nao é

uma combinagao de n elementos tomados p a p , principalmente porque na combinacao n > p.

Agora, vamos expressar o preenchimento associado a Analise Combinatdria e em seguida

mostraremos que os resultados obtidos sao exatamente os coeficientes combinativos:
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i)No célculo de [g] ,temos 2 elementos e a sequéncia deve conter 5 termos.Como todos os termos

devem aparecer em cada sequéncia teremos:

s - 7= {0) ()

= 32-[2.1°—1.07]

= 32-[2.1—0]
= 32-2
= 30

ii)No célculo de [g] ,temos 3 elementos e a sequéncia deve conter 5 termos, logo:

3

— 35 95 RE
(2 B!

= 243-3-32+43

= 150

iii)No célculo de [g] ,temos 4 elementos e a sequéncia deve conter 5 termos, logo:

sl = 16 1662 GHEE- ()6
167 1G) G- [6)

= 1024 — [4.3° — [4.3.2° = 4.3.2.1°] —4.3.1°] — [6.2° — [6.2.1°]] — 4.1°]

= 1024 — [4.243 — [12.32 — 24] — 12] — [6.32 — [12]] — 4
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— 1024 —[972 — [384 — 24] — 12] — [192 — 12] — 4
— 1024 — [972 — 360 — 12] — 180 — 4

— 1024 — 600 — 180 — 4

— 424184

= 240

Vimos que foi possivel utilizar a Analise Combinatoria para calcular os preenchimentos tendo
em vista a natureza dos conjuntos; esses tinham poucos elementos e seriam dispostos em poucas
posicoes. No entanto, ao calcularmos o preenchimento [g] observamos que esses podem se tornar
demasiadamente longos.

Usaremos o teorema a seguir para mostrar como podemos calcular o preenchimento em fungao

de nimeros binomiais e poténcias.

Teorema 1.4.6 Sejam n,p € N, com n < p. Entdo,

- G- Qo (e-or-vcor ()

Demonstragao. Considere o conjunto A = {A;,---,A,} e M o conjunto das sequéncias de p
elementos que podem ser formadas com um, alguns ou todos os elementos de A. Como n < p
os elementos A; € A se repetirdo, as vezes, para completarem uma sequéncia. Como para
cada posigao p da sequéncia temos n possibilidades, temos que #(M) é nP. Sejam A; C A um
subconjunto com % elementos e M; C M um subconjunto cujos elementos sdo sequéncias nas

quais figuram todos os elementos de A;. Para cada i = 1,---,n, temos

€ como

M=MUMyU---UM, ¢ MlﬂMgﬂ---ﬂMn:@

temos

#(M) = # (M) + #(M2) + - + #(My)
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onde

=G -G B -G) Bl o)

Segue da equagao 1.1 que
[1] 1 1
| == ()= (o)
(-G (e
-G Q- Q-G (-

na qual observamos a propriedade da igualdade dos coeficientes:

SIS

) - ()i
coc ; = {(5)- () ()} = eoest-17
BV (5 ) R

Suponha, agora, que esta propriedade seja valida para todo k < n. Mostremos sua validade

para n. Para isso, considere o polinémio

$(p) = p"— <n " 1) (p—1)"' = (n " 2) (p=1)" 2= <Z> (p—1)*~ (T) (p—1)"~ <g> (p—1)°

e a equagdo 1.1 acrescida do termo nulo —(§) [7], isto ¢,
MR s e R AR O AR ]

cocf ( [Z] ) — coef (6(1))

Temos que
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e, por outro lado, subtraindo p™ + (p — 1)" de ambos os membros do polinémio ¢(p) temos

¢(p) —p" = (p-1)"=-p-1)" - <nn1>(p—1)”1— (n”2>(p_1)n2_..._

Note agora que

Pr=((p-1)+1)" = (—1)"+<n 1)( 1)”—1+<n"i2>(p_1)n—2+...+

o+ (o (o

e assim ¢(p) —p" — (p— 1)" = —p™ onde ¢(p) = (p — 1)" e concluimos que

coef <[ZD = coef ((p—1)™.)
Portanto,

B O L B L O L O

e, como (}) = (,",) temos:

)= @)= ()i () iy —vcr (2 e (O

0 que demonstra o teorema.

=3

Aplicando o Teorema 1.4.6, no preenchimento [g]

Exemplo 1.4.7
3 3 3 3 3
= 3-0)° - 3-1)° -2)° — —3)°
3 = Qoo ()e-2r- (o9
= 1-33-3.22°43.1°-17°
= 3°-3.32431-1.0
= 243 —-96+3

= 150
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Como vimos, na definicdo 1.1.2 , a poténcia n? pode ser escrita como uma combinacao

w=a(P)+a(y) ra(y)+ra(l).

Provaremos que a1, az,as, -, a, sao Unicos.

binomial, ou seja

Teorema 1.4.8 Sejam n,p € N. Dada a poténcia nP existem unicos ai,as,---,ap tais que

eea() e onl)

Demonstragao. Suponha que

np:bl(vf> +b2<g> +---+bp<z>.
(a1 —b1)<711> + (as —b2)<;‘> + (a3 —b3)<g> + o+ (ap — bp) (Z) ~0.

Desenvolvendo os binomiais temos

Assim

n®—n n3 —3n+2n
(a1 — bl)n + (a2 — bQ) 51 + (a,g — b3)f
P~ + gp_a(n) nP + qp—1(n)
+(ap—1 — bp—1) - Zi)! + (ap — bp) pz; =0,

onde ¢,—1(n), gp—2(n) sdo polindomios de graus p — 1 e p — 2 respectivamente. Como o 1nico
termo que contribui para o coeficiente de n” é (a, — b,) segue-se que este é nulo onde a, = b,.
Com 0 mesmo argumento encontramos que (a; — b;) = 0 parai = 1,2,---,p — 1, o que implica

que a; = b; parai=1,2,---,p.
Coroléario 1.4.9 Sejam n,p € N. A poténcia nP se escreve de maneira unica como
» 1 n 2 n n—1 n n n
nP = . + . 4+ . + .
P 1 14 2 P n—1 P n
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Demonstragao. Na demonstragao do teorema 1.4.6 chegamos a representacao
» 1 n 2 n n—1 n n n
nP = . + . 4+t . + . .
1 2 p n—1 P n
Segue-se do teorema 1.4.8 que essa representacao € tnica.
Aplicando o Método do Preenchimento,segue que
Exemplo 1.4.10 (Método do preenchimento) Seja S a soma dada por
S=1*+2"+3"+... +nh
Seque-se do Colordrio 1.4.9 que
o 1 n 4 2 n n 3 n n 4 n
4] 1 4] \2 4] \3 4] \4

e, calculando os preenchimentos pelo Teorema 1.4.6, obtemos

o o () () )

n

;k“ :En: (f) +14g <I;) +36§ (g) +24kzz1 (Z)

k=1

e assim

onde aplicamos a Proposicdo 1.5.4 e obtemos

n
1 1 1 1
Zk4: n—+ 14 n—+ 436 n—+ Lo n+ .
2 3 4 5
k=1
Assim, para calcular a soma 1* + 2% + - - +50% ndo precisamos exibir a férmula de recorréncia

para esse somatorio, bastando calcular

50

51 51 51 51
§ Kt = 14 36 24
2 <2>+ (3)+ (4)+ (5)

= 65.666.665
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n
Apenas a titulo de conhecimento, ao desenvolvermos os binomiais no somatorio g k*, ob-
k=1
temos:

4 _
st = . +14Z<2>+36Z<3>+Q4Z<4>
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n(n+1)(2n +1)(3n% +3n — 1)

30

Exemplo 1.4.11 E possivel chegar a expressao
i 1 n n 2 n . 3 n . 4 n
4] 1 4] \2 4] \3 4] \4

n
do exemplo anterior, aplicando o Teorema 1.1.3. Com efeito, como n = (1) temos:

= () rnls) ()

no qual percebemos que os preenchimentos surgem naturalmente na combinacao binomial de uma

poténcia de n.
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1.5 Triangulo dos Preenchimentos e suas propriedades

Os preenchimentos, assim como os nimeros binomiais, podem ser dispostos numa tabela

triangular que aqui chamaremos de triangulo dos preenchimentos.

1] 1

5] [3] 12

() [3] 3] 1 6 6

HRARHEN 1 14 36 24
HEHRHEHEHE 1 30 150 240 120
REARHEHEEEE 1 62 540 1560 1800 720

Estabeleceremos agora algumas propriedades dos preenchimentos e que de posse do triangulo

dos preenchimentos ficam de facil visualizagao.

Proposicao 1.5.1 Sejam n,p € N. Entdo, vale a igualdade
n n+1 n+1
e (G50l
p p p+1
Demonstragao. Do teorema 1.4.6 segue-se que
n — Y p_ (T —1)? n — 92\ _ n — 3V ...
M (O)n (1><n L G N ) O Lt

+ (-1 (nf 1) 17

n(n —




(n+1)n p (m+Dn(n—-1)

= (n+1)?—(n+1)n? + (n—1) G (n—2P+..+
+(=1)" (n+ 1)17. (1.4)
Somando-se as equacoes 1.3 e 1.4, obtemos
+1
[n] + [n+1] — (n+1)p_np+1+u_
p p 2
—1)(n — 2)rt!
_nn=1n=2) +..+(=D)"
6
(1.5)
Multiplicando a equacao 1.5 por (n + 1), encontramos
1 n(n — 1)P*!
(n+1) <m + ["+ D = (1) = (g et 4 OF )"(2" LA
p p

_n(n _ 1)(n —62)p+1(n + 1) T (—1)”(72 + 1)

(1.6)

Vamos mostrar que o segundo membro da equagao na proposicao 1.5.1 é igual ao lado direito

na equacgao 1.6. De fato,

[ZI ﬂ = (n+ )P = (n+ Pt 4 2,(;::’_111'2)'(72 — 1Pt — ?m(n — 2Pt 4 4
+(—1)"n!(fffllj!n)!1P+1
= (n+ 1P = (n 4 ot 4 (ntln —;!1)n(n el (n + 1)2(7‘ -1 (n— 2Pt 4 . +
+(_1>n (n; 1) 1p+1

(n+ l)n(n e (n+1)n(n—1)

5 o (n—2)PTt 4+

= (n+DPT — (n+ et +

+(=1)"(n+1).

Assim como a relagdo de Stiffel em niimeros binomiais, essa relagdo desempenhara papel

importante nas manipulacées com os preenchimentos.

34



Proposicao 1.5.2

Demonstracao. E de verificacdo imediata que esta propriedade é valida para as seis primeiras
linhas do tringulo do preenchimento. Suponha que essa propriedade se verifique para os p

primeiros naturais. Mostremos sua validade para p + 1. Com efeito,

pi(_l)n [pil] :_[pil] i [piJ ) [pil] +"'+(_1)p[pi1] “‘”pﬂ[ﬁﬂ
s 2] = (LD (G5 - LD+

ot ) (£
P ert)

0 que conclui a demonstragao.

Proposigao 1.5.3

[nil} :”(”;1)!‘

Demonstragao. No triangulo dos preenchimentos podemos confirmar a validade da relagao para

os primeiros naturais. Suponha a relacao valida para n. Mostremos que a mesma vale para n+1.
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De fato, usando a relagao 1.5.1 temos

i = (
<

Proposigao 1.5.4

£

Demonstragao. Pela relagao 1.5.1 temos

n=1 n=1
s B Sk A

Proposicao 1.5.5 A soma dos p primeiros elementos da sequnda coluna do tridngulo dos pre-

enchimentos € 2(2P —p — 1).

Demonstragao. Segue-se do teorema 1.1 que, [12)] =1.2P — 2,17 + 1.0P, onde
P

_p m = > [12"-21"+ 1.0

7 =1
p p
- Z 20 9 Z 1
1=1 =1
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= 202 —1)—2p

= 202 —p—1).

Proposicao 1.5.6 A soma dos p primeiros elementos da terceira coluna do triangulo do pre-

enchimento € 3(3P — 1) — 6(2P — 1) + 3p.

Demonstragao. Segue-se do teorema 1.1 que, [2] =1.3°P —3.2P + 3.1° — 1.0P,
P73 L . , . .
_ 7 7 (2 Y2
> M = > [13 =32 431" - 1.0]
i=1 i=1
3 —-3) 20 43) 1
1 i=1 i=1

2
(8V 1) =3.2(2" = 1) +3.1p

I
NE

.
Il

(37 —1) — 6(2* — 1) + 3p.

N W W

Ja conhecendo como calcular os somatérios de poténcias enésimas fazendo uso de nitimeros
binomiais e preenchimentos , no préximo capitulo faremos um breve relato sobre o estudo das
areas de regioes planas limitadas por contorno curvo e em seguida apresentaremos as regioes que

serao estudadas nesse trabalho.
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Capitulo 2

Aproximando areas de regioes

parabdlicas

Nesse capitulo relataremos um pouco da histéria, seguindo as abordagens de [7]

2.1 Um pouco de histéria

O estudo das areas de regioes planas limitadas em parte por um contorno curvo foi objeto de es-
tudo de varios matematicos desde a Antiguidade. Arquimedes!
(287-212 a. C.), por exemplo, utilizava o Método de Exaustao, pensamento que hoje em dia é
entendido como uma antecipagao das ideias atuais do Célculo, curiosamente contrastando com
o fato de que o mesmo rejeitava a ideia infinitesimal de limite. J& Fermat (1601-1665), por
volta de 1640, mostrou que a area entre qualquer uma das parabolas e o eixo horizontal, para

0 < x < a, era igual a drea do retangulo de largura a e altura a"/(n + 1). Hoje, podemos ver

10 matemético grego Arquimedes viveu em Siracusa, século 3 a. C., e foi um dos precursores do Célculo

Diferencial e Integral
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que Fermat estava bem préoximo da ideia por tras do Teorema Fundamental do Céalculo. Mas
aquilo nao parecia ser de seu interesse.

Em particular, Arquimedes dedicou-se, profundamente, ao problema da quadratura do circulo;
construir um quadrado de mesma area que um circulo dado. Um dos seus principais livros sobre
Matematica intitulou-se “Tratado da quadratura da pardbola”. O Método de Exaustao consistia
em transformar o curvilineo em retilineo por aproximagoes por excesso e por falta.

Segundo Arquimedes, a drea de um triangulo inscrito num circulo é menor que a drea do circulo;
enquanto a de um triangulo circunscrito é maior . Aumentando-se o ntimero de lados dessas
figuras, as areas dos poligonos formados, inscritos e circunscritos, ja se aproximam mais da area
do circulo. E com o aumentar sucessivo dos lados, os poligonos, assim formados apresentam
dreas que crescem (para os inscritos) e decrescem (para os circunscritos), aproximando-se da
area do circulo, embora nunca coincidam com ela. A drea do circulo era uma espécie de limite
a ser atingido; uma justa medida que sé permitiria abordagens aproximadas.

Ele também estava interessado na curva descrita por uma pedra ao ser langada. Assim passou

00000

Figura 2.1: Poligonos inscritos e circunscritos

a pesquisar aspectos da parabola, em especial como encontrar a area de um setor parabdlico.
Ele resolveu esse problema dividindo o setor em uma série de tridngulos cujas areas diminuiam
em progressao geométrica.  Primeiramente, definiu o que significa base, altura e vértice de um
segmento de parabola: a base era a reta que interrompe a parabola; a altura era a perpendicular
maxima que pode ser tracada da curva até a base; e o vértice o ponto a partir do qual a altura
era tracada. As outras alturas dos outros tridngulos tracados eram obtidas por intersecoes da
curva (parabola) com retas paralelas a altura maxima da parabola. Essas retas eram tracadas

tendo como referéncia de partida os respectivos pontos médios, nos quais foi a base da parabola
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Figura 2.2: Segmento Parabdlico

foi dividida. Esclarecido como formar o poligono inscrito na parabola, esse poligono se aproxi-
mava da pardbola; isto é, podia ser inscrito nesta um poligono de tal forma que os segmentos

restantes seriam menores do que qualquer grandeza determinada.

c

Figura 2.3: O método da exaustao de Arquimedes aplicado a uma parabola

Continuando com essa progressao, ele poderia fazer os triangulos se encaixarem na parabola
de tal modo que poderiam ser tao ajustados quanto se quisesse, “exaurindo-a”, como ele dizia. Ar-
quimedes, entdao, demonstrou que a area total era obtida usando cada vez mais triangulos.Porém,
é importante frisar que Arquimedes ndo usa a nocao de limite, mas, sim, o principio da exaustao,
o qual permite considerar que a area do segmento parabdlico nao poderia ser nem maior nem
menor que o valor obtido, que é (4/3) da drea do triangulo ABC, ou seja: a soma das dreas

dos triangulos se aproximava do limite % (fazendo a &rea igual a 1), & medida que o nimero de
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tridngulos tendia ao infinito. Assim, ele chegava a conclusao desejada e, evitando a armadilha
dos infinitésimos e das operacoes com limites, atingia um nivel de rigor insuperado até o século
XVIIIL

Contudo, o Método da Exaustao foi aplicado por Arquimedes com sucesso a parabola, porém
nao conseguiu validar o método para duas outras curvas famosas: a elipse e a hipérbole, que
juntamente com a parabola formam a familia de secgOes conicas. Vale ressaltar que este método
se aproximou bastante do cdlculo integral, porém essa aproximacao nao foi maior devido a recusa

dos gregos de incorporarem o infinito em seu sistema matematico.

2.2 A ideia de Fermat

Fermat,? assim como Arquimedes, também estava interessado na quadratura da curva cuja

" onde m é um numero inteiro positivo. Essas curvas sao, as vezes

equacao geral é y = x
chamadas de pardbolas generalizadas ( a prépria pardbola é o caso n = 2). Fermat fez a
aproximacao da area sob a curva através de uma série de retangulos cujas bases formam uma
progressao geométrica decrescente. Isso, sem duvida, é muito semelhante ao método de Exaustao
de Arquimedes. Mas, ao contrario do seu antecessor, Fermat nio evitou recorrer a uma série
infinita. A figura abaixo, mostra uma parte da curva y = z™ entre os pontosonde r =0 e x =a
no eixo das abscissas.

Nesse intervalo entre £ = 0 e £ = a e dividindo-o em um ntimero infinito de subintervalos pelos
pontos O,01,09,---,0,_1,N onde ON = a,Fermat trabalhou com progressoes geométricas
decrescentes. Ele pés ON = a, 00,, = ar, OO0,_1 = ar’? e assim por diante, onde 7 era um

numero positivo menor do que 1 e para as alturas (ordenadas da curva y = z™) nesses pontos ele

. . ’ n .
associou, respectivamente, os niimeros a™, (ar)" , (arz) ,-++. Com esses dados podemos verificar

2Fundador da geometria analitica, classificou as curvas planas de acordo com o grau, estabeleceu o principio
fundamental de que uma equagao de primeiro grau, no plano, representa uma reta e que uma de segundo grau

representa uma conica.
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Figura 2.4: Método de Fermat

facilmente como encontrar a area de cada retangulo e entdo somar as areas desses retangulos
superiores, iniciando pela direita, utilizando o somatorio da série geométrica infinita que depende

de r. Assim, sendo A, a soma das dreas temos:

A, = (a—ar)a" + (ar — ar?) (ar)" + (ar® — ar®) . (ar®)" + ...
= a(l—r)a"+ar(l—r)a"r" +ar®* (1 —r)a™r* + ...

= "M A-r)+ad"T A7) e (1) (r"“)2 + ... (2.1)

Nessa PG infinita temos

ay=a" " (1-7r) e g=1r""

e aplicando a férmula da soma de uma P.G. infinita encontramos

a”“(l )

Ar = 1 —pntl

Fermat observou que para melhor se aproximar do valor exato da area a largura dos retangulos
deviam se tornar cada vez menores e que para conseguir isso a propor¢ao comum 7 deveria se
aproximar de 1. Deste modo, quando r tendesse para 1, a area A, tornar-se-ia uma indeter-

minacao do tipo %. Fermat conseguiu contornar essa dificuldade percebendo que o denominador
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Figura 2.5: Aproximagao por retangulos
1 — ™+ pode ser escrito na forma fatorada, ou seja,
L= =1 =)L r 4+ ).

Substituindo na equacao, temos

a1 (1 —7)

A, =
A=A HrrZy 4

onde cancelando o fator (1 — ) do numerador e denominador, obtemos
an+1

Tl

T

[©N

Como para 7 —> 1, cada parcela do denominador tende a 1, a soma S =7+ 72 4+ 73 + ... 47"

ignala S=1414+1+...4+1=mn, o que resulta em

Diante dessa férmula, qualquer estudante de calculo,, rapidamente reconhece essa equacao
y an+1

n+1

como a integral / zdr = . Como o trabalho de Fermat foi realizado por volta de 1640,

0
antes de Newton e Leibniz estabelecerem esta féormula como parte do Célculo Integral e Dife-
rencial, esse foi considerado um grande avango, porque conseguia a quadratura nao apenas de
uma curva, mas de toda familia de curvas, fornecidas por y = ™ para valores inteiros positivos

de n.
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Mesmo nao conhecendo as ideias do Calculo, Fermat faz uso de um conceito muito impor-
tante na integracao que é o conceito de particao de um intervalo. A ideia de usar uma particdo
em que os subintervalos tenham seus extremos direitos em progressao geométrica torna possivel
a realizagao do somatério e, consequentemente, o calculo da drea. No que segue, estudaremos
o problema de encontrar a area sob o grafico de pardbolas generalizadas, sob o ponto de vista
de encontrar partigoes adequadas que nos remetam a somatorios que podemos calcular. Tais
somatorios serao abordados segundo a teoria dos preenchimentos, ji desenvolvida no capitulo

anterior.

2.3 Funcao parabdlica generalizada

Nesta secao definiremos as parabolas generalizadas e as areas sob os graficos de tais fungoes.
Lembremos que uma fungao algébrica é uma fungao real obtida por combinagbes de somas e
produtos de funcoes racionais; e em nosso estudo, consideraremos uma classe particular destas
fungoes; aquelas que sdo combinagoes das fungoes e que chamaremos de parabdlicas generaliza-

das.

Definicao 2.3.1 Uma fung¢do parabolica generalizada é uma fungdo real de wma varidvel real x

que a cada z € [0,+00) associa o valor p(x) = z™, onde n é um nimero racional positivo.

O exemplo a seguir mostra os graficos de trés fungoes parabdlicas generalizadas:
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Exemplo 2.3.2 Fung¢do parabolica generalizada com expoente inteiro.

A

pl)=x®

A\

Figura 2.6: p(x) = 23

Exemplo 2.3.3 Func¢do parabdlica generalizada com expoente racional maior do que 1.

A

A\

Figura 2.7: p(z) = z*/3
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Exemplo 2.3.4 Func¢do parabolica generalizada com expoente ractonal menor do que 1.

A

Pl

v

Figura 2.8: p(z) = z/*

Definicao 2.3.5 Uma combinacdo de funcgoes parabdlicas generalizadas é uma funcgao algébrica

do tipo,
n
plz) = apat,
k=1
onde a; € R e By € um nimero racional para k € {1,---,n}.
Definicao 2.3.6 Seja R a regido do plano limitada pelas retas werticais v = a > 0,

x = b > 0, o intervalo [a,b] e o grdfico de p em [a,b]. Se p é uma func¢do parabdlica gene-
ralizada chamamos a regiao R de regidgo parabdlica.

. A

p&)

|
\
v
v

Figura 2.9: Regiao parabdlica sob o grifico de p(z) em [a, b]
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Apés definir o que sao regides parabdlicas, nosso proximo passo é construir as ideias
de como aproximar a area dessas regides. Para tanto, fa-lo-emos, utilizando-nos, sempre que
possivel, apenas de ferramentas da Matematica Bésica. Em caso da necessidade da aplicagao
da algum conhecimento matematico em nivel superior, nao deixaremos de tratd-lo; entretanto

realizaremo-lo de forma compreensivel e sem muito rigor.

2.4 Particoes, aproximacoes por falta e por excesso

Apos entendermos a natureza de uma regiao parabdlica vamos agora subdividir o dominio da
funcao parabdlica generalizada em partes iguais e fazer um estudo local das subregices determi-

nadas por cada uma dessas partes.

Definicao 2.4.1 Sejam n — 1  pontos, T1,%2, ", Tp_1 € [a,b],  com
a =29 < X1 < Tg < - < Tpo1 < Ty =bexp —Tp_1 = Axp, k= 1,2,---,n. Dize-
mos que P = {x1,x9, -+, xn_1} determina uma particio de [a,b]. Quando os elementos de

P estao igualmente espacados diremos que a particio é homogénea e, nesse caso, teremos

h—
Axy = a,k:1,2,---,n.

A ideia, agora, é calcular aproximadamente, por excesso e por falta, a drea de cada
subregiao parabdlica determinada pela partigao do intervalo [a, b] e mostrar que, a partir desse
conhecimento, podemos determinar uma estimativa para a area de qualquer regiao parabdlica.
Para tanto, escolheremos entre os n subintervalos determinados pela particao um subintervalo

[xg—1,xk], sobre o qual estd determinada a subregiao parabdlica Ry, cuja érea é A(Ry).
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Lema 2.4.2 Funcoes parabolicas generalizadas sao estritamente crescentes.
Demonstragao. Temos f(x) = ™ com n racional positivo. Sejam 1 e xo nimeros reais positi-
vos, temos que se x1 < xg entdo xt < x onde f(x1) < f(x2), o que prova que f € uma fungdo

estritamente crescente.

Proposigao 2.4.3 Sejam p : [a,b] — R wuma fung¢ao parabdlica generalizada e
P={a=20<uz1 < - < xp1 < xy = b} uma particgo homogénea de [a,b]. A drea

A(Ry) da subregiao Ry, satisfaz as desigualdades,

para todo 1 < k < n.

Demonstragao. Sejam Sk_1 a regiao retangular de base [xp_1, x| e altura p(zx_1), Sk a regiao
retangular de base [xy_1,x] e altura p(xy) e Ry a regiao abaixo do gréfico de p sobre [rg_1, ],

veja figura abaixo

k-1

[,
Lt
k-1 X k-1 k-1

Figura 2.10: Aproximagao por areas
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Geometricamente, observamos que
A(Sk-1) < A(Ry) < A(Sk)

Seja a funcdo “drea”’dada por a : [zr_1,z;] — R definida a(x) = (zk_1,z) p(x). Note que a
funcao ¢é estritamente crescente.

De fato, dados = < y entao , a(x) = (zx_1,2k) .p(x) < (xR_1,2%) .p(y) = a(y) pois p é estri-
tamente crescente. Segue que, a : [rg_1,7Tx] — [A(Sk—1), A(Sk)] é bijetiva e como A(Ry) €
[A(Sk—1), A(Sk)] existe cx € [xg—1,xk] tal que a(ck) = A(Ry).

Assim, desde que a(zx—1) < a(cx) < a(zy) temos
p(wp—1)Axy < A(Rg) < p(ap)Azy,
da defini¢ao 2.4.1 tem-se Az, = I’_Ta segue que

b— b—
% < A(Ry) < play) —.

p(xr—1)

Dada wuma regidao parabdlica R associada a funcao parabdlica generalizada

p: [a,b] — R e uma partigao homogénea P temos que a area de R é dada por

n
> A(Ry).
k=1
Isso motiva as defini¢Oes a seguir.
Defini¢ao 2.4.4 Seja p : [a,b] — R wuma fungao parabdlica generalizada e

P={a=20 <z < - < xp_1 < xy = b} uma particio homogénea do intervalo [a,b].

Chamamos a soma

de aproximacao por falta do valor da drea de R.

49



A figura abaixo ilustra as subregices cujo somatério das areas é inferior ao da drea da regiao
R.

p(x)

¥

Figura 2.11: Aproximagao por falta

Definicao 2.4.5 Seja p [a,b) — R wma fungao parabdlica generalizada e
P={a=20 <z < - < xp_1 < xy = b} uma particio homogénea do intervalo [a,b].

Chamamos a soma
b—a

Sp = p(zk)

NE

3

k=1
de aproximacdao por excesso do valor da drea de R.

A figura abaixo ilustra as subregioes cujo somatorio das dreas € superior ao da area da regiao
R.

p(x) =T |

a X X

v

Figura 2.12: Aproximacao por excesso
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Exemplo 2.4.6 Para a funcio parabdlica p(x) = a2 definida em [1,2]com particdo

P={mp=1<1+i<14+2< ... <1+2L <y, =2} temos

s = () ()
- x(Y)

k=

—_

1 n
= —32(n2—|—2nk+k‘2)
Lyt
1 n n n
= = n221+2n2k+2k2>
n k=1 k=1 k=1
1
= S (P*+2mAQ+24 - +n)+ (1+4+---+n?)
_ 1 n3+2nn(n+1)+n(n+1)(2n+1)
n3 2 6
B 14n3 +9n? +n
N 6n3

Note que na penultima igualdade foram usadas as conhecidas somas

Zk _ n(n+1)
2
k=1

Procedendo da mesma forma encontramos

" /2-1 kE—1 14n3 —9n2 +n
S_:Z< - >p<1+ . >= o,

k=1

51



A tabela abaixo mostra o comportamento das somas S; e S_ a medida que n aumenta:

n S, S+
1 1 4

2 1,625 | 3,125

5 | 2,04 | 2,64

10 | 2,185 | 2,485

500 | 2,3303 | 2,3363

1000 | 2,3318 | 2,3348

Nesse momento, estamos mais interessados no procedimento usado para aproximar o
nimero que representa a drea do que no cdlculo da drea em si. Deve ficar claro que existe
uma forte intuicdo de que este nimero exista e essa intuicao deve ser usada para buscarmos os
contelidos necessarios em nivel da matematica béasica para a solugao do problema. Sem muito
rigor e formalismo, um aluno do ensino médio é capaz de entender que & medida que n cresce
S_ aumenta, mas nao ultrapassa o valor exato da area; e S, diminui, mas também nao atinge
o valor exato da area; ou seja, o aluno estaria intuindo uma noc¢ao natural de convergéncia; de
fato S_ e Sy estariam de certo modo convergindo para o valor exato da drea. Nesse sentido,
algumas questoes poderiam ser levantadas; as somas S_ e S, convergem para a area exata
indiferentemente do modo com o qual se faca a particao? Vale para partigoes nao homogéneas?
E caso valha, sempre conseguiremos representar S_ e S; por somatorios finitos? No decorrer
desse texto tentaremos resolver essas questoes sem recorrer ao rigor matematico apresentado nos
cursos de Calculo; todavia faremos uma exposicao das ideias buscando sempre uma justificativa

precisa.
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Exemplo 2.4.7 Vamos agora aplicar a mesma ideia para o regiago parabdlica definida pela
fungao f(x) = +/z, no intervalo [0, al], conforme figura abaizo:

A

p{x)#lﬂ _emt?

Figura 2.13: grafico

Este exemplo mostra a primeira dificuldade que poderemos enfrentar. Se P é uma particao

homogénea do intervalo [0, a], entdo as somas

n

a k

S+ — E - -

n n

k=1

podem se tornar muito complicadas. O ponto forte na definicao de aproximacao por falta e por
excesso € o fato dos comprimentos dos intervalos Az diminuirem na mesma proporcao que n
cresce; ou seja, o crescimento de n estd atrelado a diminuicao dos comprimentos dos intervalos.
O problema de se considerar uma particao nao homogénea é que poderiamos ter n crescendo e
apenas alguns intervalos diminuindo de comprimento o que causaria problemas na aproximacao.

Uma estratégia, entao, seria tomar particbes nao homogeéneas nas quais pudéssemos manter essa

propriedade de diminuicdo dos comprimentos dos Az, & medida que n aumentasse.

Definigao 2.4.8 Uma particio P ={a =29 < x1 < -+ < p_1 < T, = b} goza da propriedade
M se

Ary < Awy < Az <--- < Axy,
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onde Az, diminui a medida que n cresce.

Podemos, agora, dar uma definicdo um pouco mais abrangente para as aproximacoes por

falta e por excesso.

Definigao 2.4.9 Seja p : [a,b)] — R wma fungdo parabdlica generalizada e
P={a=uz0<a < < xp_1 < xp = b} uma parti¢cio do intervalo [a,b] que goza da

propriedade M. Chamamos a soma

de aprozimacdo por falta do valor da drea de R.

Definigao 2.4.10 Seja p : [a,b] — R wuma fung¢do parabdlica generalizada e
P=Aa=ux9 <21 < 29,+,< Tp—1 < Ty, = b} uma parti¢ao do intervalo [a,b] que goza
da propriedade M. Chamamos a soma

5 =30 ()

x>
—_

de aprorimacdo por excesso do valor da drea de R.

Voltando ao exemplo anterior, considere a particao nao homogénea
a da k%a n—1)%a
73:{0<2<2<...<2<---<()<a .
n n n

Como se tornard claro, essa escolha foi feita de maneira a facilitar os cdlculos com as raizes
quadradas. Nao é dificil ver que P goza da propriedade M. Observe que, se 1 < ¢ < n, entao

Az, toma os seguintes valores:

a—0 a 4da — a 3a
A$1:7n2 :$7Al‘2:7n2 :p,
9a — 4a 5a n2a — (n —1)2%a 2n — 1a
Arg = —5— = 5, By = (2 o _ | 2) :
n n n n



Dessa forma, temos:

Por outro lado temos,

" ak? —alk—1)? [(k—1)2a
3 (k—1) /( )

2 2

ot n n
; (21@22— a) (k:;l) Ja
a;éa zn:(%? -3k +1)

k=1
av/a <2n(n—|—1)(2n+1) 3n(n—|—1) +n>

n3

ay/a

e (4n3 —3n° — n) .

k=1 n? n
a\/a
k=1

= %(47134—3712—71).
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A tabela abaixo mostra o comportamento das somas S; e S_ a medida que n aumenta:

n S_ Sy

1 0 av/a

2 0,375a/a | 0,875a/a

5 | 056av/a | 0,76aya

10 | 0,615av/a | 0,715a/a
500 | 0,6656a/a | 0,06676a/a
1000 | 0,6661a+/a | 0,6672a/a

Para estudarmos com mais precisao os valores de S_ e S; a medida que n aumenta, faz-se
necessario o conceito de limite. No préximo capitulo estudaremos a ideia de limite sob um ponto
de vista bem particular, e utilizando-nos das ideias de somatorios e particoes desenvolvidas até

aqui, calcularemos as areas de nossas regides parabdlicas.
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Capitulo 3

Areas de regioes parabdlicas

3.1 A ideia de limite

Um objeto muito interessante e curioso que aparece no cursos iniciais de Célculo Diferencial

(1)

que para valores de n muito grandes, ao contrario do que a intuicao nos leva a pensar, aproxima-

é a expressao

se do numero irracional e, nimero de Euler, que vale aproximadamente 2, 718281. Consideremos
a expressao que esta dentro dos parénteses, 1+ % Observe que a medida que n aumenta, % fica
cada vez menor e assim 1 + % fica cada vez mais préximo de 1, embora seja sempre maior que
1. Isso nos leva a pensar que para n muito grande 1 + % para todos os propositos e fungoes
podem ser substituidos por 1. Ora, se 1 + % for tao proximo de 1 quanto quisermos, ao ponto
de considerarmos este valor como sendo 1, entao (1 + %)" para valores muito grandes de n,
deve se aproximar de 1, pois 1™ é 1 nao importando quao grande seja n. Por outro lado, se
pensarmos de outra forma, saberemos que um nimero maior que 1 elevado n para n cada vez

maior torna-se tdo grande quanto quisermos. Como 1 + % é sempre maior que 1, podemos
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concluir que na expressao (1 + %)n quando n assumir valores muito grandes, a expressao vai
crescer sem limites; isto €, atingird o infinito. Observe que nas duas ideias usadas na solugao do
problema chegamos a dois resultados diferentes: na primeira, chegamos ao valor 1 e na segunda
o resultado foi o oo(infinito). Bem, em Matemadtica, uma operacao é dita valida se o resultado
final, independente do processo de resolucao é sempre o mesmo. Sendo assim, o que aconteceu
de errado na estimativa da expressao (1 + %) ? Na verdade, utilizamos de uma forma erronea

um dos principais conceitos matematicos: o conceito de limite.

O conceito de limite esta presente ao longo da histéria da Matemaética e foi fundamen-
tal para resolver problemas, que envolvem calculo de drea de uma regiao, a tangente de uma
curva ou a soma de uma série infinita. Assim, quando dizemos que uma sequéncia de ntimeros
ai,a9,as, -+, a4y, - tende para um limite L a medida que n tende para o infinito, estamos que-
rendo dizer que os termos da sequéncia, a partir de um certo ng, ficam tao proximos do nimero
L quanto quisermos. Em outras palavras, podemos fazer a diferenga (em valor absoluto) entre

an € L para n > ng tao pequena quanto quisermos.

Exemplo 3.1.1 Dada a sequéncia 1, %, %, %7 .-+ cujo termo geral é a, = 1/n podemos observar
que & medida que n aumenta a, fica cada vez mais prozimo de 0. Isto significa que a diferenca
entre 1/n e o limite 0 pode tornar-se tao pequena quanto quisermos. A nota¢ao usada para
exprimir a ideia de que o limite de uwma sequéncia a, tende para L quando n tende para o
infinito é

lim a, = L.
n—-oo

Porém, precisamos ter cuidado com esta expressdo, pois lim % = 0 nos diz que o limite de %
n—aoo

a medida que n cresce € igual a 0, mas deve ficar claro que a expressdo nao diz que % € igual
a zero para valor algum de n. Esta é a propria esséncia do limite: uma sequéncia de numeros

pode se aprorimar de wm limite o quanto quisermos, mas nunca vai chegar até ele.
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Definigao 3.1.2 Seja a sequéncia de numeros reais an, n € N. Dizemos que

lim a, = L.
n—oo

se para € > 0 existe um ng € N tal que |a, — L| < € sempre que n > ny.

Nao faremos um estudo aprofundado do conceito de limite nesse trabalho, a definicao

anterior combinada com as proposicoes a seguir serao suficientes para os nossos propésitos.

1

Proposicao 3.1.3 Seja a sequéncia an, = 5,

n,p € N. Entao

lim a, = 0.
n—aoo

Demonstracao. Com efeito, para qualquer ¢ > 0 dado, podemos obter um numero natural ng

com a propriedade que == < ng, pois N € ilimitado, e assim
prop que 7z < no, p :

1 1
— — 0| < = < €,Vn > ng.
np ng

Proposigao 3.1.4 Sejam a,, b, sequéncias de niumeros reais e a € R.

(o) Se lim a,=Ae lim b,=DB entio, lim (ay,+b,) =A+ B.
—o0

n n—-~oo n—--~oQo
Demonstragdo. Dado € > 0 , existem ny e ny em N, tais que n > ny = |a, — A| < % en > ns

= b, — B| < §. Seja ng = max {n1,n2}.Logo, n > ng implica:

(@ +bn) = (A4 B)| = [(an = A) + (bu = B)| < lan — A + b = B < 5 + 5 =¢

Isso prova que lim (a, +b,) = A+ B
n—aoQ
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(b) Se lim a,=A entio, lim (aay,)= aA.
n—>o0 n—~a0

Demonstragao. Se o = 0 entdo h_r)n a.a, = 0 = aA. Suponhamos entdo a # 0 e seja dado
n oo

e > 0. Eziste ng € N tal que n > ng = |a, — A| < €. Segue que n > 0 = |a.ay, — a.A| =

e.|al

laf |an, — Al < o] = €

(¢) lim (a) =a.

n—aoo
Demonstracao. Se o = 0 entdo nli_r>noo = 0 = a. Supondo agora que o # 0 e dado um € > 0,
existe ng € N tal que n > ng = |a—a| < €. Seque que n > ng = |a—a| =0 < € o que
demonstra lim o=«
n—>so0
Proposicao 3.1.5 Seja p(z) = apz"™ + -+ + a1z + ap um polinomio de grau n e
q(z) = bpx™ + -+« + bix + by um polinémio de grau m entdo

im (m)
n1—>oo p(z)

L~

€ nulo se grau de q € menor do que o grau de p e vale Z—”: se grau de q € igual ao grau de p.

Demonstragdo.Se o m < n teremos:

() bpx™ + b1 ™+ 4 b+ b
p(x)  apx™ + ap_12" Lt + ..+ a1 + ag

Colocando " em evidéncia, tem-se:

o) (e Sk s T )
p(@) a(an + L+ 4 A 4 90

| opmat ol b+ B

- an—i_ana;l +"'+mg£1 +y%2

entao,
. qz) 0+0+..4040 0
lim = - — =90
n—oop(x)  an+0+..+40+0 a,
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Se m = n, de modo andlogo teremos:

gz) | (ke 4 mEs 4+ xn by boy
p(z) a"(an + )
bm—1 b
b + 22t 4 e

an—1
an + "x +...+w311+“—0

mn

Seque que,
lim q@)  bp+0+..4+0+0 by
n—oop(z) apn+0+..+0+0 a,

Proposicao 3.1.6 Seja a fungao binomial f(n) = (;) Entdo, o grau de f € p e o coeficiente
do termo nP é L.
p:

Demonstracdo. Temos que

n!
fn) pl(n —p)
_ nn=1)(n=2)(n—=3)..(n—(p—-1))(n—p)
pl(n —p)
~ nn—-1)(n-2)(n-3)..(n—(p—1)
= o
Observe que o conjunto de p elementos distintos {0,1,2,3,---,p— 1} anula f(n). Entdo con-

cluimos que f tem grau p e coeficiente lider }%

Voltemos ao exemplo 2.4.6 no qual mostramos que as aproximacoes por excesso e por falta

eram
5_214n3—9n2+n:z 1_9+i
6m3 3 n  n?
e
14n® 4+9n2+n 7 9 1
= =—(14+=+=).
S+ 6n3 3( +n+n2>
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Pelas proposicoes 3.1.3 e 3.1.4

lim S_:;<lim 1— lim g—l— lim 1):7

n—-»00 n—o0 n—oo n n—soo N2

e, da mesma forma,

. 7
Jm St =3

Concluimos aplicando a proposicao 2.4.3 na qual temos que a drea da regido parabolica em

questao é % Do mesmo modo, concluimos que a area da regiao parabdlica do exemplo 2.4.7 é
2a+/a
3

3.2 Particoes especiais do dominio de uma funcao parabdlica

generalizada

Nesta secao, generalizaremos a ideia usada nos exemplos 2.4.6 e 2.4.7 mostrando como encon-
trar particoes adequadas onde os somatoérios possam ser resolvidos e posteriormente aplicamos

o método dos preenchimentos para determinar suas somas.

3.2.1 Funcgoes parabdlicas generalizadas com expoente natural

A estratégia a ser usada para o cédlculo da drea sob o grafico de uma fungao parabdlica
generalizada p(x) = 2" com expoente natural n definida no intervalo [a, b] passa por fazer uma
particao homogénea do intervalo [a, b], compor as somas por falta e por excesso e aplicar o limite
com n — 00. Nos problemas abaixo descreveremos os passos para encontrar as areas desses

tipos de regides parabdlicas.

Problema 1 Encontrar a &drea da regidao parabdlica R limitada pelo grafico de

3

p(x) = z° em [0, a], conforme figura abaixo.
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Figura 3.1: Regiao parabdlica

Solugao Passo 1. Em primeiro lugar determinamos uma particao de [0, a] que nesse caso é

a particao homogénea

la 2a 3a ka (n—1)a
P:{I‘OZO,CL‘l:f,ZUQ:7,.’E3:—,"',.’Ek:7,"',.’En71:7,$n:a}.
n n n n n

Passo 2. Determinamos as aproximagoes por excesso e por falta para a subregiao parabdlica Ry

definida no subintervalo [z_1, x|, conforme figura abaixo.

A

Figura 3.2: Subregidao parabdlica

Como ficard claro nao fara diferenca entre escolher uma aproximacgao por excesso ou por

falta pois ambas convergirao para o valor exato da area. Seja, entao, a aproximacao por excesso

ka — (k —1)a (ka\® |
da area da subregiao Rj dada por u (a) = <E) k3.
n n n
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Passo 3. Escrevemos a soma por excesso S1 que nesse caso €

Passo 5. Determinamos a soma iniciada no passo 3.

Sy

) (1) +5(5)+5(5))
V(3 oy ) +e("1))
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Passo 6. Aplicando as proposigoes 3.1.5 e 3.1.6, podemos encontrar o limite de S;+ quando

n — oo. De fato,

e N (ON S EION G EICONGN)
v

grau(
= lim 6a*coef <n 1_ 1) ot

n—so00 n4
6at n*
= lim —

4! n—Soo n4

CL4

4

Problema 2 Apenas mostraremos geometricamente como encontrar a drea da regido parabdlica

4

R limitada pelo gréfico de p(z) = z* em [a,b] e pelas retas verticais x = a e x = b conforme

figura abaixo.

p(x)=x4

v

Figura 3.3: Regiao parabdlica

A estratégia aqui é calcular a 4rea da regido parabdlica sob o grafico de p(x) = z* em [0, ]

4

e subtrair a drea da regidao parabdlica sob o grifico de p(xz) = z* em [0, a], conforme o que foi

feito no problema 1. Veja figura a seguir
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plx)=x* p)=x4 pl)=x4

v
v

Figura 3.4: Area como diferenca entre areas

3.2.2 Fungoes parabdlicas generalizadas com expoente racional

Para regites parabodlicas definidas por fungoes parabdlicas generalizadas com expoente racional
nao mais usaremos particoes homogéneas, pois essas produzem somatérios com radicais. A
estratégia aqui é encontrar uma particao que elimine os radicais. Seja, entao, a fungao parabdlica
generalizada p(x) = x4 com p e ¢ naturais, definida no intervalo [a,b]. O problema 3, que

passaremos a descrever, mostra como tratarmos a dificuldade do expoente racional.

Problema 3 Encontrar a &drea da regidao parabdlica R limitada pelo grafico de

p(x) = 2% em [0, al.

Ay /
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Solugao Passo 1. Em primeiro lugar, determinamos uma parti¢ao adequada de [0, a]. Como
ja foi dito uma particao homogénea

la 2a 3a ka (n—1)a
P:{‘ro:oaxl:77*/132:7ax3:77"'7'%]6:77"'7%71—1: 7$n:a}7
n n n n n

produziria uma aproximagao por excesso da area da subregiao Ry dada por

ka—(k—1)a (ka §_<a>3k3
n n) \n '

n
. , . a\z2 ,3 _ . . .
Fica claro que o somatério E (—) k2 nao pode ser calculado com a teoria aqui desenvolvida
n

k=1

Para encontrar uma particao adequada observe que o denominador do expoente é dois, logo
podemos contornar o problema das parcelas com raiz quadrada no somatério simplesmente pro-
curando por uma particao cujos termos sejam quadraticos. Uma particao com essa caracteristica

é

la 4a 9a k2a
7):{96‘0:075131:@,962:?,503 TR =

n?’

Passo 2. Com essa particao a aproximagao por excesso da area da subregiao Ry é dada por

k%a — (k —1)%a (/{2a>g B a3
5

" — (2k* — K3).

Passo 3. A aproximagao da area por excesso é

5
a? 4 .3
Sy = ) Sk -k
k=1
g n
a
= — (2k* — k?)
k=1



Passo 4. Usando as representacoes

=) +6(5) +6(5) ekt=(¥) +14(5) +36(5) +24(5) temos

Il
IS
o] wojon
7~ N N
Y
N
o+
—_
N———
+
[\
[N}
Y
S
v +
—_
N——
+
(=]
D
Y
N
-+
—
N———
+
=~
co
7N
S
o+
—_
N———
N———

Passo 5. Aplicando as proposigoes 3.1.5 e 3.1.6 podemos encontrar o limite de S; quando

n — oo. De fato,

5
. . a? n—+1 n+1 n+1 n-+1
i s = (M5 ) ety eee("T) ("))

4843 n+ 1\ nreu("s")
= lim coe
n—>» o0 ! 5 715
- 2a%
—= =

3.3 Formula geral para a area de regioes parabdlicas

Ja possuimos todo o conhecimento necessario para descrever as férmulas que nos dao as areas sob
os graficos de fungoes parabdlicas generalizadas com expoentes inteiro e racional. Finalizaremos

este trabalho enunciando e demonstrando tais resultados.
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3.3.1 O caso com expoente natural

Teorema 3.3.1 Seja p(x) = 2™ uma funcao parabdlica generalizada com expoente natural m.

A drea A sob o grdfico de p definida no intervalo [a,b] é dada por
bm+1 _ am+1
m-+1

Demonstragao. Inicialmente, note que a érea sobre [a,b] é dada por uma diferenga de areas, a
area sob [0,b] menos a drea sob [0,a]. Seja, entdo, a particio homogénea
P ={xg = 0,21 = %,.%'2 = %b,---,a:k = %,~--,mn_1 = @,mn = b} de [0,b]. As apro-

ximagoes por excesso das areas das subregides Ry sao dadas por
b (kb\™
n\n
A aproximagao por excesso da drea A é dada por
Sy =|— k™.
=G 2

A representacao binomial de k™ é dada por

pm 1 k n 2 k P k k
- m 1 m 2 m k
que, como foi mostrada, vale para k < m. Para k > m os preenchimentos [T]:L] sao nulos onde a

representagao binomial expandida de k™ é dada por

OO

e vale para todo k,m € N. De 3.1 segue que

s = ()50l
: ( PUEL O SR 6 5 G
- (O (RSO IS 1] ():

3



Aplicando a proposicao 1.3.4 nos binomiais,segue que:

SO N (SR G0 B M RGO ESS A R
anse = (7 (L] (3 [ (5 =+ [-GE)

n+1)

+1
= lim p*! m Coef'(17717L+1)ngrw(m+1
n—00 m nm+1
_ ot m!
(m+1)!
bm+1
T m +1

Com o mesmo argumento chegamos a conclusao de que a drea da regiao parabdlica sob o

m—+1
grafico da fungao parabdlica generalizada definida sob o intervalo [0, a] é dada por 1 onde
m
berl _ aerl
concluimos que a drea sob o intervalo [a, b] é dada por )
m

3.3.2 O caso com expoente racional

Teorema 3.3.2 Seja p(z) = rq uma funcdo parabdlica generalizada com expoente racional %.

A drea A sob o grdfico de p definida no intervalo [a,b] é dada por

B q(b§+1 o a§+1)

A=
p+gq

Demonstragao. Da mesma forma que na demonstragao do teorema anterior, a &rea sob [a,b] é
dada por uma diferenga de dreas, a drea sob [0, b] menos a drea sob [0, a]. Seja, entdo, a partigao

nao homogénea

b 29p kb n—1)1b
P={xg=0,01 = 5, %2 = 27, ,Tp = =g, *,Tn_1 = ( nq) , Ty = b} de [0,b]. As apro-

ximagoes por excesso das areas das subregioes Ry sao dadas por
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Area(Ry) = “WIZ(k=1T) (k%)

n4 n4

e q q q
- q+p—1 _ atp=2 L .4 (1)1 Pl (_1)e p
npta <<1)k: <2>k oot () (q—-1>k T <q>k )
-2

O L )OO L)
e ()L e ([

(3.3)

Assim a aproximacao da area por excesso é dada por
n ;142 q+p—1 . q+p—2 X
b " q ) k q 1 k
Sy = —
! Ezn“ﬂ{<J E: L+p—l}<> Q) [q+p—J(;>+
k=1 i=1 1
q p+1 . q P il /k
)R >+ ‘1<> HlY,
=1) q—1 p+1 q Z;p i
b1+§ g+p—1 n+1 q+p—2 i n+1
- 9y > . +
nPta | \1 — q+p—1 1+ 1 qg+p—2|\i+1
p+1 p .
_ n+1 q i n+1
A P D o1 e ) IS Ga)e
(=1) q—1 + 1l \i+1 q Zz; 1+1
et i n+1
Basta agora observar que a parcela de maior grau ocorre em <q) Z [ ] < > para
= g +p—1]\2+1
-1 1
i =q-+p—1, ou seja, é no termo (q> [q tp ] (n + > Calculando o limite de S, quando
IJlg+p—=1]\qg+p

hm S, — I 0 [ (q\[a+p—1](n+1
nlnoo o nlnoonp‘i‘q 1 q_|_p_1 q+p
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@ ig+p—1) gy . nGh)
= hrn Eer—
(p + q)! 1) n—oo npta
gba ™!
op+q

Com o mesmo raciocnio encontramos que a édrea sob o grafico de p(z) = xP/7 em [0, a] ¢

Piq
qaq+

P+q

; concluimos entao, que a area sob o intervalo [a, b] é

B q(b§+1 o a§+1)

B p+q

Na férmula obtida acima, fazendo g = n podemos obter o Teorema 3.3.1. De fato,ao subs-

P P
R A
pt+q

p

tituirmos g =nna férmula A = , tem-se:

%(bn+1 o an+1)

P+
1 1
%(bn+ _ an+ )

A =

np+p
n

%(bn—o—l _ an+1)

p(n+1)

n
bn+1 _ an+1

n+1

3.4 Area sob o grafico de funcoes algébricas

Finalizamos este trabalho mostrando como encontrar a area sob o grafico de uma funcao algébrica

do tipo dado na definicao a seguir.
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Definigao 3.4.1 Uma combinacdo de fungoes parabdlicas generalizadas € uma fungao algébrica

do tipo,

m

-t

k=1
onde ay, € R e By, € um ndmero racional para k € {1,---,m}.
Teorema 3.4.2 Seja a fungao algébrica p(x Zakmﬁk definida em [a,b], onde oy, € R e P

k=1

é um nudmero racional para k € {1,---,m}. Se p(x) € positiva em [a,b] e Ay € o valor da drea

da regidgo sob o grdfico de py(x) = % em [a,b], entdo o valor

m
D o
k=1

representa a drea da regido sob o grdfico de p(x) em [a,b).

Demonstragao. Seja a particao P do intervalo [0, a] dada por

b 20 3% k% (n—1)%

nt’ ng’ pa’

P ={0,— b}

) ) nq

nd
onde ¢ = mmc{q1,--+,qn} para B = p’“ ,k=1,---.,m. Do Teorema 3.3.2 segue que as apro-
ximacoes por excesso das areas das subregloes Ry sao dadas por

m 1+

7=1 7j=1

onde s; = q(f 1 e a aproximacao por excesso da drea é dada por

+2i
ab i
S-S e
k=1 j=1
Pj . s
_ iaijqj q quz":l i n+1 quz]: n+1 N
o nsita 1 = qg+s;—1]\i+1 P q+sj—2 141

Sj—i-l

+o (—1)q1<q ! 1) ; Lj iL J <7Z:11> e <Z> i LJ] CZ:;) }

]
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qts;—
1
Basta agora observar que a parcela de maior grau ocorre em ( > [ ] (n + >
— lg+si—1J\i+1
Pj

e
Y lq\lg+s;—1][n+1 o
para i = q+s;—1, ou seja, no termo le W <1> {q vs-1)\grs) Calculando o limite

de S1 quando n — oo temos

pj

) ) - aij‘TJ’ q\lg+s;—1]/n+1
lim Sy = lim —
n—>00 n—)oojz1 nsiT4 1 q+8j—1 q+s;

p n+1
qOéJ q + S] _ 1) . ngrau(q+5j)
_ Z fm "
(s +q)! 1 n—o0  pdts
Pj
+
N~ 9agh®
= 4 + 55
Pj
m +1
-y
j=1 q] + p]
m %-ﬁ-l
Qidia b
Da mesma forma obtemos que a &drea sob o grafico de p(z) em [0,a] é ]C‘IJT onde
— 4T Dj
7=1
mo ~(b%+ _a§j+l)
concluimos que a rea sob o gréfico de p(z) em [a, b] é Z 34 " . Segue do teorema
— q; T Pj
7j=1
7?7 que
m %41 241 Pl P14 bm 4 Pm 4
Z a;qi(b% —a% ) _ a1qi(bn T —an ) I U Gm(bom " —amm )
= qj +pj Q1+ Pp1 gm + DPm

= oA+ +apdn

= zm:OéjA
j=1
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Capitulo 4

Proposta de atividades para o

Ensino Médio

O estudo desenvolvido até o momento pode ser trabalhado com os alunos do Ensino Médio
através de atividades que relacionam contetidos de Matematica Bésica. Nas segoes que seguem,
listaremos algumas atividades e propostas de abordagem das mesmas para que alguns contetidos
de matemadtica a nivel do ensino médio sejam estudados, pois o mais importante é o aluno
comprrender mesmo que de maneira intuitiva, a ideia de calcular area curvas limitadas sob

graficos de fungoes, como por exemplo a parabola

4.1 Proposta de Atividade-Preenchimentos

Atividade 1 Comegamos com um exemplo simples, apenas para que os alunos se familiari-
zem com a simbologia, nomenclatura e o calculo do preenchimento. O professor pode iniciar
a resolugdo propondo aos alunos a resolugao utilizando a Andlise Combinatéria e em seguida

utilizar a formula do preenchimento, chamando atencao para o fato de que o preenchimento nao
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corresponde a anagramas ou combinagoes.
Na atividade que segue, estudaremos as possibilidades de formagao da sequéncia, da mesma

forma que estudamos em Anélise Combinatéria

Dado o conjunto P = {A, B,C'} ,determinar o nimero de sequéncias com 4 termos em que
aparecam todos os elementos do conjunto P

Temos n = 3 elementos com p = 4 termos , ou seja calculando [Z]

A A B C temos 3—: = 4320 _ 19

21
EﬁAQtemosg—i: 4';2! =12
QQAQtemosg—i:%im:lQ

Logo, o nimero de sequéncias de 4 termos e 3 elementos é igual a 36

Apés a resolucao utilizando Analise Combinatéria, o professor pode inserir a resolucao

através da férmula do preenchimento.No exemplo temos n = 3 elementos com p = 4 termos,

= Qoo Qv (oo (-

= 1.3*—-32*+3.1*-1.0*

entao

= 81-3.16+43
= 81—-48+43
= 36

s . . , 2
E como exercicios o professor pode sugerir o calculo de [6].

E] = @ (2—0)5 — (?) 2-1)° + @) (2 2)0

= 1.26-215+1.0°

= 64—-2+4+0=6
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Apobs comparar os resultados, o professor pode fazer a seguinte observacao: Nesse exemplo foi
utilizada a Analise Combinatdria para calcular preenchimento porque o conjunto tem poucos
elementos, no entanto , com o nimero maior de elementos os célculos ficariam muito longos,

sendo mais vidvel a aplicagao dessa férmula.

Atividade 2 Nessa atividade o professor usard a teoria dos preenchimentos para obter uma

férmula de recorréncia para somatorios de poténcias, assim como as ja conhecidas.

Calcular a soma dos cubos n primeiros termos dos niimeros naturais.
1° passo-Tomando S como a soma desses nimeros, temos
S=13+24+3F+4834+.-+(n—-17>+n?
onde podemos escrever,

>
k=1

2° passo- Aqui o professor pode mostrar que serd utilizado o teorema
n n n
n{ J=p( J+{@+1) < >
(p) <p> p+1
De fato,

K =kkek= (]f) onde podemos escrever k? = k(lf) Assim k? = l(lf) + 2(5) e como k3 = k.k?

e obtemos k3 = k. <1(lf) + 2(’;)) e novamente aplicando o Teorema,

2= (1) 7o) o)
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3° passo- Voltando ao somatorio:

|
|
M=

() () +<())

(1) +20() +230(5)

k=1

£
Il
—
B
Il
—

I
NE

i
I

4° passo -Nesse momento o professor deve mostrar aos alunos a aplicacdo do Teorema das

Colunas da Teoria Binomial

" 3 n+1 n-+1 n—+1
S = (1) s(" ) +o(" )
(n+1)! (n+1)! (n+1)!
21— 11 T 831 —2)1 %0 3y

(n—;l)n N 6(n + 1)2(71 -1) N 6(n + 1)n(n2; 1)(n—2)

=1

=1

5° passo- Aplicando o m.m.c e efetuando as operagdes chegamos ao seguinte resultado,

Zn:k:3 _ n*(n+1)>
=1 4

Agora , o professor fazer o mesmo exercicio enfatizando que os coeficientes da representagao
binomial de calcular a poténcia k®, nada mais sdo que os elementos da terceira linha do tridngulo

do preenchimento.

4.2 Proposta de atividade-Calculo de areas

Nessa atividade o professor poderd introduzir a ideia de particdo de um intervalo, destacar como

podemos aproximar a area ,por areas de faixas retangulares definidas na particao e despertar
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a intuicdo dos alunos para o fato de que as somas dessas areas retangulares de certo modo

convergem para a area da regiao.

Atividade 3 Calcule a rea da regido sob o grafico de p(x) = 22 definida em [0, 1].

4 p(x)=x2

A4

Figura 4.1: funcao generalizada

1° passo-Ap6s determinar uma particao no intervalo [0, 1] e construir as faixas retangulares
com base nos subintervalos da partigao, o professor pode mostrar que essa construgao pode ser
feita por excesso e por falta e que o valor da drea procurada fica compreendido entre as somas

dos valores das dreas dos retangulos inferiores e superiores.

[/

Figura 4.2: gréafico
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2° passo-O professor pode utilizar-se dos exemplos anteriores para calcular as somas das

areas.

n—1 n
2 : 2
i ) K <A< lm )k
k=0 k=1

3° passo-Tomando .S; como a soma das areas dos retangulos inferiores e S, a soma das dreas

dos retangulos superiores,aplicamos o preenchimento no desenvolvimento do somatério, temos

4° passo- Nesse momento a ideia de limite é introduzida, para calcular o limite de \5;

lim S;

n——~oo

s ((5) ()

5° passo- O professor pode tratar de fungoes parabdlicas generalizadas, bem como mostrar que

o grau do polinémio que expressa a fungao binomial ( ) ¢é igual a p e seu coeficiente lider é i

n 1
p

n 1 n
= — lim coef <n>ngm“(z)+ lim 2coef <n>ngm“(3)
n° n—oo 2 n3 n——oo 3
1, 11
TR T
1 1
= 2.—=—-
6 3
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Ao calcularmos S, , vamos obter

. 1 &G, .1 [ /n+1 n+1
Jim so= i 5= (M) (")

Analogamente, concluimos que S, = %

Segue que a area da regiao é A = %
Atividade 4 Calcule a drea da regido sob o grafico de p(z) = 32 4+ 2/ + 1 em [0, 1].

Nessa atividade, abordaremos as ideias ja conhecidas: particao, limites, preenchimento, so-
matérios. No cédlculo de area de fungoes algébricas, o objetivo é fazer com que o aluno perceba
que ¢é interessante resolver problemas mais simples, pois isto facilitard a resolucao de outros
problemas aparentemente mais complicados.

apx’, onde a férmula geral foi

n
A funcao algébrica apresentada no exemplo é do tipo p(z) =

k=1
obtida no capitulo anterior
Seja A(R) a 4rea sob o gréafico da funcio p(x) = 32% + 2/z + 1
Fazendo f(x) = 23, g(z) = v/x, e h(z) = 1 e A(Ry), A(R2) e A(R3) sendo respectivamente as

areas das regides sob os gréficos das fungdes f(z), g(z) e h(x) temos pelo Teorema 3.4.2 que

A(R) = 3A(Ry) + 2A(Rs) + A(R3)
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O professor pode sugerir o célculo da 4rea de cada regiao separadamente, entao obtera A(R)
Como j4 foi visto, a drea sob o gréfico da funcio f(x) = 2® é dada por

Ay Ay Ay

f(0)=x fg=1
1
=t A
» »
1 X 1 x 1

Figura 4.3: Regioes Algébricas

b

(W'
SO ()
OXCOREORIED)

Aplicando o limite de A(R;) quando n —00

e = (G (37) G (3 ) (1)

n+1)

1 grau( 4
= lim 6.14coef<n1_ >n4

n—>o0 n
6.1* . nt

T T4 o nd

1t

T4 4
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Nesse momento, para calcular a drea sob o gréfico da funcao g(x) = /x ,0 professor pode se

referir as particoes nao homogéneas sem perda da propriedade de maneira a facilitar os calculos

com raizes, chegando ao seguinte somatorio

AR2) = —

Podemos encontrar o limite de A(R2) quando n—oo

lim A(R2) = lim 2

n—>o0 n—>o00 n3

2. <n + 1) ngrau(
3 coef —_—

)50

n+1 2 . n+1 1 . n+1
+2— lim — — lim
2 n3 n—oo 3 n3 n—oo 2

ng—l)

n3

Para a funcéo h(z) = 1 tem-se que A(R3) = 1, pois trata-se da drea de um quadrado de lado 1

Concluimos que,

3A(R1) + 2A(Rs) + A(R3)
1 2

3.-+2-+1
4 + 3 +

37

12
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O professor pode também ressaltar a aplicacao direta da férmula para funcbes parabdlicas

com expoente racional positivo.

A g(bi™ —as ™)

p+gq
Na atividade, o intervalo é [0,1], segue quea =0e b =1

Em f(z) = 23, temos que p =3 e g =1
_ 1afriooty

A(Ry) =

1
3+1 =1
De modo analogo, em Ay = /x, temos que p=1e ¢ =2
1 1
2(12tt—p2t! 2
g(x) = ( 241 ):E
e é imediato que para h(z) =1, temos A(R3) =1
Segue que,

1.2 37
AR)=3-+2-41="2
(R) 34+ 3+ B
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Capitulo 5

Conclusao

O objetivo desse trabalho foi apresentar uma proposta para o cédlculo de area sob gréafico de
fungoes algébricas, inserindo no Ensino Médio a resolugao desse problema que frequentemente sé
¢é visto no curso de Calculo. De fato,foi possivel aplicar operagoes com somatérios, propriedades
dos nimeros binomiais, abordagem simples de funcoes e seus graficos para calcular essas areas.
Foi de grande, a pesquisa sobre o preenchimento e ao estabelecer algumas de suas propriedades
comecarmos a perceber a associagao aos numeros binomiais.

Do ponto de vista educacional, percebemos que se faz necessario no Ensino Médio que a abor-
dagem desses conteidos seja bem fundamentada, para que haja melhor compreensao no desen-
volvimento das atividades. Mesmo considerando o uso quase que totalidade das ferramentas
da Matematica Baésica, fez-se necessario a abordagem simples de limite,utilizando apenas as
ideias iniciais.Vimos que os célculos as vezes podem se tornar demasiadamente longos, mas essa
dificuldade nao é relevanteem face a oportunidade de aprendizado que pode surgir com as ma-
nipulagoes dos problemas propostos.

Com um estudo mais detalhado sobre preenchimento, acreditamos que é possivel estabelecer
outras propriedades que fagam conexao com niimeros binomiais e ou até mesmo que possam ser

aplicadas em outros contetudos.
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