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Resumo

Esta pesquisa apresenta uma proposta de introducdo da programacao linear no ensino médio
levando em consideracdo os métodos de ensino, o perfil profissional do professor, o perfil do
estudante e a flexibilizacdo do curriculo escolar. O contexto da programacao linear envolve
problemas de duas ou trés varidveis, uma vez que problemas com mais variaveis podem nao
se adequar ao curriculo do ensino médio, em especial pelo fator tempo. Parte-se de um
desenvolvimento algébrico, em que as solucdes do problema sdo obtidas por meio da
resolucdo de varios sistemas de equacOes lineares. A proposta também inclui utilizar um
software de simulacdo numérica e computacional, denominado Octave®, para a resolucdo dos
varios sistemas lineares e, consequentemente, ser usado como uma estratégia para estender a

proposta para problemas de programacdo linear com vérias variaveis de deciséo.

Palavras-chave: Ensino Meédio; Sistema de Equacdes Lineares;, Programacdo Linear;

Software.



Abstract

This research presents a new approach that aims to introduce linear programming into the
high school taking into account the teaching techniques, teacher and student profiles, and the
flexibility of the curriculum. The context of the linear programming involves problems with
two or three variables, since problems with many variables cannot be easily considered in a
high school curriculum, especially due to the time required to solve such problems. The
approach is developed under an algebraic point of view, in which the linear problem’s
solutions are obtained by a resolution of systems of linear equations. The approach also
considers a numerical and computer simulation software, denominated Octave®, in order to
solve those systems of linear equations and, consequently, this software may be used as a tool
that allows extending such approach to solve linear programming problems with several

decision variables.

Keywords: High School; System of Linear Equations; Linear Programming; Software.
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Introducéao

A melhoria do ensino da Matematica e a adequacdo do seu curriculo nas escolas de
ensino médio buscam formas de trabalhar o conhecimento de uma maneira mais natural.
Nesse contexto, o trabalho aqui apresentado visa primordialmente uma proposta didatica para
0 ensino da Programacdo Linear no ensino médio, observando principalmente as
metodologias usuais, as diversas tendéncias de ensino e a reforma curricular.

O objetivo do trabalho é propor o desenvolvimento de um método algébrico, em que a
solucdo de um problema de Programacdo Linear é encontrada mediante a resolucao de varios
sistemas de equacdes lineares obtidos da combinacdo das varidveis presentes, bem como
utilizar o software Octave® na metodologia de ensino.

Na proposta de ensino, busca-se usar problemas do dia a dia do estudante, para os
quais se constroem modelos utilizando uma simples ferramenta matematica que sdo 0s
sistemas de equacdes lineares. A grande abrangéncia de problemas que podem ser modelados
por meio de sistemas lineares, principalmente nas ciéncias aplicadas, torna-se um incentivo
para o estudo e aplicacdo deste tema. A Programacéo Linear € um exemplo que tem permitido
lidar com problemas em diversas areas do conhecimento, como na economia, administracao,
engenharia, agronomia, indistria, entre outras.

Baseado na teoria da Programacao Linear, a proposta envolve passos simples para a
resolucdo do modelo que ndo requer que novos contelldos sejam abordados, apenas uma
extensdo dos conceitos previstos no curriculo atual. No contexto em estudo, conceitos como o
de combinatéria para o calculo da quantidade total de solucBes e resolucdo de sistemas de
equacdes lineares com duas ou trés variaveis, que sdo temas abordados no ensino médio, faz-
se necessario.

Atualmente, com a escassez de recursos e a busca pela otimizacdo dos processos, a
Programacao Linear tem se tornado uma das areas mais procuradas, embora infelizmente ndo
é trabalhada no ensino médio. O termo otimizar, que é bastante empregado, é essencial para o
bom desenvolvimento de uma sociedade, pois 0 mesmo pode ser utilizado como uma
estratégia na busca de resultados eficientes. Assim, conceitos como: gastar menos, maximizar
lucros e minimizar tempo, passam a ter valor mesmo nas pequenas problematicas do dia a dia,
e até nos grandes problemas enfrentados por empresas.

No capitulo 1 sdo delineadas as varias perspectivas de ensino, com suas tendéncias no

decorrer da histéria em conjunto com o fato do professor ser agente ativo ou passivo na
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transmissdao do conhecimento. Nesse capitulo ainda se trata de como os Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs) verificam a possibilidade da flexibilizaco do curriculo para a
introducdo desse contetdo de suma importancia para o desenvolvimento da matematica para
0s estudantes e principalmente para a escola nos dias atuais.

No Capitulo 2, trata-se da Modelagem Matematica e Sistemas de EquacGes Lineares,
realizando um estudo tedrico da importancia em se trabalhar com situa¢Ges do dia a dia do
estudante em sala de aula. Destaca-se 0 passo a passo na realizacdo da modelagem
matematica, que vai desde a observacédo até a validacdo do modelo para sua implantacdo. Séo
abordados alguns problemas que podem ser resolvidos no contexto da Programacao Linear,
incluindo a modelagem por meio de sistemas de equagdes lineares. Ocorre o estudo da
resolucdo de sistemas lineares de duas e trés variaveis com foco na solucdo de problemas de
Programacao Linear.

No Capitulo 3, que envolve a Programacdo Linear, € apresentada a metodologia
proposta para resolver os problemas/modelos de Programagdo Linear baseando-se no
desenvolvimento do Capitulo 2. Discute-se sobre a resolucdo dos sistemas lineares e, como
suas solugdes sdo interpretadas dentro da Programacdo Linear. Uma outra forma de resolver
0s problemas também € apresentada neste capitulo.

No Capitulo 4, estende-se a proposta para usar um software matematico para a
resolucdo dos varios sistemas de equacdes lineares que surgem no decorrer do processo.
Também, mostra-se que com o software é possivel desenhar a regido que contém todas as
solucdes que satisfazem o problema de Programacéo Linear.

Por fim, nas consideragbes finais e diregdes para trabalhos futuros existe a
possibilidade de uma extensdo do trabalho considerando uma abordagem por meio de um

procedimento puramente geométrico para resolver os problemas de Programacéo Linear.
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1. A Perspectiva do Processo do Ensino Relacionado a Problemas de

Programacéo Linear

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (1997), os
objetivos do Ensino Médio em cada area do conhecimento, em particular a Matematica,
devem buscar o desenvolvimento de conhecimentos praticos e contextualizados, que possam
responder as necessidades cotidianas e o desenvolvimento de conhecimentos mais abstratos,
que atinjam a cultura geral, proporcionando uma visao global. Assim, o aprendizado deve ser
construido por meio do conhecimento técnico combinado com o conhecimento cultural.

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (1997) defendem o uso de
situacBes-problema como recurso pedagodgico de forma a realizar conexdes dindmicas entre 0s
elementos existentes na comunidade por meio de informacdes que estdo presentes no dia a dia
do educando. Porém, é importante salientar que o conhecimento matematico abordado dentro
de sala ndo deve ser limitado por esses elementos que s&o sugeridos pelos educandos e pela
comunidade, mas sim como ponto de partida para o desenvolvimento do conteldo de uma
forma global.

Nessa perspectiva entra a Programacdo Linear, a qual pode proporcionar ao aluno do
Ensino Médio uma forma de se estudar matematica partindo de problemas reais oriundos da
sua propria realidade.

Segundo Leon (2011), a maioria dos problemas matematicos existentes aplicaveis na
ciéncia ou na industria envolve em algum momento a solucdo de sistemas lineares. E claro
que, a maioria dos Problemas de Programacédo Linear sdo problemas que envolvem muitas
variaveis, porém se estudados em um contexto menor, facilitara o aprendizado e a possivel
extensdo para 0s casos mais complexos.

De forma geral, a programacdo linear € uma ferramenta que busca resolver problemas
do cotidiano e abordar contetidos presentes no curriculo do Ensino Médio. Nesse contexto, é
evidente que os problemas a serem resolvidos sejam mais simples por possuirem uma
quantidade menor de variaveis. Problemas que envolvem a Programagdo Linear abordam
conceitos do Ensino Médio, como Geometria Analitica, Matrizes, Determinantes, Fungdes e
Sistemas Lineares. Esta gama de contetdos diferentes conduz o educando a estabelecer
conexdes entre diferentes areas e, consequentemente, a pensar de forma interdisciplinar.

O processo de ensino-aprendizagem matematico, em particular relacionado a

Programacdo Linear, possui alguns caminhos metodologicos de ensino defendidos por
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diferentes autores. Torna-se interessante apontar e discutir alguns deles para a compreenséo

do tema, dos quais se pode citar: formagao dos professores e tendéncias de ensino.

1.1. Formacéao do Profissional

O professor € visto como figura central no processo de ensino-aprendizagem, um
orientador, aquele que aponta o caminho a ser percorrido. Também, ele deve realizar o papel
de transformador, de modo a realizar reflexdes de como transmitir o conhecimento ao
educando para fazé-lo pensar, refletir e interagir com o0 meio de forma que 0 mesmo venha a
potencializar seu desenvolvimento escolar.

Na literatura educacional existem trabalhos que tratam sobre diversas maneiras de se
classificar a formacdo de professores. Entre estes, destaca-se o trabalho de Pérez Gomes
(1998), em que a classificacdo pode ser descrita principalmente pelo nivel de escolaridade e é
vista com as seguintes perspectivas: perspectiva pratica, perspectiva de reflexdo na pratica

para a reconstrucdo social, perspectiva académica e perspectiva técnica.

1.1.1. Perspectiva Prética

Nessa perspectiva o professor usa de mecanismos como a criatividade e sabedoria para
enfrentar os inimeros conflitos de ideias que podem surgir dentro da sala de aula. E dividida
em dois enfoques: o tradicional e o reflexivo sobre a prética.

No enfoque tradicional é nitida a concepcéo reprodutora. O professor atraves de sua
pratica torna um artesdo valorizando principalmente aquele conhecimento adquirido durante
toda a vida do individuo.

Segundo Zeichner (1993), pela reflexdo na pratica, o professor deve refletir sobre sua
pratica para que a realidade da sua escola ndo ofusque sua visdo dos objetivos e a procura
pelos meios de realiza-los. Nesse sentido, Gomes (1992) afirma que o professor torna-se um
investigador, ndo se limitando a teorias inerentes ao ambiente escolar. Para o autor, 0
professor deve trabalhar de maneira critica e reflexiva por meio dos meios incorporados

dentro de sua sala de forma a construir uma teoria singular de acordo com o contexto inserido.
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1.1.2. Perspectiva de Reflexao na Pratica para a Reconstrucédo Social

O professor € um agente que reflete sobre sua pratica por meio de atividades de cunho
critico fundamentadas em valores éticos. E extremamente relevante que os professores
compreendam e sejam sensiveis as condi¢fes sociais nas quais estdo inseridos, pois com esse
foco o processo de reflexdo se torna mais amplo e transformador sobre o que deve ser
trabalhado e como deve ser trabalhado, conforme apontam Liston e Zeichner (1993) e
Contreras (1997).

1.1.3. Perspectiva Académica

Destaca-se na perspectiva académica o ensino através da transferéncia do
conhecimento, em que o professor se torna um perito dos conteudos trabalhados em sala.
Salienta-se que 0 ensino Vvisto nesse prisma possui a tendéncia de acumulacdo de
conhecimento, bem como a compreensdo do mesmo. As atividades didaticas buscam
transmitir ao aprendiz a esséncia do que foi aprendido ao longo da histéria por meio do
trabalho sistematizado de outros pesquisadores. Com isso, o professor possui 0 conhecimento,
a sequéncia das informacdes a serem transmitidas e a capacidade de abordagem do assunto.

De forma geral, o professor explana um determinado assunto, enquanto os alunos o
copiam do quadro para que no momento oportuno 0s mesmos estudem para as avaliacdes.
Posteriormente, listam-se exercicios para fixacdo do conteddo e, em alguns casos, pode ser
dedicado um tempo para se tirar ddvidas do assunto trabalhado. O sistema educativo visto
por esse ambito mostra que o professor é quem decide o que, onde e quando realizar uma
determinada tarefa, com isso o aluno pode ndo fazer parte do planejamento de execucdo das
atividades a serem realizadas. Segundo Porlan (1998), essa maneira de se ensinar, ndo atinge
as perspectivas de um ensino adequado aos alunos e que a exaltacdo pelo conteudo ainda é
realizada pela maioria das escolas atuais.

Freire (1996) conceitua essa forma de educagdo como uma estrutura de dominagéo
gerando um processo que, ao invés de libertar e permitir que apare¢cam as potencialidades de
cada ser humano, conduz os educandos ao conformismo e a adaptacdo. Por conseguinte, as
pessoas podem nao adquirir, e muitos ndo adquirem, uma vis&o critica sobre os fatos.

Ainda neste contexto, tem-se o enfoque compreensivo, que possui todas as

caracteristicas discutidas acima, entretanto trabalhando em conjunto com um processo
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investigativo. O ultimo busca lidar com a realizacdo de experimentos e a incerteza de

resultados.

1.1.4. Perspectiva Técnica

O ensino é visto como uma atividade rigida que busca garantir a qualidade no processo
de aprendizagem. O professor € um agente cuja fungéo consiste em desenvolver competéncias
e atitudes frente a seus aprendizes. Assim, 0S mecanismos para a pratica, as competéncias e
atitudes a serem alcancadas dependerédo da teoria que foi trabalhada pelo professor dentro de
sala de aula. Em outras palavras, o professor € um desenvolvedor de atividades e obedece a
ordens de forma que no final do processo seja verificado se 0 objetivo pré-determinado foi
alcancado ou néo.

Segundo Porlan (1998), tais atitudes proporcionam avangos com relagdo a perspectiva
académica, pois o professor fica mais rigoroso ao relacionar os conceitos com a préatica. Do
ponto de vista do aluno, imp&e-se que 0 mesmo assimile o auténtico significado dos conceitos
por meio de situacBes ativas, bem como promove a recuperacdo das aprendizagens nao

proveitosas.

1.2. Tendéncias de Ensino

A educacéo é a principal funcdo da escola, mas existem variacdes no modo de ensinar
e consequentemente diferentes resultados podem ser obtidos com cada método de ensino.
Esses resultados podem mudar mais ainda quando se relaciona os métodos de ensino com
fatores como a classes social, cultura e ambiente de convivio dos individuos.

Alguns profissionais defendem o ensino tradicional, devido aos bons resultados
atingidos no passado, ao passo que outros profissionais sugerem uma visdo elitista da
educacdo tradicional e menos seletiva. As principais criticas sobre o método de ensino atual é
gue 0 mesmo ndo gera expectativas quanto ao fato dos resultados ndo extrapolarem a sala de
aula. Em outras palavras, as atividades propostas ndo eram interligadas ou aplicadas na
sociedade e nem eram voltadas para o desenvolvimento cientifico e tecnologico, conforme
sugere Micotti (1999). O fracasso escolar ndo provém de quem transmite o conhecimento,

mas sim do educando que aprendeu mal. Ou seja, 0 motivo do fracasso escolar é visto pelos
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professores por meio dos problemas sociais, como a desestruturagcdo familiar, a falta de
condicGes de aprendizagem (falta de pré-requisitos) ou deficiéncias mentais, etc.

Por outro lado, no construtivismo as atividades propostas ao educando séo relevantes,
pois para ele se apropriar do conhecimento, este deve fazer sentido de forma que sempre
corresponda ao interesse do educando. O processo de constru¢do do conhecimento € lento,
com isso, deve atender o ritmo do desenvolvimento do educando.

Na Matematica, como em qualquer outra area do conhecimento, os contetdos
escolhidos a serem ensinados estdo intimamente ligados as tendéncias pedagdgicas vigentes.
Com isso, a especificidade do que é ensinado depende extremamente de como as tendéncias
estdo caracterizadas.

1.3.  Tendéncias Pedagogicas no Ensino da Matematica no Brasil

Conforme Fiorentini (1995), o ensino da matematica no Brasil se identifica atraves de
seis tendéncias, obtidas por meio de observacdes com relacdo a concepcdo do ensino da
matematica, da crenca de como ocorre 0 processo de aprendizado do conhecimento
matematico, da relacdo professor-aluno e a perspectiva da evolucdo do conhecimento
matematico. As tendéncias de ensino sdo: a formalista classica, a empirico-ativista, a

formalista moderna, a tecnicista e suas variacdes, a construtivista e a sécio-etnoculturalista.

1.3.1. Tendéncia Formalista Classica

Baseada fundamentalmente no modelo de Euclides, que aborda a construcdo do
conhecimento usando axiomas e teoremas de forma que as verdades ndo podem ser
modificadas. O destaque é dado ao ensino da geometria e em escolas pertencentes a classe
mais rica, sendo garantido a essas criangas um ensino mais rigoroso, restando as criangas das
demais classes sociais um ensino baseado em técnicas de resolugdes conjuntamente com a
decoracéo de formulas e regras.

A principal caracteristica desta tendéncia estd no ensino tradicional, no qual o
professor transmite o conhecimento aos alunos e os mesmos o reproduzem. A melhoria do

ensino passa a ser creditada a um melhor estudo do contetddo por parte do professor.
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1.3.2. Tendéncia Empirico-Ativista

Surgiu a partir de criticas relacionadas a tendéncia Formalista Classica. Sua
caracteristica € que o aluno aprende fazendo e que a aprendizagem da matematica pode ser
obtida mediante generalizacGes ou abstragdes, seja de forma indutiva ou intuitiva.

O centro do processo ensino-aprendizagem € o aluno, cabendo ao professor o papel de
orientador ou ser o facilitador da aprendizagem. Os métodos de ensino buscam atividades
desenvolvidas em pequenos grupos, com material didatico e manipulativo, jogos ou resolucao

de problemas.

1.3.3. Tendéncia Formalista Moderna

A Tendéncia Formalista Moderna € caracterizada pela ideia de que o aluno deve
aprender a estrutura subjacente aos contetidos para que 0 mesmo seja capaz de desenvolver as
estruturas logicas das ideias matematicas. Os objetivos primordiais estdo em unificar a
matematica usando a teoria dos conjuntos e enfatizar os seus aspectos l6gicos usando uma
linguagem formal.

O ensino passa a ser centrado no professor, que deve mostrar e demonstrar a teoria
matematica, enquanto o educando possui a responsabilidade de reproduzir e solidificar o

conteddo por meio das estruturas 16gico-matematicas.

1.3.4. Tendéncia Tecnicista e suas Variacoes

A tendéncia Tecnicista e suas variacdes busca na sociedade um sistema harmonioso.
Nesse sentido, é importante que a escola seja responsavel por manter a ordem vigente e por
introduzir os alunos a sociedade.

O ensino estd voltado para o rigor e as definicdes de forma que a técnica de ensino
privilegie a instrugdo programada, dando inicio a era da informatica aplicada a educagdo, com
as maquinas de ensinar. A finalidade é desenvolver habilidades computacionais e
manipulativas, capacitando o aluno a resolver problemas, sem a preocupacdo de uma
capacidade de reflexao e critica.

A pedagogia ndo estd centrada no professor e nem no aluno, mas nos objetivos

instrucionais, buscando recursos e técnicas que garantam o alcance dos mesmos. A pesquisa,
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com vistas a melhoria do ensino passa a ser desenvolvida por especialistas que buscam por

novos métodos e técnicas para melhorar o desempenho dos alunos.

1.3.5. Tendéncia Construtivista

Segundo Fiorentini (1995), no construtivismo o conhecimento matematico ndo é
gerado no mundo fisico nem das mentes humanas isoladas, mas sim da relacdo de um
compartilhamento matuo entre homem e o ambiente em que vive. Os contetdos se tornam
importantes no momento em que levam o aluno a desenvolver as estruturas basicas da
inteligéncia, isto €, o importante passa a ser 0 aprender com o aprender.

A funcdo do aluno consiste em participar interativamente do processo de
aprendizagem passando a ser um elemento ativo, atuante, neste processo. Logo, professor e
aluno discutem sobre o contetido abordado, inclusive o proprio erro comeca a ser visto como

uma manifestacdo de grande valor pedagdgico.

1.3.6. Tendéncia Socioetnocultural

Esta Tendéncia surge das enormes dificuldades de aprendizagem dos alunos oriundos
de classes menos favorecidas economicamente. Isto buscou nos estudiosos em educacdo
matematica a preocupacdo com 0s aspectos socioculturais do ensino dessa ciéncia.

A metodologia predileta é a modelagem matematica, partindo de problemas do
cotidiano do educando. O curriculo é flexivel, sendo definido segundo as necessidades
socioculturais do educando.

Existem outras tendéncias, como a historico-critica e a sociointeracionista-semantica,
que buscam valorizar o aluno sem impor regras rigidas para o ensino. Por outro lado, buscam
uma postura critica e reflexiva diante das acbes que cercam o aluno, segundo aponta
Fiorentini (1995).

1.4. A Programacdo Linear no Ensino Médio

Alguns autores ja trabalharam com Programacdo Linear com a proposta de
metodologias para o Ensino Médio. Esses trabalhos propem uma abordagem diferente

daquela que € considerada aqui. O objetivo deste trabalho é inserir a Programacdo Linear
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dentro do estudo de topicos ja abordados no curriculo do Ensino Médio a partir de uma
perspectiva préatica e seguindo a tendéncia construtivista.

Rech (2007) utilizou uma estratégia didatica que colocava a disposicdo dos alunos
problemas de Programacao Linear para que os mesmos discutam e busquem formas para a
modelagem e resolugdo. Por meio das discussOes realizadas, buscava-se por ferramentas para
a encontrar da solucéo, como o método gréafico utilizado para problemas com duas variéveis e
0 método simplex para problemas com mais de duas variaveis.

Paiva (2008) relatou primeiramente a importancia da Programacdo Linear em
Portugal, e que o conteudo passa a ser parte do curriculo das escolas secundarias desde 2004.
A autora descreveu que é essencial a implementacao de novas tecnologias para a melhoria do
ensino da matematica, em particular da promocédo da Programacéo Linear dentro do ambiente
escolar. A autora abordou sobre o método gréafico, calculadoras graficas e softwares
computacionais.

Passos (2009) introduziu a histéria da Programacdo Linear conjuntamente com a
definicdo de problema de Programacdo Linear. Em seguida, o autor exemplificou alguns
problemas, apresentando os respectivos modelos de problemas de Programacao Linear e as
hipoteses bésicas: aditividade, proporcionalidade, divisibilidade e deterministica. O autor
obteve a solucdo de um problema de duas varidveis usando o método grafico e fez
generalizacBes para casos com mais de duas variaveis, além de ter discutido resultados que
justificam os fundamentos matematicos da Programacdo Linear em seu trabalho. Para
finalizar, o autor inseriu 0 método simplex, 0 método das duas fases e 0 método simplex na
forma Tableau, acompanhado de um estudo de caso.

Salles Neto (2009) usou como primeiro passo a constru¢cdo do modelo matematico
colocado na forma padrdo de um problema de Programacdo Linear conjuntamente com
métodos heuristicos para a resolucdo. Apds essa abordagem, o autor fez algumas referéncias
de softwares livres que auxiliam no ensino e aprendizagem da Programac&o Linear no Ensino
Médio, como Winplot, Windisc e Scilab.

Almeida (2011) trabalhou com o teorema fundamental da Programacéo Linear e sua
aplicacdo no Ensino Médio. O autor discutiu sobre a existéncia de solugdes para tais
problemas observando a regido poliedral do modelo matematico associado.

Melo (2012) abordou primeiramente o problema de Programacdo Linear por meio de

situacOes e problemas reais. Em seguida, o processo de modelagem e aspectos da resolucgéo
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de problemas foram discutidos por meio de diferentes abordagens. O autor também fez um
breve historico do ensino da Programacéo Linear no Ensino Médio.

O trabalho de Silva (2013) aborda inicialmente sobre a modelagem matematica no
contexto do Ensino Médio, criando uma relacdo com o uso de recursos computacionais.
Enfoque também foi dado para a resolucdo de problemas de Programacdo Linear usando o
método grafico e o método Simplex. A proposta do autor teve como base o ensino da
Programacdo Linear usando o método grafico e também softwares computacionais, incluindo
o solver do Microsoft Excel.

Santos (2013) abordou os primeiros passos para a resolugdo de um problema de
Programacao Linear, 0s quais se podem pontuar como sendo a modelagem do problema e a
escolha de um método de resolucdo. O autor trabalhou com problemas simples, que
primeiramente foram modelados e posteriormente generalizados. Para a resolucdo de
problemas de Programacéo Linear com duas varidveis, o autor utilizou o método gréfico e fez
uma breve referéncia ao método simplex para resolucdo de problemas com mais de duas
variaveis. Apresentou ainda o software Geogebra, como ferramenta de resolucdo do problema

proposto e visualizacao da regido viavel.
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2. Modelagem Matematica e Sistemas de Inequacdes

Com o objetivo de introduzir a Programacgédo Linear a alunos do Ensino Médio no
intuito de resolver problemas de duas e trés varidveis, torna-se necessario abordar sobre a
modelagem matemaética, para a compreensdo da situacdo-problema, e criagdo de modelos,
seguida da resolucéo de sistemas de equacdes para obter a solugdo do modelo.

Ao lidar com problemas de Programacdo Linear, busca-se maximizar ou minimizar
uma funcdo, chamada de Objetivo, conjuntamente com varias restricdes impostas ao
problema, que séo caracterizadas por um sistema de inequacgdes lineares. Essas restriches
incluem caracteristicas do problema quanto a limitacdo de recursos, como por exemplo: méo
de obra, quantidade de matéria prima, limitacdes financeiras, etc.

A partir da modelagem de problemas de Programacdo Linear e posteriormente a
utilizacdo de técnicas matematicas para a obtencdo de solugdes, busca-se a melhor delas, a
qual é chamada de solu¢do 6tima. Vale ressaltar que o problema é classificado como sendo de
Programacao Linear por envolver apenas expressoes (equacdes e/ou inequacdes) lineares com
relacdo as variaveis presentes.

Na constru¢cdo dos modelos de Programacdo Linear, o conjunto de restricbes é
representado por um sistema de inequacfes lineares, que é, entdo, transformado em um
conjunto de equacdes lineares. Durante a resolucdo do modelo cabe, entdo, lidar com um
sistema linear. Para isto, 0s conceitos e métodos envolvendo a resolucdo de sistemas de
equacdes lineares sdo também discutidos. A metodologia proposta busca solucdes para o

modelo resolvendo sistemas lineares.

2.1.  Caracteristicas Gerais da Programacao Linear

As principais fases em um estudo de um problema de Programacdo Linear estdo
listadas abaixo. Em seguida, cada uma destas fases é explicada:
1. Compreenséo da situagdo-problema;

Construcdo de um modelo que represente o problema;

2
3. Resolucdo do modelo buscando pela melhor solugéo;
4. Avaliacédo da solucéo dele originada;

5

Colocacéo da solucdo em funcionamento, ou seja, implantagéo real da solugéo.
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2.1.1. Compreensdo da Situagdo-Problema

O problema a ser estudado tem que ser claramente definido e compreendido por todas
as partes envolvidas em sua resolucéo, pois a qualidade da solucdo depende da analise inicial.
E interessante observar que durante o processo de entendimento do problema pode ocorrer
suposi¢des das quais quanto mais objetivas forem as informag@es, entende-se que melhor seré
o resultado final. Além disso, esta etapa serve como base para a determinacao das variaveis e

relacGes matematicas para verificar o comportamento relevante do problema real.

2.1.2. Construgdo do Modelo

Busca pela criacdo de um modelo matematico composto por um conjunto de variaveis
e equacdes que descrevem o problema. E importante salientar que um modelo matematico no
descreve a situacdo real em sua totalidade, pois nem todas as variaveis podem estar incluidas
por existir um nimero muito grande delas dificultando a modelagem e a possivel resolucéo. O
modelo matematico busca representar a realidade de forma objetiva e a quantidade de detalhes
incluidas pode variar de acordo com as necessidades impostas.

Nessa fase ficam determinadas as variaveis do problema, ou seja, as decisdes a serem
tomadas, a fungédo objetivo, que se deseja otimizar, e 0 conjunto de restricdes, que limitam o
uso dos recursos. A partir disto, uma abordagem que pode ser seguida para alcancar o modelo
compreende dos seguintes passos: (i) identificar as variaveis de decisdo e representa-las em
simbologia algébrica; (ii) identificar as restricdes do problema e expressa-las como equacdes
ou inequacdes lineares em termos das variaveis de decisdo; (iii) identificar o objetivo de
interesse no problema e representa-lo como funcéo linear em termos das variaveis de decisao.
O objetivo deve compreender a otimizacdo da funcdo, isto &, maximizar ou minimizar tal
funcéo.

Em conjunto com os passos assinalados acima, é de suma importancia que nessa fase
sejam realizadas muitas perguntas as quais também devem ser respondidas, tais como: Quais
sdo as hipoteses que devem ser sugeridas? Quais decisGes devem ser tomadas? Quais recursos

afetam as decisoes?
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2.1.3. Obtencéo da Solugéo

A solucdo do modelo de Programacdo Linear é obtida através de técnicas ou
ferramentas de solucdo numérica e computacionais, consistindo geralmente de um algoritmo,
ja que boa parte dos problemas envolvem modelos com centenas/milhares de variaveis e
restricdes. Um algoritmo bastante utilizado é o Simplex, com uma boa contextualizagdo em
Dantzig (1963). Outro algoritmo muito poderoso foi proposto por Karmarkar (1984) e
consiste no método dos Pontos Interiores. Detalhes sobre ambos podem ser obtidos em Hillier
e Lieberman (2008).

Por outro lado, o interesse neste trabalho é permitir que o aluno possa usar o contetido
aprendido em modelagem matematica e sistemas de equac@es e inequacdes lineares para lidar

com problemas envolvendo até trés variaveis.

2.1.4. Avaliacao

A avaliacdo da solucdo mostra que as conclusdes do modelo podem néo ser adequadas
para o problema real. Neste caso é preciso redefinir o problema ou redefinir o modelo. Por
outro lado, podem ser adequadas para o problema e, entdo, parte-se para a sua implantacdo na
pratica.

Uma estratégia que vem sendo efetuada consiste em realizar a simulacdo
computacional da solucdo em cenarios bem préximos da realidade de forma a constatar a
eficiéncia da mesma. Esta estratégia tem gerado economias em detrimento a possivel
aplicacdo de uma mé solucdo no ambiente real.

Um exemplo desse método pode ser visto no artigo de Gongalves et al. (2005), no qual
se tem um estudo de caso especifico num Hospital para tratamento do Cancer, no qual o
simulador permitiu que o gestor tivesse um amplo dominio do que ocorria na clinica e, com
isso, atuando na melhora dos processos em execucdo, sem a necessidade de realizacdo de

testes reais.

2.1.5. Implantagéo

As pessoas responsaveis por lidar com o problema de Programacdo Linear e,

consequentemente, responsaveis pela solugdo encontrada, apos as etapas anteriores, aplicam a
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solugéo no ambiente real.

Neste ponto, espera-se que a solugdo do modelo seja, pelo menos, satisfatoria e
condizente com a realidade. Em outras palavras, as etapas anteriores devem ter sido bem
determinadas e cumpridas de forma a ndo gerar ddvidas quanto a implantacdo da solucgéo
obtida.

Vale destacar que as etapas anteriores sdo flexiveis, isto €, ndo é necessario seguir todo
o ciclo para depois concluir que a solucdo é ruim ou 0 modelo nédo é suficiente para retratar o
problema real. As vezes, torna-se necessario modificar o modelo para uma adaptacdo melhor

a realidade ou no intuito de buscar uma solugdo mais precisa.

2.2.  Algumas Aplicacbes e Modelagens Matematicas

Diversos problemas podem ser resolvidos usando Programacdo Linear. Adiante sdo
apresentados alguns exemplos de problemas que assim podem ser tratados.

e Alimentacdo: determinar alimentos, a custo minimo, que as pessoas devem consumir
para ter uma dieta equilibrada, ou seja, que contenham a quantidade adequada de
nutrientes;

e Transportes: distribuir produtos de varias fontes para diferentes mercados
consumidores. Geralmente a quantidade de produtos é limitada e cada destino, por sua
vez, possui uma demanda a ser atendida. Alguns casos podem envolver a atribuicdo de
projetos ou tarefas a pessoas, ou de tarefas a maquinas.

e Industrias de transformacdo: combinar matérias-primas para gerar novos produtos,
obedecendo as limitagcdes de cada matéria-prima ou os custos de aquisicao.

e Siderurgia: determinar a quantidade de minérios para se produzir uma liga de aco com
0 menor custo possivel, seguindo normas de qualidade.

e Agricultura: determinar qual cultura e qual quantidade plantar de modo a gerar um
lucro méximo. O problema pode envolver as caracteristicas do solo ou do mercado e
considerar restrigdes de equipamentos ou de demanda do mercado.

Estes sdo apenas alguns exemplos de situacGes em que a Programagéo Linear pode ser
empregada. Muitos outros podem ser obtidos em Arenales et al. (2007), Hillier e Lieberman,
(2008) e Goldbarg e Luna (2005).
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2.3. Forma Padréo de um Problema de Programacéo Linear

Segundo Arenales et al (2007), um Problema de Programacdo Linear pode ser

representado por meio do seguinte modelo:

Otimizar z = cyx1 + x5 + o vev . FCpXy (1
( a11x1 + a12x2 + +a1nxn S bl
Ap1X1 + AppXy + e F Ao Xy < by
Sujeito a: < . (i) (2.1)
Am1X1 + QpaXo + e F A Xy < by
\ %, =20,x,20,......., =0

em que cada uma das desigualdades encontradas em (ii), exceto a ultima linha, também
podem ser escritas com o sinal de ‘>’, bastante multiplicar por (-1) a referida inequacao.

Segundo Bazaraa, Jarvis e Sherali (1990) a forma padrdo de um problema de
programacao linear é dada por:

Minimizar z = c;xq + €% + o ev v . 0 Xy (1)
( a11X1 + a12X2 + +a1nxn = bl
a21x1 + azzxz T T +a2nxn = bz
Sujeito a: 1 . (ii) 2.2)
am1x1 + amzxz + o +amnxn = bm
\x1=20,x,20,........x, =0

De acordo com o modelo (2.2), a funcdo z, em (i), a ser minimizada, que poderia
também ser maximizada, € chamada de funcdo objetivo. O sistema de equacdes lineares em
(ii) representa as restricbes do problema, enquanto a ultima linha delimita o dominio das
variaveis, que neste caso diz que cada uma pode assumir um valor real ndo negativo.

Os problemas de Programacao Linear sdo tratados em sua forma padrdo. Entéo, ap0s

realizar a montagem do modelo matematico, 0 mesmo deve ser colocado na forma padréo.
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2.4.  Casos de Modelagem para o Ensino Médio

Visando trabalhar com situacdes-problemas presentes no dia a dia de alunos do Ensino
Médio, alguns problemas sdo expostos adiante, bem como sdo apresentados 0s passos para se
chegar ao respectivo modelo.

Uma abordagem a ser seguida pelo professor consiste em apresentar o problema,
caracterizando-o em um contexto simples e objetivo para o aluno. E interessante sempre
comecar por problemas que envolvam modelos com duas varidveis para, entdo, abordar
problemas com trés ou mais variaveis. Deve-se deixar claro que o modelo resultante
impactara no resultado, de forma que muita atencdo deve ser tomada no passo de modelagem.

Segundo Bassanezi (2002), a modelagem matematica pode ser encarada tanto como
um método de pesquisa cientifico quanto uma estratégia de ensino-aprendizagem. Neste
sentido, a modelagem matematica passa a ser um instrumento poderoso, uma vez que permite
lidar de forma objetiva com problemas do mundo real.

O papel do professor é inestimavel neste contexto da modelagem matematica.
Segundo Polya (1995) é importante que o professor incentive o aluno a se tornar
independente, quanto a abordagem de qualquer problema. Entéo, é primordial que o professor
dose o auxilio ao seu aluno, tarefa nada facil, pois se o professor auxilia pouco, o aluno nédo
conseguira um progresso significativo. Por outro lado, se o professor auxilia muito ndo restara
nada ou quase nada para o aluno executar. Nesse sentido, € interessante que o professor seja
empatico em relacdo ao aluno e principalmente discreto no seu auxilio, pois somente assim o
aluno escolhe o caminho para abordagem do problema e consequentemente tirar suas préprias
conclusdes a respeito do objeto de estudo.

Segundo Biembengut e Hein (2000), a obtencdo do modelo matematico através de um
problema real é composto de: reconhecimento do problema, em que ocorre a interacdo € 0
conhecimento do problema; formulacdo do problema, em que ocorre a modelagem e a
resolucdo do modelo; e, a validacdo do modelo matematico, em que se verifica 0 quanto o

modelo se aproxima da situagéo real.

Situacdo-problema 1. Uma marcenaria produz dois tipos de cadeiras escolares: um modelo
basica e um modelo executivo. As cadeiras bésicas necessitam de 2 horas para montagem e
acabamento, enquanto as executivas necessitam de 3 horas. Para a tapecaria sdo necessarias 1

e 2 horas para as cadeiras béasicas e executivas, respectivamente. Para a montagem e
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acabamento das cadeiras existe uma disponibilidade semanal de 260 horas por semana e para
a tapecaria existe uma disponibilidade de 150 horas por semana. Se a receita das cadeiras
béasicas for de R$ 80 por unidade e de cadeiras de modelo executivo for de R$ 130,00 reais,
quantas unidades de cada tipo devem ser produzidas por semana para maximizar o lucro da

marcenaria?

O professor deve enfatizar para os alunos que o primeiro passo a ser seguido, ou seja,
0 reconhecimento do problema, consiste inicialmente em determinar as variaveis de deciséo,
pois a partir delas é que se determinam as equacGes que regem o modelo. Diante disto, a
construcdo do modelo para o problema acima envolve tomar duas decisfes: determinar o
nimero x de cadeiras béasicas e o nimero y de cadeiras do modelo executivo a serem
produzidas por semana.

No segundo passo, é interessante analisar o problema como um todo, imaginando
como acontece o funcionamento da marcenaria segundo os dados do problema, os fatores
preponderantes responsaveis pela construcdo das cadeiras, se o custo por unidade esta ou ndo
relacionado com o valor final de cada cadeira e assim por diante. O processo de modelagem
requer que o responsavel pela andlise seja minucioso na observacdo de todos os fatos
descritos no problema. O professor deve incentivar a todo instante que o aluno entenda a
necessidade da investigacdo do problema como um todo. Logo, é interessante que os alunos
pensem como acontece a producgdo das cadeiras, ou seja, pensar primeiro na solucdo, sem
pensar no modelo. Porém, deixar claro que o modelo é necessario para se chegar na solucéo.

O professor deve esclarecer que apoOs definidas as variaveis, parte-se para a
determinacdo das restricdes. Vale ressaltar que uma outra alternativa seria definir a fungéo
objetivo e, entdo, seguir para as restricdes como Gltimo passo.

Pensando na funcdo objetivo, os alunos devem atentar-se ao que a marcenaria busca
otimizar. Esta claro no problema que ela quer maximizar seu lucro e que este lucro segue da
venda de cadeiras cujas quantidades estdo em funcédo de x e y. N&o é conhecido o valor destas
variaveis, porém se sabe que ao vender uma unidade da cadeira bésica, tem-se R$ 80,00,
entdo o lucro total é 80x. Com um raciocinio similar, deduz-se que o lucro com as vendas da
cadeira de modelo executivo é de 130y. A partir dai, para determinar o lucro total da
marcenaria durante a semana, escreve-se a funcdo z = 80x+130y. Como se busca o lucro
maximo, a funcdo objetivo consiste em: maximizar z = 80x+130y.

Existem limitacBes com relacdo a montagem e acabamento, com relacdo a tapecaria e

restricoes de ndo negatividade, pois x e y ndo podem assumir valores negativos.
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Com relacéo a restricdo de montagem, sabe-se que as cadeiras basicas necessitam de 2
horas para montagem, logo serdo gastos um total de 2x horas no total para a montagem.
Usando o mesmo raciocinio, é preciso 3y horas na montagem das cadeiras do modelo
executiva. Para a montagem e acabamento das cadeiras existe uma disponibilidade semanal de
260 horas por semana, resultando na seguinte restricdo para a montagem e acabamento das
cadeiras: 2x + 3y < 260.

Analisando a restricdo da tapecaria, sabe-se que sdo gastos, respectivamente, 1 e 2
horas para realizar o servico de tapecaria em cada um das cadeiras de modelo béasico e
executivo. Logo, gasta-se um total de x horas para o servico de tapecaria das cadeiras de
modelo bésico e 2y horas para o0 servico de tapecaria das cadeiras modelo executivo. Como a
disponibilidade total em horas é 150, a restri¢do fica: x + 2y < 150.

Finalmente as variaveis x e y correspondem a quantidade de cadeiras dos modelos
basico e executivo, assim ndo podem assumir valores negativos, portanto, tem-se as restri¢oes
de ndo negatividade para o problema: x > 0ey > 0.

Resumidamente, 0 modelo de programacao linear para o problema em questao é:

Maximizar z = 80x + 130y

2x + 3y < 260
Sujeito a: { x + 2y < 150 (2.3)
x=20ey=0

Situacao-problema 2. Uma industria deseja maximizar seu lucro mediante a producéo de trés
modelos, I, Il e I, de um certo purificador de agua. A producdo dos modelos envolve o uso
de trés materiais, que sao: plastico, tinta, ferro. Os dados tecnoldgicos da producdo estdo

resumidos na Tabela 2.1. Assume-se que um modelo possa ser construido parcialmente.

Tabela 2.1. Dados da situacéo-problema 2

Uso pelo Modelo | Modelo 11 Modelo 111 | Disponibilidade
Materiais dos materiais
Plastico 8 6 1 48
Tinta 4 2 1,5 20
Ferro 2 1,5 0,5 8
LUCRO R$ 60,00 R$ 30,00 R$ 20,00

Fonte: Elaborado pelo autor
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Parte-se do método de modelagem discutido na resolucdo da situacdo-problema 1 para
a construgdo do modelo de Programacgdo Linear do problema dos purificadores. O primeiro
passo envolve a definicdo das variaveis de decisdo. Note que se busca saber a quantidade de
modelos do tipo I, Il e Il que devem ser produzidos de forma a maximizar o lucro da
empresa. Desta forma, as variaveis de decisdo sdo: x; quantidade de modelos do tipo |
produzidos; x, quantidade de modelos do tipo Il produzidos e x3 quantidade de modelos do
tipo Il produzidos.

A partir das variaveis, constréi-se 0 modelo (2.4) cuja funcéo objetivo consiste em
maximizar o lucro e as restricdes envolvem respeitar a disponibilidade dos materiais usados

na construcdo de cada um dos modelos.

Maximizar z = 60x; 4+ 30x; + 20x3

8xy + 6x, +x3 < 48
4x; + 2x, + 1,5x3 < 20
2x; + 1,5x, + 0,5x3 < 8

x120,x,>20,x3=0

Sujeito a: (2.4)

em que a restricdo: 8x; + 6x, + x5 < 48, indica 0 uso do material plastico; 4x, + 2x, +
1,5x; < 20, representa o uso do material tinta; 2x; + 1,5x, + 0,5x; < 8, indica 0 uso do
material ferro; e, o dominio das variaveis, x; = 0,x, > 0,x3 = 0 que é ndo-negativo. Para

esse caso, assumiu-se a producao incompleta para quaisquer modelos.

2.5. Inequagdes Lineares

Denomina-se inequacao linear de duas variaveis, x e y, toda desigualdade que pode ser

reduzida a uma das formas:

ax + by > 0,

ax+by <0 (2.5)
ax+ by =0,

ax+ by <0, coma,b € Rea,b # 0.

Uma inequacdo € a confirmacéo de que uma quantidade é maior (ou menor) do que
outra, ou maior (ou menor) do que ou igual a outra quantidade. Por exemplo, a quantidade de

livros vendidos por uma editora durante um més é uma quantidade ndo inferior a 1000
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unidades. Pode-se denotar essa informacéo através da sentenca matematica, x = 1000, em
que X representa a quantidade de livros vendidos durante o respectivo més. Seguem algumas
propriedades envolvendo inequagoes:

e Propriedade da Substituicdo: A inequacdo dada pode ser substituida por outra
expressao equivalente a inequacao original, observando que as duas possuem a mesma
solucéo.

e Propriedade da Adicdo: A inequacdo dada é equivalente a inequacédo original quando
adicionamos uma mesma parcela em ambos 0s membros da desigualdade.

e Primeira propriedade da Multiplicacdo: A inequacdo dada é equivalente a inequacao
original quando se multiplicam ambos os membros da desigualdade por um ndmero
real positivo, conservando o sinal da desigualdade.

e Segunda propriedade da Multiplicacdo: A inequacdo dada é equivalente a inequacédo
original quando se multiplicam ambos os membros da desigualdade por um nimero
real negativo, invertendo o sinal da desigualdade.

No caso de uma equacdo linear, o sinal que aparece na sentenca € uma igualdade.
Partindo das inequacdes em (2.5), obtém-se a respectiva equacdo linear ax + by = 0. E
importante ressaltar que uma inequacdo do tipo ax+by < 0 pode ser “completada” até se obter
uma igualdade. Em outras palavras, com a introducdo de uma variavel f € Z, com f > 0,
chega-se na seguinte equacdo linear, ax + by + f =0, em que f representa a “folga” da
inequacdo ax+by <0 para se atingir a igualdade. Se por outro lado, a inequagéo for ax +
by = 0, tem-se um “excesso”, de forma que uma nova variavel w € R, com w > 0 entra na
restricdo com coeficiente negativo, resultando em ax + by —w = 0.

A resolucdo de modelos de Programacéo Linear considera que as restri¢des estejam na
forma da igualdade. Aplicando-se o procedimento de completar as restricdes, inserindo novas

variaveis de folga no modelo, chega-se nos respectivos modelos partindo de (2.3) e (2.4).

Maximizar z = 80x + 130y

2x + 3y + f; = 260
Sujeito a: x+2y+f, =150 (2.6)
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Maximizar z = 60x; + 30x; + 20x3

8xy + 6x, + x5+ f; =48
4x, + 2%, + 1,5x3 + f, = 20
2x; + 1,5x, + 0,53 + f; = 8
X1 =0,%,>0,x3>0,f,=0,f,>0,f,>0

Sujeito a: (2.7)

sendo f; = 0,f, = 0, f3 = 0 as varidveis de folga acrescentada aos modelos para se atingir a
igualdade. Estas variaveis possuem significado dentro do problema de forma que nas
situacOes-problemas em particular, elas representam a estocagem dos recursos/materiais para

cada restricdo.

2.6. Sistema de Equacdes Lineares

Segundo Boldrini et al. (1980), um sistema linear com m equacdes e n incdgnitas é o

conjunto de equac0es lineares que podem ser expressas por:

a11x1 + a12x2 e T alnxn - bl
a21x1 + azzxz e aann == bz (2 8)
Am1X1 + QaXy + 0 e et e e QX = by

em que x; sdo as incognitas (ou variaveis), a;; € R sdo os coeficientes e b; € R sdo 0s termos
independentes, parai =1,..,mej=1,..,n.

Um sistema linear, quanto a suas solucdes, pode ser classificado em possivel e
determinado, possivel e indeterminado e impossivel. A Figura 2.1 classifica os sistemas de

acordo com o nimero de solucdes presentes.

Classificagdo de Sistemas Lineares

Sistema

Sistema possivel Sistema possivel 8
impossivel

e determinado e indeterminado

Infinitas Nenhuma

Solugdo Unica = th
solucdes Solugdo

Figura 2.1. Classificagdo dos sistemas lineares segundo o nimero de solucées
Fonte: Elaborado pelo autor
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2.7.  Resolugéo de Sistemas Lineares

O interesse esta em modelos de Programacdo Linear com duas e trés variaveis de
forma que seja possivel usar 0s conceitos e 0 estudo a ser desenvolvido nas aulas de sistemas
de equacdes lineares. Diante disto, apresentam-se alguns métodos de resolucao de sistemas de
equacdes lineares, porém focando em sistemas genéricos com duas e trés variaveis e duas e
trés equacdes, respectivamente.

A proposta é que o professor possa trabalhar com os alunos usando sistemas genericos.
Ao obter o valor das variaveis em funcdo dos coeficientes e termos independentes de forma
genérica, o aluno tem formulas que permitem resolver os sistemas contendo valores
numéricos apenas fazendo a devida substituicdo do valor pelo correspondente
coeficiente/termo independente genérico. Parte-se do seguinte sistema linear em (2.9) com
duas variaveis.

{a11x1 + a;3x; = by 2.9)

A31X1 + Az2X; = by

Algumas técnicas para buscar a solucdo dos sistemas lineares consistem em aplicar o
método da substituicdo ou o método da adicdo, por exemplo. Outros métodos também podem
ser usados, como 0 método da compara¢do ou 0 método da eliminacdo de Gauss-Jordan. Mais
detalhes em Howard e Rorres (2001).

2.7.1. Método da Substituicdo
Este método consiste em isolar uma das variaveis numa equacao e substitui-la na outra
equacao do sistema dado. Para o sistema de equacgdes em (2.9), isola-se a variavel x; (ou xy),

em qualquer uma das equagdes e substitui o valor encontrado na outra equacdo. Para o caso de

isolar x; na primeira equacao, tem-se:

x, = A=tz (2.10)

aii

Substituindo na segunda equagao em (2.9), obtemos:

36



ai1by—az1b
X, = 1102—02101 (2.11)
A11G22— A21012

Logo,

as,b1—aq2b
x1 — 22V1 1292 (2.12)
a11022— 21412

Ao final, os valores de x; e x, podem ser determinados diretamente por meio das egs.
(2.12) e (2.11), respectivamente. Visando aperfeicoar a aprendizagem do método, o professor
pode, em seguida, apresentar exemplos de sistemas com valores numéricos e pedir aos alunos
que usem as solucdes genéricas de x; e x, para computar a resposta diretamente. Além disso,
solicitar aos alunos que resolvam o exemplo numérico seguindo os passos feitos para o caso
genérico e, entdo, discutir qual abordagem é mais simples: usar férmulas ou executar 0s

passos do método da substituicao.
2.7.2. Método da Adicgao

Uma alternativa ao método da substituicdo consiste no método da adicdo. Neste
método ocorre a manipulacdo dos coeficientes das equacdes para que se obtenha um sistema
linear equivalente em que se busca eliminar uma das variaveis em questdo. Com isso, torna-se
facil determinar o valor da varidvel ndo eliminada.

Para o sistema linear em (2.9), com o intuito de eliminar a variavel x;, realizam-se 0s
seguintes passos: multiplicar a primeira equacéo por ap; e multiplicar a segunda equacéo por

—ayy, resultando em:

{ A31011X1 + A2112X; = Ap1bq 2.13)
—Q11021X; — Aq1033X; = —Aq1b;

Somando as equacdes de (2.13) membro a membro, chega-se no resultado de (2.14), que é a
variavel x, apenas em funcdo dos coeficientes e termos independentes. Note que x; foi
eliminada apds a adicdo das equagdes, visto que possuem o mesmo coeficiente, mas com
sinais contrarios. Colocando o valor (-1) em evidéncia, tem-se 0 mesmo resultado conseguido
em (2.11).
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A31Q12X7 — Aq1032X; = Az1b1—a11by =
(az1Q12 — A11022)X; = Ap1by—ay by, =
az1bi—aq1by

X, = (2.14)

az21012—0Q11022

Com o valor de Xx», resta escolher uma das equac@es, por exemplo, a primeira equacao
do sistema original (2.9) de forma a fazer a substituicao de x, e obter x;, ou seja,
Qz2b1—a12b;

x, = Zzbizduzbs (2.15)

A11Q22— 21412

Observa-se que os valores de x; € X, coincidiram com aqueles obtidos no método da
substituicdo. Uma atividade interessante que o professor pode solicitar aos alunos consiste em
resolver o sistema genérico (2.9) aplicando ambos os métodos. Em seguida, comparar qual
deles € mais simples em termos do nimero de operacbes envolvidas para se chegar ao
resultado. Como extensdo, solicitar aos alunos que resolvam um sistema genérico com trés
variaveis e trés equacoes.

Para sistemas lineares cujo numero de variaveis e equacdes € maior do que dois, 0s
métodos acima demonstram certa dificuldade devido a intensa manipulacdo algébrica
requerida, mesmo em exemplos numéricos. Uma alternativa tem sido utilizar o método de

eliminacdo de Gauss-Jordan.

2.7.3. Método de Gauss-Jordan

O método de Gauss-Jordan € um método de escalonamento que consiste em aplicar
operacOes elementares a matriz associada de um sistema, até que ela esteja na forma
escalonada reduzida, conforme discute Boldrini et al. (1980).

Uma vantagem deste processo é que um sistema cuja matriz associada € uma matriz na
forma escalonada reduzida tem solugdo imediata. Diz-se que uma matriz estd na forma
escalonada reduzida quando ela satisfaz as condicGes: (i) o primeiro elemento ndo nulo de
cada linha n&o nula (chamado o pivo da linha) é igual a um; (ii) o pivo da linha (j + 1) ocorre
a direita do pivé da linha j; (iii) se uma coluna contém um pivd, entdo todos os outros
elementos desta coluna devem ser iguais a zero; e, (iv) todas as linhas nulas ocorrem abaixo

das linhas ndo nulas.
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Para mostrar o funcionamento do método em sistemas lineares com trés equacdes e

trés varidveis, o primeiro passo € escrever a matriz ampliada do sistema linear, isto é:

ax + bly + C1Z = d1 a, b1 Cq dl
azx + bzy + CzZ = dz = az bz C2 dz (216)
asx + bgy + C3Z = d3 as b3 C3 d3

As operagOes elementares que podem ser aplicadas na matriz ampliada do sistema
linear sdo: (i) permuta de linhas; (ii) multiplicacdo (ou divisdo) de uma linha por um escalar
diferente de zero; e, (iii) adicionar uma linha com uma combinacéo linear das demais linhas.
Note que essas operacdes estdo sendo aplicadas nas linhas da matriz que, equivalentemente,
corresponde a aplica-las nas respectivas equacBes do sistema linear. Além disso, tais
operacdes ndo alteram o conjunto solugdo do sistema linear e uma demonstracdo desta
afirmacdo pode ser obtida em Boldrini et al. (1980).

Com o intuito de analisar o sistema linear (2.16), em todos o0s casos de solucao, isto €,
para que ele seja possivel e determinado, possivel e indeterminado ou impossivel, aplica-se o
método de Gauss-Jordan para estabelecer as condi¢des de cada caso.

Apds escrever a matriz ampliada do sistema linear (2.16), considere a primeira linha
como sendo L,, a segunda por L, e a terceira por L;. Uma sequéncia de passos a ser seguida
para resolver o sistema linear em (2.16) consiste em aplicar na matriz ampliada: encontrar o
pivl da primeira linha; zerar os outros elementos da primeira coluna; encontrar o pivo da
segunda linha, entdo zerar os demais elementos da segunda coluna e igualmente para a
terceira linha e coluna.

O pivo pode ser obtido da escolha de um elemento da linha a partir do qual as
operacdes elementares séo aplicadas. Por exemplo, para a primeira linha, a escolha natural
seria 0 elemento a;. Entdo, busca-se transformar o pivé no elemento igual a 1. Para tanto,
divide-se a primeira linha por a;, Esse procedimento € importante, pois fica facil encontrar um
elemento que, multiplicado por 1 e somado com a 22 linha e posteriormente com a 3? linha

possa zerar 0s respectivos coeficientes a, € as.

a; by ¢ |dy L
az bz C2 dz - Faga a—l (217)
as bs c3 ld; '
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Nesse procedimento € interessante observar qual € o elemento cujo produto por 1

resulte em um ndmero igual a -a, e -az respectivamente, de tal modo que quando houver a

soma de cada uma linhas com a linha do piv0, os elementos pertencentes a primeira coluna

com a excecdo do pivo figuem iguais a zero.

b
1 1
a;
a, b,
as bs

Nesse passo escolhe-se o elemento

c1 |ds

a | a1

L, =L, —ayly

%) dZ - Fa(;a {L3 = L3 - a3L1

c3 |ds

aiby—azby

a

pelo valor do pivd, para encontrar o coeficiente 1.

/1

0

by C1
a a
aiby—azb;  aic;—azc

0

a a
aibs—azb; ajcz—azc;

Em (2.19), busca-se zerar o coeficiente

a a

dq
ai
aidp;—azd; Ly
q ——
a, | Fa'(;a' aiby—azbq
a;dz—aszd; 1
ai
aibs—azby

a

multiplicacdo de L, pelo coeficiente especificado.

b [4 dy
1 = 1 —
aq a4 a
aiCz;—azc1 |aidz—azdq
0o 1 > =L — (
aibz—azby |aiby—azby Fagals = L
0 aibz—asbq aiC3—aszcCy a1d3—a3d1/
aq aj aq

que resulta em:

-
a

0 1
0 0
sendo:

Cq dl
aq a

a1C2—03C1 |a;dy—azdy

aiby—azb; |aib,—a,b,

ky ks
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a1b3—a3b1

ai

)i

(2.18)

como pivd. Assim, faz-se L, dividida

(2.19)

utilizando a subtracdo de L3 pela

(2.20)

(2.21)



k. = aq1(bac3—bzcy)—az(byci+bicz)—az(bic3—bzcy) (2 22)
1 aibz—azby '

ko = a1(bpdz—bszd;)—asz(bydy+bi1dz)—az(b1dz—bsdy) (2.23)
2 albz—azbl ’

A partir deste ponto, pode-se concluir que:

. , . . k
e O sistema é possivel e determinado se k—z # 0,Vkq, ky,comky # 0.
1

e O sistema é possivel e indeterminado se k; = k, = 0.

e O sistema é impossivel se k; = 0 e k, # 0.

Por outro lado, para lidar com sistemas de inequacOes lineares é preciso recorrer a
conceitos tedricos mais avancados que fogem do escopo de uma proposta para 0 Ensino
Médio. Uma referéncia sobre o tema consiste no trabalho de Monticeli (2010). Esse autor
discute a resolucdo de sistemas de inequac@es lineares utilizando o método de Fourier-MotzKi
e faz uma relacdo com o problema de enumerar vértices do poliedro associado ao sistema de
inequacoes.

E importante destacar que dentro da Programacéo Linear, modelos com duas e trés
variaveis, que possuam um sistema de inequacdes lineares formando as restri¢cbes, podem ser
resolvidos através do método grafico. Para tanto, é necessario que o professor faca um
trabalho voltado para o lado da geometria analitica, ndo sendo o caso da proposta deste
trabalho.
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3. Abordando a Programacao Linear

A maneira mais simples de resolver um modelo de Programagéo Linear com duas, ou
mesmo trés variaveis, é utilizar o método grafico. Como comentado no Capitulo 2, a proposta
deste trabalho € mostrar que a resolucdo de modelos de Programacao Linear, restritos a duas e
trés variaveis, pode ser realizada por meio do trabalho com sistemas de equacdes lineares.

Todavia, um exemplo envolvendo o método grafico sera brevemente discutido neste
capitulo. Isto se torna importante para mostrar que existem alternativas para tratar problemas
de Programacéo Linear e o professor pode, inclusive, usa-las ao ensinar os diferentes assuntos
no Ensino Médio.

Antes de mais nada é preciso apresentar alguns resultados dentro da Programacao
Linear que permitem utilizar a abordagem por sistemas de equacdes lineares, bem como ir
para o lado geométrico, pensando no método gréafico.

No intuito de resolver um problema de Programacao Linear usando apenas contetdos
vistos no Ensino Médio, deve-se primeiramente encontrar os vértices da regido delimitada
pelas restricdes do modelo dado. Estes vértices sdo equivalentes a cada um dos sistemas de
equac0es lineares, em que algumas variaveis assumem o valor zero e as demais variaveis tém
seus valores determinados pela resolucdo do sistema resultante. A partir de todos os vértices

encontrados, verifica-se qual deles otimiza a fungéo objetivo do modelo.

3.1. Resultados Importantes na Programacao Linear

Os resultados discutidos adiante foram obtidos de Dantzig (1963), Arenales et al.
(2007) e Hillier e Lieberman (2008). Desta forma, a demonstragdo de cada um destes
resultados pode ser obtida nos autores citados e o professor pode comenta-los dentro de sala
de aula de forma a apresentar a ideia geral por tras de cada um, buscando motivar os alunos.

Para um dado modelo de Programacao Linear em sua forma padréo, como em (2.2), as
solugdes que atendem as restricbes do modelo, ou seja, resolvem o sistema linear, formam a
regido de viabilidade do problema. Essa regido pode ser visualizada no plano quando se
trabalha com modelos de duas varidveis, ou no espaco tridimensional quando se tem trés
variaveis. Para um modelo com n variaveis é preciso recorrer ao R™.

Um ponto da regido de viabilidade corresponde a uma solucéo, dita solugéo viavel, do

sistema linear presente no modelo. Porém, o interesse estd na solugdo viavel que otimiza o
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modelo, chamada de 6tima. A partir disto, seja S 0 conjunto contendo todas as solugdes

viaveis do modelo. Seguem os seguintes resultados:

Resultado 3.1.1. O conjunto S é convexo e consiste em um poliedro.

Resultado 3.1.2. O conjunto dos pontos extremos (vértices do poliedro) de S é finito e esse
namero k é tal que k < CJ}, em que m representa 0 nimero de equagfes € n 0 nimero de

variaveis do sistema linear associado a S.

Resultado 3.1.3. Seja X um ponto de S, segue que x é uma solucdo basica viavel do modelo se

e somente se x for um extremo (vértice do poliedro) de S.

Resultado 3.1.4. Se no dado modelo de programacdo linear a funcdo objetivo possuir um

méaximo (ou um minimo) finito, entdo a solucdo 6tima é um ponto extremo de S.

Existem outros resultados associados a Programacdo Linear encontrados em Goldbarg
e Luna (2005), porém os aqui apresentados sdo suficientes para estabelecer as diretrizes para o
estudo envolvendo sistemas de equacdes lineares ou 0 método gréafico.

Em complemento, podem existir problemas em que a regido de viabilidade é vazia ou
ilimitada, porém ndo se tem interesse nesses casos. A proposta é que o professor trabalhe

exemplos em que se possam aplicar a metodologia por sistemas lineares.

3.2. Resolucdo pelo Método Gréfico

A representacdo por meio de graficos permite vislumbrar varias propriedades e
simultaneamente a obtencdo de um método de solucdo para o caso de duas variaveis. Apesar
disso, o método grafico vai ser abordado de uma forma singular, pois o trabalho aqui
apresentado ndo possui enfoque nesse método de resolucdo. Primeiramente, desenha-se a
regido com todas as solucdes vidveis e, em seguida, determina-se a solucdo que fornece o
melhor valor para a funcdo objetivo. A aplicacdo do método segue com o modelo (2.3).

A regido viavel V é dada por V={(x,y), tal que 2x + 3y < 260, x + 2y < 150,x >

Oey =0} O primeiro passo consiste em representar no grafico as condi¢des de néo
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negatividade. Note que a representacdo dessas restrices limita a regido para o 1° quadrante

do plano cartesiano.

by

Figura 3.1. Representacéo grafica das restricdes de ndo negatividade

Fonte: Elaborado pelo autor

O proximo passo € representar 0s pontos que satisfazem as restricdes. Considerando a
restricdo 2x + 3y < 260, nota-se que o plano cartesiano fica dividido em duas regides
quando 2x + 3y = 260, as quais serdo denominadas por R e S. Em seguida, toma-se um
ponto no intuito de verificar qual regido é viavel, por exemplo (40, 40) em S e o substitui na
restricdo, obtendo 200. Como 200 < 270, segue que o ponto escolhido esta na regido S, onde
2x + 3y < 260. Portanto, a regido que satisfaz a restricdo € a S, previamente encontrada
conforme ilustra a Figura 3.2.

Os mesmos passos sao seguidos para representar a segunda restricao, isto €, x + 2y <
150. Inicialmente, traga-se a reta dada por x + 2y = 150, de forma que duas regides surgem,
uma para x + 2y < 150 e a outra para x + 2y > 150. Uma vez escolhida a regido valida, o
procedimento segue para as demais restricbes. Neste caso, como ndo hd mais restri¢Oes, a
regido viavel V consiste na intersecdo entre todas as regifes de forma a satisfazer

simultaneamente todas as restricdes, como apresenta a Figura 3.3.
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100

80

60 Regido R

40 Regido S

20 —
0 ,(130,0)
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Figura 3.2. Representacao da restricdo 2x + 3y < 260.
Fonte: Elaborado pelo autor
| |
100 2X+3y=260 em—
X+2y=150 emm—
80 N
60 Regiao R ]
>
o
X
o
40 [ Regido S ]
20 [ 7
0 | | | | | |

0 20 40 60 80 100 120 140 160
eixo X

Figura 3.3. Regido vidvel do modelo (2.2)

Fonte: Elaborado pelo autor

De acordo com os resultados anteriores, 0s pontos extremos da regido V, isto €, seus

vertices, correspondem as solucdes basicas viaveis do modelo (2.2). Neste caso, os Vértices
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s&o os pontos (0,0), (0, 75), (70, 40) e (130,0). O proximo passo é substituir cada um deles na
funcdo objetivo do problema e comparar qual vai gerar a solucdo que otimiza a funcdo, isto é,
maximiza z = 80x + 130y. Entdo, tem-se f(0,0) = 0, f(0,75) = 9.000, f(70,40) =
10.800 e f(130,0) = 10.400, de forma que a solu¢do Otima ocorre no ponto (70, 40).
Conclui-se o problema afirmando que o lucro maximo é de R$ 10.800,00 e ocorre na venda

de 70 cadeiras do modelo basico e 40 cadeiras do modelo executivo.
3.3. Proposta para Resolver Modelos de Programagéo Linear

A metodologia usada na resolugcdo de um modelo de Programacéo Linear parte do fato
que o problema possui uma solucao étima. Se 0 modelo ndo estiver na forma padrao, insere-se
em cada desigualdade uma variavel de folga ou de excesso, similar ao feito na Secéo 2.5.

O desenvolvimento adiante considera um modelo qualquer de duas variaveis e duas
restricdes cuja desigualdade ¢ do tipo “menor ou igual”. Sdo inseridas as varidveis de folga
nas restricdes no intuito de transformar as desigualdades em igualdades, para que o modelo
seja resolvido através de sistemas lineares. Apos a insercdo das variaveis de folga, o0 modelo

genérico é escrito como:

Ot'mlzar Z = (C1X1 + CaXop

11X, + 12X, + f1 = by

Sujeito a:{
J Az1X1 + A%, + [, = by

(3.2)

em que x; = 0,x, = 0 sdo as variaveis obtidas a partir da modelageme f; =0, f, = 0 sdo
as variaveis de folga.

Como ha um total de quatro varidveis e duas equacOes, deve-se combinar as quatro

., . 4 s - Zogs
variaveis duas a duas, sendo um total de C? = i 6 possiveis candidatos a vertices. Este

processo define uma particdo do problema, em que se define as varidveis béasicas e nao
basicas a partir de cada combinagdo. As variaveis ndo bésicas sdo aquelas cujo valor €
determinado a priori, sendo igual a zero, e as basicas sdo determinadas a partir da resolucao
do sistema linear resultante, como aponta Hillier e Lieberman (2008). A solucdo obtida é
chamada de solucdo basica viavel caso atenda todas as restricbes do modelo original e,
partindo do Resultado 3.1.3, corresponde a um vértice do poliedro formado a partir do

conjunto de restricGes. A Tabela 3.1 traz todas as possiveis combinagdes para o modelo (3.2).

46



Tabela 3.1. Possiveis combinagdes entre as varidveis para o modelo (3.2)

Combinacao Variaveis Variaveis ndo Sistema linear resultante
basicas basicas
(i) {xl {fl =0 {allxl + a;x; = by
X2 f2=0 a1%X1 + Az2X; = by
(i) {xl {xz =0 (a11%1 + f1 = by
fl fz :0 a21x1 :bz
(iii) {xl {xz =0 a;1X, = by
f2 fi=0 az1x1 + f2 = b,
(iv) {xZ (x; =0 Q12%2 + f1 = by
fl \f2=0 L azzxz =b2
(V) {xz x =0 { QX2 = by
f2 fi=0 A2%X; + [, = by
(vi) {f1 (x1=0 {f1 = by
2 x; =0 f2 = b,

Fonte: Elaborado pelo autor

Para as combinacGes (i)-(vi) da Tabela 3.1, apresenta-se nas equacdes (3.3)-(3.8) a
solucdo do respectivo sistema linear resultante. Para tanto, pode-se aplicar qualquer um dos

métodos discutidos na Segdo 2.7.

Qz2b1—-A12b;

— X1 =
a11X1 + Aq2Xy = bl a110a22— A21012 (3 3)
Az1%1 + Q22X = by X, = _Ga1ba—Gz1b1 '
11022~ Q21412
b,
a1 X1 + f1 = by N az1 (3.4)
=) az1b1—aq1b; )
a1X1 = Dy i e S
azi
_ b1
ay1X1 = by N 17 ay, (3.5)
az1%1 + f2 = by @11b2=021b1 '
aii
N
a12x, + f1 = by = 27 ay, (3.6)
=) az2b1—aq1,b; )
Az2X7 2 Z22717 71272
azz
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A12X; = by
A%, + f = by

b
xz ==
a2

=
f __aqizby—ay;bq
, = ——————

a2

(3.7)

(3.8)

Uma andlise sobre a solucdo de cada sistema resultante, presente em (3.3)-(3.8), é feita

na Tabela 3.2. Apresentam-se as condi¢des para que cada sistema seja possivel e determinado,

possivel e indeterminado ou impossivel.

Tabela 3.2. Classificagdo do sistema linear resultante das equagdes. (3.3)-(3.8)

Sistema linear

Possivel e

Possivel e indeterminado

Impossivel

resultante determinado
Eqg. (3.3) a110z2 — Az1Q12 # 0 A11Q2 — Q21012 =0 | Q11025 — A31092 =0
az2b; —aipb; =0 Az2b1 — a12b, # 0
a11b; —azb; =0 a11b; —az1b; # 0
Eq. (3.4) a,; #0 a,;=0,b, =0 a,; =0,b, #0
eaq1#+0
Eq. (3.5) a;; #0 a;1=0eb; =0 a1 =0,b; #0e
a,; #0
Eq. (3.6) a,, #0 a,, =0eb,=0 a, =0,b, #0e
a, =0
Eqg. (3.7) a;, 0 a;, =0, by =0 a;;, =0,a,, #0,
by #0
Eq. (3.8) sempre sera possivel e Né&o se aplica Né&o se aplica

determinado.

Fonte: Elaborado pelo autor
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Dentre os sistemas resultantes que possuem uma solucdo basica vidvel, o proximo
passo consiste em substituir tais solu¢bes na funcdo objetivo. Ao fim, o valor objetivo que é
minimo dentre os encontrados corresponde a solucdo oOtima do respectivo modelo de
Programacdo Linear. Com isso em mente, a Tabela 3.3 apresenta o valor objetivo para cada

sistema linear resultante da Tabela 3.1, assumindo que o mesmo é possivel e determinado.

Tabela 3.3. Valor da funcdo objetivo dada a solucdo das equacdes. (3.3)-(3.8).

Sistema linear resultante Valor da funcéo objetivo z
Eg. (3.3) ( Ay2b1 — aq2b, ) < ay1by; — az,by )
c1 +cy
A110Q — A21Q13 A110Q22 — Q2104137
Eqg. (3.4) c1b,
azi
Eq. (3.5) C1_b1
ajq
Eq. (3.6) C2b;
az;
Eq. (3.7) C2by
Y
Eq. (3.8) 0

Fonte: Elaborado pelo autor

Visando exemplificar a aplicacdo da metodologia anterior em um modelo de
Programacdo Linear, considera-se o0 modelo obtido para o problema da marcenaria em sua
forma padréo, isto €, 0 modelo (2.6).

Seguindo os passos anteriores, o professor pode mostrar aos alunos como montar a
Tabela 3.4 contendo as possiveis combinacdes entre as varidveis, o sistema linear resultante e
0 valor da solucdo para cada sistema. Neste ponto, os alunos devem resolver cada sistema
linear usando as técnicas aprendidas em sala de aula. A vantagem da metodologia aqui
proposta surge do fato de que o aluno estara praticando a resolucéo de sistemas de equacoes

lineares por meio da resolucéo de problemas de Programacdo Linear.
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Tabela 3.4. Possiveis combinages entre as variaveis para 0 modelo (2.6)

Variaveis bésicas Variaveis Sistema linear Solucéo do sistema
ndo-bésicas resultante linear

{x {fl =0 {Zx + 3y = 260 {x =70
Y fz=0 X + 2y = 150 y = 40
{x {y=0 {2x+f1=260 {x=150
fi f,=0 x = 150 fi =—40
{x y=0 { 2x = 260 {x=130
f2 fi=0 x + f, =150 f, =20
{y (x =10 {3y+f1 = 260 {y=75
fi f,=0 2y = 150 fi =35
{)’ <x=0 { 3y =260 _260
f2 fi=0 2y + f, = 150 y="3

_ 70

fi=—%

{fl {x =0 {fl =260 {f1 =260
f2 y=0 fo =150 f, = 150

Fonte: Elaborado pelo autor

2x + f; = 260
x = 150

150 e f; = —40. Como as variaveis do problema sdo todas ndo-negativas, tem-se que 0 ponto

Note que a solucdo do sistema { na Tabela 3.4 corresponde a x =

(150, 0) ndo pertence a regido de viabilidade do problema. O mesmo ocorre com 0 ponto
260
(0.57)

Em seguida, o professor deve solicitar que seja calculado o valor da fungédo objetivo,
conforme esta apresentada na Tabela 3.5, dada a solucéo de cada sistema linear da Tabela 3.4.
Os alunos devem analisar, dentre os valores objetivo obtidos, em qual o maximo ocorre.
Neste caso, chega-se na solucdo x =70, y =40, f; =0 e f, = 0. Em outras palavras, a

marcenaria deve produzir 70 cadeiras do tipo basico e 40 cadeiras do tipo executivo,

resultando em lucro maximo equivalente a R$ 10.800.

50



Tabela 3.5. Valor da funcdo objetivo para as solugdes na Tabela 3.4.

Sistema linear resultante Solucdo do sistema Valor da fungéo z = F(x,y)
{Zx + 3y = 260 {x =70 F(70, 40) = 10.800
x+ 2y =150 y =40
{Zx + f1 = 260 {x =150 Ponto inviavel
x = 150 f1 = —40
{ 2x = 260 {x =130 F(130, 0) = 10.400
{Sy + f; = 260 {y =75 F(0, 75) = 9.750
2y = 150 fi =35
{ 3y = 260 _ 260 Ponto inviavel
2y + f, = 150 y="3
70
{fl = 260 {fl = 260 F(0,0)=0

Fonte: Elaborado pelo autor

Note que as solucgdes obtidas nos diversos sistemas lineares descritos na Tabela 3.5
identificam cada um dos vértices obtidos na solucdo pelo método gréfico da Figura 3.3, ou
seja, as solucdes determinam todas as possibilidades de vértices da regido viavel. Mais ainda,
0 método proposto exclui pontos que ndo pertencem a regido viavel, ao observar o dominio
das variaveis.

Em resumo, a metodologia para trabalhar com Programacéao Linear na perspectiva da
resolucdo de sistemas de equacdes lineares € simples e objetiva. O aluno ndo tem maiores
dificuldades com a abordagem, pois a mesma ndo utiliza e nem apresenta novos conceitos,
além daqueles ja estudados durante o Ensino Médio. Ao contrario, a metodologia permite que
os alunos enxerguem situacGes-problemas do seu cotidiano dentro da sala de aula, bem como
permite resolvé-las de forma eficiente.

E importante ressaltar que as etapas anteriores para resolver o modelo consistem em
passos basicos dentro da teoria de Programacao Linear. Alem disso, quando o modelo cresce

com relagcdo ao numero de varidveis e equacOes, esta metodologia torna-se extremamente
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ineficiente na pratica, pois requer um grande nimero de operagdes. Dai, 0 uso de métodos
mais eficientes, como o Simplex, com detalhes em Dantzig (1963). Porém, isto requer um
maior aprofundamento do tema, muitas vezes impossivel de ser feito dentro do Ensino Médio

pela ndo flexibilizacéo do curriculo escolar.
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4. Ensino da Programagcéo Linear usando o Octave®

A modelagem matematica em conjunto com a Programacdo Linear busca diversificar e
enriquecer o ensino da Matematica por meio de experiéncias com problemas do dia a dia. O
professor, ao expor um problema de Programacéo Linear, instrui seus alunos para utilizarem
conhecimentos prévios, adquiridos durante o ensino de modelagem e resolucdo de sistemas
lineares.

Um passo importante no processo de ensino, de acordo com Gomes (2001), considera
a incluséo de softwares como possibilidade de constru¢cdo do conhecimento, No caso da
proposta em questdo, que usa sistemas lineares, a resolugéo de sistemas com m equacdes e n >
3 variaveis é oneroso, em especial, pelo fato da quantidade de sistemas crescer da forma C}.

A partir disto, desenvolve-se neste capitulo passos para combinar a resolucdo dos
sistemas lineares por meio do software mateméatico Octave®. Parte-se da situacéo-problema 2,
que envolve a producdo dos trés modelos de purificadores. Ao determinar os sistemas lineares
resultantes, a solucdo de cada um deles é obtida usando o respectivo software.

4.1. A Historia do Octave®

O Octave® foi criado em meados de 1988 com a finalidade de servir de apoio a um
livro de graduacdo em projetos de um reator quimico. Foi escrito por James B. Rawlings da
Universidade de Wisconsin-Madison e John G. Ekerdt da Universidade do Texas.

Ele consiste em uma linguagem de alto nivel para computacdo numérica. Permite a
resolucdo de problemas numéricos lineares e ndo-lineares, além de experimentos numéricos
gue envolvem a manipulacdo de polindmios, integracdo de equacdes diferenciais ordinarias,
determinacdo de raizes de equacOes nao-lineares, etc.

E um software livre, sob licenca GNU General Public Licence, e sua primeira versio
foi liberada em 1993. O Octave® é escrito na linguagem C++ usando bibliotecas padréo de
gabaritos (STL). Este software foi projetado inicialmente para rodar no ambiente Linux,
porém hoje existem versdes para os ambientes Windows e MAC OS X. Seus comandos se
comparam ao de softwares pagos, como o Matlab®, porém o Octave® tem a vantagem de néo
requerer uma licenga paga, o que faz dele uma 6tima ferramenta para ser usada no ensino,

tanto nas escolas como em universidades.
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O manual do Octave® esta disponivel na Internet por meio do endereco

http://www.network-theory.co.uk/octave/manual/. O manual ndo é gratuito, sendo esta uma

das formas de arrecadar fundos para manter o desenvolvimento do software. A Figura 4.1
ilustra a interface inicial do Octave®, que é baseada no estilo de linha de comandos, ou seja, o
usuario digita um respectivo comando, pressiona a tecla enter e o resultado aparece logo em
seguida ou em outra janela. Neste trabalho foi utilizada a verséo 3.6.4 para ambiente

Windows. Mais detalhes podem ser encontrados em Eaton, Bateman e Hauberg (2002).

[ - GUI Octavel

: File Edit View Help

) (A8 2 G486 v @ C\Program Files (6)\GUIOctave

)

GNU Octave, version 3.6.4

Copyright (C) 2013 John W. Eaton and others.

This is free software; see the source code for copying conditions.
There is ABSOLUTELY NO WARRANTY; not even for MERCHANTABILITY or
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. For details, type ‘warranty'.

Octave was configured for "i686-pc-mingw32".

[Additional information about Octave is available at http://www.octave.org.

Please contribute if you find this software useful.
For more information, visit http://www.octave.org/get-involved.html

Read http://www.octave.org/bugs.heml to learn how to submit bug reports.

For information about changes from previous versions, type ‘news'.
- Use ‘pkg list' to see a list of installed packages.

- MSYS shell available (C:\Software\OCTAVE~1.4\msys).
- Graphics backend: gnuplot.

>>

Done @ Ready {8 Run mode CAP | NUM 'S
= 16:05
PT &= ) q -
BORO@uEmM™E

Figura 4.1. Interface do Software Octave® no ambiente Windows.

Fonte: Elaborado pelo autor

4.2. Alguns Comandos do Octave®

Como o intuito é utilizar o Octave®, torna-se necessario que o professor introduza
alguns comandos envolvendo a resolugédo de sistemas de equacdes e a plotagem de graficos.
Neste sentido, o professor deve contar um pouco da historia do software para, em seguida,
discutir os comandos e seus resultados dentro do ambiente de estudo. A Tabela 4.1 sumariza

0s comandos necessarios para o estudo em questao.
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Tabela 4.1. Alguns comandos do Octave®

Comandos Descri¢do do comando

+ Soma

- Subtracédo

* Multiplicacéo

/ Divisdo

A=11,2,3;4,5,6;7,8,9] criar uma nova matriz 3x3 e armazena em uma
variavel A.

C=A\B Resolve o sistema linear AX=B e armazena em uma
variavel C.

linspace Cria um vetor com elementos espacados linearmente

meshgrid cria matrizes de coordenadas x e y

surf Plota uma superficie 3-D, adicionando a malha

efeitos de cores e profundidade

area Sobreia a area sob a curva.

facecolor E usado para escolha de cor em um grafico

Hold on/off Plotar duas ou mais curvas em um mesmo gréafico.

xlabel Nomeia 0 eixo x

ylabel Nomeia 0 eixo y

zlabel Nomeia 0 eixo z

colormap Mapa de cores

axis Ajusta os limites dos eixos no grafico

legend Introduz uma legenda usando os textos
correspondentes

set Muda parametros

text Insere um comentario no grafico

title Insere um titulo ao gréfico

plot Plota um grafico em 2D

view Modifica a posicéo e angulo de visdo de um grafico

clc Limpa a tela

Fonte: Elaborado pelo autor
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4.3. Resolvendo Sistemas Lineares

O sistema genérico de ordem 3x3 dado em (2.16) pode ser escrito da seguinte forma:

a1 b1 Cl d1 X
AC =B, sendo 4 = (az b, c2>, B = (dz) e C= (y) (4.1)

as; bs c3 ds z

Se a matriz A for invertivel, entdo a solucdo é encontrada fazendo C = A'B. A
resolucdo dos sistemas lineares tem como base essa ideia e parte da situagdo-problema 2.
Assume-se 0 modelo descrito em (2.7) cujo sistema linear possui m=3 equacgdes e n=6

o : . AT . 6!
variaveis. Logo, combinam-se as seis variaveis trés a trés, com um total de CZ = o = 20

sistemas lineares.

Seguindo a proposta da Secéo 3.3, deve-se escolher (n - m) = 3 variaveis para serem as
ndo bésicas, cujo valor é zero, enquanto as demais sdo determinadas pela resolucdo do sistema
resultante. Por exemplo, escolhendo x,, f, e f3 como ndo bésicas, tem-se 0 seguinte sistema

resultante:

8X1 + X3 + fl =48
4x1 + 1,5x3 = 20 (42)
le + O,SX3 =8

Antes de trabalhar com o Octave®, o professor deve primeiro mostrar aos alunos
como montar as matrizes A e B seguindo o sistema (4.2). Em seguida, inserir cada uma delas
usando a linha de comando do software. A Figura 4.2 ilustra este processo, sendo a matriz A

inserida primeiro e, em seguida, insere-se a matriz B.
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= ﬁ C:\Program Files (x86)\GUIOctave

© File Edit View Help

>> A=[8 1 1:;4 1.5 0;2 0.5 0]
A =

8.00000 1.00000 1.00000
4.00000 1.50000 0.00000
2.00000 0.50000 0.00000

>> B=[48:20;8]
B =

48
20
8

>>

Figura 4.2. Inser¢do das matrizes A e B pela linha de comando

Fonte: Elaborado pelo autor

A solucéo do sistema AC = B segue naturalmente por meio do comando C = A\B, que
esta descrito na Tabela 4.1. Note que foi encontrada a solugdo x;=2, x3=8 e f;=24 de acordo
com a Figura 4.3.

© File Edit View Help

>> B=[8 1 1:4 1.5 0:2 0.5 0]
h:

&.00000 1.00000 1.00000
4.00000 1.50000 0.00000
2.00000 0.50000 0.00000

>> B=[48:;20;8]
= =

48
20
8

>»> C=A\B
C =

=

Figura 4.3. Resolugdo do sistema linear (4.2) no Octave®

Fonte: Elaborado pelo autor
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Uma vez encontrado o valor das varidveis, determina-se o valor da fungéo objetivo. O

comando utilizado é z = 60*C(1,1)+20*C(2,1), pois x, é nulo e f; ndo entra na funcdo

objetivo. A Figura 4.4 traz o0 uso do comando e a solugéo obtida, que resulta em z = 280.

o . I

B D« &8 B

File Edit View Help

> g C\Program Files (488)\GUIOtave -

>> BA=[8 1 1;4 1.5 0;2 0.5 0]
A =

&.00000 1.00000 1.00000
4.00000 1.50000 0.00000
2.00000 0.50000 0.00000

>> B=[48;20;8]
- -

(SIS

mw o o

>> C=A\B

Wa o R

2

>> Z=60%C(1,1)4+20%C(2,1)
Z = 280
=

Figura 4.4. Valor da fungdo objetivo apds considerar a solucdo do sistema (4.2)

Fonte: Elaborado pelo autor

A estratégia apresentada para resolver o sistema linear (4.2) é, entdo, aplicada para

resolver os 20 sistemas lineares do modelo (2.7). A Tabela 4.2 apresenta os 20 sistemas

lineares resultantes, bem como a respectiva solugédo encontrada utilizando o Octave®.

O professor deve frisar que 0s mesmos passos podem ser aplicados para resolver um

sistema qualquer, com m equacles e n variaveis, e mostrar que o software atua como uma

ferramenta facilitadora para os calculos. Porém, o professor precisa alertar que o uso do

software s é interessante quando se conhece a teoria por tras do método utilizado, pois na

ocorréncia de erros, 0 aluno tera pré-requisito para analise e posterior correcéo.
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Tabela 4.2. Possiveis combinagdes entre as varidveis e sistemas para 0 modelo (2.7) — parte 1.

Variaveis Variaveis Sistema linear resultante Solucdo do sistema
basicas ndo-basicas linear

xl f1=0 8x1+6x2+X3=48 x1=17
X2 fZ =0 {4)(1 + sz + 1,5.X'3 =20 {xZ =—-12
X3 f=0 2x; + 1,5x, + 0,5x3 = 8 X3 = —16
xl f2=0 8x1+6x2+f1=48 X1=7
X2 {x3 =0 { 4‘x1 + sz = 20 {xz = —4
fl f3 =0 2x1+1,5x2 :8 fl =16
X1 fi=0 8x; + 6x, = 48 impossivel
x2 {X3 = 0 {4‘.7(1 + ZXZ +f2 = 20

f2 f:=0 2x; + 1,5x, = 8

xl f1=0 8x1+6x2=48 x1—3
{xz {X3 = 0 { 4x1 + ZXZ = 20 { xz = 4
fs f,=0 2x; +1,5x, + f3=8 f; =—4
xl fz 8x1+x3+f1=48 x1—2
X3 {f3 { 4x; + 1,5x3 = 20 {Xg, =8
fl xz le + 0,5x3 = 8 f3 = 24’
xl fl 8x1 + X3 = 4‘8 x1 = 8
4X3 {f3 {49(1 + 1,5x3 +f2 = 20 {X3 = _16
f2 X, 2x; + 0,5x; = 8 f, =12
X1 fi 8x1 +x3 =48 X =6,5
1X3 { 2 { 4x1 + 1,5.X3 = 20 {xg) = —4
f3 X3 2x, +0,5x;+ f; =8 fz =-3
xZ fZ 6x2 +x3 +f1 =4‘8 xz = 1,60
X3 { 3 { 2x, + 1,5x53 = 20 {xg = 11,20
fi X1 1,5x, + 0,5x; = 8 fr =272
X2 fi 6x, + x3 = 48 x,-10,667
{x3 {f3 {sz + 1,5x3 + fz =20 { X3 = —16
f2 X1 1,5x, + 0,5x; = 8 f, = 22,667

Fonte: Elaborado pelo autor
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Tabela 4.2. Possiveis combinacgdes entre as variaveis e sistemas para 0 modelo (2.7) — parte 2.

Variaveis Variaveis Sistema linear resultante Solucdo do sistema
bésicas ndo-bésicas linear

X7 fi 6x, + x3 = 48 x, = 7,4286
{x3 {fz { 2x2 + 1,5x3 =20 { X3 = 3,4‘286
f3 X, 1,5x, + 0,5x5 + f3 = 8 fs = —4,8571
fl X2 8x1 +f1 = 4‘8 fl = 16
{fz X3 {4951 + f, =20 {fz =4
X f3 2x, =8 X, =4

fl xl 6x2 +f1 = 4'8 fl = 16
{fz {X3 {29(2 +f2 =20 { 2 = 9,333
X, f3 1,5x, = 8 x, = 5,333
fi X1 x3+ f1 =48 fi=32
{fz X2 {1,5.7(3 +f2 =20 {fz = —4
X3 f3 O,SX3 =8 X3 = 16
fi X2 8x; + f1 =48 fi=8
{fs x3 { 4‘x1 = 20 {fS - _2
x1 fZ 2x1+f3=8 x1=5
fl X1 6x2 +f1 = 48 f1 =-12
{fg X3 { 2x, = 20 {fg = _7
Xy f2 1,5.7(.'2 +f3 =8 Xy = 10
fi X1 x3+ f, =48 fi=32
{fz X3, {1,5x3 + f, =20 {fz =—4
X3 f3 0,5x; = 8 x; = 16
f2 X2 8x, = 48 f, = —4
{fs {x3 {4961 +f, =20 Ifg =—4
xl fl 2x1+f3:8 x1—6
f2 X1 6x, = 48 f =4
{f3 {xs {sz + f, =20 lfg = —4
Xy fl 1,5x2 +f3:8 Xy =8

Fonte: Elaborado pelo autor
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Tabela 4.2. Possiveis combinagdes entre as varidveis e sistemas para 0 modelo (2.7) — parte 3.

Variaveis Variaveis ndo- Sistema linear Solucdo do sistema
basicas basicas resultante linear
fa X1 X3 = 48 f, = —52
fa Xy 1,5x3 + f, = 20 fi =—16
X3 fl O,SX3 + f3 = 8 x3 = 48
fi X1 fr =48 fr =48
f2 *2 f, =20 f, =20
X
f3 3 f3=8 f3=8

Fonte: Elaborado pelo autor
Apds computar todos os sistemas lineares e as respectivas solucdes, efetua-se a analise
do valor da funcdo objetivo para cada uma das solu¢bes na Tabela 4.2. Os resultados estdo

apresentados na Tabela 4.3.

Tabela 4.3. Valor da fungéo objetivo para as solu¢bes do modelo (2.7) — parte 1

Sistema linear resultante Solucdo do Sistema Valor da fungéo objetivo z
8x; + 6x, + x; = 48 x; =17 Ponto inviavel
{49(1 + 2x2 + 1,5.X3 = 20 xZ == _12
2x1 + 1,5x2 + O,SX3 =8 X3 = —-16
8x; + 6x, + f; =48 X1 =17 Ponto inviavel
{ 4x1 + sz = 20 xz = _4'
le + 1,5x2 =8 f1 =16
8x, + 6x, = 48 sistema impossivel Né&o se aplica
{4‘9(1 + ZXZ +f2 = 20
le + 1,5x2 =8
8x, + 6x, = 48 x; =3 Ponto inviavel
{ 4x1+2x2=20 {x2:4
le+1,5xZ +f3 =8 f3 =—4

Fonte: Elaborado pelo autor
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Tabela 4.3. Valor da fungéo objetivo para as solu¢des do modelo (2.7) — parte 2

Sistema linear resultante

Solucdo do Sistema

Valor da funcgéo objetivo z

8x1+X3+f1:4‘8 x1=2 Z:280
{4x1+1,5x3 =20 {xg =8
le + O,SX3 = 8 f1 = 24
8x1 + X3 = 48 X1 = 8 Ponto |nV|éVe|
{436‘1 + 1,5X3 + fz =20 {x3 =—-16
le + 0,5x3 =8 fz =12
8x; + x3 = 48 xX; =65 Ponto inviavel
{ 4x1 + 1,5x3 = 20 {X3 =—4
2x1+0,5x3 +f3 =8 f3 =-3
6x2+X3 +f1 = 48 Xy = 1,60 2=272
{ ZXZ + 1,5.7(,'3 == 20 {x3 = 11;20
1,5x2 + O,SX3 =8 f1 = 27,2
6x, + x3 = 48 x,-10,667 Ponto inviavel
{sz + 1,SX3 + fz =20 {X3 = _16,00
1,5%, + 0,5x; = 8 f, = 22,667
6x, + x3 = 48 X, = 7,4286 Ponto inviavel
{ 2x, + 1,5x3 = 20 {x3 = 3,4286
1,5x2 + O,SX3 +f3 =8 f3 = _4',8571
8x1+f1=48 f1=16 Z =240
{4x1+f2=20 {f2=4‘
le =8 X1 = 4
{ZXZ +f2 =20 {fz = 9,333
1,5.XZ =8 Xy = 5,333
X3+ f; =48 f1 =32 Ponto inviavel
{1,59(3 +f2 =20 {fz =—4
O,SX3 =8 X3 = 16

Fonte: Elaborado pelo autor
62




Tabela 4.3. Valor da fungéo objetivo para as solu¢des do modelo (2.7) — parte 3

Sistema linear resultante

Solucdo do Sistema

Valor da fungéo objetivo z

8x; + f1 =48 f1=8 Ponto inviavel
{ 4x1 = 20 {f3 = _2
le + f3 = 8 xl = 5
6x, + f; = 48 fi=-12 Ponto inviavel
{ 2x2 == 20 {f3 = _7
1,5x2 +f3 =8 Xy = 10
X3+ f; =48 fi =32 Ponto inviavel
{1,5)63 +f2 =20 {fz =—4
O,SX3 = 8 x3 = 16
8x,; = 48 fo = —4 Ponto inviavel
{4361 +f2 = 20 {f3 = _4
2x1 + f3 =8 X1 = 6
6x, = 48 fo=4 Ponto inviavel
{ZXZ +f2 =20 {f3=—4‘
1,5x2+f3=8 x2—8
x3 =48 f, = —52 Ponto inviavel
{1,53(3 +f2 = 20 {f3 = —16
O,SX3 +f3 == 8 X3 = 4'8
fr =48 fi =48 z=0
fo =20 fo =20
fz=8 fs =8

Fonte: Elaborado pelo autor

Observando a Tabela 4.3, o aluno deve notar que a solugdo 6tima ocorre para x;=2,

Xo=0 e X3=8 com valor de z=280. Caso os alunos tenham mostrado facilidade em trabalhar

com o software e sua aplicacao para resolver os sistemas lineares, o professor pode desafia-los

a resolver um problema de Programacéo Linear que envolva pelo menos quatro varidveis de

decisdo no modelo original.
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A regido vidvel do modelo em questdo, que esta descrito no modelo (2.4), é dada pelo

conjunto de pontos que satisfaz simultaneamente todas as suas restri¢ces e respeita 0 dominio

das variaveis, que sao ndo negativas. Visando ilustrar o plano que separa o espaco para cada

uma destas restricoes, define-se x; = z para o primeiro plano, x; = w para o segundo plano e

x3 = k para o terceiro plano, em que as equacdes dos planos séo dadas em (4.3) trocando o

sinal ‘<’ por um ‘=", A Figura 4.5 ilustra a sequéncia de comandos para plotar os trés planos.

(Z =x3 =48 — 8x; — bx,
8x1 + 6x, +x3 < 48 | T 20-am-2x
4x1+2x2+1,5x3s20:’{ W=Xg ==
2x; +1,5x, + 0,5x3 < 8 k = x. = 8-2x1+1,5%,
3 0,5
x1=20,x,20,x3=0 L '
X1 = 0,x2 = O,x3 >0

File Edit View Help

: 1Y RN il & 7 &

5

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

Figura 4.5. Sequéncia de comandos para gerar os planos que delimitam a regido do modelo (2.4)

x=linspace (0,20):;
y=linspace (0,20):
[a,b]=meshgrid (x,¥y):
hold on;
z=48-8%a-6*b;
w=(20-4%a-2%b) /1.5;
k=(8-2%a-1.5%b) /0.5;
surf (a,b,z):

surf (a,b,k):

surf (a,b,w):

axis ([0,6,0,10,0,20]):

set (gca, 'fontsize',18)

xlabel ('eixo x','fontsize',b30):

yvlabel ('eixo y','fontsize',b30):;

zlabel ('eixo z','fontsize',b30):

Fonte: Elaborado pelo autor
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eixo z

eixo y 100

Figura 4.6. Planos delimitando a regido viavel do modelo (2.4)

Fonte: Elaborado pelo autor

O uso de software Octave® permite o melhor aproveitamento em sala de aula, desde
que bem trabalhado. A proposta com o uso do software pode se estender para modelos com
n > 3 variaveis, pois os calculos sdo feitos com facilidade. Assim, o aluno tem apenas o
trabalho de digitar os diversos sistemas buscando os candidatos a pontos 6timos e analisar
qual deles otimiza o problema proposto. Vale destacar que existem outros tipos de abordagens
para um problema de otimizacdo com varias variaveis, como € o caso do método simplex,
porém o professor certamente necessitara de tempo e flexibilizacdo no curriculo para trabalhar

esse método.

65



Considerac0es Finais

A Programac&o Linear, apesar de ndo ser um contetido contemplado no Ensino Médio,
é importante, pois permite lidar com a matematica de forma contextualizada e com situacdes-
problema do dia a dia dos alunos. A proposta deste trabalho consiste em inserir a
Programac&o Linear no Ensino Médio como uma aplicacdo natural dos conteddos vistos nos
topicos de modelagem e sistemas de equacdes lineares. E uma proposta aceitavel, uma vez
que pesquisadores da area defendem o ensino da matematica por meio de uma abordagem
contextualizada na prética.

A Programacdo Linear envolve tanto problemas de grande porte, com um nimero
significativo de variaveis e restricdes, como problemas menores. E no contexto de problemas
simples, que contextualizam aplicacdes reais, que os alunos do Ensino Médio tém um
primeiro contato com essa técnica poderosa. Uma vez que a modelagem matematica e a
resolucdo de sistemas lineares estdo presente nos curriculos atuais, essa proposta tem ainda a
vantagem de ser aplicada em ambientes em que ndo ha a flexibilizacdo do curriculo para a
insercdo de novos conteldos.

Por outro lado, quando existe a possibilidade de flexibilizacdo do curriculo, torna-se
interessante o professor estender o ensino da Programacéo Linear inserindo 0 método Simplex
como uma ferramenta usual, ao invés de resolver os varios sistemas lineares. Como destacado
no texto, o nimero de sistemas resultantes a serem resolvidos cresce de forma fatorial,
limitando o estudo a problemas cujo modelo inicial tenha até trés variaveis de decisdo. Uma
das formas para contornar esse problema ¢é usar um software matematico, em que os calculos
passam a ser feitos de forma automatica.

O software Octave® mostrou-se uma ferramenta til na resolucdo dos sistemas
lineares e um grande aliado da proposta apresentada. Apesar da sua aplicacdo ser repetitiva e
extensa, envolvendo a resolucdo de muitos sistemas lineares, existe a simplicidade da linha de
comandos, de forma que a solucdo do sistema é obtida instantaneamente. Nesse aspecto, 0
aluno torna-se apto a lidar com sistemas maiores, o que inclui modelos de Programacéo
Linear com mais de trés variaveis de decis&o.

Outra vantagem de se combinar o ensino por meio do software esta na possibilidade de
trabalhar com a resolucéo grafica. Naturalmente, o professor pode ampliar o campo de ensino,
uma vez que os conteudos de geometria analitica podem agora ser ensinados com o auxilio de
um software e, entdo, aplicados para resolver problemas de Programagéo Linear. Observou-

se, poréem, que 0 uso apenas do método grafico limita o ensino a problemas com duas, no
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maximo, com trés variaveis, ao contrario da proposta aqui discutida, que permite abordar
problemas maiores, em especial com o auxilio de um software matematico.

Como proposta para trabalhos futuros, destaca-se uma metodologia que integre o
ensino de geometria analitica com Programacdo Linear. Outra abordagem inclui o ensino do
método simplex no Ensino Médio. A ideia é dividir o método em partes e tratar cada uma
dessas etapas nos contetdos que sdo obrigatorios no curriculo, como modelagem, sistemas de
equacOes lineares, geometria analitica e combinatdria. Ao final, o professor sistematiza cada
uma das etapas que foram estudadas para, entdo, apresentar o método simplex. Por outro lado,
uma extensdo natural deste trabalho consiste em aplicar a metodologia aqui discutida dentro
da sala de aula. A partir do feedback dos alunos, o professor adapta a estratégia de ensino e 0s
contetidos a serem melhor trabalhados.

Por fim, apesar das grandes dificuldades na educacgéo basica e no ensino-aprendizagem
da Matematica, acredita-se que este trabalho possa ser utilizado dentro de sala de aula como
uma alternativa aos métodos usuais. O foco do professor €, entdo, abordar o contetdo de
forma a contextualizar o conhecimento para alcancar um melhor entendimento por parte dos
alunos. Aliado ao uso de um software matematico, espera-se que os alunos se envolvam ainda

mais no processo de ensino-aprendizagem.
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