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Resumo

Este trabalho tem por objetivo apresentar a origem e defini¢coes das integrais elipticas
e do algoritmo da média aritmética-geométrica como ferramenta para resolucao destas
integrais. Para tanto, mediante revisao bibliografica, foram levantados os principais pontos
histéricos e de desenvolvimento matematico que permitissem compreender os processos
de descoberta destas integrais e do desenvolvimento das ferramentas necessarias para
seu calculo numeérico, observando-se as diferentes contribuig¢oes de inimeros matematicos
para o desenvolvimento desta teoria. Além disso, propoe-se a extensao da discussdo sobre
o calculo do comprimento da elipse ao Ensino Médio, mediante técnicas acessiveis ao

estudante neste grau de conhecimento.

Palavras-chave: elipse, integrais elipticas, média aritmética-geométrica.



Abstract

This work aims at presenting the origin and definitions of elliptic integrals and the
arithmetic-geometric mean algorithm as a tool for solving of these integrals. To this end,
through a bibliographical review, the main historical and mathematical development points
that allow understand the processes of discovering these integrals and developing easy
tools for their numerical calculation, observing the different contributions of mathematical
calculations to the development of this theory. In addition, it is proposed to extend the
discussion on calculating the length of the ellipse to High School, through techniques

accessible to students at this level of knowledge.

Keywords: ellipse, elliptic integrals, arithmetic-geometric mean.
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CAPITULO 1

INTRODUCAOQ

Integrais elipticas surgem naturalmente no célculo do comprimento da elipse,
conica descoberta na Grécia antiga por Manaecmo (380 AEC - 320 AEC) (NIETTO, 2019)
e da curva lemniscata, descoberta por Jacob Bernoulli (1654 — 1705) em 1694 (FILHO,

1990), que era considerada uma elipse modificada.

Inicialmente, o interesse para o calculo do comprimento da elipse estava re-
lacionado ao comprimento das érbitas planetarias, passando, posteriormente, a ser um
problema também voltado a aspectos puramente analiticos de retificacao de curvas, se
estendendo ao calculo do comprimento da lemniscata. Curiosamente, enquanto a area da
elipse possui uma relacdo bem definida como A = mwab, onde a e b sdo as medidas dos
semieixos da elipse, conhecida desde os tempos de Arquimedes (287 AEC — 212 AEC),
provavel descobridor de tal relagao, o problema de se encontrar uma expressao ou método
que permitisse o célculo de seu comprimento perdurou até o desenvolvimento do Célculo

Diferencial e Integral.

Com as técnicas de integracao para o célculo de comprimentos de curvas, um
segundo problema surgiu, pois as integrais originadas no célculo do comprimento da
elipse e da lemniscata nao podiam ser expressas em termos de fung¢oes mais elementares,
impossibilitando o calculo direto de tais integrais. Face a este problema surgiu o algoritmo
da Média Aritmética-Geométrica, uma ferramenta simples e brilhante que permitiu a

obten¢ao de um método para calcular numericamente o valor destas integrais.

A busca pela resolucao das integrais elipticas bem como o sucesso em tal cruzada
perpassou pelo trabalho de diversos matematicos, alguns desenvolvidos independentemente

e outros como continuagao, dentre os quais se destacam Leonhard Paul Euler (1707 —
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1783) e Giulio Carlo di Fagnano (1682 — 1766), primeiros a apresentarem estudos sobre

o comprimento da elipse, Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), quem primeiramente

F(z
desenvolveu um método para calcular numericamente as integrais da forma f ]g() ) dx,
x

N

com F(x) uma fungdo racional e P(z) um polinémio de grau quatro sem raizes repetidas,

que é uma forma genérica das integrais elipticas.

Foi Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) quem desenvolveu mais obje-
tivamente, paralelamente a Lagrange, a teoria da Média Aritmética-Geométrica, além
de obter o teorema da aplicacdo desta no calculo das integrais elipticas, Adrien-Marie
Legendre (1752 — 1833), quem apresentou as trés formas canénicas das integrais elipticas,
além de propriedades béasicas e tabelas de resultados numéricos destas integrais e Carl
Gustav Jakob Jacobi (1804 — 1851), Niels Henrik Abel (1802 — 1829) e John Landen (1719
— 1790), que desenvolveram a teoria das fungoes elipticas, que sao as fungoes inversas das

integrais elipticas.

Evidentemente, as integrais elipticas e o método para calcula-las nao se resumem
a aplicacao destes a elipse e a lemniscata. Diversos outros problemas relacionados a fisica
e a quimica, como o célculo do periodo de um péndulo simples (LORD, 1992), o calculo
do potencial do vetor magnético em uma espiral (WEBER, 2003), o estudo da deformagao
sofrida por uma barra engastada-livre (JUNIOR; GALVAO, 2018), o estudo da orientacio
molecular de um cristal liquido em fun¢ao de um campo magnético (CABRAL, 1973), o
estudo das caracteristicas cinematicas de ondas maritmas (FIALHO, 1980), problemas
envolvendo cargas equivalentes e o calculo do dimensionamento de pavimentos flexiveis
(CARIM, 1973), o estudo sobre geodésia (JUNIOR, 2001), e o célculo do comprimento
do miolo de uma chapa de papelao ondulado, por exemplo, também recaem em integrais
elipticas dos diferentes tipos, algumas completas e outras incompletas, expandindo os

horizontes das aplicagoes da teoria e dos métodos que aqui serao apresentados.

Este trabalho visa apresentar os conceitos relativos as integrais elipticas e o
desenvolvimento das ferramentas necessarias para seu calculo. Nesse sentido, sugerimos
ao leitor ter em mente a imagem de um quebra-cabecas onde cada Sessao deste trabalho
traz uma nova pega, seja uma defini¢ao, conceito ou método de calculo, até que a imagem
completa, o calculo das integrais elipticas pelo algoritmo da média aritmética-geométrica

e suas aplicagoes, se forme.

Assim, no Capitulo 1 apresentamos uma introducao com citacao dos matemé-
ticos e suas contribuigoes acerca do tema. Em seguida, no Capitulo 2, apresentaremos
as defini¢does das curvas base desta teoria, a elipse e a lemniscata, bem como alguns
resultados interessantes, como a relagdo para o calculo da area de cada uma e as integrais
originadas nos cédlculos de seus perimetros, além das defini¢des relativas as diferentes

integrais elipticas.
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O Capitulo 3 sera reservado a notas histérias sobre a Média Aritmética-
Geométrica, sua definicao, algumas propriedades e sua ligacdo com as integrais elipticas

como ferramenta para o calculo numérico de tais integrais.

Ja o Capitulo 4 se destinard a apresentagdo de alguns exemplos do calculo
das integrais elipticas e da aplicagao da teoria apresentada em relagao ao cédlculo do

comprimento da elipse para o Ensino Médio.

Por fim, o Capitulo 5 sera reservado as Considerac¢oes Finais.
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CAPITULO 2

INTEGRAIS ELIPTICAS

A fim de facilitarmos o entendimento deste trabalho, iniciamos recordando
as integrais utilizadas para o célculo do comprimento de uma curva em suas diferentes
notacoes e da area abaixo de uma curva, também em suas diferentes notagoes. Em seguida,
abordaremos a elipse e a curva lemniscata, suas defini¢oes, relagoes de area, calculos para
retificagdo e as integrais que se originam neste processo, terminando nas defini¢oes das

integrais elipticas e algumas propriedades delas.

2.1 Area Limitada por uma Curva e Comprimento de uma Curva

Definicao 1. (Area limitada por uma curva descrita em coordenadas cartesia-
nas) Seja f : D — R uma fungao continua em [a,b] € D. Se f(x) =0 para a < x < b,
entdo a drea A compreendida entre o grifico de f, o eixo das abscissas e as retas r = a e

x =0b € dada por
b
A= f f(z) dz, (2.1)

e se f(z) <0 para a < x < b, entdo a drea A é dada por

A= —Lbf(x) dr = Laf(x) dz. (2.2)

Definicao 2. (firea de uma regido delimitada por uma curva no plano descrita
em coordenadas polares) Seja f: D — R uma curva definida em coordenadas polares

continua em |, 8] < D. A drea A da regidgo delimitada pela curva r = f(0) quando 0
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percorre o arco de o até B uma unica vez € dada por

B
| o2 as 23)

Definicao 3. (Comprimento de uma curva descrita em coordenadas cartesia-
nas) Seja f: D — R uma fungio com derivada continua em [a,b] < D. O comprimento

C' da curva dada pelo grifico de y = ) para a < x < b é dado por

J 1 ;ZJ; (2.4)

Defini¢do 4. (Comprimento de uma curva parametrizada) Seja L : D — R? uma
curva no plano definida parametricamente por (z(t),y(t)) € R* coma <t <b e z(t) e
y(t) com derivadas continuas em [a,b] = D. O comprimento C' da curva L, quando L é

percorrida exatamente uma vez quando t aumenta de a até b é dado por
b 2 2
dx dy
= — — | dt. 2.5
L\/(dt) (%) 29

Defini¢ao 5. (Comprimento de uma curva descrita em coordenadas polares)

Seja f: D — R uma curva definida em coordenadas polares com derivada continua em
o, 5] € D. O comprimento C da curva r = f(0) quando o ponto P = (r,0) percorre a

curva exatamente uma vez quando 0 varia de o até 5 € dado por

C— J "2y < >d0 (2.6)

Os desenvolvimentos pertinentes a estas defini¢des podem ser encontradas em
Stewart (2013).

2.2 Elipse

Descobertas por Manaecmo a partir do problema de duplicacao do cubo, elipses,
do ponto de vista geométrico, foram estudadas por diversos matematicos gregos, com
destaque para Euclides de Alexandria (300 AEC), Arquimedes (287 AEC — 212 AEC) e
sobretudo, Apolonio de Perga (262 AEC — 194 AEC) (EVES, 2011; NIETTO, 2019), que

produziu uma extensa obra sobre as conicas e cujas defini¢bes de obtencao de conicas a
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partir de um cone de revolucao sao utilizadas nos dias modernos. Do ponto de vista da
geometria analitica, o qual abordaremos aqui, elipses sao lugares geométricos conforme

definido abaixo.

De forma geral, o estudo da elipse, bem como das integrais que se originam nos
calculos da area e comprimento da curva, esta relacionado a astronomia, mais precisamente
a orbitas planetarias, ou a métodos de resolugao de integrais com interesse puramente
analitico, sendo dificil precisar, devido a pulverizacao do assunto em diversos trabalhos, o

motivo exato pelo qual cada matematico se interessava pela curva.

2.2.1 Conceitos Preliminares

Definicao 6. Elipse. Dados dois pontos em um plano ~, Fy e Fy, tais que
F\Fy = 2¢, chama-se elipse ao conjunto de pontos P do plano o para os quais a média arit-

mética  das  distancias de P até F; e F, ¢ constante, isto ¢,
PF, + PF,

= a, com a > ¢, conforme a Figura 1.
2 7 )

Figura 1 — Elipse.

Os pontos F} e F; sdo denominados focos da elipse. O ponto médio do segmento
F\Fy, denotado por O, é denominado centro da elipse. A reta m e a reta perpendicular
a esta pelo ponto O determinam sobre a elipse os pontos A; e As, pertencentes a m, e
B e B, pertencentes a reta perpendicular. O segmento A; A, é denominado eizo maior
e o segmento By B, é denominado eizo menor. Sendo B;O = b, pela simetria da elipse,

B10 = B0 e pelo triangulo isésceles AFy B Fy, F1 B, = F5,B; = a, conforme a Figura 2.
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B

2

Figura 2 — Elipse e elementos.

Pelo fato de A; pertencente a elipse AFy + AiF, = 2a e como
A1F1 = AlO — FlO e A1F2 = AlO + FQO, entzlo,

A1F1+A1F2 :2a:>AlO—FIO+AlO+FQO:2a:>2AlO:2a$AlO:a

e, novamente, pela simetria da elipse, A;0 = A>0 = a.

As medidas a e b sdo os comprimentos dos semieixos maior e menor, respecti-

vamente.

Ainda, conforme a Figura 2, como A; Ay 1 By By entdo o tridngulo AF,OB; é
retangulo e dele temos
a’ =b + (2.7)

Teorema 1. Considere um sistema de coordenadas cartesianas sobre o qual traga-se uma
elipse € de eixo maior paralelo ao eizo das abscissas e centro no ponto O = (xg,yo) € seja
P = (z,y) um ponto pertencente a elipse £. A equagio que descreve a elipse £, denominada

equacao reduzida da elipse, € dada por

@ _afO)Q LU —be0>2 ~ 1 (2.8)

Demonstragdo. Considerando as coordenadas do centro, e pelo fato da elipse £ possuir eixo
maior paralelo ao eixo das abscissas, as coordenadas dos focos sdo dados por F; = (xg—c, yo)

e Fy = (z9+ ¢, y0). Seja P = (x,y) um ponto pertencente a elipse. Pela Definigao 6, temos
PF, + PF,

5 = a, Ou seja,

\/($—$0+0)2+(?J—yo)2+\/($—$o—6)2+(y—yo)2=2a.
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Reorganizando a equacao acima e denotando Ax = x — xg e Ay = y — 1o, temos

V(AL + )2 + (AY)? = 2a — \/(Az — )2 + (Ay)2.

Agora, elevando ambos os membros da equac¢ao acima ao quadrado e desenvolvendo-a,

obtemos,

4cAx — 4a® = —dar/(Az — )2 + (Ay)2.

Novamente, elevando ambos os membros da equacao acima ao quadrado e desenvolvendo-a,

temos
16c%(Az)? + 16a* = 16a*(Ax)? + 16a*c* + 16a*(Ay)?
e, com isso,
(Az)?(c* — a?) — (Ay)?a® = a*(c® — a?).
Como ?—a? = —b?, conforme a Equacio 2.7, substituindo na equacdo acima e reorganizando-
a obtemos

v’ (Ax)® + a*(Ay)? = a®b>.
Por fim, dividindo cada membro da equacio acima por a’b?, obtemos

@ —ano)? LU —bzyo)2 —1 (2.9)

finalizando a demonstracao. O

De forma andloga, para a elipse centrada em O = (xg,yo) com eixo maior

paralelo ao eixo das ordenadas obtém-se a equagao

(y — 3/0)2 i (z — x0)2

- =L (2.10)

Consideraremos, sem perda de generalidade, uma elipse com centro na origem
do plano e focos sobre o eixo das abscissas, pois todos os demais casos podem ser reduzidos

a este por rotacao e/ou translagdo. Neste caso, a equacao desta elipse é dada por
—+ - =1 (2.11)

Por fim, observa-se que se a = b, a elipse se reduz a uma circunferéncia de raio
r = a, cujas analises de comprimento e area da regiao limitada pela curva possuem as

relacoes C' = 271 e A = 7r?, respectivamente.
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Definicao 7. Excentricidade. Considere um sistema de coordenadas cartesianas sobre
o qual traca-se uma elipse £ de semieixos maior e menor medindo, respectivamente, a
e b. A excentricidade e da elipse £, parametro que mede o desvio desta em relagio a

circunferéncia de raio r = a, € definida como

c
= —. 2.12
= (212)
Da equacao acima e pela Equacao 2.7 temos
2 _ 32 2 2
_c o a”—b s b _ b
e=— = =—07 :>e—1—¥:>e— 1—¥, (2.13)

coma=bel<e<].

Observamos, ainda, que, para a = b, temos e = 0, o que implica uma elipse
sem achatamento, i.e., reduzida a uma circunferéncia de raio r = a, e para e = 1 a elipse

se degenerada em um segmento de reta de comprimento 2a.

2.2.2 Parametrizacao da Elipse

O teorema a seguir apresenta as coordenadas paramétricas dos pontos da elipse.

Teorema 2. Seja £ uma elipse centrada na origem do plano, com semieizo maior de
medida a paralelo ao eizo das abscissas e semieizo menor de medida b e P = (x,y) um ponto
pertencente a elipse. As coordenadas paramétricas de P sao dadas por P = (acos o, bsen ),

com 0 < a < 2m.

Demonstragao. Considere as circunferéncias C', de raio a, e Cy, de raio b, ambas centradas
na origem do plano, e, sem perda de generalidade, considere P pertencente ao primeiro
quadrante. Por P traca-se o segmento AM, no primeiro quadrante, perpendicular ao eixo
das abscissas, com A sobre C; e M sobre o eixo das abscissas. O segmento OA determina
o ponto B sobre (5 e forma o angulo MOA de medida «, ambos também no primeiro

quadrante, conforme a Figura 3.
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Figura 3 — Elipse e pontos de referéncias para parametrizagao.

Por construcao, A, P e M, possuem mesmas abscissas e, do tridngulo retangulo

AMOA, temos

OM M
cosa = —m = cosa = — = OM = acosq, (2.14)

dessa forma, a abscissa de P é x = a cos a.

Agora, como P pertence a elipse, entao, pela Equacao 2.11,

2 P (acosa)? gy

E—i_bﬁ:l:T_'—b?:13y2:b2(1_(cosa)2)7

e como 1 — (cosa)? = (sen a)?, entdo,

2

y* = b*(sena)? = y = +bsena.

Entretanto, como P pertence ao primeiro quadrante, temos y = bsena. Assim,

P = (acosa,bsen ). O

Corolario 1. Os pontos B e P sao colineares.

Demonstracio. Tracando-se o segmento B(Q paralelo & AM, com Q sobre o eixo das

abscissas, obtemos o tridngulo retdngulo AOBQ, conforme a Figura 4.
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Figura 4 — Elipse e tridngulos semelhantes

Do triangulo retangulo AOBQ temos

B B
sen o = Og = sena = bQ = B(Q = bsen«
Assim, a ordenada do ponto B é bsen o, mesma de P. O

Teorema 3. Simetria da elipse. Seja £ uma elipse definida no plano cartesiano pela
2 2
x

equagio — + ‘Z—z =1 e P = (x,y) um ponto pertencente a elipse. Os pontos P, = (—z,y),
a
Py, = (z,—y) e Ps = (—z,—y), simétricos de P em relagio ao eizo das ordenadas,

abscissas e origem do plano, respectivamente, também pertencem a elipse.

Demonstragdo. Verifica-se imediatamente, pois 2> = (—1)% e 3* = (—y)*. [l

2.2.3 Area da Regido Limitada pela Elipse

Teorema 4. Seja E uma elipse de semieizos maior e menor de medidas a e b, respectiva-

mente. A drea da regidgo limitada pela elipse € dada por A = wab.

Demonstracao. Devido a simetria da elipse, podemos reduzir a anélise do calculo da area

da regiao limitada pela elipse no 12 quadrante, conforme a Figura 5.
A partir da equacao da elipse, dada pela Equacao 2.11, isolando a variavel y,

2
podemos definir a funcao f : [—a,a] — R, com f(x) =b-4/1 — (E) , cujo grafico descreve
a
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o arco eliptico no primeiro quadrante. Assim, a area A limitada pela elipse equivale a 4

vezes a area da regiao limitada pelo arco.

y;l

v

Figura 5 — Arco eliptico no 1° quadrante.

Assim, aplicando integracdo no arco eliptico, conforme a Defini¢ao 1, temos

A= 4Laf(x)dx - 4Lab4/1 - (Z>2dx - 4bf4/1 - (Z)de.

. 7 x
Agora, fazendo a mudanga de variavel — = sen 6, com dx = a cos 0#df, temos
a

A= élbf2 v/ 1 — (senf)? acosdf = 4@1)[2 (cos 0)*df
0 0

[SIE]

_ sen (20) 6 _
—4ab< 1 —|—2>{0—7mb. O

2.2.4 Retificacdo da Elipse e a Integral J(a,b)

Analogamente ao céalculo da area, pela simetria axial da elipse, o problema
de retifica-la pode ser reduzido a analise da curva descrita no 1°¢ quadrante, conforme a

Figura 5. Chamaremos J(a,b) ao comprimento do arco eliptico no 1° quadrante.

e

T
Considerando a parametrizacao definida pelo Teorema 2 para 0 < a < 3

aplicando a integral dada pela Definicao 4, temos
B dz\? dy\? B d(acosa)\” d(bsena)\’
J(a,b) = — — ) da= _ —F— ) d
o= [ () e () e [ () ()

= JOQ v/ a2(sen a)? + b2(cos )2 da. (2.15)
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Agora, para 0 = g - a,

f2 v/ a2(sen a)? + b2(cos a)? da = fz v/ a2(cos 0)2 + b2(sen )2 df
0 0

assim,

J(a,b) J v/ a2(cos 0)2 + b2(sen 0)2 d6. (2.16)

Ainda, partindo da equacdo acima, como (cosf)? = 1 — (sen 6)?, entdo,

J(a,b) J v/ a2(1 — (sen 6)2) + b2(sen f) 2d9—f Va2 — b?)(sen 0)2 db

_ L \/a2 (1 - (a:_zbz) (Sene)2> o = “Lg \/1 — (a:;w) (sen6)> db

a? — b?

e como, pela Equacdo 2.13, €* = , temos,

a?

J(a,b) = afog V1 —e?(senf)? db. (2.17)

Por fim, sendo C' o perimetro da elipse, entao,

C = 4J(a,b). (2.18)

No Capitulo 3 abordaremos a teoria necesséaria para o calculo da integral J(a, b).

Passaremos, agora, a analise da curva lemniscata.

2.3 A Curva Lemniscata

A curva lemniscata, cujo nome se origina da palavra latina lemniscus, que
significa “fitas com lago”,“fitas de decoracao” ou “fitas simétricas” foi descrita por Jacob
Bernoulli em 1694 como uma elipse modificada devido ao fato de a elipse ser definida a
partir da média aritmética e a lemniscata a partir da média geométrica. Historicamente,
foi o matematico e astrénomo Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) (FILHO, 1990)
quem primeiramente estudou essa curva, em 1680, através das “ovais de Cassini”, porém
esse fato era desconhecido de Bernoulli quando a descreveu. Pelo fato de Bernoulli ter
dado maior notoriedade a curva, ela é normalmente referenciada como lemniscata de
Bernoulli, entretanto, foi Fagnano, cujo interesse estava na geometria das curvas elipticas
e sua relacao com as integrais elipticas, quem descobriu as principais propriedades dela,

publicando-as em seu trabalho Produzioni Matematiche.

As descobertas de Bernoulli sobre a lemniscata se deram a partir de seus

trabalhos sobre curvas elasticas, onde ele, curiosamente, obteve a integral que calcula um
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quarto do comprimento da lemniscata trés anos antes de descobrir sua equagao, conforme
Cox (1984).

2.3.1 Conceitos Preliminares

Definicao 8. Lemniscata Dados dois pontos em um plano o, Fy e Fy, tais que F1Fy = 2p,
chama-se lemniscata ao conjunto de pontos P do plano « para os quais a média geométrica

das distancias de P até Fy e Fy é constante, isto é, A/ PF - PFy = p, conforme a Figura

6.

Figura 6 — Lemniscata.

Os pontos Fi e Fy sao denominados focos das ovais. O ponto médio do segmento

F1 F,, denotado por O, é o centro de reflexdo da curva.

A reta F}Fy determina sobre a curva os pontos A; e Ay e 0 segmento A; A,

sera denominado eizo da lemniscata. A Figura 7 ilustra esses elementos.

Figura 7 — Lemniscata e elementos.

Ainda, como A; pertence a lemniscata, entdo, pela Definicdo 8,
AR - AF, = p, ou seja, A Fy - AJF, = p* e como A F, = A0 — FO,
A1F2 = AlO + OFQ, € FIO = OF2 entéo,

(A10 — FL0) - (A10 + OF,) = p* = A,0% = 2p* = A,0 = pV2
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dessa forma, fazendo pv/2 = ¢, temos, pela simetria da lemniscata, A;0 = OAy = ¢ .

Teorema 5. Seja um sistema de coordenadas cartesianas sobre o qual traca-se uma
lemniscata L de eizo de medida 2q, paralelo ao eixo das abscissas, e centro mo ponto
O = (xo,y0) e seja P = (x,y) um ponto pertencente a lemniscata L. A equag¢io que

descreve a lemniscata L € dada por
((z =) + (v —90)")" = - (& = 20)* = (y = 0)) (2.19)
com |x —xo| = |y —yo| e q=pV2 .

Demonstragio. Considerando as coordenadas do centro e pelo fato do eixo da lemniscata
ser paralelo ao eixo das abscissas, as coordenadas dos focos sao dada por Fy = (zg — p, %)

e Fy = (o + p,yo). Como P = (x,y) pertencente a lemniscata, entdao, pela Defini¢ao 8,
PF,-PF, = p= PF, - PF, = p?

ou seja,

V(&= w0+ )2+ (y—40)? - V(& — 20— p)> + (y — 90)* = 1.
Agora, elevando ambos os membros da equagao acima ao quadrado e denotando Ax = r—xg

e Ay =y — yo, obtemos

(A +p)? + (29)?) ((Az —p)* + (A9)?) = p"

Desenvolvendo e reorganizando a equacao acima, temos

(A + (29)?)" = 2 ((A0)? — (20)?)

e, dessa forma,

2
(2 =20 + = w0)?) = a*((@—20)* = (v = 0)?). s

No caso em que a lemniscata de centro O = (g, o) possui eixo paralelo ao
eixo das ordenadas de medida 2¢, a equacao que descreve a curva é obtida analogamente e

dada por
2 22 2 2 2
((95 —20)" + (¥ — ¥o) > =q ((Z/ —Yo)” — (z — 20) > (2.20)
com |y — yo| = [ — |-
Consideraremos, sem perda de generalidade, uma lemniscata com focos sobre
o eixo das abscissas e centro de reflexdo na origem do plano cartesiano, pois os demais

casos podem ser reduzidos a este por rotagao e/ou translacao. Neste caso, a equagdo que

descreve a curva lemniscata é dada por

(2* +4°)? = ¢*(2° — ) (2:21)
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com |z| = |y|, e os pontos de intersecao com o eixo das abscissas sao A; = (—¢,0) e
AQ = <Qa O)

Por fim, tomando = rcosf e y = rsenf, com r > 0 e |cosf| = |sen | para

0 < 0 < 27, a Equagao 2.21 ¢ transformada em sua forma polar
r? = ¢* cos(26). (2.22)

Teorema 6. Simetria da lemniscata. Seja L uma lemniscata definida no plano
cartesiano pela equacio (z* + y*)? = ¢*(2* — ), com |z| = |y|, e P = (z,y) um ponto
pertencente a lemniscata. Os pontos Py = (—x,y), P, = (x,—y) e Py = (—x,—y),
simétricos de P em relagdo ao eizo das ordenadas, abscissas e origem do plano cartesiano,

respectivamente, também pertencem a lemniscata.

2

Demonstragdo. Verifica-se imediatamente, pois 2> = (—x)% e 3* = (—y)*. O

2.3.2 Area da Regido Limitada pela Lemniscata

Teorema 7. Seja L uma lemniscata de eixo medindo 2q. A drea da regido limitada pela

lemniscata é dada por A = ¢*.

Demonstracio. A simetria da lemniscata permite reduzir o problema a andlise no 1°

quadrante, conforme a Figura 8. O arco lemniscata, neste quadrante, é definido pelo grafico

da funcio r* = ¢° cos (26), com 0 < 6 < %

Figura 8 — Arco da lemniscata no 1° quadrante.
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Agora, aplicando integracao, conforme a Definicdo 2, temos

A=14 (; J4 r2d0> = 2J4 q* cos (20)d6 = 2¢* J4 cos (260)do
0 0 0

sen (20)
=2¢ ‘ =2¢° - =¢.
Q< 9 )0 q 9 q

EE]
—_
no

2.3.3 Retificacdo da Lemniscata e a Integral I(a, b)

Analogamente ao calculo da area, a simetria da lemniscata permite reduzir o

problema a andlise do comprimento do arco no primeiro quadrante, conforme a Figura 8.
Chamaremos C'z; ao comprimento do arco da lemniscata no primeiro quadrante.

Considerando a equagdo polar da curva, conforme a Equacao 2.22, para

™
0 < 0 < — e aplicando integragao, temos

2
T dr\” 1 d (v/q? cos (26))
= 2 _ — 2
Cra Jo r?+ (d&) do L r +< 70 do

¢*(sen (20))? i q2((cos (20))2 + (sen (20))2)
J \/q cos (26) + cos (20) de:fo \/ cos (20) ab

W

N

E
_ do 2.23
qu 4/ cos (20) (2.23)
Agora, aplicando a mudanca de varidvel cos(20) = cos’¢, com 0 < ¢ < g e
cos ¢
df = ————=d tegral do, t
T+ (cos0)? ¢ na integra f W emos
I 1 3 1
—df = —d
Jo \/cos (26) fo v/ 1+ (cos¢)? ¢
e como (sen ¢)? + (cos ¢)* = 1, entdo
il 1 3 1
—d¢p = do, 2.24
fo v/ 1+ (cos¢)? ¢ Jo 1/2(cos $)? + (sen ¢)2 (2:24)
assim,
3 1
Cr = J do. 2.25
m= 0 /2(cos )2 + (sen ¢)? ¢ (2.25)
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Bernoulli conhecia a integral d¢p com a notagao

1
J \/2(cos )2 + (sen ¢)?
1
1
————dz, obtida a partir da mudanca de variavel cos ¢ = z, conforme Cox (1984).
L T p ¢ ¢ (1984)
Gauss (GAUSS, 1917), independentemente, também a conhecia e possuia uma

notacao particular para ela como

(2.26)

ro | €]

1
Y I S
L V1—2z4 ‘

1
\/2(cos ¢)2 + (sen ¢)2

do, para o = v/2 e = 1, a qual denotaremos

Observe que a integral f d¢ é um caso particular da in-

1
\/oﬂ(cos $)? + [2(sen ¢)?

tegral de forma

por I(«, ).

Dessa forma, pela equagdo Equagao 2.25, o perimetro da lemniscata pode ser

expresso como

C = 4qI(v/2,1) . (2.27)

Para o caso em que « e [ sdo escolhidos convenientemente e, respectivamente,

como as medidas dos semieixos maior e menor de certa elipse, i.e., « = a e § = b, temos

1
(2.28)
£/ a%(cos )2 + b2(sen ¢)?
Agora, partindo da integral I(a,b), como (cos ¢)* = 1 — (sen ¢)* entdo
1
oo | L
\/a2 1 — (sen ¢)?) + b%(sen ¢)? \a?— —b2 )(sen ¢)?
B J2 21 2 d¢ = 2 21 2 a¢
0 —-b 0 —-b
\/a2 ( - (a a? ) (Sen(b)Z) a\/ - <a a? ) (genn)
a? o b2
e como, pela Equacao 2.12, e 5 entao
a
1 1
- J d (2.29)
aJo /1 —e?(sen¢)?

Por outro lado, ainda na integral I(a,b) dada pela Equacdo 2.28, colocando (cos ¢)? em
sen ¢

evidéncia, e como tg ¢ =
Ccos

, obtemos

1
V/(cos §)2(a? + 2(tg 9)?)

de,
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1
porém, como cos ¢ =
sec

3 1
I(a,b) = do.
L L @ Pge?)

sec ¢

Agora, fazendo a mudanca de variavel x = btg ¢, com dx = b(sec ¢)*d¢, na equacio acima
e considerando que (sec ¢)? = 1 + (tg ¢)? entdo,

0

I(a,b) — sec ¢

v/ (a? + x2) bsecgb J \/a2+3c2 bsecqﬁ

J\/a2+x - by/1+ (tg9)? J\/a2+x2 \/b2+b2tg¢

dx,

®© 1
a L \/(a2 + 22)(b? + 22)

i.e.,

dx (2.30)

b) = JOO !
o /(@2 a?) (2 + b2
que é a forma algébrica da integral I(a,b).

No Capitulo 3, trataremos do método para o calculo numérico da integral

I(a,b).

2.4 Integrais Elipticas

Devido as contribuigoes de diferentes matemaéaticos na teoria das integrais
elipticas, nao ¢é possivel precisar quem criou alguns dos teoremas e nomenclaturas, seja
pela perda da fonte historicas, seja pela sobreposicao dos trabalhos, entretanto, é certo
afirmar que Fagnano foi o primeiro matematico a estudar e obter importantes resultados
sobre tais integrais em seus trabalho sobre a retificacdo da curva lemniscata, publicados
sob o titulo Produzioni Matematiche (STILLWELL, 2010; SILVA, 2013), sendo o provavel

criador do termo "integral eliptica” para nomear tais integrais.

F
Genericamente, integrais da forma \/%dx com F'(x) uma fungao algébrica
x

e P(x) um polindémio de terceiro ou quarto grau sem raizes miltiplas sdo chamadas
integrais elipticas e estas, por sua vez, conforme demonstrado por Legendre, ndo podem ser
reduzidas, i.e., calculadas mediante outras fungoes elementares como algébricas, circulares
e suas inversas, exponenciais e logaritmicas. Uma demonstragao desse fato pode ser mais
facilmente encontrado no trabalho de Piedade (1875).
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Legendre também demonstrou que a reducao das integrais elipticas originava
trés outras integrais, as quais definiu e classificou como integrais elipticas de primeira,
segunda e terceira espécies. As formas apresentadas por Legendre sao conhecidas como
formas canonicas das integrais elipticas. Também é de sua autoria a demonstragao de
que qualquer integral eliptica pode ser expressa como uma soma finita dessas integrais
elipticas canénicas, que sao calculadas apenas numericamente. As demonstracoes podem

ser encontrados em Legendre (1825) e Hancock (1910).

2.4.1 Integral Eliptica de Primeira Espécie

Definicao 9. A integral eliptica de primeira espécie € definida como

¢ 1
F(o, k) = do 2.31
(@) Jo 1 — k2(sen 9)? (2:31)
com0<k<160<¢<g.

Observa-se que, para k = 0 e k = 1, a integral se torna bem definida e com

resolugao possivel por técnicas algébricas.

Nas integrais elipticas, ¢ é chamado de amplitude e k é chamado de maddulo.
T
Ainda, para o caso em que ¢ = 5 na Equacao 2.31, a integral é dita completa e denotada

Ccomo

4 (g’ k) = Flk) = Lg 1- ki(sen 9)2d9. (2:32)

T
A mudanca de variavel t = senf, com 0 < 0 < — e dt = cosfdf, transforma a integral

dada pela Equacao 2.31 em sua forma algébrica

v 1
Flx, k) = dt 2.33
(@ %) L\/(l—k%?)(l—t?) (2:33)
a qual, para x = 1, possui a forma completa
! 1
F(Lk)=F(k) = dt 2.34
(1.k) = F(k) = | T (2.34)

Conforme as Equagoes 2.29 e 2.32, e tomando k£ = e, onde e é a excentricidade

da elipse, definida na Equagdo 2.13, a integral I(a,b) é dada por
1
I(a,b) = —F(e) (2.35)
a

e, por isso, I(a,b) também é uma integral eliptica completa de primeira espécie.
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2.4.2 Integral Eliptica de Segunda Espécie

Definicao 10. A integral eliptica de sequnda espécie é definida como

_ J * T (e 60 (2.36)

s
com(0< k<1 60<¢<§.
Analogamente a anterior, para k = 0 e k = 1, a integral se torna bem definida
T
e com resolugao possivel por técnicas algébricas. Para ¢ = 5 na Equacao 2.36 a integral é

dita completa e denotada como
£ (k) = B(k) = J V1 = i (sen 0)2d6. (2.37)
2 0

Ainda, a mudanca de variavel t = senf, com 0 < # < — e dt = cosfdf, transforma a

T
2
integral dada pela Equacao 2.36 em sua forma algébrica

T 1 |2 2
E(x, k) L= Wt t, (2.38)
1— 152
cuja forma completa, para x = 1 é denotada por
1 — k2 2
£(1,k) V1 K (2.39)
1-— t2

Conforme as Equagoes 2.17 e 2.37, e tomando k£ = e, onde e é a excentricidade

da elipse, definida na Equagao 2.13, a integral J(a,b) é dada por
J(a,b) = aE(e) (2.40)

e, por isso, J(a,b) também é uma integral eliptica completa de segunda espécie.

2.4.3 Integral Eliptica de Terceira Espécie

Definicao 11. A integral eliptica de terceira espécie é definida como

¢ 1

Plg.kn) = L (1 —n?(senf)?)y/1 — k2(sen 9)2d9 (2.41)

T
com(0<k<1 60<¢<§.

Nestas integrais, n é chamado parametro da integral. Observamos que, para
n = 0, a integral se reduz imediatamente a uma integral eliptica de primeira espécie, e para

n? =1 en® = k?, se reduz & soma de integrais elipticas de primeira e segunda espécies
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e quocientes de fungoes elementares. Além disso, para k = 0 e k = 1 a integral pode ser

resolvida por técnicas algébricas.

T
Analogamente as anteriores, para ¢ = 5 na equacao 2.41, tem-se a forma

completa

P (g’ k,n) = Plk,n) = J; (1 — n2(sen 0)2)1 1 — k2(sen 9)2d9 (2:42)

T
e, com a mudanca de variavel t = senf, com 0 < 0 < 5 © dt = cosdf, a forma algébrica

v 1
P(x,k,n) = dt 2.43
(@ k) L (1 —n22)/(1— R22)(1_ ) (2:43)
cuja forma completa, para x =1 é
! 1
P(l,k,n) = P(k,n) = dt 2.44
(1, k,m) = P(k,n) j T (2.44)

As integrais elipticas de terceira espécie nao serao objeto de estudo deste
trabalho, entretanto, mais detalhes sobre elas podem ser encontrados em Byrd e Friedman
(2013).

2.4.4 Mbdulo Complementar e Propriedades de I(a,b) e J(a,b)

Finalizaremos este capitulo com a definicao de médulo complementar e o desen-
volvimento de algumas propriedades das integrais I(a,b), que calcula o comprimento da
lemniscata e J(a,b), que calcula um quarto do comprimento da elipse, que serao relevantes
para o entendimento deste trabalho, através de dois teoremas. Outras propriedades e
resultados interessantes sobre as integrais I(a,b) e J(a,b) podem ser encontrados em

Jameson (s.d.).

Definig¢ao 12. Modulo complementar. O mddulo complementar de uma integral eliptica,

denominado k', é definido por

K= 1— k2 (2.45)

Teorema 8. A integral I(a,b) possui as sequintes propriedades:
s

1. 1 = —.

2. I(a,b) = I(b,a).

1
3. I(Aa, \b) = X[(a, b), para todo A > 0.
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4. I(1,k) = F(K') e I(1,k") = F(k), onde F(k) € a integral eliptica completa de primeira

espécie.

Demonstracao.

1. Calculando a integral I(a,a),

1
\/a2 (cos ¢)? + a?(sen ¢)?

1 s
\/a2 ((cos ¢)? + (sen ¢)?)

2. Fazendo ¢ = g - a,

0 A/a%(cos ¢)? + b%(sen gb)zd

1
da = 1(b,a).
/a%(sen a)? + b2(cos a)? a=1a)

3. Calculando a integral I()\a, Ab), para A > 0,
1
I(Xa, \b)
\/ Aa)?(cos ¢)? + (Ab)? (senq§)

1 1
/a2 (cos ¢)2 + b2 (sen ¢)2d¢ N Xl(a’ o)

4. Calculando a integral I(1, k),
1

1
B Jo \/(COS ®)? + k2(sen ¢) d¢

500 = L A/1 — (sen ¢)? + k2(sen ¢)2

— F(K).

J \/1— 1—k2 )(sen ¢)? J \/1— k')? sen¢)

O célculo para I(1,k") = F(k) é andlogo.

Teorema 9. A integral J(a,b) possui as sequintes propriedades:

1. J(a, a)z%r
J (b,

2. J(a,b) = J(b,a).
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3. J(Aa, A\b) = AJ(a,b), para todo \ > 0.

4. J(L,k) = E(K') e J(1,K') = E(k), onde E(k) é a integral eliptica completa de

sequnda espécie.

Demonstracao.

1. Calculando a integral J(a,a),

J(a,a) = LQ \/aQ(cos ®)? + a?(sen ¢)? do = LQ \/aQ((cos ®)? + (sen ¢)?) do

ngadqﬁ:aqﬁf:a(g—O):a;.

2. Fazendo ¢ = g - a,

J(a,b) = J: v/ a%(cos )2 + b2(sen ¢)? do

= JQ v a2(sen a)? + b2(cos a)? da = J(b, a).
0

3. Calculando a integral J(Aa, \b), para A > 0,

J(Aa, \b) = L : v/ (Aa)2(cos )2 + (AD)2(sen ¢)? dg

= )\JQ v/ a2(cos ¢)2 + b2(sen ¢)? dp = \J(a,b).
0

4. Calculando a integral J(1, k),

J(1,k) = fo /(cos )2 + k2(sen ¢)2 do = L v/1 = (sen ¢)2 + k2(sen ¢)? d¢

— J; \/1 — (1 = k?)(sen ¢)? do = f: \/1 — (K)2(sen )2 do = E(K).

O célculo para J(1,k") = E(k) é analogo. O



36

CAPITULO 3

MEDIA ARITMETICA-GEOMETRICA

A Média Aritmética-Geométrica é um valor associado ao calculo numérico das
integrais elipticas. Neste capitulo abordaremos sua defini¢ao, propriedades, relagdo com as

integrais elipticas e algumas notas histéricas sobre seu surgimento.

3.1 Meédia Aritmética-Geométrica

Considere dois niimeros reais positivos a e b, com a > b, para os quais se

definem, para todo n € N,

ag = a s bo =b
¢ b
Ap+1 = - ;_ : ) bnt1 =V a, by (3'1)

i.e., (a,) uma sequéncia recursiva de médias aritméticas e (b,) uma sequéncia recursiva de

médias geométricas.
Pela desigualdade das médias, a,, > b, para todo n € N, além disso,

a, + b,

a, > b, = 2a, > a, +b, = a, > = Ay > Gpyt

o que significa que (a,) é mondtona decrescente, e
by < ap = b2 < by -ay, = b, <A/an b, = b, < by
que, por sua vez, significa que (b,) é mondtona crescente, dessa forma,

b<by <by<by<-+<b,<bpy1 < <1 <a,<--<az<ay<a; <a (3.2)
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ou seja, (a,) e (b,) sdo ambas sequéncias limitadas inferiormente por b e superiormente

por a, e, por serem monotonas decrescente e crescente, respectivamente, sao convergentes.

Teorema 10. As sequéncias (a,) e (b,) convergem para o mesmo limite.

Demonstragio. Observe que

an + by
_bn+1 < _bn = Opy1 — bn+1 < Qp+1 — bn = Up41 — bn+1 < 9 - bn

an_bn

= Gpy1 — bny1 < = Upy1 — bpy1 < 271<an —by) (3.3)

Aplicando-se iteradamente a desigualdade acima, deduzimos a seguinte desi-

gualdade, para n > 1, que pode ser provada por inducao,
ap, — b, <2 (a—0) (3.4)
e como a, > b,, para todo n € N, entao,

0<a,—b,<2"(a—"0). (3.5)

Agora, como lim 27"(a —b) = 0 temos,

0 < lim (a, — b,) < lim 27"(a — b) = 0 < lim (a, — b,) <0

n—0o0 n—aoo n—aoo
= 0< lim a, — lim b, < 0= lim a, = lim b,. O
n—aoo n—aoo n—0oo n—aoo

Ao limite comum das duas sequéncias da-se o nome de Média Aritmética-

Geométrica, que denotaremos por M (a,b).

Originalmente, o conceito do calculo da média aritmética-geométrica apareceu
primeiro nos trabalhos de Lagrange que foram publicados apenas entre 1784 e 1785
(LAGRANGE, 1882), que versavam sobre o calculo de integrais elipticas. Na Figura 9,
vemos um fragmento deste cdlculo, onde a sequéncia de termo (p) e (¢) sdo construidos

conforme descrito para as sequéncias (a,) e (b,), respectivamente.
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272 SUR UNE NOUVELLE METHODE

p=p+yp—"¢, ¢=p—Vp—"¢,
p="p+ P "¢ 4="p—P—"C,

................. N D I

De sorte qu’il est tres-facile de continuer les séries p, 'p, 'p,..., 4. '¢, “g,...
aussi loin que l'on veut, puisque les termes correspondants sont tou-
jours moyens arithmétiques et géométriques entre les deux préceé-

Figura 9 — Sequéncias do calculo da média aritmética-geométrica nos trabalhos de La-
grange. (LAGRANGE, 1882).

Porém, a média aritmética-geométrica é referenciada comumente a Gauss, por
ter sido ele a dar este nome ao limite comum das sequéncias (a,) e (b,) e pelas expressivas
contribuig¢oes no desenvolvimento do algoritmo, das propriedades da média aritmética-
geométrica e sobretudo em estabelecer uma relagao explicita entre esta e as integrais
elipticas, algo que passou despercebido a Lagrange. Na Figura 10 temos um fragmento do
unico trabalho publicado em vida de Gauss, que abordava a média aritmética-geométrica.
Nela, as sequéncias de termos (m) e (n) sdo definidas conforme as sequéncias (a,) e (by,),

respectivamente.

~ -

Sint m, n duae quantitates positivae, statuamusque
mw = f(m—n), 0 =\mn
ita ut ', n’ resp. sit medium arithmeticum et geometricum inter m et n. Me-
dium geometricum semper positive accipi supponemus. Perinde fiat
mﬂ= *(m’_i_”'), ”l' — Vm.'”l
mm= .’-(m”-.*-”ﬂ)' n’"-_._- vm’lnﬂ
et sic porro, quo pacto series m, m', m", m" etc., atque =, n', 2", n” etc. versus

limitem communem rapidissime convergent, quem per p designabimus, atque
simpliciter medium arithmetico - geometricum inter m et » vocabimus. Iam demon-

Figura 10 — Célculo da média aritmética-geométrica nos trabalhos de Gauss. (GAUSS,
1866).

Segundo Cox (1984) e Almkvist e Berndt (1988), Gauss confidenciou a seu

amigo H.C. Schumacher (1780-1850), astronomo, que ele havia descoberto o algoritmo
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da média aritmética-geométrica aos 14 anos, desconhecendo, portanto, os trabalhos de
Lagrange. A extensao dos trabalhos de Gauss sobre a média aritmética-geométrica e

integrais elipticas s6 ficou conhecida postumamente, com a publicacao de seus diarios a
partir de 1866.

Gauss verificou numericamente a convergéncia das sequéncias, apresentando
quatro exemplos, paraa =1e b= 0,2, b= 0,6, b = 0,8 e o mais relevante deles, para

a=+/2eb=1, apresentado na Figura 11.

Ezemplum 4. a =2, b=1.

g =19,17024 37557 69475 31905 0 b = 0,00000 00009 32560 02627 6
"a = 9,58512 18783 51017 67266 3 "b = 0,00013 37064 06056 69181 0
"a = 4,79262 77923 78537 18223 7 "b = 0,03579 93323 67652 95745 7
‘a = 2,41421 35623 73095 04880 2 ‘b = 0,41421 35623 73095 04880 2
a = 1,41421 35623 73095 04880 2 b = 1,00000 00000 00000 00000 0
a = 1,20710 67811 86547 52440 1 b = 1,18920 71150 02721 0667t 7
a" = 1,19815 69480 94634 29555 9 " = 1,19812 35214 93120 12260 7
a"= 1,19814 02347 93877 20908 3 b" = 1,19814 02346 77307 20579 §
a"= 1,19814 02347 35592 20744 1 b= 1,19814 02347 35592 20743 9

Figura 11 — Exemplo numérico da média aritmética-geométrica apresentado por

Gauss (GAUSS, 1866)

Como se observa na Figura 11, em seus exemplos, Gauss apresentava tanto os
termos sucessores como os antecessores das sequéncias (a,,) e (b,) a partir de a e b. Mesmo
nao sendo possivel afirmar com absoluta certeza, acredita-se que a escolha de Gauss pelos

valores v/2 e 1 nao foi aleatéria.

Conforme Cox (1984), Gauss deveria ter conhecimento dos trabalho de Bernoulli

e de James Stirling (1692-1770) que relacionavam a curva eldstica, cuja equagao no primeiro
2

z
Vat — 24 dz

semieixos de razdo v/2 : 1. A relevancia destes fatos estd em, a partir dos resultados obtidos

X
quadrante é dada por y = f com 0 < z < a, a lemniscata e a elipse de
0

para a média aritmética-geométrica entre v/2 e 1, Gauss (GAUSS, 1917) ter percebido a

seguinte relacao, que associa esta e o comprimento da lemniscata,

M(v/2,1) = (3.6)

IS

onde @ é conforme a Equacgao 2.26.

Cox (1984) reporta que, em 30 de maio de 1799, Gauss escreveu em seu didrio:
“Nés estabelecemos que a média aritmética-geométrica entre \/2 e 1 € igual a g até a 11¢
casa decimal. A demonstracio desse fato certamente abrird um campo completac;)nente novo
na andlise.”. Historicamente, o tinico fato sugestivo para Gauss ter percebido esse resultado

. e ™ pe . ’ 1
foi sua familiaridade com o valor de — e sua eximia intuicdo em calcular o valor da média
w
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aritmética-geométrica entre v/2 e 1. Também acredita-se que foi a partir desse resultado
que Gauss formulou seu teorema sobre as integrais elipticas presente em seus trabalhos

(GAUSS, 1866) o qual apresentaremos mais tarde.

Por fim, vale ressaltar que, em homenagem as descobertas de Gauss acerca da

M(v2,1)

entre v/2 e 1, é conhecido como Constante de Gauss, denotado pela letra G.

média aritmética-geométrica, o nimero , inverso da média aritmética-geométrica

Passaremos, agora, a algumas propriedades relevantes da média aritmética-

geométrica.

3.1.1 Propriedades da Média Aritmética-Geométrica

Teorema 11. Invariancia. Para todo a > 0 e b > 0 tem-se

M{(a, b) :M(“;b,\@), (3.7)

i.e.,

M(a,b) = M(ay,b,),¥n e N. (3.8)

com a, e b, conforme a Definicao 3.1.

Demonstragio. Verifica-se imediatamente pela natureza recursiva das sequéncias (a,,) e
(by). O

Teorema 12. Homogeneidade. Para todo A > 0 tem-se

M(Xa, \b) = AM (a,b). (3.9)

. . . a+b

Demonstracio. Definindo a9 = Xa e by = Ab, e as notagoes A; = 5
An_1+ B,_ .

A, = %, By = +Va-be B, = A/A,_1 - B,_1, vamos mostrar, inicialmente,

que ao se multiplicar os valores inicias a e b por A, cada termo das sequéncias (A,) e (B,)

¢ multiplicado por A.

Por indugao, para n = 1,

ao + b Aa + A\b a+b
ay = 02 0: 9 :)\( 9 ):)\Al

by = ag-by = Via-\b = MWa-b=\B.
Supondo, para n = k, k € N, a, = AA, e b, = \Bj, entao,

ak—l—bk_)\Ak—l—)\Bk_)\ A, + By
2 2 B 2

Qp+1 =

> = )\Akﬂ
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besr = \/Ar - Be = /Mg - ABy = M/ Ay - By = ABjy1.

Agora, calculando o limite das sequéncias (AA,) e (AB,,) para n — o,

lim AAg = A lim Ay = AM (a,b)

n—o0 n—o0

lim ABy = A+ lim B, = AM(a,b) O

n—ao0 n—o0

Corolario 2. Pela homogeneidade da média aritmética-geométrica

M(a,b) = aM (1, 2) — oM (% 1) — abM (2 Clb) . (3.10)

Teorema 13. Para todo k, com 0 < k < 1, tem-se

M(1+k1—Fk)=(1+k) - M1+k1—k) (3.11)
com \/,
N0

g = VN 3.12

1+k (312)

Demonstragio. Definindo ' = (1 + vVk)? e b’ = (1 — Vk)? entéo

a +U
=1+k
5 +
e
Va b =1—F.

Pela propriedade da invariancia, conforme o Teorema 11 e Equacgao 3.7,
M(ad' V)= M(1+k,1—k). (3.13)
Por outro lado, pela propriedade da homogeneidade, conforme o Teorema 12,

M(d' V) =M1 +2VEk + k1 —2VE + k)

:M<(1+k)(1+121/%;{>’(1+k>(1_12\+/%k>)

2Vk 2Vk
TV G LA B
(1+K) <+1+k’ 1+k:)
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2k
1+k

e, fazendo k* = , obtemos

M(d' V)= (1+k) - M(1+k*1—Fk").
Dessa forma, pela Equacao 3.13,
MI1+k1—-Fk) =14k -M(1+E.1-k%), (3.14)
finalizando a demonstracao. O]

Definicao 13. Sequéncia (c,). Sejam as sequéncias (ay,) € (b,) conforme a Defini¢io 3.1.

A sequéncia (c,,) € definida, para todo n € N, como
2 =a:-b (3.15)
com ¢y = c.

Teorema 14. Convergéncia da sequéncia (c,). A sequéncia (c,) converge para zero.

Demonstragio. Considere a sequéncia (¢, ). Como

2 2 2 2 g2 2

Copr=ar . — b <a,—b, =c, = chp1 <Cp, (3.16)
entdo, (¢,) é uma sequéncia mondtona decrescente e limitada superiormente por ¢y = c e
inferiormente por 0 e, portanto, convergente. Agora, calculando o limite de (¢,) quando
n — 00, temos

lim ¢, = lim y/a2 — b2 = |/ lim (a2 — b2)

n—a0 n—a0 n—o0

)~ ) =ty o)~ (ty )’

e como lim a, = lim b, = M(a,b), entao,
n—0oo n—aoo

lim ¢, =0, (3.17)

n—0o0

finalizando a demonstracao. O

Agora, observe que, partindo da equacao 3.15 temos,

(an — bn)2

2 2 2
Cpe1 = Qpy1 — bn-i—l - 4 5

i.e.,

(3.18)
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Ainda, considerando a Equacao 3.15,

2 - Cn o
c; = (an + by)(a, —b,) = (an f bn) (a, — by)
2
2
2
" = (a, — b, 3.19
= 20 (a ) (3.19)
e, pelas Equagoes 3.18 e 3.19, temos
cn
an — by 2a +1 2
il = =1 = 3.20
Cn+t 2 2 day., (3.20)
. 1 .
Como a,,1 > b, para todo n € N, entao, < — e, assim,
Qn+1 b
2 2
‘o (3.21)

Cnt1 = 4an+1 4b

o que significa que, & medida que n — o a sequéncia (¢,) — 0 rapidamente, pois cada
termo subsequente é minimamente menor que o quadrado do anterior. Dessa forma, a

sequéncia (c¢,) tem um rapido aumento de casas decimais nulas a partir de poucas iteragoes.

A Tabela 1 exemplifica este fato com o célculo dos termos das sequéncias (ay,),
(by) € (cp) paran = 0,1,2,3,4, ag = v/2 e by = 1, com 12 casa decimais. Os digitos em
vermelho nas sequéncias (a,) e (b,) sdo os precisos a cada iteracao e os digitos em azul na

sequéncia (¢,), a quantidade de casas decimais nulas.

Qn bn Cn

B W R o3

1,414213562373
1,207106781186
1,198156948094
1,198140234793
1,198140234735

1,000000000000
1,189207115002
1,198123521493
1,198140234677
1,198140234735

1,000000000000
0,207106781186
0,008949833091
0,000016713291
0,000000000000

Tabela 1 — Convergéncia das sequéncias (a,), (b,) e (¢y).

Na proxima secao, abordaremos a relagao entre a média aritmética-geométrica

e as integrais elipticas.

3.2 A Média Aritmética-Geométrica e a Integral I(a,b)

Conforme ja mencionado, uma das grandiosidades do trabalho de Gauss acerca
da média aritmética-geométrica e das integrais elipticas foi a descoberta do teorema apre-

sentado a seguir. A demonstracdo dada por Gauss se vale de mudangas de variaveis e séries
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de poténcias, o que foge, pela complexidade, aos objetivos didaticos deste trabalho, assim,
nao a abordaremos diretamente. A demonstracao que apresentamos foi dada por D. J. New-
man (NEWMAN;, 1985) que consiste em mostrar que a integral I(a, b), dada pela Equagao

2.30, é invariante para quaisquer pares (ayn, b,), com a,, e b, conforme definidos em 3.1, i.e.,
a+b
I(a,b) =1 (

(bn)-

Teorema 15. Sejam a = b > 0 e M(a,b) a média aritmética-geométrica entre a e b, entio,

Va- b) e, depois, calcular a integral no limite das sequéncias (a,) e

°0 1
L \/(xZ + a?)(a? + bQ)dx - ma (3.22)
I{a,b) = 2M7(Tab) (3.23)

Demonstragdo. Iniciaremos demonstrando a invariancia de I(a,b). Para tanto, considere a

2 —ab 2 ab
mudanca de variavel ¢ = * 5 ¢ , com dt = T 5 2a dx, e as igualdades
x x
+b\° (2% +a?)(2® + b?
e (a 2 ) - a4>a:(f ) (3.24)
¢ 2 b 2
_|_
2+ (Vab)? = (I%f) (3.25)
Assim,

I(a,b) = LOO N ai)(ﬁ - bz)d:p _ fi - <t2 :(a - b>2> _ (xffab) dt

2
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e, como o integrando é par, entao,

L ! ot
: LO <t2 N (“‘2”7)2> (2 + (Vab)?)

Dessa forma,

© 1
b) = L V(@ + a?)(@? + 2

_ " ! (2 va ,
L <t2+<a‘£b>2> (t2+<m>2)dt 1( b) (3.26)

finalizando, assim, a prova sobre a invaridncia. Agora, calculando I(a,b) no limites das

sequéncias (a,) e (b,), como I(a,b) = I(a,,by,), para todo n € N e (a,) > M(a,b) e

(bn) — M(a,b) quando n — oo entao, pelo Teorema 8,

I(a,b) = I(M(a,b), M(a,b)) = 2M7(Tab) O

3.3 A Média Aritmética-Geométrica e a Integral J(a, b)
Para obtermos uma relagao que nos permita calcular o valor numérico da
integral J(a, b) precisamos, inicialmente, definir duas integrais que auxiliardo no processo.
Ao longo desta secao, conforme definido em 3.1 e 3.15, a = ag, b = by e ¢ = ¢y.

Considerando a integral I(a,b), temos,

G 1 C[F (seng)? + (cos¢)?
fla,b) = [) V/a?(cos ¢)? + b?(sen ¢)2d¢ o /a2(cos §)? + B (sen ¢)2

(&

Wi

_ (sen ¢)? J (cos ¢)? p
0 \/a2 (cos ¢)? + b2(sen ¢)? \/a2 (cos ¢)2 + b2(sen ¢)?

(&

Denotaremos

(cos ¢)?
(,6) f £/ a?(cos ¢)? +b2(sen¢)2d

(3.27)
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(sen ¢)?
Liba) J \/a%(cos )2 + bz(sen¢)2d¢

(3.28)

pois, aplicando a mudanca de variavel 6 = g — ¢ na integral da Equacao 3.28, obtemos

(sen ¢)* (cos 0)?
f \/a?(cos §)2 + B2(sen ¢)? J +/b%(cos 0)? + a2(sen H)ng' (3.29)

Assim, a integral I(a,b) pode ser expressa como

I(a,b) = L(a,b) + L(b,a). (3.30)

Agora, partindo da integral L(a, b), colocando (cos ¢)? em evidéncia no deno-

minador, obtemos
cos ¢

L(a,b)
f /(a2 + b2 (tg ¢)?

e, com a a mudanca de varidvel t = btg ¢, com dt = b(sec ¢)*do,

7%

© cos ¢ 1

L(a,b) = o Va2 bsec ¢)

Como cos ¢ = e (sec¢)® = 1+ (tg¢)?, entdo,

sec
0 1 1 1
Lab) = Jo seco a2+ 12 b(l+ (tg ¢)2>dt
B o0 b ' 1 . b dt
") it (gep Va+ B+ (o))

o0
- b 1 b
Jo A0+ B2(tgd)2 Va2 + 2 b+ 2

b2
dt
VB 12 a2+ 12 (024 12)

ie.,

o0 b2
Lia,b) = L NG T (3:31)

que é a forma algébrica da integral L(a,b). Analogamente, com a mudanga de varidvel

t = acotg ¢, com dt = —a(cossec ¢)*de, aplicada na integral L(b,a) obtém-se sua forma
algébrica
% a2
L(b,a) = J dt. (3.32)
o (24 a2)4/(t2 + a?)(12 + b?)
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Agora, retomando a integral J(a,b), conforme a Equagao 2.16, temos

a*(cos6)? + b*(sen 6)?
0 /a2(cos0)2 + b2(sen 6)2

J(a,b) = JQ v/ a2(cos 0)2 + b2(sen 0)2df =
0

(cos6) b*(sen 6)?

do + df
J £/ a%(cos 0)% + b%(sen 0)> J \/a*(cos 0)2 + b2(sen )2

’L(a,b) + b*L(b,a) = a*(I(a,b) — L(a,b)) + b*L(a,b),

= a*I(a,b) — (a®> — b*)L(a,b) = a*I(a,b) — *L(b, a)

ie.,

J(a,b) = a*I(a,b) — L(b,a). (3.33)

Como I(a,b) é invariante para todos os pares (a,, b, ), resta-nos verificar o com-

portamento da integral L(b, a) ao longo dos pares (a,, b,). Para isso, vamos aplicar a mesma,

2 _ab 2 ab
mudanca de  varidvel ¢t = i com dt = r—a dx,
) 2x 212
b 2 2 2 b2 2 b 2
2+ ot = (2" + a')(@” + ) e t? + (Vab)? = (@ + ab)” na integral L(by,aq),

2 422 422
dada pela Equacao 3.31, cujo integrando é par, com a, e b, conforme definidos em 3.1.

Assim,
2
ay

0 a 1 Q0
L{by,a1) = 1 a3 | i
) L (2 + a2 +ad) (2 +01) 2 )0 (2 + ad)\/(82 + ad) (12 + 1)

[ (")

0 (a2 +a1(562 +1?) \/ ((332 +ai)x(2902 +b2)) (@2 ; gb)2>

= (et b)QL N T T (3:34)

Como

5172

(2 + a?)(z? + b2)\/(;1:2 + a?)(2? + b?)

a? b2

a2 — b? a? — b2

(x2 + az)\/($2 +a?)(x?2+b?) (22 + 62)\/(:172 + a?)(x? + b?)
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entao, retomando a integral 3.34, temos que

L(bi,a1) = (a + b)ZJ0 EREIERN N oy e bQ)dx

CL2 b2
—(a 2 ” a? — b? - ” a? —b? .
= (a+b) L (22 + a?)/(22 + a2)(2? + bz)d Jo (22 + b2)/ (22 + a2)(2? + b2)d

B (a+b)2 e a2 . 0 b2 .
a2 -2 (L (22 + a2)/(22 + a?) (22 + 62)d L (22 + 2)/(22 + a2)(2? + b2)d >

b
= 2 (L (o)~ L(a,b)
Dessa forma, como L(a,b) = I(a,b) — L(b,a), entao
b
L(br,ar) = - - (2L(b,a) — I(a,b)). (3.35)
~ 2 2 (a— )2 ~ 1
Agora, pelas Equagoes 3.15 e 3.18, a] — b} = , entao, multiplicando ambos os

membros da Equacio 3.35 por a? — b? obtemos

4(af — b})L(by, a1) = (a® — b*) (2L(b,a) — I(a, b))

2 12 _ 2_ 2 .2 32 _ 2 : 5
e como a” — b° = ¢® = ¢j e a] — by = ¢}, reorganizando a equacao, temos,

cal(a,b) = 2c3L(b, a) — 4c1L(by, ap). (3.36)

A partir do raciocinio anterior, utilizado para deduzir a Equagao 3.36, é possivel
obter, para cada par (G, bp) uma relacao da forma
c2I(a,b) = 2¢2L(by,an) — 4c:, 1 L(bpi1,an41), com n € N e, multiplicando cada equa-
¢ao correspondente a cada par (a,,b,) por 2" e representado-as uma a uma, temos

cal(a,b) = 2¢3L(bo, ag) — 4c1L(b1, ay)
2c¢21(a,b) = 4c2L(by, ay) — 8c2L(by, as)
4c21(a,b) = 8caL(by, as) — 16¢3L(bs3, as)

2"c2I(a,b) = 2" 2 L(by, a,) — 2" L(bny1, Qi)

Por outro lado, somando membro a membro todas as equagao, como o segundo membro

torna-se uma soma telescopica, obtemos

Z 2% I(a,b) = 2¢2L(by, ag) — 2"2c2 | L(bpi1, ani1)- (3.37)
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Dessa forma, como Z 2821 (a,b) = I(a,b) (Z 2’“0%), entdo, a partir da Equacao 3.37,
k=0 k=0
dividindo ambos os membros por 2, temos

1 n
5[((1, b) <Z 2]‘30%) = c5L(bo,ag) — 2" L(bny1, Gnsr)- (3.38)
k=0

Por fim, denotando

k=0

S, = ; (i zkcz) : (3.39)

obtemos
S, I(a,b) = AL(b,a) — 2" 2 L(bpi1, A1) (3.40)

Antes de prosseguirmos faremos a demonstracao de que 5, é uma série conver-

gente, mediante o teorema a seguir.

n
Teorema 16. A série Z 2kc2 ¢ convergente.
k=0

a, — b

Demonstragio. Pela Equacdo 3.18, ¢4 = ————, e como (a, — b,)* < a2 — b?, entdo,

(an —bn)*  (a;—02) i
e, dessa forma,
SIS (3.42)
24 ‘

Agora, calculando o limite para n — o em ambos os lados temos
2

. C 1 . ~
lim ”;1 < - e, finalmente, pelo critério de D’Alembert (teste da razao),
n—00 cz 4

on+l 2 c? 1 1

lim ntll — 9. | lim 2| <92.2 ==,

n—00 2nc2 n—w 2 4 2

n n
n+102
Como lim | ——2*L| < 1 a série é convergente. O
)

n—00 2ne?

Agora, retomando, pela Equacio 3.42, ¢ < 47'c | e assim, aplicando iterati-
vamente,
2, <4 (e, (3.43)

Além disso, como

I(a,b) = L(a,b) + L(b,a) = L(bpy1,an41) < I(aps1,bn11) = 1(a,b), (3.44)
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entao, pelas Desigualdades 3.43 e 3.44,

Chi1 L(bni1, i) < 470V (a, b)

2n+1

a qual, multiplicada do , resulta em

22 Dby, nyr) < 27"V (a,b) (3.45)

Quanto n — oo temos 2_(”+1)02](a, b) — 0, e como o primeiro membro da
desigualdade é maior do que zero, entdo 2""'c2  L(bpi1,an41) — 0. Aplicando este
g n+1

resultado na Equagao 3.40, para n — oo, obtemos,
Spl(a,b) = L(b,a) (3.46)

onde S, = T}l_r)rolo Sy, com S, conforme a Equacao 3.39.

Por fim, pelas Equacoes 3.33 e 3.46

J(a,b) = (a® — Sx)I(a,b). (3.47)

A Equacao 3.47 é a expressao que permite calcular numericamente a in-

tegral J(a,b) em funcao da média aritmética-geométrica entre a e b, uma vez que

I(a,b) zm.

Por ¢, convergir rapidamente para zero, S,, adquire uma quantidade significativa

de digitos precisos com poucas iteragoes.
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CAPITULO 4

APLICACOES

Neste ultimo capitulo, retomaremos os problemas disparadores de retificacao
da elipse e da lemniscata, aplicando a teoria desenvolvida para o calculo das integrais
elipticas em exemplos numéricos. Além disso, trazemos uma aplicacao derivada da teoria

desenvolvida possivel de ser realizada no Ensino Médio.

Convém relembrar que, tal como explanado neste trabalho, o processo historico
do desenvolvimento da teoria que agora apresentamos aplicagoes nao foi linear, mas
ocorreu mediante a junc¢ao de diversos trabalhos em diferentes tempos, com destaque para
o estudo da elipse, realizado por diversos matematicos, a descoberta e estudos sobre a
lemniscata por Bernoullia, das técnicas de calculo diferencial integral, da reducao das
integrais elipticas por Legendre, da descoberta e do desenvolvimento da teoria da média
aritmética-geométrica e sua relacdo com as integrais elipticas por Gauss, o que, conforme
mencionado alegoricamente na introducao, sao as pecas do quebra-cabeca que agora se
juntam para formar a imagem completa, i.e., calcular o comprimento da elipse e, em
sequéncia, o comprimento da lemniscata e de curvas que sejam retificadas mediante

integrais elipticas.

Para facilitar a compreensao, retomamos também as equacoes necessarias para

as aplicacoes, ja apresentadas ao longo do texto.

A e : 8 : an + by
o (a,): sequéncia de médias aritméticas cujos termos sao definidos como a,, 41 = —5
para todo n € N.
o (by): sequéncia de médias geométricas cujos termos sao definidos como b, 11 = /ay, - by,

para todo n € N.
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e M(a,b): média aritmética-geométrica entre a e b. Limite comum das sequéncias

convergentes (a,) e (b,) .

o I(a,b): integral eliptica completa de primeira espécie que calcula o comprimento da

lemniscata,
T

Hab) = 3ty

o J(a,b): integral eliptica completa de segunda espécie que calcula um quarto do

comprimento da elipse,
J(a,b) = (a® w)l(a,b).
1

e S limite da série convergente .S, =3 <Z 2k ) para n — 0.

e (cy): sequéncia cujos termos sdo definidos como ¢ = a2 — b2, para todo n € N,

4.1 Comprimento da Curva Lemniscata

Conforme a Equagao 2.27, o comprimento da curva lemniscata é dado por
C =4ql (\/5, 1), onde ¢ é a medida do semieixo da lemniscata. Como exemplo, tomaremos
uma lemniscata com centro na origem do plano cartesiano, eixo contido no eixo das
abscissas e semieixo de medida ¢ = 1, assim, C' = 4](\/5, 1). Agora, pela Equacao 3.23,

temos
2

2M(V2,1)  M(vV2,1)

A Tabela 2 apresenta os termos das sequéncias (a,), (b,) e da diferenca a,, — b,

C=4I(v2,1)=4 (4.1)

para comparacao de convergéncia, apds 4 iteracoes, até a 102 casa decimal, com ag = /2
€ bo = 1.

Os digitos em vermelho nos termos das sequéncias (a,) e (b,) sdo os precisos a
cada iteracao em relagdo ao termo subsequente, e os digitos em azul na diferenca a,, — b,

a quantidade de casas decimais nulas.

|

\ ap \ by, \ a, — by, \
1,4142135623 | 1,0000000000 | 0,4142135623
1,2071067811 | 1,1892071150 | 0,0178996661
1,1981569480 | 1,1981235214 | 0,0000334266
1,1981402347 | 1,1981402346 | 0,0000000001
1,1981402347 | 1,1981402347 | 0,0000000000

B w N = oS

Tabela 2 — Célculo de M (v/2,1).

Assim, tomando M(v/2,1) ~ 1,19814 temos,

2m 27
C = ~ ~ 5,24411 ~ 5, 24. 4.2
M(y/2,1)  1,19814 7 ’ (42)
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4.2 Comprimento da Elipse

Conforme a Equacao 2.18, o comprimento de uma elipse de semieixos a e b
é dado por C' = 4.J(a,b). Tomaremos, como exemplo, uma elipse centrada na origem do
plano cartesiano com eixo maior contido no eixo das abscissas e semieixos de medidas
a=>5eb=23. A Tabela 3 apresenta os termos das sequéncias (a,) e (b,) e os valores de

c2 e S, conforme as Equacoes 3.15 e 3.39 até a 10 casa decimal.

|

| & | b [ a4 | S ]
5,0000000000 | 3,0000000000 | 16,0000000000 | 8,0000000000
4,0000000000 | 3,8729833462 | 1,0000000000 | 9,0000000000
3,9364916731 | 3,9359793425 | 0,0040333076 | 9,0080666152
3,9362355078 | 3,9362354995 | 0,0000000656 | 9,0080668777

3,9362355036 | 3,9362355036 | 0,0000000000 | 9,0080668777
Tabela 3 — Calculo de S,,.

= w N~ O S

Os digitos em vermelho nos termos a,, b, e S, sdo os precisos a cada iteracao
em relacdo ao termo subsequente, enquanto os digitos em azul em ¢’ representam a
quantidade de casas decimais nulas. Observe que, devido a rapida convergéncia de c> para
zero, S, converge rapidamente para seu limite, adquirindo consideravel quantidade de

digitos precisos em 4 iteracoes.

Assim, utilizando M (5,3) ~ 3,93624 ¢ S, ~ Sy ~ 9,00807, pelas Equagoes
2.18 e 3.47, temos

271'(25 - 84)
—4 — 4(52 — 8)I(5,3) = T2 T2
€ = 4J(5.3) = 4~ S)1(5.3) = 73 e
27(25 — 9, 00807
L 2 ’ )~ 2552606 ~ 25,53 . (4.3)

3,93624

4.3 Comprimento da Sendide

A escolha do cédlculo do comprimento da sendide como exemplo de aplicacao
se deve a dois fatores: o primeiro é que a curva é bastante conhecida tanto no Ensino
Médio quanto no Ensino Superior, com diversas aplicagdes tanto tedricas quanto praticas
em diversos campos de conhecimento. Um exemplo dessas aplicagoes praticas ¢é relativo
ao calculo da quantidade de material necessario para fabricacao de papelao ondulado
ou telha ondulada. O segundo é que, nos livros de Ensino Superior, em regra, nao hé
mencao ao fato de a integral que calcula o comprimento da curva ser uma integral eliptica,

calculada apenas numericamente, e, nas excegoes, os métodos empregados para o calculo
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desta integral sdo os tradicionais do calculo numérico sem, novamente, qualquer mencao

ao método baseado na média aritmética-geométrica.
Considere a fungao f: R — R, f(x) = senx, cujo gréfico é apresentado abaixo.

y

4

-5T/2 o -3mi2 - EIE T2 ™ EaE o smI2 3\ x

-1

-2

Figura 12 — Grafico da funcao f(z) = senx.

Para fins de andlise, consideraremos a curva definida apenas no intervalo [0, 27|,

assim temos que o comprimento da senoide nesse intervalo é dado por

2T 27
C= V14 (f'(z))? de = V1+ cos?z dx
0 0

2w 2w
= J Vsen2x + cos?x + cos?x dr = J V2cos?x + sen?x da . (4.4)
0 0
- . . . : . s 3
Como a fungao é impar e possui eixos verticais de simetria em x = 5eT="2"
podemos reescrever seu perimetro como
27 g
C = \/2cos2x+sen2xdac=4-J V2cos? z + sen?x dx (4.5)
0 0
e, dessa forma, pela Equacdo 2.18, com a = V2 e b =1,
C=4J(\/2,1). (4.6)

Retomando a Tabela 2, com M(\/i, 1) ~ 1,19814 e calculando S,, para a = V2

e b =1 até a quarta iteragao obtemos

Os digitos em vermelho nos termos a,,, b, e S,, sao os precisos a cada iteragao
em relacdo ao termo subsequente, enquanto os digitos em azul em ¢’ representam a

quantidade de casas decimais nulas.

Por fim, tomando S, ~ Sy ~ 0, 54305, pela Equacgao 3.47,

2(2 — 0,54305)

C=4J(V2.1) = 1.19814

~ 7,64041 ~ 7,64 . (4.7)
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An

|

by

2

Cn

S

|

= w N = oS

1,4142135623
1,2071067811
1,1981569480
1,1981402347
1,1981402347

1,0000000000
1,1892071150
1,1981235214
1,1981402346
1,1981402347

1,0000000000
0,0428932188
0,0000800995
0,0000000003
0,0000000000

0,5000000000
0,5428932188
0,5430534178
0,5430534190
0,5430534190

Tabela 4 — Calculo de S, .

4.4 Comprimento da Elipse para o Ensino Médio

Nos cursos de Ensino Médio, ao se tratar de conicas, nao é raro um paralelismo
entre circunferéncia e elipse, sobretudo quanto ao aspecto da primeira ser um caso particular
da segunda, o que naturalmente instiga os alunos a levantarem questionamentos sobre as

relacoes de area e perimetro delas e os métodos de calculo.

Mesmo que intuitivamente, é facil gerar convencimento quanto as relagoes de
area, uma vez que a area da regiao delimitada pela circunferéncia de raio r é dada por
A = 7r? enquanto a area delimitada pela elipse de semieixos a e b é dada por A = 7wab,
podendo ser entendidas, genericamente, como 7 vezes o produto dos semieixos, os quais,

na circunferéncia, sdo iguais ao raio.

Por outro lado, enquanto o perimetro da circunferéncia é bem definido como
C = 27r, nao ha uma relacao simples para o cdlculo do perimetro da elipse, como visto
ao longo deste trabalho, sendo necessario técnicas demasiadamente sofisticadas para um
estudante de nivel médio. Entretanto, conforme o desenvolvimento da Equacao 2.18 com
2
~ . . a® — Sy
a Equacao 3.47, que resultam no comprimento da elipse como C' = ng, e o
M (a,b)
paralelismo ao calculo do comprimento da circunferéncia, tal qual feito com a area, é
razoavel considerar que o comprimento desta possa ser aproximado por uma expressao da

forma 27m, onde m é um certo valor associado aos comprimentos dos semieixos.

Neste sentido, como a elipse é geometricamente limitada entre as circunferéncias

de raios r = ber = a, é comum tomar m como a média aritmética das medidas do semieixos,

a+b
gerando a aproximagao C' = 27 ( ) = m(a + b), o que faz com que o comprimento
. . . . . . . a+b
da elipse seja aproximado pelo comprimento da circunferéncia de raio r = — Tal

escolha, ainda que inicialmente sustentada pelo carater estético-geométrico da elipse em
relagdo as circunferéncias, também se sustenta pelo fato de a média aritmética-geométrica
estar intimamente ligada ao calculo do comprimento da elipse, o que sugere, mesmo que

subjetivamente, que m seja tomado como uma média entre os comprimento dos eixos.

Além disso, evidentemente, escolhendo m como uma média, é natural concluir

que diferentes médias gerem aproximacoes com maiores ou menores erros. Tal fato pode
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ser levantado como hipotese e verificado empiricamente pelos alunos, vez que, nesse nivel,
possivelmente ja tiveram contato com as médias harmonica, geométrica, aritmética e
quadratica.

a+b

De forma geral, tal qual para a escolha da aproximacao C' = 27 , O
processo faz com que o comprimento da elipse seja aproximado pelo comprimento de
determinada circunferéncia, cujo raio guarde relacao com os semieixos da elipse, o que
também pode ser explorado mediante software de geometria dindmica, como Geogebra,
para, a partir da elipse e de seu comprimento, calculado pelo préprio programa, explorar
as circunferéncias tragadas com raios iguais a média harmodnica, geométrica, aritmética e
quadratica dos semieixos e localizar, no plano, a circunferéncia cujo comprimento é igual

ou melhor aproximado ao comprimento da elipse.
A Figura 13 exemplifica uma elipse de centro na origem do plano e semieixos

1 1
ats

média harmonica entre a e b, em azul, r = vV ab, média geométrica entre a e b, em verde,

a+b e Ja> +0* ”
r= ( ), média aritmética entre a e b, em vermelho, r = — média quadratica

2
a e b e as circunferéncias de centros na origem do plano e raios r = b, r = < ,

2
entre a e b, em roxo e r = a.

—a

Figura 13 — Elipse e circunferéncias de raios iguais a médias entre a e b.
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Nessa linha, pensando em uma aproximacao passivel de ser utilizada no Ensino
Médio que gere erro minimo e que também possa ser validada em software de geometria
dindmica, apresentamos uma aproximacao derivada da teoria abordada por esse trabalho,
que, conforme Almkvist e Berndt (1988), foi obtida primeiramente por B. Enkwall em
1973 como consequéncia da férmula de P4l Sipos de 1792 para o céalculo do comprimento

da elipse.

Teorema 17. Seja £ uma elipse de semieizos a e b. O comprimento C da elipse pode ser

C—zw(ﬁ:fﬁ)a (4.8)

aprozimado como

Demonstragcao. Retomando as Equagoes 2.18, 3.1, 3.18, 3.23 e 3.47 temos

C:4Jmmy=qﬁ—5@ﬂmﬁ)=%$Z;£@> (4.9)
Agora, tomando S, ~ Si,
1< 1 c2
Sy = 5 (,;) 2kci> = 5(2003 +2') = 50 +cf. (4.10)

Por fim, utilizando M (a, b) = as pois, neste termo, M (a, b) ja possui pelo menos

4 digitos precisos, pelas Equagoes 4.9 e 4.10,

2m(a® = Sy) 2w (5, &,
_ _ T2 G 411
¢ M(a,b) as “ToTa) (411)
2 b\? b\’
porém, aQ—%—cfz (a—2|— ) e ay = (W) , entao,
2m a+b\° a+b \?
C - Y 4.12
(«awa)?( ) == () 12
2
]

Vale observar que o termo é a média aritmética ponderada entre v/a

a+b
Vva+ Vb
e Vb com pesos v/a e \/5, respectivamente.

As Tabelas 5, 6 e 7 trazem os valores do perimetro da elipse calculados tomando-
2ab
se m como a média harmonica, C' = 27 <11> =27 < n b)’ geométrica, C' = 2wV ab,
=47 a
a b

b 2 4 2
ot ) = m(a + b), quadratica, C' = 27 @

e através da

aritmética, C' = 27r(
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a+b

Va+ b

percentuais aproximados em relacao ao calculo obtido pela Equagao 3.47 para Sy, ~ Sj,

2
aproximacao C' = 27 ( ) com arredondamentos da 4® casa decimal e os erros

com arredondamento na 2% casa decimal. Vale ressaltar que, para a = b = r, todas as

aproximacoes geram a relacao de comprimento da circunferéncia.

| METODO DE APROXIMACAO | COMPRIMENTO | ERRO (%) |

C = 4J(a,b) 7.6404 _
2
C =2r ( ab ) 7.3612 —365
a+b
C = 2mvab 7.4720 —2.20
a+b
€ =om (= 7.5845 0,73
2 2
C = 2my |2 ;b 7.6953 0,72
a+b 2
C—on 212 7.6411 0,01
(\/& + \/5>

Tabela 5 — Comparacio dos perimetros calculados por diferentes métodos para a = v/2 e
b=1.
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| METODO DE APROXIMACAO | COMPRIMENTO | ERRO (%) |

C =4J(a,b) 25,5270 —
2ab

C =2r ( - ) 23,5619 —7.70
a+b

C' = 2mvab 24,3347 —4,67
a+b

C=2m(— 25,1327 —1,54
2 1 2

C —2my /|2 ‘QH’ 25,9062 1,49

2

C =2 (“b> 25,5382 0,04

Va+ /b
Tabela 6 — Comparacao dos perimetros calculados por diferentes métodos para a = 5 e
b= 3.

| METODO DE APROXIMACAO | COMPRIMENTO | ERRO (%) |

C =4J(a,b) 59,3775 —

C = on ( 2ab ) 453786 93,58
a+b

C = 2mvab 50,6567 —14,69
a+b

C =2 5 56,5487 —4.76

2 1 12
C = 2my |2 ;rb 61,8822 422
=2 ( ath >2 59,6566 0,47
=4\ —F—#= ) )
Va+ b
Tabela 7 — Comparacao dos perimetros calculados por diferentes métodos para a = 13 e
b=>5.

Como se verifica nos exemplos supracitados, a aproximacao dada pela Equacao

4.8 produz o menor erro percentual dentre todas as aproximagoes utilizadas.

A Figura 14 exemplifica uma elipse de centro na origem do plano e semieixos a e



Capitulo 4. APLICACOES 60

2ab
b)’ média harmonica entre a e b, r = v/ ab, média

b e as circunferéncias de r = b, r = < n
a

- a+b e at+bd \°
geométrica entre a e b, r = — ) média aritmética entrea e b, r = , média

Va+ b

aritmética ponderada ao quadrado entre y/a e Vb com pesos v/a e \fb, respectivamente,

. o a?+b »
em amarelo, raio de melhor aproximagao, r = 5 média quadratica entre a e b e
r=a.
Yy
b
b T

Figura 14 — Elipse, circunferéncias de raios iguais a médias entre a e b e circunferéncia de
melhor aproximacao.

Para além, a titulo de investigacao, uma vez que a relagdo que produz a melhor
aproximacao é uma média aritmética ponderada ao quadrado entre \/a e Vb com pesos
Va e \fb, respectivamente, apresentamos as Tabelas 8 e 9 abaixo com as médias harmoénica
ao quadrado, geométrica ao quadrado, aritmética ao quadrado, e quadratica ao quadrado

entre os valores v/a e v/b.

Observa-se, novamente, que a melhor aproximacao ¢ dada pela relagao
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| METODO DE APROXIMACAO | COMPRIMENTO | ERRO (%) |
C = J(a,b) 7,6404 —
2
C=2r ( 2v/avh > 7,4162 2,93
Va+ b
2
C =2r («/\/5\/5) 7,4720 —2,20
2
C=2n (W) 7,5282 1,47
2
2 2
C—or (\/ (va) ; (V0) ) 7.5842 —0,73
C=2 ( ath )2 76411 0,01
=M\ —F= 5 s
JVa+ b

Tabela 8 — Comparacéo dos perimetros calculados por diferentes métodos para a = v/2 e

b=1.

| METODO DE APROXIMACAO | COMPRIMENTO | ERRO (%) |

C = 4.J(a,b)
- (755
o =20 (fvant)

s
\E

(5
S

25,5270

23,0421

24,3347

24,7337

25,13278

25,5282

—6,21

4,67

~3,11

—1,54

0,04

Tabela 9 — Comparacao dos perimetros calculados por diferentes métodos para a = 5 e

b=3.
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CAPITULO 5

CONSIDERACOES FINAIS

Conforme apresentado ao longo deste trabalho, o cédlculo do comprimento
da elipse foi um problema que perdurou aberto por séculos até o desenvolvimento das
ferramenta necessarias, como o calculo diferencial integral, para os problemas de retificagao
e area, a teoria das integrais elipticas e o método para o calculo destas integrais a partir

da média aritmética-geométrica.

Para além do mérito analitico, ha de se observar a grandeza de tal descoberta
a partir da destreza dos matematicos envolvidos e colaboragao, direta ou indiretamente,
entre seus trabalhos, o que chama atencao para um ponto pouco explorado sobre a
matematica, em especial nos niveis basicos, que é o processo histérico e de descoberta.
Costumeiramente, a imagem acerca da matemadtica e de suas ferramentas (teoremas,
férmulas, relagoes, técnicas operatérias, dentre outras) é de algo pronto e rigido, em geral
ensinadas sem nenhuma preocupagao com os processos historicos e as justificativas de
tais ferramentas, empobrecendo, neste sentido, a percep¢ao de uma ciéncia que também
¢é construida a partir de problemas da realidade, com pontos de partida empiricos e
posteriormente validados analiticamente, e em muitos casos, especialmente na mateméatica

moderna, colaborativamente.

Outro ponto que merece destaque é a percepcao acerca das diversas aplicagoes
de diferentes conhecimentos matematicos em diferentes areas. Em regra, por exemplo, livros
didaticos definem a elipse como o "lugar geométrico dos pontos cuja soma das distancias
a dois pontos dados Fy e Fy, chamados focos, ¢ 2a’, sem transmitir a percepc¢ao de que
tal lugar geométrico também pode ser compreendido a partir de uma média aritmética
constante, conforme apresentado na definicao de elipse presente neste trabalho, assunto

este, em geral, ligado a contextos aritméticos, estatisticos e a geometria analitica bésica.
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Ha, porém, de se salientar que tal omissao, em primeira analise, ocorre pelo simples

desconhecimento de tal relacao.

Como ultimo ponto, deixo um relato pessoal sobre o processo de realizagao
deste trabalho. Primeiro, a admiracao apos tomar conhecimento da linha histérica, naquilo
que os documentos permitem, para se encontrar um processo que permitisse o calculo
do comprimento da elipse, passando por diversos matematicos em diversos tempos e a
descoberta dos trabalhos dessas matematicos. Trabalhos estes em sua maioria com objetos
de estudo completamente diferentes mas que convergiram para as descobertas relatadas
aqui. Segundo, a admiracao pelo brilhantismo em se desenvolver e encontrar uma aplicacao
extremamente engenhosa para uma ferramenta que, agora, se mostra razoavelmente
simples do ponto de vista operatorio, como a média aritmética-geométrica. Para além, o
enriquecimento da percepcao das relagoes entre objetos matematicos trazido a partir da
compreensao da elipse como uma curva descrita a partir de uma média aritmética constante
e a lemniscata a partir de uma média geométrica constante, uma vez o enriquecimento desta
percepcao de transversalidade entre os diferentes objetos mateméaticos dentro da prépria

matematica transcende este trabalho e, por fim, a mobilizagao para novas descobertas.

A partir das descobertas que ocorreram no desenvolvimento deste trabalho, era
natural indagar-me se outras médias também gerariam resultados interessantes, entretanto,
verifiquei que, definindo-se o lugar geométrico dos pontos cujas distancias a dois pontos
dados no plano eram médias contantes, para a média harmoénica e quadratica, os resultados
eram curvas que, a depender da média utilizada e da distancia, transitavam entre a elipse,
a lemniscata e a circunferéncia, sem apresentarem, portanto, algum acréscimo relativo as
curvas obtidas a partir de médias constantes. Em relagao ao estudos de outras formas de
médias combinadas, como a média harmonica-aritmética e harmonica-geométrica, observei
numericamente que, tal qual a média aritmética-geométrica, ocorre a convergéncia das
sequéncias, porém, sem encontrar na literatura pesquisada alguma relevancia para esses
resultados. Por fim, a pesquisa acerca das aplicagoes das integrais elipticas revelou nao
serem estas um fim em si mesmas, mas integrais que surgem naturalmente em diversos

calculos, como citados na introducao.

Além daquilo que evidentemente pode ser aplicado no Ensino Superior, espero
que este trabalho possa ser abordado como ferramenta de discussao, em relacdo ao

comprimento da elipse, do ponto de vista analitico e histérico, em cursos de Ensino Médio.
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