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Resumo

Com o objetivo de identificar a conica representada por uma equagao do segundo
grau, inicialmente foram apresentadas as equacoes canonicas da circunferéncia, elipse,
hipérbole e pardbola. Em seguida verificou-se a importancia de simplificar a escrita
de algumas equacoes, a fim de identificar a conica e seus principais elementos. Entre-
tanto, foi necessario um levantamento teoérico acerca dos vetores e de sua aplicacao na
translacao e rotacao de pontos e curvas em um plano cartesiano.

Por fim, foi visto como eliminar os termos lineares e o termo quadratico misto de
uma equacgao geral do segundo grau, tornando a equacao mais simples e a identifica-
¢ao da conica como circunferéncia, elipse, hipérbole ou parabola, bem como de seus

principais elementos, uma tarefa mais facil.

Palavras-chave Conicas; Quadricas; Equacao do segundo grau; Rotacao; Translagao;

Vetores.



Abstract

Aiming to identify the conic represented by a quadratic equation, initially the ca-
nonical equations of the circle, ellipse, parabola and hyperbola were presented. Then
there is the importance of simplifying the writing of some equations in order to iden-
tify the conical and its main elements. However, we needed a theoretical survey on the
vectors and their applications in translation and rotation of the curves and points in a
Cartesian plane.

Finally, it was seen as eliminate the linear terms and the quadratic mixed term
of quadratic equations, making the simplest equation and the identify of the conic as

circle, ellipse, hyperbola, or parabola, as well as its main components, an easier task.

Keywords Conics; Quadrics; Quadratic equations; Rotation; Translation; Vectors.
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Introducao

O conhecimento mateméatico do ensino basico no Brasil é bastante generalista, abor-
dando varias areas da Matematica com diferentes niveis de aprofundamento. Um deles
me chamou bastante atengao durante a minha passagem pelo Ensino Médio, o estudo
de equacoes e graficos, principalmente das conicas. Contetido que divide opnioes até
mesmo entre os matematicos. Amada por muitos e odiada por tantos outros.

Contetdo bastante rico em possibilidades de trabalho e com diversas aplicacoes
nas engenharias e em outras areas, o estudo das conicas no Ensino Médio resume-se
ao estudo de conicas em que o eixo de simetria, ou reta focal, estd sempre, ou quase
sempre, paralelo a um dos eixos do sistema de coordenadas adotado.

Entretanto, questionamento sobre como seriam as equagoes de conicas em outras
posic¢oes no plano cartesiano podem surgir por parte dos alunos. Quando isso acontece,
muitos professores esquivam-se, muitas vezes por nao terem o conhecimento suficiente
a ponto de se sentirem seguros em trabalhar com elas em sala.

Com o objetivo de dar a esses professores, bem como aos alunos, base para estuda-
rem as conicas em que a reta focal nao é paralela a nenhum dos eixos, foi que decidi
escrever sobre esse tema.

Mostrarei no meu trabalho que, com um pouco de conhecimento sobre as equacoes
candnicas das conicas, vetores e suas operagoes, e matrizes (conteidos trabalhados no
Ensino Médio), é possivel transformarmos as equagoes dessas conicas e reescrevé-las na
forma canonica, facilitando a identificacao de qual é a conica representada e quais sao
seus principais elementos.

Na primeira secao do trabalho, foram abordadas as definicoes de cada uma das
conicas tratando-as como lugares geométricos. A partir dessas defini¢oes foram obtidas
as equacoes canonicas de cada conica.

Fazendo uma reflexao sobre a aplicacao de vetores na translacao de pontos e curvas
em um plano, na segunda se¢ao do trabalho foi definido o que é um vetor e apresentadas
algumas operacoes e propriedades que, para o decorrer do trabalho, eram pré-requisitos.
Ainda nessa secao, vimos como transladar um curva e obter sua nova equacao.

Como parte do objetivo, a translacao foi utilizada como uma possibilidade de sim-

plificar a escrita de uma equacao geral do segundo grau da forma Ax? + Bxy + Cy? +



Dx + Ey+ F = 0, eliminando-se os termos lineares.

Na terceira e tltima secao desse trabalho, foi apresentada a mudanca de eixos por
meio da rotacao do sistema de coordenadas e como, por uma determinada rotacao,
eliminar o termo quadratico misto, Bxy, tornando a equacao mais simples e a conica

com reta focal na mesma direcao de um dos eixos do sistema de coordenadas adotado.



1 Cobnicas e a equagao geral do segundo grau

Uma conica pode ser obtida pela interseccao de um plano com uma superficie conica
de revolucao e tem por equagao, em coordenadas cartesianas, uma equacao do segundo
grau, podendo ser uma circunferéncia, uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola.

Nessa primeira secao do trabalho recordaremos as equacoes de cada uma dessas
coOnicas analisando-as como lugares geométricos, isto ¢, como um conjunto de pontos

que possuem uma mesma propriedade.

1.1 Circunferéncia

Antes de falarmos sobre a circunferéncia, vale lembrar que, dados dois pontos
A = (ay,a3) e B = (by,by), a distancia entre eles é igual a medida do seguimento

de reta AB, indicada por d(A, B).

YA

by

>
X

Figura 1: Distancia entre dois pontos em um plano.

Pelo Teorema de Pitagoras, d(A, B)> = (by — a1)? + (by — a2)?. O que implica em
d(A, B) = \/(bl — a1)2 + <b2 — CL2)2.

Definicao 1. Circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos de um plano equidistantes

de um ponto fixo, denominado centro da circunferéncia.



Pela defini¢ao de circunferéncia, dados C' = (z9, yo), centro de uma circunferéncia,
e r um namero real positivo, para todo ponto P = (x,y), da circunferéncia, tem-se que

d(P,C) = r. Da definicao, segue que:

d(P,C)=r

e/ (x—m)2+ (y —yo)2 =7

Sz —20)*+ (y —w)* =17 (1)

Figura 2: Circunferéncia de centro C' e raio r.

Dizemos que (1) é a equacao candnica da circunferéncia cujo centro é o ponto (g, yo)

e r o raio dessa circunferéncia.

Exemplo 1. Determinar a equacao da circunferéncia de raio 5, centrada no ponto
C'=(3,2).

Solugao: Pela definigdo, se P = (x,y) é um ponto dessa circunferéncia, entio
d(P,C) = r. Logo:

Ve =32+y—-22=5 & (z-3)0%+(y—2)?%*=5%

Essa é a equacao canonica da circunferéncia, entretanto, se a escrevermos desenvol-

vendo as poténcias, teremos:
2 —6r+ 94y —4dy+4=25
s’ +y? —6r — 4y —12=0. (2)

Dizemos que (2) é a equagdo geral da circunferéncia de centro C' = (3,2) e raio
r=25.0
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Exemplo 2. Seja 22 + 4% — 10z + 2y + 10 = 0 a equacao geral de uma circunferéncia.
Determine o centro e o raio dessa circunferéncia.

Solugao: Para determinarmos o centro e o raio dessa circunferéncia, basta escrever
a sua equacao na forma canonica. No exemplo anterior, para determinarmos a equagao
geral daquela circunferéncia, desenvolvemos as poténcias e reduzimos os termos seme-
lhantes. Agora faremos o contrario, utilizaremos a técnica de completar quadrados

para encontrarmos a equacao canonica dessa.

22+ 9% =10z +2y+10 =0
e - 100 +25+y* +2y+1=—-10+25+1
-5+ (y+1)* =16
e —5)72+(y—(-1)*=4%

Na forma canonica (z — z0)? + (y — y0)* = r%, (%0,%0) ¢ 0 centro da circunferéncia

e r o raio. Logo, (5,—1) é o centro dessa circunferéncia e r = 4 o seu raio. O

1.2 Elipse

Na sequéncia, falaremos sobre a elipse, uma importante curva cujas aplicagoes vao
desde o simples estudo de geometria analitica a contextos bem mais avancados, como

o estudo do movimento dos astros.

Definicao 2. Elipse é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das
distancias a dois pontos fixos (focos) é constante e maior do que a distancia entre os

focos.

Sem perda de generalidade, consideremos uma elipse centrada na origem do sistema
de coordenadas, cujos focos A e B estao localizados sobre o eixo Ox, assim A = (—c¢, 0)
e B =(c,0). A reta determinada pelos focos da elipse ¢ denominada reta focal. A reta
perpendicular & reta focal pelo centro da elipse é a reta nao focal. Denotaremos por b

a distancia do centro da elipse a cada um dos vértices da elipse sobre a reta nao focal.

11



Figura 3: Elipse céntrica.

Por definicao, se 2a é a constante que representa a soma das distancias de um ponto

P = (z,y) da elipse a cada um dos focos, entdo:

d(P,A) + d(P, B) = 2a

SV(r+eP+y—07+V(r—c)+(y—07=2

V(@ =)+ (y—0)2=2a— /(x4 + (y - 0)2 (3)

Elevando ambos membros da igualdade (3) ao quadrado, temos:

s’ —2zc+ Aty =4a* + 27+ A 4 2xc+yP —dan/ (x4 c)? + 12
sa? +zc=av/(x+c)? + 92
sat 4 2a%xe + 27 = a*2? + a®? 4 2d%xc + a*y?
er?(a® — A) +y’a® = a*(a® — &A).
Mas a? — ¢ = b2, portanto, 22b* + y?a? = a?b?. Dividindo a equacao por a?b?, temos:

x? y2
Sl (4)

Tem-se que (4) é a equagao canoénica da elipse centrada no ponto O = (0,0), cuja

reta focal coincide com o eixo Oz.

12



Para o caso em que a elipse esta centrada na origem e a reta focal coincide com o

eixo Oy, teremos a seguinte equacao canonica:

Ao estudarmos uma equacao do segundo grau, estamos interessados em identificar
qual a conica que ela representa. Mas nao basta reconhecer a conica como uma elipse,
hipérbole ou parabola, se faz necessario identificar alguns de seus elementos. Na elipse,
os principais elementos a serem identificados sao: as coordenadas do foco, as coorde-
nadas do centro da elipse, a distancia entre os focos 2¢, a reta focal, a reta nao focal
(perpendicular a reta focal no centro da elipse) e a excentricidade e, definida pela razao
de c para a, isto é, e = 2.

Sobre a excentricidade, note que 0 < ¢ < a, portanto 0 < e < 1. Se analisarmos
0s casos extremos, isto é, se ¢ = 0, os dois focos coincidem e temos portanto uma

circunferéncia de raio 2a. Para o caso em que ¢ = a, a elipse se degenera em um

segmento de reta cujos extremos sao os focos.

) oy YA
(a) Elipse. (b) Circulo. (c) Segmento.

Figura 4: Casos especiais de elipses.

Exemplo 3. Utilizando a defini¢cao de elipse como um lugar geométrico, determine a
equagao da elipse cujos focos sdo os pontos A = (1,4) e B = (9,4), tal que a soma das
distancias de um ponto da elipse a cada um dos focos é 2a = 10.

Solucao: Note que os focos estao sobre a reta y = 4, e que o centro da elipse é o
ponto médio dos focos, ou seja, se C' é o centro da elipse de focos A = (1,4) e B = (9,4),

entao C' = (1+9 ﬂ) = (5,4). Logo, a reta nao focal é z = 5. Além disso, temos que

2072
a distancia entre os focos é tal que 2c =8 = c=4. Massea =5, c =4 e b> = ¢* — a?,
c 4
entao b = 3. Além disso, temos que a excentricidade e = — = 5= 0,8.
a

13
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Figura 5: Elipse com focos A = (1,4) e B = (9,4).

Reconhecidos alguns elementos dessa elipse, utilizaremos o fato de que, pela de-
finicdo, se P = (z,y) é um ponto dessa elipse, entdo d(P, A) + d(P, B) = 2a, para

determinarmos sua equacao:

Ve =124 (y =4 + /(2 =92+ (y —4)2 =10
V(@ =92+ (y—4)?2=10—/(x - 1)+ (y — 4)°

S92+ (y—4)"=(z -1+ (y — 4>+ 10° = 20/(z — 1)> + (y — 4)2

& —dr—5=—=5\/(x—1)2+ (y — 4)2
1622 + 402 + 25 = 252% — 502 + 25 + 253 — 200y + 400
=922 + 25y — 90z — 200y + 400 = 0. (5)

Dizemos que (5) é a equagao geral dessa elipse. Note que, se utilizarmos a técnica

de completar quadrados, teremos:
922 + 25¢% — 90z — 200y + 400 = 0
&9(2? — 10z + 25) + 25(y* — 8y + 16) = —400 +9 - 25 + 25 - 16

9(z — 5)% 4+ 25(y — 4)* = 225

& ;25)2 e ;24)2 ~1. (6)

Em que (6) é denominada equagao candnica dessa elipse, cujo centro (5,4), o raio

maior a = 5 e o raio menor b = 3 podem ser observados. O

14



Na proxima secao veremos que, pela translacao de uma curva por um dado vetor,
pode-se reescrever a equagao de um conica com o centro em qualquer ponto do plano,
ou ainda, que dada uma conica cujo centro nao ¢ a origem do sistema de coordenadas,
pode-se translada-la de modo que isso ocorra.

De modo geral, veremos que pela translagdo da elipse centrada em (0,0) por um
vetor U = (g, o), a equacao canodnica de uma elipse centrada em (zg,yo), com reta

2 2
focal paralela ao eixo Ox, é (z = o) + (v = 90) = 1. No caso da reta focal ser

a? b2
paralela ao eixo Oy, troca-se a por b.

Exemplo 4. Determine a equagdo geral da elipse com centro C' = (2, —1), raio maior
igual a 4 e raio menor igual a 3, sabendo que a reta focal é paralela ao eixo Oy.
Solucao: Dado que a reta focal é paralela ao eixo Oy, podemos escrever a equa-

cao dessa elipse na forma candnica ja que as medidas do raio maior e do menor sao

r —2)? —(=1))?
conhecidas. Portanto,< 22 ) + y ZEQ ) = 1 é a equacao canodnica dessa elipse.
Desenvolvendo as poténcias e agrupando os termos semelhantes, determinamos sua

equagao geral:

e —dr+4 P +2y+1
9 16 N

&162% — 642 + 64+ 9y* + 18y +9 — 144 =0

1

&162% + 9y — 64z + 18y — 71 = 0.
Logo, 1622 + 9y% — 642 + 18y — 71 = 0 é a equacdo geral dessa elipse. O

Exemplo 5. Determine a equacao da elipse cujos focos sao os pontos A = (—2\/6, —2\/6)
e B= (2\/6, 2\/6), tal que a soma das distancias de um ponto da elipse a cada um dos
focos é 2a = 16.

Solugao: Antes mesmo de determinarmos a equacao, podemos identificar alguns dos
elementos dessa elipse. Como sao conhecidos os focos dessa elipse, podemos determinar

a distancia entre eles:

d(A, B) = \/(2\/6 +2v6)2 + (2v6 4+ 2V6)? = V192 = 8V/3 = 2c.

3 .
Comoa=38c=4vV3elb? = —a? segueque b=4ee = 5 Além disso, como
conhecemos os focos, podemos facilmente determinar o centro da elipse e a reta focal.

Essa elipse tem centro (0,0) e reta focal r: x —y = 0.

15
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Figura 6: Elipse com focos A = (—2\/6, —2\/6) e B = (2\/67 2\/6)

Pela definicao, d(P, A) + d(P, B) = 2a, assim:

\/(x+2\/6)2+(y+2\/6)2+\/(x—2f6)2+(y—2x/6)2=16

Sz +2V6)% + (y +2V6)% = 162 + (z — 2v6)? + (y — 2V6)? — 32\/(3; —2v6)2 + (y — 2V6)?
&4v/6 4 4V6y = 256 — 4v/62 — 4v/6y — 32\/(;5 —2v/6)2 + (y — 2V/6)?

=861 4 8V6y — 256 = —32\/(:1; —2V6)2 + (y — 2V6)?

&V6r +Vey — 32 = —4\/(1; — 2v6)2 + (y — 2V/6)?

&62° + 6y + 1024 — 64V/62 + 122y — 64v6y = 16(x? — 4v/6x + 3> — 4v/6y + 48)

1022 — 122y + 10y* — 256 = 0
&5 — 6zy + 5y? — 128 = 0. (7)
Logo, (7) é a equagdo geral dessa elipse. O

Observe que, na determinacao da equacao dessa elipse, apareceu um termo qua-
dratico misto, um termo do segundo grau formado por duas varidveis, o termo 6zy,
que ainda nao havia aparecido em nossos exemplos. Perceba que este é o primeiro
exemplo em que a coénica estudada nao tem sua reta focal paralela a nenhum dos eixos
do sistema de coordenadas adotado.

Como a conica foi construida conhecendo-se os focos e a constante 2a, é possivel

identificar todos os seus elementos. Entretanto, se nos fosse dada a equacao com o

16



objetivo de, a partir dela, identificarmos seus elementos, o problema se tornaria mais

elaborado, como veremos até o final desse trabalho.

1.3 Hipérbole

Agora falaremos sobre a hipérbole, sua definicao e algumas caracteristicas.

Definicao 3. Hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano cujo valor abso-
luto da diferenca das distancias a dois pontos fixos (focos) é constante e menor do que

a distancia entre os focos.

Ou seja, se P é um ponto da hipérbole que tem por focos os pontos A e B, entao

|d(P,A) — d(P,B)| = 2a, em que a é uma constante real positiva tal que a < ¢,

C = (a,b), D=(0,b), E = (a,0) e OC =c¢

YA

Figura 7: Hipérbole céntrica.

Sem perda de generalidade, consideremos uma hipérbole centrada na origem do
sistema de coordenadas, de tal modo que os focos estao localizados sobre o eixo Ox.
Sejam A = (—¢,0) e B = (¢,0) os focos dessa elipse. Assim, para determinarmos a

equacao reduzida para o caso da diferenca ser positiva, 2a, fazemos:
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d(P,A) —d(P,B) = 2a
I s 7 N e N
S+ +9y*=(z—c) +y*+4a® +dar/(z — )2 + y?2
Scr —a® = ay/ (v — ¢)? + 12
sr?( — a?) — y*a® = a*b’.

Como ¢ —a? = 12, temos que 22b* — y?a? = a?b*. Dividindo ambos os membros da

igualdade por a?b?, termos:

x2 y2

Logo, (8) é a equagdo canonica para a hipérbole cujo centro é a origem do sistema
de coordenadas e a reta focal coincide com o eixo Oz. Aqui foi feita a analise para o
ramo direito da hipérbole, para o caso da diferenca ser positiva. Entretanto, de maneira
analoga encontramos a mesma equacao quando consideramos o caso da diferenca ser
negativa, isto é, para o ramo esquerdo da hipérbole.

Seguindo também o mesmo desenvolvimento, quando escolhida uma hipérbole cen-
trada em (0, 0) tal que a reta focal coincida com o eixo Oy, encontramos como equagao
candnica da hipérbole, a equacao

2 2
! (9)
Exemplo 6. Determine a equagao geral da hipérbole cujos focos sao A = (0, 2\/5) e
B = (0,—2v/5), tal que o valor absoluto da diferenca das distancias de um ponto da
hipérbole a cada um dos focos é 2a = 8.

Solucao: Como sao conhecidos os focos da hipérbole, podemos determinar a distan-
cia entre eles, o centro da hipérbole, bem como a reta focal. No caso, se d(A, B) = 2c,
entdo ¢ = 2v/5. Além disso, o centro é o ponto (0,0) e temos que = = 0 é a reta que
passa pelos focos. Como a = 4, ¢ = 2v/5 e b = ¢ — a2, segue que b = 2. Colocando

essas informacoes na equacao (9), temos como equacao dessa hipérbole, a equagao



Desenvolvendo a equacdo, podemos reescrevé-la como 422 — 4% + 16 = 0, em que

essa ¢ a equacao geral dessa hipérbole. O

Exemplo 7. Determine a equagao geral da hipérbole em que A = (2,5) e B = (-2, 3)
sao os focos e o moédulo da diferenca entre as distancias de um ponto P da hipérbole
a cada um dos focos ¢ 2a = /5.

Solugao: Conhecidos os focos e o médulo da diferenca entre as distancias, é possivel

determinar alguns dos principais elementos dessa hipérbole, como a reta focal, a reta

2

nao focal e a distancia focal 2c. Além disso, se utilizarmos o fato de que b? = ¢ — a2,

podemos determinar b, por ja serem conhecidos os valores de a e ¢. Pela definicao,
d(P,A) — d(P, B) = 2a, segue que:

V2P =5 - Ve + 27+ (= 37 = V5

V(@ —22+ Wy -52=V5+(x+2)2+ (y—3)2

S@—-22+Wy-5°=5++2%+(y—3)+2V5/(z+2)2+ (y — 3)2

& —8r — 4y + 11 =2V5\/(z +2)2 + (y — 3)2
6422 + 16y + 121 + 64ay — 1762 — 88y = 20(a + 4z + 4 + > — 6y + 9)

S44x* + 64xy — 4y* — 2562 + 32y — 139 = 0.

Figura 8: Hipérbole com focos A = (2,5) e B = (-2, 3).
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Determinada a equacao geral da hipérbole, nota-se mais uma vez a ocorréncia do
termo quadratico misto, 64xy. Na secao 2 desse trabalho veremos como, por meio de
uma mudanca de eixos, escrever a equacao candnica dessa conica de modo que seja

possivel identificar seus elementos.O

1.4 Parabola

Nessa secao estudaremos a pardbola e suas propriedades.

Definicao 4. Parabola é o lugar geométrico dos pontos de um plano que equidistam
de uma reta e um ponto, fora dela, dados. A reta é denominada geratriz da parabola,

enquanto o ponto é seu foco.

Ou seja, se P é um ponto da pardbola cuja reta diretriz é r e o foco é o ponto
A, por defini¢do d(P,r) = d(P, A). Para determinarmos a equac¢ao candnica de uma

parabola, precisamos recordar como determinar a distancia de um ponto a uma reta.

Proposi¢ao 1. Dados um ponto P = (x¢,yo) € uma reta r : ax + by — ¢ = 0, em um

. . laxo + byo — ¢|
lano, tem-se que a distancia de P a r é dada por d(P,r) =
P ‘ bor d(Pr) ==

A demonstragao para essa proposicao pode ser feita utilizando o Teorema de Pita-

goras, juntamente com o fato de que a distancia de um ponto a uma reta é a menor
das distancias. Assim, tomando um ponto qualquer da reta e o pé da perpendicular
baixada do ponto até a reta, é possivel concluir essa demonstragao. Mas, nao é a
intencao no momento fazé-la, e sim estudarmos a parabola.

c
Sem perda de generalidade, consideremos uma parabola cujo foco A = (O, E> esta

. —C . .
sobre o eixo Oy e que tem a reta r : y = e por sua diretriz. Note que esses valores
foram escolhidos de modo que o vértice da parabola coincida com a origem do sistema

de coordenadas adotado, isto é, se V' é o vértice dessa parabola, entdo V = (0,0).
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> T

r: by+c=0

Figura 9: Parabola com vértice (0, 0).

Sendo P = (z,y) um ponto dessa parabola, por defini¢ao d(P,r) = d(P, A), entao

\Ox+by+c[_\/ ) c\ 2 (by+c)? c\ 2
—JoraE ($—O)+<y—5>.<:> =7 +<y—5>

Sb%y? + ¢ + 2bey = b*a® + b*y? + 2 — 2bey

S4bey = bPa?

.1'2

Y= 4e/b

2c . . . . .
Perceba que 0 é a distancia do foco a reta diretriz, a qual denominaremos para-
metro da parabola e representaremos por p. Portanto a equagao candnica da parabola

que tem a reta diretriz na mesma diregdo do eixo Ox e cujo vértice é o ponto (0,0) é

.1'2

Se a reta diretriz tiver a mesma direcao do eixo Oy e vértive (0,0), entdo a sua
2

< . .y e . o
equagao candnica sera r = o0 em que p corresponde a distancia do foco a reta diretriz.
D

Exemplo 8. Determine, pela definicao, a equacao da parabola em que © = —3 é a
reta diretriz e (3,0) as coordenadas do foco dessa parabola.

Solugao: Pela defini¢io, a parabola é o conjunto de pontos P = (z,y) tal que
d(P,A) = d(P,r), em que A ersao o foco e areta diretriz da parabola, respectivamente.

Assim,
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d(P, A) = d(P,7)

|1z + 0y — 3|

@\/($—3)2+(y—0)2 - \/m

ov/a2 — 6z +9+y2 = |lz — 3

e’ —6x+9+y =2 —62+9

y2

sr =2
YT 19

2
Yy, ~ . )
Portanto, x = 2.6 ¢ a equacao canoénica dessa parabola.O
Veremos na sec¢ao seguinte que, transladando a parabola por um dado vetor, pode-
mos escrever sua equagao canonica, cujo vértice (zg, yo) € um ponto qualquer do plano,

pelas seguintes equacgoes:

_ 2 _ 2
y—yo:(x 7o) o l’—xoz(yZyO)
p

» (10

Em que a primeira é para o caso da reta diretriz ter mesma direcao do eixo Ox, e

a segunda para o caso da reta diretriz ter mesma direcao do eixo Oy.

Exemplo 9. Dada a parabola ¢ de equacao 2% — 8z — 2y + 20 = 0, determine sua
equagao canonica, as coordenadas do vértice e o parametro p (distancia do foco a reta
diretriz).

Solucao: Reescrevendo a equacgao e completando quadrados, temos:
22 =8 —2y+20=0
&2y —20 =22 — 8z
&2 — 20416 = 22 — 8z + 16

&2y —2) = (z—4)°

(z—4)*

Sy—2)= 5

Comparando com a equagao (10), temos que (4, 2) é o vértice dessa parabolaep = 1

seu parametro. O
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Exemplo 10. Determine a equagao geral da parabola com foco F' = (2,2) e reta
diretriz r : x 4+ 2y = 1.

Solugao: Pela definicao, uma parabola é o lugar geométrico dos pontos equidistantes
ao foco e a reta diretriz, portanto, temos d(P, F') = d(P, r) para todo ponto P = (x,y)
da paréabola. Logo,

d(P,F) =d(P,r)

|1z +2y -1

-

(x4 2y —1)?
)

52?4 5y* — 200 — 20y 4+ 40 = 2% 4+ 4y® + 1 + 4oy — 22 — 4y

Sv/(@ =22+ (y - 2)?

er —dr 4+t —dy+4d=

sdaz? — dxy + y? — 18z — 16y + 39 = 0. (11)
Y
O .. T
o

Figura 10: Parabola com reta diretriz r : x + 2y = 1.

Portanto, (11) é a equacao geral da parabola ¢. Note mais uma vez a ocorréncia

do termo quadratico misto.O
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2 Vetores no plano e translacao

De origem no latim wvector ou wvehere, vetor é o que transporta, o que leva. Nessa
parte do trabalho serd abordada sua aplicacao na translagao de pontos em um plano.
Entretanto, o que é vetor? Para entendermos o seu conceito, devemos retomar as
definicoes de segmentos de reta orientados equipolentes.

Considere, em um plano, um sistema de coordenadas em que os pontos A e B sao
tais que A = (aj,as) e B = (by,by). Segundo Elon em [5], um segmento de reta é
orientado quando se estabelece qual de suas extremidades é o ponto inicial e qual é o
ponto final. Por exemplo, o segmento de reta orientado AB é aquele em que A é o
ponto inicial e B, o final. Em contra partida, fica subtendido que o segmento de reta
orientado BA é aquele em que B é o ponto inicial e A, o final. Para simplificar a escrita,
utilizaremos apenas “segmento orientado” no lugar de “segmento de reta orientado”.

Sobre o segmento orientado, tem-se que seu comprimento pode ser obtido quando

sao conhecidas as coordenadas de suas extremidades. Por defini¢ao, esse comprimento

corresponde a distancia entre suas extremidades. Assim, o comprimento do segmento

orientado AB ¢ igual a \/(by — a1)? + (b2 — a2)?, como visto na se¢io 1.1. Note que

o

um segmento degenerado, que tenha como pontos inicial e final o mesmo ponto,
denominado nulo e seu comprimento é zero.

Quanto a direcao de um segmento orientado, essa esta diretamente relacionada a
inclinacao da reta suporte do segmento. Portanto, dois segmentos orientados tém a
mesma direcao se suas retas suportes tiveram a mesma inclinagao, isto é, ou esses
segmentos sao colineares ou estao contidos em retas paralelas.

Se AB e C'D forem colineares e induzirem o mesmo sentido da reta que os contém,
esses segmentos orientados tém o mesmo sentido. Caso contririo os segmentos serao

considerados de sentido contrario.

(a) mesmo sentido.  (b) sentidos contrarios.

Figura 11: Segmentos colineares.
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No caso de AB e C'D estarem contidos em retas paralelas, se os segmentos AC' e
BD tiverem intersecao vazia, entao AB e C'D serao de mesma dire¢do; caso contrario

os segmentos serao considerados de sentido contréario.

(a) mesmo sentido. (b) sentidos contrarios.

Figura 12: Segmentos paralelos.

Definicao 5. Quando dois segmentos orientados, AB e C' D, sao ambos nulos ou tém o
mesmo comprimento, direcao e sentido, sao chamados de equipolentes e representados
por AB ~ CD, lé-se o segmento AB ¢ equipolente ao segmento CD. Sendo a relagao

de equipoléncia uma relagao de equivaléncia, valem as seguintes propriedades:
(i) Reflexiva: AB ~ AB;

(ii) Simétrica: AB ~ CD se, e somente se, CD ~ AB;

(iii) Transitiva: Se AB ~CD e CD ~ EF, entao AB ~ EF.

Proposicao 2. Dados um segmento orientado AB, nao nulo, e um ponto C, existe um

unico ponto D tal que CD é equipolente a AB.

Demonstracao. Consequéncia da Geometria Euclidiana Plana, essa proposicao é de-
monstrada analisando duas possibilidades, visto que para serem equipolentes ha a ne-
cessidade de terem a mesma dire¢do: (i) os segmentos sido colineares; (ii) os segmento

sao paralelos.

(i) No caso de A, B e C serem colineares, para determinar o ponto D, basta tomar

sobre a reta AB, com mesma direcao do segmento orientado AB, um ponto D tal que
d(C,D) =d(A, B).
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(ii) Agora, se A, B e C nao forem colineares, pela Geometria Euclidiana, temos que por
uma reta e um ponto fora dela passa uma tnica reta paralela. Ou seja, por C passa

uma tnica reta paralela a reta AB. Portanto, basta tomar um ponto D sobre essa reta
paralela a AB, de modo que d(C, D) = d(A,B) e ACNBD = ). ]

Compreendida a definicao de segmentos orientados equipolentes, trazemos a se-

guinte defini¢ao de vetor.

Definigao 6. O vetor v = f@ é o conjunto de todos os segmentos orientados equipo-

lentes ao segmento orientado AB, tal que:

. —
(i) Dado um ponto P qualquer, o vetor ﬁ = 0 ¢ um vetor nulo.

(ii) Pela defini¢ao de vetor e pela proposi¢ao 2, dado um vetor 7 = 1@ e um ponto
C' = (x,y), existe um unico ponto D tal que ¥ = @

(iii) O comprimento, ou modulo, de um vetor v = («, 5) é indicado por d(A, B) =

17l = Va2 + 52

Definicao 7. Dado v = /@, em que A = (aj,az) e B = (b1, by), dizemos que os
numeros o = by—ay e § = by—as sao as coordenadas do vetor v. Fazendo o ponto inicial

coincidir com a origem do sistema de coordenadas, tem-se que v = O? = (04+«,0+0),
isto é, P = (a, B).

Exemplo 11. Dados os pontos A = (=2,4), B = (1,1) e C = (—4,—1), e o vetor
U= 1@, determine:

(a) P, de modo que ' = O?, com O = (0,0).

Solugao: Como ¥ = 1@, entdo = (1 —(-2),1—-4)=(0—-3,0—(=3)) = ﬁ,
portanto P = (3, —3).

(b) O ponto D, tal que ¥/ = @
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Solugao: Seja (dy,dy) = D. Fazendo v = @, tem-se:
§=CD = AB
& (dy = (=4),dy = (1)) = (1 = (=2),1 - 4)
& (dy+4,dy+1) = (3,-3)
& (dy,dy) = (—1,—4)
Portanto D = (—1, —4).
(¢) O modulo de 7.

Solugio: v = (3,—3), portanto ||7]| = /3% + (—=3)2 = V18 = 3v/2.

Dado um vetor v = zﬁ e um ponto C' do plano, determinar um ponto D tal que
C'D seja um representante do vetor ¢ nos transmite a ideia de que o ponto C' esta
sendo levado até o ponto D, caracterizando a tranlacao de um ponto no plano, que

serd abordada a seguir.

2.1 Translacao

A translacao T, determinada por ¥ = («, #) em um plano II é uma transformacao
em que, para cada ponto P = (z,y) em I, faz corresponder um ponto T,(P) = P’ =
(v +a,y+8).

T, : 11— 11
P T,(P).

— . . =
Observe que PP’ & um representante do vetor v, isto é, PP' = («a, ).

Proposicao 3. Se A = (a1, az) e B = (by,by), com A’ e B’ suas respectivas imagens ob-
tidas pela translagao T,, determinada por v = («, 5) em II, entao d(A, B) = d(A’, B').
Demonstracao: Por definigao, temos que A’ = (a1 +a, a2+ ) e B' = (b1 +a, ba+ ).

Entao,

d(A,B") = /(b +a—a; —a)?+ (by+a—ay —a)?
= V(b — @)+ (b2 — az)?
= d(A,B).O
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Ou seja, a translacao é uma transformagao que preserva distancias. Em outras

palavras, se transladarmos uma curva, essa nao sofrera qualquer deformacao. Vejamos:

Exemplo 12. Seja A : y = 22 + 3, uma parabola cujo vértice V corresponde ao ponto
(0,3). Determine a equagao da parabola B, obtida pela translagao de A pelo vetor
7= (2,1).

Solugao: Por defini¢do, a translacdo T, é a relagdo que, para cada ponto P = (z,y)
faz corresponder um ponto P’ = (z,y) = (x + 2,y +1). Istoé,z =2 —2ey=y— L.
Substituindo esses valores de x e y na equacao da pardbola A, encontramos a equagao

de B, imagem de A, obtida através da translacao pelo vetor v. Vejamos:

Figura 13: Translacdo da parabola y = 2% + 3.

Ou seja, y = 22 — 4z + 8 ¢ a equagao da parabola B, cujo vértice V' = (v}, v}) é
b 4

tal =222
al que v = - = o
AeV' =T,(V) com v = (2,1), entdo V' = (0+2,3+ 1) = (2,4), como haviamos

calculado. O

= 2 e vy = 4. Observe que V = (0,3) é o vértice da parabola
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Exemplo 13. Voltando ao exemplo 3, em que identificamos a conica C, de equacao
922 + 25y% — 902 — 200y + 400 = 0, como sendo uma elipse, analisaremos essa mesma,
equacao sobre outro ponto de vista, o da translacao. Queremos determinar um vetor
U tal que, transladando a conica por esse vetor, facamos o centro dela coincidir com a
origem do sistema de coordenadas. Em outras palavras, queremos determinar um novo
sistema de eixos tal que a elipse seja céntrica.

Solugao: Seja v = (a, B) o vetor procurado. Isto ¢, para cada ponto P = (z,y) da

/

conica C', existe um ponto P’ = (z,7), tal que ¥ = PP’. Mas se P’ é a imagem de P

pela translacao T, entao:

Assim, substituindo z = — a e y = § — o na equagao de C, temos:
9z —a)* +25(5 — B)* — 90(z — ) — 200(y — B) + 400 = 0
&9(2° — 2Za + o?) + 25(5% — 2yB + 5%) — 90(Z — ) — 200(5 — B) + 400 = 0

972 + 259 — (18 + 90)z — (508 + 200)y = —9a? — 2532 — 90a — 2003 — 400.

(12)

- -

(.
\

Figura 14: Translacao da elipse 922 + 25y? — 90z — 200y + 400 = 0.

Queremos determinar o e 5 de modo que os termos lineares sejam eliminados. Isto

é, queremos 18a + 90 = 0 e 508 + 200 = 0, o que implica que « = =5 e § = —4.
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Portanto, v = (=5, —4). Substituindo a e 5 de volta em (12), temos:

2 2 2
02 +25)° =225 = 5+ =1L, (13)
Logo (13) ¢ a equagao de C" = T,(C). Nesse novo sistema de eixos, identificar

qual é a conica e quais sao seus principais elementos torna-se uma tarefa mais simples.
Temos aqui uma elipse com raio maior igual a 5, e raio menor igual a 3, cujo centro

em Oy é o ponto (0,0). O

No exemplo anterior, por meio de uma translacao, reescrevemos a equacao daquela
elipse de modo que os termos lineares nao apareceram mais. De modo geral, utiliza-
remos na proxima secao a translagao com esse intuito, eliminiar os termos lineares de

uma equacao do segundo grau.

Exemplo 14. Dada a fun¢ao do segundo grau f(z,y) = Ax*+ Bry+Cy*+Dx+Ey+F,
determine o vetor 7 = (o, 3) tal que, transladando f(z,y) por ¥ eliminamos os termos
lineares.

Solugao: Inicialmente fazemos T =x +a ey =y + f.
[(Z,9) =Alz+a)’+Blxz+a)ly+B8)+Cly+B)’+D(x+a)+ E(y+ )+ F.

Desenvolvendo as poténcias e multiplicacoes, ap6s agruparmos os termos semelhan-

tes, teremos:
f(z,9) =Az® + Bxy + Cy* + (2Aa + BB + D)z + (Ba +2C3 + E)y+
+ (Aa® + BaB + C3* + Da + EB + F)
& f(z,79) =Ax* + Bay + Cy* 4+ (2Aa + BB + D)z + (Ba + 2CB + E)y + f(a, B).

Igualando os coeficientes dos termos lineares a zero, temos o seguinte sistema:

B D
240+ BB+ D =0 Aot o f+ 5 =0

= . 5 (14)
Ba+20p+FE=0 505‘1‘054‘5:0

Se o sistema for possivel e determinado, dizemos que (a, 3) é o centro de f(x,y). Se

o sistema por possivel indeterminado, tomamos qualquer solucao como vetor. Porém,
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se o sistema for impossivel, f(x,y) ndo possui centro e, portanto, nao existird uma
translacao capaz de eliminar os termos lineares.

Conclusdo: se existir algum vetor ¥ = («, 5) tal que a translacio de uma equacao
geral do segundo grau por esse vetor terd seus termos lineares cancelados, entao esse

vetor ¢ solugao do sistema (14).0

Exemplo 15. Considere agora os vetores © = (3,2) e U = (2,—4). Determine o
ponto P”, imagem de P = (—2,1) quando aplicadas duas translac¢oes, por @ e ¥,
respectivamente.

Solugao: Seja P’ = T,(P), logo P' = P+ 4 = (—2+ 3,1+ 2), o que implica que
P’ = (1,3). Em seguida, aplicando a transla¢io T,(P’), tem-se que P" = P' + ¢ =
(142,3—-4)=(3,-1). O

Nesse exemplo, P” foi obtido pela transl¢ao de P’ por ¥, que por sua vez foi obtido
pela tranlacdo de P por 4. Como P’ = P' + ¥ e P' = P + i, pode-se determinar P”
como sendo P + @ + v, o que sugere que, se existir um vetor W = u + v, poderiamos
obter P” fazendo P” = P + . Caracterizando, portanto, a operacao de adicao de

vetores, que sera estudada a seguir.

2.2 Operagoes com vetores

Nessa secao apresentaremos as defini¢oes e principais propriedades das operacoes

com vetores.

2.2.1 Adicao de vetores

Definicao 8. Dados os vetores u e ¥, tais que u = A§ ev= B(% Se w é o vetor soma

de @ com U, com W = U + U, entéow:Aié.

Figura 15: Adicao de vetores.
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Proposicao 4. Se © = (a, ) e 4 = (7,0), entao W =i+ U = (a+ 7,5+ 9).

Demonstra¢ao. Tomando um ponto fixo A = (ay,as2). Se 4 = 1@ e v = B?, tem-se
que B = (a1 +a,a2+ ) e C = (a1 +a+7,as+ F+0). Por defini¢ao, W = i+ 9 = 1@,
masj@:(a1+a+v—a1,a2+5+5—a2):(oz+%ﬁ+(5). O

Para quaisquer vetores u, v e w, a adicdo de vetores estd munida das seguintes

propriedades:
(i) Comutativa: i+ ¥ = U+ 4

(ii) Associativa: (i + ¥) + @

U+ (U + W),
(iii) Elemento neutro: @ + 0 =0 + ;

(iv) Inverso aditivo: 4 + (—%) = 0, quem que —4 é o oposto, simétrico ou inverso

aditivo de 4.

Exemplo 16. Analisando novamente o exemplo (15), desta vez sob a otica de adi¢ao
de vetores, temos que, dados P = (—2,1), = (3,2) e U = (2,—4),se P" = P+ 4+ 7,
entdo P’ = P+, em que @ = 4 + ¥.

Solugao: Pela defini¢ao de adigdo de vetores e pela proposi¢ao (4), W = (34 2,2 —
4) = (5,—2). Segue dai que P" = P+w = (—2+5,1 —2) = (3,—1), ou seja, o mesmo
ponto obtido no exemplo (15).0

2.2.2 Multiplicacao de um vetor por um nimero real

Outra operacao que pode ser definida com vetores, em um plano, é a multiplicacao

por um ntimero real, ou por escalar como geralmente é referida.
Definicao 9. Dados os vetores ¢ e um ntimero real ¢, tem-se que
(i) Se ¥=0out =0, entao tv' = 0;

(ii) Set #0 e ¥ # 0, entdlo t: tem a mesma direcdo de #; tem o mesmo sentido de @

se t > 0, ou sentido contrario se t < 0; e é tal que ||tv]| = || ||7]].

Num dado sistema de coordenadas em que U = («, §), tem-se que t7 = (ta,t5),

para todo t € R.
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Assim como na adicao de vetores, na multiplicacado de vetores por ntmeros reais,
podemos observar algumas propriedades que sao consequéncia das propriedades das
operagOes com niimeros reais. Dados os niimeros reais s e t, e os vetores u e v, valem

as seguintes propriedades:

(i) Comutativa: ¢t -4 =1 - t;

(ii) Associativa: (s-t)-u=s-(t-U);

(iii) Distributiva em relacao a adigao de nitimeros reais: (s+t) -4 = s-u+1-u;
(iv) Distributiva em relagao a adi¢ao de vetores: s- (i + ¢) =s- U+ s- 7,

(v) Elemento neutro: 14 = 4.

Exemplo 17. Dados P = (—2,1) e U = (3, 2), determine P’ = T,,(P), em que W = 4-7.
Solugao: Por definigao, se & =4 - v, entdo o = (4- 3,4 -2) = (12,8). Deste modo,
se P' =T,(P), entdao P' = (—-2+12,1+8) =(10,9). O
Proposicao 5. Dados os vetores 4 = (uj,us) e U = (v1,v9) , tem-se que 4 é multiplo
de ¥ se, e somente se, u vy — usvy = 0.
Demonstragao: (=) Se 4 é multiplo de ¥, entdo existe um ntimero real A tal que

U = AU, 0 que implica em u; = vy e uy = Avg. Segue dai que
U1V2 — UV = (/\Ul)Ug - ()\UQ)Ul =0. (15)

(<) Queremos verificar que, se ujvy — ugvy = 0, entdo 4 é multiplo de U. Vamos

considerar dois casos: vy # 0 e vy = 0.

. Va1
(1) (v1 # 0) Segue de ujvy — ugvy = 0, que uy = . Portanto,
U1
S Uy Uy Uy U uy
U= (up,u) = | up, —vg | = [ —v1, —v9 | = —(v1,v2) = —0.
U1 U1 U1 U1 U1

(ii) (v = 0) Temos que usv; = 0, o que implica que ujvy = 0 e, portanto, u; = 0 ou
vy = 0. Se vy = 0, entdo ¥ = (0,0). Mas todo vetor é miltiplo do vetor nulo,
logo @ é multiplo de ¥. Se u; = 0, entao

- U2 U2 Uz
u=(0,uz) = (0, —ug) = —(0,v9) = —7,
(0,02) = (0, ) = 22(0,13) =

como queriamos demonstrar.O

33



2.2.3 Produto interno

Antes de apresentar a definicao para o produto interno, se faz necessario a compre-
ensao da definicao do angulo entre vetores, como sendo o menor dos angulos formados
entre dois dos seus representantes que tenham a mesma origem. Isto é, se U = E
e v = 1@, entao o angulo entre u e U é o angulo BAC, tal que sua medida 6, em

radianos, é tal que 0 < 0 < 7.

A

Figura 16: Angulo entre vetores.

Pode-se exprimir o cos(f) em termos de @ e ¥, ou de suas coordenadas. Sejam
u = (a1,a2), U = (by,be) e W = (by — ay,by — ag), aplicando a Lei dos cossenos no

triangulo ABC, tem-se:

2 2 2
ol = lfull® + floll* =2 - fful] - Jo]] - cos(6)

(b — a1)* + (by — a)® = af + 0} + a3 + b5 — 2 - [Jul| - ||v[| - cos(f)
b3 — 2a1by + ai + by — 2asby + a3 = a3 + b} + a5 + b3 — 2 ||lu|| - ||lv]| - cos(6)
—2(a1by + agby) = =2 - ||u|| - ||v|| - cos(0)

a1by + azby

= cos(f) = Tl el (16)

Definicao 10. O produto interno de @ por v, indicado por < u, ¥ >, € um nimero real

tal que:
(i) Se @ ou ¥ & o vetor nulo, entdo < @, v >= 0;
(ii) Se @ e ¥ ndo sdo nulos, entdo < u, ¥ >= ||ul| - ||v|| - cos(#), em que # é a medida do

angulo entre os vetores 4 e v.
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. . ™ ~ . -2
Se o angulo 6 entre os dois vetores for igual a 5 entao < u,v >= 0, jJ4 que, por

defini¢do, < 4, ¥ >= ||ul| - ||v|| - cos(#) e cos <g> = 0.
Pela equagao (16) e pela defini¢gao do produto interno, dados @ = (ay,az) e U =

(b1, by), temos que:
< U, U >= ||u|| - ||v]| - cos(0) e aby + asby = ||ul| - [|v|| - cos(@)
=< ﬁ,ﬁ> = ai1by + agbs. (17)

Com a equacao (17), considerando os vetores i, ¥ e w, bem como um niimero real

t, o leitor pode verificar as seguintes igualdades:

Um outro fato importante, é que < @, 4 >= ||6H27 pois se 4 = (o, 3), entdo <
0,4 >= a-a+p-5 =a®+ B2 Mas, como o + 32 > 0 segue que < @, U >=

a2+ 2| = (Va2 5 ) = ]’

2.2.4 Projecao ortogonal de um vetor sobre outro

Até esse ponto do trabalho, reunimos varios pré-requisitos para abordarmos a mu-
danca de eixos, entretanto falta-nos um bastante importante, que é a projecao ortogonal

de um vetor sobre outro. Vejamos:

Figura 17: Projecao ortogonal de @ sobre v.
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Dados os vetores @ e v, queremos determinar o vetor w que é a projecao ortogonal

de u sobre v. Observe que « — W é ortogonal ao vetor ¢’ e ainda que o vetor W =t - v,

isto é, w é um multiplo de v. Deste modo, temos:

<u,v>
ot= 00" (18)
<v,v >
-, - o < U, v > L o <u,Uv>
Mas, como w =t - v, substituindo t por ———, temos W = ——— - U
<v,v > < v,V >
Exemplo 18. Dados os vetores @ = (2, —1) e ¥ = (3,2), determine:
(a) A projecao ortogonal de @ sobre .
. - N . . L o <u,v> .
Solugao: Seja w a projecao ortogonal de @ sobre v, logo w = — o= - U, entao:
U, U
2:3—-1-2
§l=——7—-(3,2
v 32+ 22 (3,2)
4
i=—-(3,2
w=15032)
S 12 8
w=|—,—].
13713
(b) A projegdo ortogonal de ¥ sobre 1.
<v,u > .
Solugao: Seja Z a projecao ortogonal de v sobre u, logo 2'= zi Qﬁ - U, entao:
< U, >
3-2—-2-1
7= ——"-(2,-1)
22 + (_1)2
Z7=--(2,-1)
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3 Rotacao e mudanca de eixos

Segundo Elon em [5], reescrever equagoes de forma mais simples, facilitando o
reconhecimento de curvas, é a maior aplicacdo da mudanca de eixos em Geometria
Analitica.

Vimos no decorrer do trabalho que uma codnica tem como equagao geral uma equagao
do segundo grau e que, dependendo da reta focal e do centro da conica, a equacao que
a representa pode ser resumida, bastando para isso reescrever a equacao em um novo
sistema de coordenadas, no qual, por meio da equagao canonica poderemos identificar
qual é a conica e quais os seus principais elementos.

Na secao 2.1 vimos como fazer isso por meio da translacao, ou seja, dada a equacao
de uma curva, podemos por meio da translacao reescrevé-la de modo que o seu centro
coincida com a origem do sistema de coordenadas e, consequentemente, notamos a nao
ocorreéncia de termos lineares. Nessa se¢ao veremos como a rotacao pode ser util nessa
tarefa.

No exemplo 5, encontramos 5z —6xy +5y* — 128 = 0 como a equacio geral daquela
elipse. Tendo apenas essa equacao, a mudanca de eixos é indicada para identificar qual
é a coOnica e quais sao seus principais elementos (focos, vértices, reta focal, reta nao
focal, etc). Portanto, escrever a equagao em relacao a um sistema de coordenadas em
que a reta focal é paralela a um dos eixos torna a tarefa um tanto quanto mais simples,
COMO veremos.

As equacdes canonicas estudadas na secao 1 referiam-se a conicas em que a reta
focal tinha a mesma direcao de um dos eixos, o que nao foi visto no exemplo 5, o que
sugere uma mudanca de eixos que consista em uma rotagao do eixo Ox, tornando-o

paralelo a reta focal. Vejamos como isso pode ser feito.

3.1 Mudanca de eixos

Consideraremos inicialmente apenas a rotacao do sistema de coordenadas xOy, por
um angulo # no sentido anti-horario, obtendo assim as coordenadas de um ponto em
relagao ao sistema zOy.

Seja (x,y) as coordenadas do ponto P em rela¢do ao sistema Oy, e (z,y) suas

coordenadas em relacao ao sistema rOy de coordenadas cartesianas.
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Figura 18: Rotagao de um angulo 6 no sentido anti-horario.

Note que a coordenada x do ponto P pode ser interpretada como sendo o moédulo
da projecao ortogonal do vetor Cﬁ sobre um vetor que tem a mesma direcao de Ox.
Assim, a coordenada z do ponto P, em relacdo ao sistema de coordenadas zOj, pode
ser determinada por meio da projecao do vetor ﬁ’ sobre um vetor que tenha a mesma
direcao do eixo Oz. Analogamente para y e .

Em relagao ao sistema de coordenadas xOy, utilizaremos os vetores ¢; = (1,0) e
e = (0,1) como vetores unitarios que tém as mesmas dire¢oes de Ox e Oy, respecti-
vamente. Foram escolhidas vetores unitarios para facilitar os célculos, mas essa nao é
uma condigao necessaria.

Em relacao ao sistema de coordenadas zOy, tomemos também dois vetores unita-
rios, f1 = (cos(f),sen()) e fo = (—sen(d), cos(d)), que tém as mesmas direcdes de OF
e Oy, respectiveamente.

Determinando as coordenadas T e y através dos modulos das projecoes do vetor

O? = (z,y) sobre fl e f;, respectivamente, temos:

T =< (ﬁ, f1 >= zcos(f) + y sen(6)

y =< O?, fo >= —x sen(f) + y cos(f).
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Na forma matricial, temos:

5]

cos(f)  sen(f) x

—sen(6) cos(f) Yy

<

Podemos também determinar as coordenadas (z,y) do ponto P em xOy, conhecendo-

se as coordenadas (z,3) de P. Observe o sistema:
z = xcos(f) + y sen(d),
y = —x sen(d) + y cos(6).

Em relagao a x e y, o sistema ¢é possivel determinado, visto que o determinante da

matriz dos coeficientes de x e y é igual a 1. Resolvendo o sistema, encontramos:

x = T cos(—0) + ysen(—0) = T cos(d) — ysen()

y = —xzsen(—0) + ycos(—0) = Tsen(#) + y cos(h).

Que na forma matricial, é equivalente a:

x cos(f) —sen(0)

&I

Yy sen(6) cos(6)

<

Ou seja, dadas as coordenadas de um ponto em relacao a qualquer um dos dois
sistemas, pode-se determinar suas coordenadas em relacao ao outro sistema, bastando

para isso conhecer qual é a medida 6 do angulo formado entre os eixos Oz e Oz.

Exemplo 19. Sejam A = (2,4) e B = (4,—2) em 20y. Determine as coordenadas
de A e B em relagao ao sistema de eixos TOy, obtido por uma rotacao de § radianos,

no sentido anti-horario. Verifique que a rotacao é uma transformacgao que preserva

distancias.

Solugao: Queremos determinar as coordenadas (7, y) de cada um dos pontos. Para

isso utilizaremos a igualdade obtida anteriormente.

T cos(f)  sen(0) x

—sen(#) cos(0) Yy

<
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3
Mas 0 = %, portanto, cos(f) = e sen(f) = —.

&I

&
w
<

NS

|
N | — M%

2
Substituindo, em cada caso, (z,y) pelas coordenadas de cada ponto, teremos:

V3 1 V3
o5 2 V342 >

1

2 2 2 2 2v3 -1

1 V3| |4 —1+2V3
2

V3|4 23
2

2
Portanto, A = (\/§+ 2,—1+2V3)e B = (2\/3— 1,-2— \/§) Queremos agora ve-

rificar se a rotacdo preserva distancias, isto &, queremos verificar se d(A, B) = d(4, B).

N | —

d(A,B) = /(2 —4)2 + (4 + 2)2
d(A, B) = 2% + 62

d(A, B) = 4 + 36

d(A, B) = 40
d(A,E):\/(\/§+2+1—2\/§)2+(—1+2\/§+2+\/§)2
d(A,B) = (3—V3)*+ (1 +3V3)?

d(A,B) =9 —6V3+3+1+6V3+27
d(A, B) = 40.
Ou seja, a rotacao, assim como a translacao, preserva distancias.O

Conhecendo a medida do angulo, determinar as coordenadas de um ponto em outro
sistema nao é dificil. Porém, o nosso problema é um pouco mais elaborado, queremos
uma rotagao que elimine o termos quadratico misto, mas, como determinar a medida

desse angulo? Antes de responder a essas perguntas, estudaremos as formas quadricas

com duas variaveis.
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3.2 Formas Quadricas

Definicao 11. As formas quadricas de duas varidveis, x e y, sao funcoes da forma
f(x,y) = Az? + Bay + Cy?, em que A, B e C sao ntimeros reais nao simultaneamente

nulos.

Note que podemos representar essa funcao por um produto de matrizes:

B
A =
9 x
flz,y) = {x y] B
— C Y
2
B
A =
Ou ainda, adotando M = B como a matriz da forma quadrica, esse
— C
2

produto pode ser escrito da seguinte maneira:

f(x,y) =< M(z,y), (z,y) >= Az*> + By + Cy°.

cos(f) —sen(f)
Agora, se N = e (z,y) = N(z,7), em que (T,y) sdo as coor-

sen(f) cos(6)
denadas de P = (x,y) em relagdo ao novo sistema de coordenadas, entdo, fazemos a

substituicao de tal forma que o termo quadratico misto seja eliminado.
flaz,y) =< M(z,y), (z,y) >
=f(,9) =< M(N(z,9)), N(z,y) >= A'T* + B'zj + C'y’.

Seja f1 = (cos(8),sen(d)) = (a,b) um vetor que ests na mesma direcio do eixo OZ.

Desenvolvendo o produto acima e comparando os polinémios, segue que

A’ = Aa® + Bab + CV?
B
B' = —Aab + §(a2 —b%) + Cab

C" = Ab®> — Bab + Ca?.
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Fazendo B’ = 0, temos a(2a + Cb) — b(Aa + £b) = 0, o que implica que 7 =
(Aa + gb, %a + Cb) é multiplo de (a,b), isto é, existe A real tal que:

B B
Aa+ =b=Xa (A=XNa+—=b=0
5 2 - B 2 . (19)
5a+0b:)\b §a+(C—A)b:o
Para que esse sistema homogéneo tenha solucao nao trivial, se faz necessario que
B
A=A 5
det B = 0. Essa equacao é denominada equacao caracteristica de f,
— C—-A
2

ou da matriz M. Desenvolvendo a equagao, temos:

(A—A)(C—A)—%Q:O

=\ — (A+C)\+ AC - B*=0.

Note que o discriminante dessa equagao, A = (A + C)? — 4(AC — B?) = (A —
C)?2+4B? > 0, o que implica que ela sempre tem solugao real. As solugdes \; e Ay sdo
denominados autovalores da matriz M.

Retornando ao sistema (19) com cada um dos autovalores, determina-se os autove-
tores (a,b) associados a cada autovalor. Um autovetor da matriz M é multiplo de um
dos vetores fl ou f; Como f: e f; Sa0 08 Vetore§ unitarios, determinado um autovetor
@ = (wy,w,), basta colocar f ou fo igual a ﬁ = (a,b). E ainda, como f; e fs sdo
perpendiculares, se fl = (a,b), podemos escolher fg = (=b,a).

Além disso, segundo Elon em [5], temos ai um bénus, pois A’ = \; e C' = )y, veja:
A" = Aa® + Bab + Cb?

B B
= Aa® + Eab + Eab + Ob?

B B

& (Aa + —b) a+ (—a + C’b2>
2 2

e a® + b2 = ).

De modo analogo podemos verificar que C" = \,. Portanto, a substituicao de (x,y)

a —b
por N(Z,%), com N = , implica que a forma quadrica f(Z,7) = M\ T? + \a7?,
b a
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em que A\; e Ay sao as solugao para a esquacao caracteristica associoada a matriz M.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 20. Dada a conica ¢ : 52% — 6zy + 5% — 128 = 0, determine uma mudanca
de eixos de modo que o termo quadréitico misto seja eliminado. Nesse novo sistema
de coordenadas, determine a forma canoénica dessa conica e identifique seus principais

elementos.

Solucao: Primeiramente reescrevemos a equacao utilizando o produto interno:
p:< M(z,y), (v,y) >= 128
& < M(N(z,7)), N(z,7) >= 128

SMT2 4 Mg = 128,

Em que A\ e Ay sao os autovalores de M = , isto é, sao as raizes da

equacao caracteristica de .

det =0

S(B-A)2=-32=0
A2 — 10\ + 16 = 0.

Resolvendo a equacao, encontramos \; = 2 e Ay = 8. Logo, ¢ : 222 4 29% = 128.

Escrevendo essa equacgao na forma canonica, temos:

27° + 8y° = 128

72 g2
e+ =1
61 16
T
<=>§+E = 1.

Isto é, em relacao ao sistema zOy, ¢ é uma elipse cuja reta focal coincide com o
eixo Oy, com distancia focal ¢ = /82 — 42 = 44/3 ou seja 2¢ = 8v/3, como foi visto no
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exemplo (5). Além disso, temos Fy = (4v/3,0) e Fy, = (—4+/3,0) por focos dessa elipse,
c_4V3_ V3

cuja excentricidade e = P 5

J4 sabemos que 522 — 6zy + 5y®> — 128 = 0 é a equacao de uma elipse cujo raio
maior a, o raio menor b e a distancia focal ¢ sdo respectivamente iguais a 8, 4 e 4+/3.
Entretanto, em relacao ao sistema xQy, quais as coordenadas dos focos? Qual é a reta
focal? Ou ainda, qual a medida do angulo entre os eixos Ox e Oz?

Para responder a essas perguntas, se faz necessario determinar os autovetores, de
preferéncia unitarios, da matriz M, associados aos autovalores A\ = 2 e Ay = 8. Inici-

almente para A\ = 2.

B
(A—)\)w1+—w2:0 (5—2)w1—3w2:O
B 2 = (20)
Ewl + (C - )\)U}Q =0 —3w1 + (5 - 2)11)2 =0.

Note que as equacoes sao equivalentes. Tomando 3w; — 3w, = 0, encontramos que

wy = wy. Portanto @ = 1) é um autovetor de M associado ao autovalor \; = 2, o

(1,
- 2 V2
que implica que f; = \/7_, g) é o autovetor unitario associado a A;. Além disso,

- 2 2 -
fo = —i, \/—— é o vetor perpendicular a f;, isto é, tem a mesma direcao que o
27 2
eixo Oy.
V2 V2
s 2 2
Como f; = (cos(6),sen(f)), segue que § = — e N = . Para de-
4 V2 V2
2 2

terminarmos as coordenadas (x,y) de um ponto qualquer, conhecidas as coordenadas

(Z,9), podemos utilizar a equa¢ao matricial encontrada no inicio dessa se¢ao:

x cos(f) —sen(0)

I

~—

Y sen(6) cos(6)

NS

assim,

SRS
o el
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Calculando as coordenadas de (z,%) de F}, conhecendo as coordenadas (4v/3,0) de

F, temos:

V2 V2
T o 9 44/3 21/6

Y Q V2 0 2/6
2

2

Consequentemente, Fy = (—2\/6, —2\/6) e y = x ¢ a reta focal de ¢, em relacao a
xQy.0

3.3 Equacao geral do 2° grau

Uma equacao geral do 22 grau com duas varidveis, como ja foi falado no decorrer
desse trabalho, é uma equacgao na forma Ax? + Bxy + Cy?> + Dx + Ey + F = 0, com
A, B e C' nao simultaneamente nulos.

Nessa secao veremos como reescrever essa equacao em relacdo a um sistema de
coordenadas de modo que o termo quadratico misto seja eliminado. Na secao 2.1, no
exemplo (14), vimos que por uma transla¢do de um vetor (o, 3), em que « e 3 sdo as
coordenadas do centro da conica, é possivel reescrever uma equacao geral do segundo

grau sem os termos lineares e que a nova equagao ficava assim:
Az® 4+ Bay + Cy* + f(a, B) = 0. (21)

Em que f(z,y) = Az*+ Bry+Cy?+ Dx+ Ey+ F ¢ a fungao do segundo grau asso-
ciada a equacao geral. E ainda, na secao 3.2, vimos como eliminiar o termo quadratico

misto de uma quadrica, reescrevendo (21) da seguinte forma:

Mz + Aoy? + fla, B) =0.

o |

Em que A\ e Ay sao os autovalores de M = , e (a, ) a solugao do

TRV RS

sistema:
D

B
A — — =0
o+ 26—|— 5

B E
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Se o sistema nao tiver solucao, isto é, se a conica nao tiver um centro, utilizaremos

outro método que serd estudado logo mais. Vejamos um exemplo:

Exemplo 21. Dada a curva 7 : 22 — 6zy + y? + 20 — Sy — 4 = 0, determine qual é a
cOnica e quais sao os principais elementos de 7.
Solugao: Inicialmente determinaremos o centro (v, §) tal que a translacao pelo vetor

U = (a, ) elimina os termos lineares. Como vimos anteriormente, («, ) é solu¢ao do

sistema:
B D
Ao+ 5f+ - =0 la—38+1=0
=
Boiepr Eoo —Ba+18—4=0.
2 2
Resolvendo os sistema, encontramos (a, 8) = (¥, —1). Se f(z,y) = 2* —6zy+y*+

15

2r — 8y —4 ¢ a fungao do segundo grau associada & equacdo geral, temos f(a, 3) = 5

Assim,
15

7 AT+ BIg+ CF° + f(a, ) =0 = 2° — 675 + 7 + =

Agora determinaremos \; e \o, raizes da equacao caracteristica associada a curva

1 -3
v, ou a matriz M =
-3 1

(1-XMN(1-X)—-3-3=0
S\ -2\ —8=0.

o -, 39
Resolvendo a equacao, encontramos \; = 4 e Ay = —2, portanto 7 : 472 —2j>— — =

8
0 é a equacao obtida apos a eliminagao dos termos lineares e do termo quadratico misto.

Escrevendo-a na forma canoénica, temos:

_ 5 39
47° =2 — — =0
i Yy 3
=2 =2
DAL
39/32  32/16
i’Q §2

R e
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Figura 19: Translacdo e rotacao da hipérbole 2% — 6xy + y? + 2z — 8y — 4 = 0.

Portanto, 7 é uma hipérbole centrada em (0,0), com reta focal coincidente com o
eixo OZ, com a = \/%, b= \/%e, como 2 = a% + b2, c= \/%

Resta agora, sabermos quais sao os principais elementos de v em relagao ao sistema
de coordenadas zOy. Quanto ao centro de 7, vimos que trata-se do ponto («, ) =
(_TH’ %1) Agora resta saber qual a reta focal dessa hipérbole. Para isso, iremos
“desfazer” as duas transformacoes que fizemos, a translacao e a rotacao.

Primeiramente “desfaremos” a rotacao. Como vimos na secao 3.2, precisamos de-
terminar os vetores unitarios que tém a mesma direcao dos eixos Oz e Oy, respectiva-
mente, determinados pela rotacao que eliminou o termo quadréatico misto. Para isso,
determinaremos um autovetor associado 4 um autovalor.

Seja W = (wy,wy) um autovetor associado ao autovalor A\; = 4. Considere ainda

o .2 w
que o vetor unitario procurado seja f; = W
w
(1 - )\)wl — 3w2 =0 —31111 - 311)2 =0
=
—321)1 + (1 — /\)w2 =0 —3w1 — 3102 = 0.
Note que as equacdo sdo equivalentes, e que wy = —w; implica em W = (1,—1) e,

portanto, ﬁ = <‘/7§7 —*g) Além disso, como vimos anteriormente, f; = (cos(0),sen(h)).

Desse modo, como y = —Z sen(f) + ycos(f) e y = 0 é a reta focal, segue que
- <—‘/7§> —I—gj‘/Ti =0= y= —=x é areta focal de 7.
Precisamos agora “desfazer” a translacao. Se a translacao foi feita por um vetor

—

U = (a, ), basta agora fazer uma translagao pelo vetor oposto, isto é, por (—«a, —f3) =
(%, 8). Assim, se § = —Z ¢ areta focal de 3, entdo y + g = —(z + 5) =y = —z — 3
é

8
¢ a reta focal de .0
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Exemplo 22. Determinar a equacao de ¢ : 322 + 4xy + 49> — 20 — 4y — 1 = 0 em
um outro sistema de coordenadas, na forma canonica. Nesse sistema de coordenadas,
identificar a conica e seus principais elementos.

Solugao: Fazendo uma translacdo por um vetor («, ), de tal modo que os termos
lineares sejam eliminados, teremos ¢ : 372 + 47y + 47> + f(a, 8) = 0, em que f(z,y) é

a funcao do segundo grau associada a curva ¢. Além disso, vimos que (a/f3) é a solugao

do sistema:
B D
Aot o+ 5 =0 ) Ba2-1=0
B E _

Resolvendo esse sistema, obtemos (o, 3) = (0,1) e f(a,8) = —2, logo ¢ = 372 +

2
47y + 45? — 2 = 0.

Agora faremos uma rotacao que elimine o termo quadratico misto. Como ji vimos,

A g
precisamos dos autovalores \; e Ay associados a matriz M = B , OU seja, as
Bl C
A=A g
raizes da equacao caracteristica det = 0.
Bcoa
2

B=N4—-X)—-22=0
SI12-TA+ A —4=0

SN —TA+8=0.

Resolvendo essa equacao, determinamos as raizes \; = ”T VIT o )y = FT VIT - Assim,

95:(%1_7>3_32+<7_—\/1_7)3;2—2:O

2
& i + v =
4/(7f\/ﬁ) 4/(7j\/ﬁ)

& v + v =1

(7—V17)/8  (T++/17)/8



Ou seja, ¢ é uma elipse com reta focal x = 0, a = HT VIT ' = /12T ¢

4
02:a2—b2=>c:—v217.

U A

: @
NG

N ¢ \) >
(a)  em 20y (b) @ em zZOy (c) @em zOF
Figura 20: Translacdo e rotacao da elipse 322 + 4xy + 4y? — 2z — 4y — 1 = 0.
O

Foi falado anteriormente que, caso nao haja uma translacao capaz de eliminar os
termos lineares, a equacao pode ser de uma parabola. Para os casos em que a eliminagao
dos termos lineares nao é imediata, utilizaremos outro método. Perceba que podemos

representar uma funcao do segundo grau com duas variaveis utilizando produto interno:

Az? + Bry + Cy’ + Dx + Ey + F =< M(z,y), (z,y) > + < (D, E), (z,y) > +F.
B

Em que M = ¢ a matriz da forma quéadrica associada a equacao geral do

] Isv

C

22 grau. Seja N a matriz de rotacao de um angulo 6 no sentido anti-horario. Fazendo

a substitui¢ao de (z,y) por N(z,7), temos:
f(x,y) =< M(x,y), (z,y) > + < (D, E), (x,y) > +F
< f(T,9) =< M(N(z,7)),N(z,9) >+ < (D,E), N(T,9) > +F
Sf(z,y) =M+ y* + Dz + Ey+ F.

Mas DZ + By =< (D, E), N(Z,%) >. Para facilitar esse cilculo, segue uma propo-

sicao:
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Proposicao 6. Se K é uma matriz real 2x2 e K7 sua matriz transposta, isto é, a matriz
obtida trocando coluna por linha, entdao < o, Ki >=< KT0,4 >, para quaisquer

vetores U e 1.

Isso significa que < (D, E),N(z,y) >=< NT(D,E),(z,y) > e dai segue que
(D,E) = NT(D, E), portanto,

f(.f‘,g):)\1.%‘2+)\2g2+<NT(D,E),(SZ’,@) >+F (22)

Exemplo 23. Determinar a equacio de ¢ : 422 — 4oy + y?> — 18z — 16y + 39 = 0 em
um outro sistema de coordenadas, na forma canonica. Nesse sistema de coordenadas,
identificar a conica e seus principais elementos.

Solugao: Inicialmente verificamos a existéncia de um centro (o, 3), tal que a trans-
lacao de 0 por ¥ = («, 8) elimine os termos lineares. Mas (a, ) é uma solugao para o

sistema:

B. D
Ao+ f+5 =0 ) Aa-201-9=0

B E _
5&+Cﬁ+§:0 —2a+p—-8=0.

Note que o sistema é incompativel, pois da primeira equagao temos 4o — 25 = 9,
enquanto que da segunda, 4o — 25 = —16. Portanto, ndo existe um vetor (o, 3) tal que
a translacao elimine os termos lineares. Nesse caso, faremos primeiramente a rotagao

a fim de eliminar o termo quadratico misto.

cos(f) —sen(h) _ o
Se N = é a matriz de rotacao em que os vetores unitarios

sen(f) cos(0)
que tém as mesmas direcoes de O e OF sao respectivamente f; = (cos(6),sen(6)) e

fo = (—=sen(#), cos(f)), entdo, em O, temos
§: T+ Ny*+ < NI(D,E), (z,9) > +F =0,

em que A\; Ay sao os autovalores de M e f; e fy sao autovetores unitarios associados
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aos autovalores A\; e \y. Portanto, pela equagao caracteristica, temos
(4-=XN(1-X)—-4=0
S4—5A+ X —4=0
SAA=5)=0
A =0e Ay = 5.

Assim, 0 : 02 + 5%+ < NT(D,E),(z,y) > +F. Tomando @ = (w;,w;) como

sendo um autovetor associado a A; = 0, temos:

4’[1)1 - 211}2 =0

—2w1 + 2’(1)2 = 0.

Note que as equagoes sao equivalentes e que 4w; — 2wy = 0 = wy = 2wy, logo

‘81

W = (1,2) é um autovetor de M associado a A; = 0. Determinando f; ”

<\/—5 ﬁ3) fy <ﬂ§ é) Segue dai que

g,

, temos que fy =

55 5 75
Vi 2 VB2
_| 5 5 . NT 5 5
5 5 5 5
Portanto,
Vb 2V5 5
T 5 ~18 ~10v/5
N'(D,E) = ° ol =
-2v5 V5 ~16 45
5 5
= < N'(D,E), (z,7) >=< (=10v5,4V5), (z,7) >= —10v/5Z + 4V/5j.
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Logo,

6 557 — 10V5z 4+ 4v55 + 39 = 0

4
o5 72+ —\/_y> = 10v/5% — 39
4
s5( g +Tfy+5> — 10V/5% — 39 + 4
25 W5
&5 — | =10
x 7\/5
) _ Ve
o (s 1/5 B 10
Yy 5 ) NG .
40
25
Tranta-se, portanto, de uma equacao de uma parabola cuja reta focal é y = -
V5 2v/5
o vértice é o ponto <1—\{)—, —%) e o parametro p, distancia do foco a reta diretriz
, V5
40
Entretanto, como vimos na secao 2 deste trabalho, se a transladarmos por um
V5 2V/5 . . o
vetor (a, B) = TR L conseguimos uma parabola cujo vértice coincide com a
origem do sistema de coordenadas, deixando a equagao um tanto quanto mais simples:
=, . =_ 7T
2=
y‘7l TA YA

(a) 6 em z0y (b) 6em TOF (¢) bem ZOF

Figura 21: Rotacdo e translacao da pardbola 42% — 4y + y? — 182 — 16y + 39 = 0.
O



4 Consideracoes finais

Utilizando-se apenas de sistemas e multiplicacao de matrizes, conteidos ministrados
no Ensino Médio, vimos que é possivel identificar qual é a conica representada por uma
equagao geral do segundo grau. Justamente por reunir geometria analitica, vetores,
trigonometria, matrizes e sistemas de equacgoes, trabalhar com a rotacao e a translacao
de curvas no plano pode ser uma atividade engrandecedora para os alunos, além de
poder ser utilizada para revisar esses assuntos.

Vale ressaltar que o que foi apresentado aqui pode ser estendido as demais curvas
estudadas no Ensino Médio, como os graficos gerados por funcgoes trigonométricas,
afins, logaritimas, exponenciais, etc.

A rotacdo e a translacdo em R? pode ainda ser utilizado na resolucao de problemas
em geometria plana, além de situacoes envolvendo vetores em Fisica. Portanto, o
estudo de equacoes gerais do segundo grau deveria ser mais abordado na educagao
béasica, ainda que em turmas especificas, destinadas & alunos com maior interesse pela

Matematica.
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