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Resumo

Neste trabalho sao apresentados, como revisao e num contexto historico, os métodos
mais utilizados de resolver equagoes de 2° grau. E apresentado também o tipo mais
simples de mudanca de variaveis, a saber: © = Ay + B onde A, B € R, e mostrado
como algumas mudancas de variaveis foram utilizadas na resolucao de equacgoes do se-
gundo grau ao longo da histéria. Finalmente, uma mudanga de variavel, que tem sido
utilizada pelo autor em sala de aula como um método alternativo, é apresentada e o

resultado da aplicacao de tal método é ilustrado através das respostas de um teste.

Palavras-chave: Equacoes de Segundo Grau. Solugbes. Mudancga de Variaveis

v



Abstract

In this work are presented, as a review and in a historical context, the most used
methods to solve quadratic equations. It is also shown the simplest type of change
of variables, namely: * = Ay + B where A, B € R, and some changes of variables
that were used to solve quadratic equations throughout history. Finally, a change of
variable, which has been used by the author in the classroom as an alternative method,
is presented and the result of this methodoly is illustrated by the responses of a test

that was done by the students in classroom.

Keywords: Equations of Second Degree. Solutions. Change of Variables
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Introducao

As equacgoes polinomiais de segundo grau, ou equagoes de segundo grau como sao
mais conhecidas, tem sido um tema abordado em vérias épocas e por matematicos de
diversos lugares do mundo. Dentre os conhecidos matematicos de época e nacionali-
dade diferentes podemos citar Bhaskara (indiano) e Viete (francés).

Neste TCC é abordado mais destes matematicos, suas épocas e suas contribuicoes
na resolucao destas equacoes. Além de explicar como eles fizeram para encontrar as
solucoes, algumas informagoes adicionais, e importante, sobre o sistema de numeragao
utilizada na época também é mencionado.

A contribuigao real deste TCC é abordar uma técnica que foi utilizada por muitos
matematicos para resolver as equacoes de segundo grau, a saber: Mudanca de Varia-
veis. Estes métodos de mudanca de variaveis, nao sao tao conhecidos como a férmula
de Bhaskara (que nao é de Bhaskara, como explicado no texto) ou o completamento
de quadrado.

A escolha do tema deste TCC se deve ao contato muito forte do autor com o tema:
Durante o segundo grau do autor (Ensino Médio, hoje em dia) o tnico assunto estudado
em matematica foi : Equagoes de Segundo grau. Ao longo destes trés anos de equagoes
do segundo grau, o autor observou que algumas modificacoes feitas na equagao original,
resultava numa equacao de segundo grau mais simples de resolver. Além disso, com as
solugoes obtidas ele conseguia obter a solucao da equacao inicial.

Ele procurou durante todos esses anos responder o por que dessas transformacoes
resultarem na solugao da equacao estudada. Finalmente, com o estudo das mudancas
de varidveis foi possivel responder a esse questionamento. Com essas duvidas elucida-
das, o autor se sentiu seguro para dividir suas descobertas com seus alunos.

Esse TCC esta dividido em 5 capitulos. No Capitulo 1 é abordado um pouco da his-
téria dos povos que trabalharam com as equagoes de segundo grau e suas contribuigoes.
No Capitulo 2 é mostrado algumas contribuicoes que sao mais utilizadas atualmente.
No Capitulo 3 é apresentada as mudancas de varidveis e como elas foram utilizadas

para resolver as equacoes de segundo grau. No Capitulo 4 é apresentado a mudanca



de variavel que o autor se deparou em suas observagoes e como elas sao utilizadas para
resolucao das equacgoes de segundo grau. Finalmente, no Capitulo 5 é apresentado o
resultado de testes aplicados na escola onde o autor trabalha apds apresentados os mé-

todos tradicionais e o método via mudanca de variaveis.



Capitulo 1

Equacoes do Segundo Grau

1.1 Abordagem Historica

Historicamente as equagoes do segundo grau foram objetos de interesse de ma-
tematicos egipcios, babilonios, gregos e hindus. Sendo os babilonios os primeiros a
registrarem esse interesse. De acordo com [4] 1, os babilonios foram os primeiros a re-
solver equacoes quadraticas, por volta de 4000 anos a.C.. No entanto, eles nao tinham
nenhuma nocao de simplificagdo ou de equacoes, eles conheciam apenas algumas fér-
mulas de fatoragao e desenvolveram um algoritmo para resolver problemas envolvendo
equacoes do segundo grau. Esse algoritmo é citado por muitos historiadores matemati-
cos como uma “receita matematica”, a qual fornece somente uma raiz positiva, pelo fato
de que os valores envolvidos representavam as dimensoes de objetos concretos. Mais

adiante nesse texto mostramos o algoritmo desenvolvido pelos babilonios.

1.1.1 Egito

Segundo [17] 2 | os textos egipcios escritos no Médio Império, s6 lidam com equagoes
do segundo grau bem simples. Por exemplo, no papiro de Moscou, que data de aproxi-
madamente 1850 a.C.. E pedido para calcular a base de um retangulo cuja altura [ é

3
igual a 1 de sua base e cuja area é igual a 12. Este problema, em linguagem moderna,

1Carl Benjamin Boyer, Carl B. Boyer, ou apenas Carl Boyer foi um matematico e historiador da
matematica norte americano. E autor da obra méaxima Histéria da Matematica, editada na década
de 1960.

2 Jodo Bosco Pitombeira Professor Emérito Doutor da PUC, Areas: Educagao Matematica. E autor
do artigo REVISITANDO UMA VELHA CONHECIDA
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3
se escreve —[? = 12.
. . 4 ~ , . ~

Historicamente nao se sabe qual o tratamento dado pelos egipcios as equacoes do
segundo grau, porém os historiadores matematicos suspeitam que eles dominavam al-
guma técnica para resolucao de tais equacoes, essa suspeita é baseada no papiro Kahum?
onde é apresentada uma resolucao da equacao hoje escrita como z? + y?> = k, sendo k
um numero positivo é também observado que o método utilizado é o falsa posicao (ver
[18], pags. 18-22).

1.1.2 Babilonios

Atualmente escrevemos uma equacoes quadratica da seguinte forma az?+bx+c = 0,
onde a, b e ¢ sao chamados de coeficientes, porém como a algebra nao existia no periodo
dos babilonios entao eles usavam uma forma dissertativa para resolver as equacoes
quadraticas, ou seja, nao usavam simbolos para descrever o algoritmo, faziam apenas
manipulacoes de dados. Para exemplificar o que estamos dizendo, vamos analisar mais
adiante dois casos concretos de problemas babilonicos, recuperados de tabletes de argila.
Antes, porém, é importante saber como funcionava o sistema de numeracao babilonico
que, diferentemente do egipcio, era posicional, mas com base 60.

Para representar os nimeros babilonicos na base 60 utilizamos a notagao moderna

de Neugebauer?. Por exemplo, escrevemos 4,19;14,35 para indicar o niimero:

35
4.60 + 19.60° + 14.607! + 35.6072 = 259m

Exemplo 1. O tablete de argila BM 13 901, que se encontra no Museu Britanico
British Museum, contém o seguinte problema, que foi traduzido por Donald John Wi-
seman® e na linguagem atual significa: Encontrar o lado de um quadrado cuja area,
somada com o lado, ¢é igual a 0;45.

Lembrando que os babilonios utilizavam um sistema numérico posicional, porém na

base 60, entao 0;45 transformando na base 10 que é a base que utilizamos atualmente

3Papiro da 122dinastia egipcia (1991-1786 a.C.), atualmente em Londres.
40tto Eduard Neugebauer (26 de maio de 1899 — 19 de fevereiro de 1990) foi um matematico e
historiador da ciéncia austro-estadunidense.

5(25 de outubro de 1918 - 2 de fevereiro 2010), foi um estudioso da Biblia, arquedlogo e assiriélogo.
Ele foi professor de Assiriologia na Universidade de Londres 1961-1982.
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fica da seguinte forma.

45 3
0:45 =60.04+45.60"' = — ==
’ + 60 4

Atualmente esse problema consiste apenas em resolver a equacao quadratica:

Os babilonios apresentaram a seguinte solugao para esse problema:

Tome metade de 1, que é 0;30, e multiplique 0;30 por 0;30, que é 0;15. Some isso
a 0;45 para obter 1. Este é o quadrado de 1. Agora subtraia 0;30 de 1. O resultado é
0;30, o lado do quadrado.

Queremos acreditar pelos relatos que lemos dos feitos dos babilonios em relacao a
areas que o conhecimento das areas de retangulos e quadrados era total, ou seja, que
a area de um retangulo de lados a e b era a.b e a area de um quadrado de lado x era
22, também acreditamos que se eles queriam uma drea que fosse nominalmente igual
a medida de um lado ¢ bastava fazer o outro lado do retangulo ser igual a 1, também
acreditamos que eles sabiam manusear areas com desenvoltura e por isso cremos que

sabiam que todas as figuras a seguir tinham a mesma area 2 + z.

X 172
[+] c
Portanto a area total é:
2. L T XL
2 1x B Erai e
X X 2 x
A E* H
102 lx |
2
G ‘E

>

Figura 01
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P c F Cuja a area total é:
2
X’ X X"+ X
X X
A Eé H
X
Figura 02
X £
3 G F Cuja area total é:
3x K Sl Aoy S
4 .y
&
x X -
A B H
1
"o Tx I
X

Figura 03

Olhando novamente para o problema do exemplo 1, ele diz exatamente que a area
da figura 2 é 0;45. Bom, mais a area da figura 2 é igual a area da figura 1, note que
a frase multiplique 0;30 por 0;30 é 0;15 é também exatamente a area do quadradinho
que esta faltando na figura 1 para completar a quadrado maior.

A frase some isso, ou seja some 0;15 a 0;45 para obter 1 significa somar esta area
ao quadrado, desta forma temos que: a area do quadrado de lado = + % é igual a
0;45+0;15=1, segundo os babilonios.

Geometricamente temos que a figura abaixo representa o problema apresentado pe-

los babilonios:
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Tome metade de um:

Multiplique 0;30 por 0;30, que é 0;15

0;301

1
—=
B B .F
X2 X
A D .E
X
0;30
a . .
X (
i =D DH—liE
X
0;30
=
=] -C F
. >
X &
o
0;30
- 0:30 X re o
G i H oD E
: 0301 [
= H o1
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Some isso a 0;45 para obter 1

0;30
o |
E -C .F
>
2
X @
o
A _D -E
0;301 [e 0:30 X HI Il - (0;15 X
X
Que é igual a:
B €
L ® & o
2
( X+0;30 ) X+0;30
A D |E
L ] * ®
G H |
L * ® o

X+0;30

Algebricamente temos:
2+ =0:45= 2+ +0;15=0;45+0;15 =

(z+0;302=1=(2+0;30) =V1=>2+0,30=1=
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r=1-0;30 = x = 0;30.

onde 0;30 representa a solucao do problema proposto.

Exemplo 2. O tablete de argila YBC 6967, que se encontra na Universidade de
Yale, contém o problema que foi traduzido por Donald John Wiseman para a lingua-
gem atual:

Um reciproco excede seu reciproco em 7. Quais sao: o reciproco e seu reciproco?
Esse problema é essencialmente numérico, pois os reciprocos sao numeros que multi-
plicados perfazem 1,0. Entretanto, como o sistema babilonico é de base 60, lembremos
que nessa base 1,0 = 1 x 60 + 0 = 60. O problema entao consiste em se obter dois

nimeros, r e y, cujo produto é 60 e a diferenca é 7, isto é:
zy=60ex—y="7

Desse modo, obtemos um sistema de duas equacoes, que por substituicao se reduz a
equagao quadrética (y + 7).y = 60, ou seja, y* + Ty = 60.

A solucao apresentada no tablete babilonico para esse sistema ¢é a seguinte:

Tome metade de 7, que é 3;30. Multiplique 3;30 por 3;30, que é 12;15. Some isso a
o produto 1,0 e o resultado é 1,12;15.

Dado que a raiz quadrada de 1,12;15 ¢é 8;30. Tome 8;30 que voceé obteve e subtraia
3;30 dele; some 3;30 a 8;30. Um é 12 o outro é 5.
O reciproco é 12 e seu reciproco 5.

Uma solucao geométrica equivalente a solucao proposta pelos babilonios é:

Area total igual a:

Y+ 7Y =60

Tome metade de 7 que é 3; 30:
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10

3;30

Y
B
Y
Reorganizando teremos:
3;30
A D H
| Cuja area é:
v’ +3;30Y +3:30Y = 1
3;30v
2 t! "poll
Y
B C G
L]
3:30
J
¥
Multiplique 3; 30 por 3; 30, que é 12;15
330
| |
A D !H
¥ 3;30Y
B e~ G w330 |

.
3:30 3:30
J N
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Some isso ao produto 1,0 e o resultado é 1,12;15.

A D M
3;30Y
Y2
5 c G
3:30 3:30Y 12;15
J L
Y
Onde finalmente teremos:
e H
2
( Y +030)=1,12;30 Y +0;30

Y + 0;30

Algebricamente temos:

4+ Ty=1,00=19>+ Ty +12;15=1,0;0+ 12; 15 =
(y+3;30)> =1,12;15 = y +3;30 = \/1,12;15 = y + 3; 30 = 8;30 =

y=28;30—3;30 =y =5.
Com isso teremos que o outro valor é:
r—y=T=cr=T+y=>c=7+5=2=12.

Vemos que em ambos os exemplos o método utilizado foi o de completar quadrados.



1.1 Abordagem Historica 12

1.1.3 Gregos

Séculos se passaram até que aproximadamente em 300 A.C. os gregos desenvolve-
ram um tratamento geométrico para varios problemas matematicos, dentre os quais,
a solucao de equacoes do segundo grau. Para os gregos, assim como os babilonios, a
algebra simbodlica ainda estava muito longe de ser inventada, por isso, esses matema-
ticos usavam construgoes geométricas para estudar determinadas equagoes do segundo
grau. O exemplo que vamos mostrar foi proposto por Euclides em sua obra prima ”Os
Elementos”.

Exemplo 3. Deseja-se achar dois lados de um retangulo cujo perimetro mede 80cm
e cuja area vale 256¢m?.

Em linguagem atual, os lados desse retangulo que queremos encontrar sao chamados

de x e y, e o problema pode ser escrito como um sistema de equagoes:

x+y =40
x.y = 256

que é equivalente a equacao (40 — z)xr = 256, organizando essa equagao termos a
seguinte expressao, 22 +256 = 40z, podemos dizer entao que é uma equacao do segundo
grau com o formato:

2’4+ =bx (1.1)

Para um bom entendimento da solugao desse tipo de equacao temos o livro do [23].
A solugao a seguir estd presente no livro "Elementos”de Euclides. Ela é adequada para
o que hoje chamamos de equagoes do segundo grau que possuam o formato da equacao
(1.1), onde b e ¢ representam niimeros comensurdveis (inteiros e fraciondrios positivos),
vale ressaltar que na sua época, a Geometria era a unica forma de se fazer matema-
tica. A algebra nem sonhava em aparecer. Assim, b significava o comprimento de um
segmento e ¢ a drea de um quadrado de lado ¢ . Assim, apenas os nimeros positivos
eram admitidos.

Passo a passo da solucdo proposta por Euclides, ver também [14].7
1 — Constréi-se o segmento AB de comprimento b e o ponto médio C.
2 — Faz-se a mediatriz de AB.

SWAGNER, E., Construcdes Geométricas. 6* ed. Rio de Janeiro: SBM, 2007
"Flodoaldo Moreno Junior autor do TCC Métodos de Resolucio de Equacoes do Segundo e do
Terceiro Grau
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3 — Nela, marca-se o ponto O de forma que a medida de CO seja igual ao lado ¢ do

quadrado de area conhecida.
b
4 — Com centro em O, traca-se o arco do circulo de raio 7 Marca-se D na intersecao

do arco com AB.

Figura 01 - figura final do passo a passo da solucao de Euclides.

As solugdes do problema (e consequentemente da equagao) sao os segmentos AD e
DB.
Vamos verificar esse resultado da questao proposta seguindo os passos propostos

por Euclides. Seguindo todos os quatro passos chegamos a figura abaixo:

20

Aplicando pitagoras no triangulo D(/iO, obteremos o valor do seguimento CD, ou

seja:

0D =00 +CD =CD =0C —0D> = CD" =20 — 162 =

CD° =400 —256= CD° = 144 = CD = /144 = CD = 12.
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Com isso temos que
AD = AC +CD = AD = 20 + 12 = 32, consequentimente DB = 8

l 40 |

16|
20

Fazendo a verificacao da soma e do produto das raizes obtidas, podemos confirmar

a veracidade dos resultados. Assim, retornando ao sistema do problema do exemplo 3:
AD =2=32

DB=y=38

Se substituirmos esses valores na equacao: z2 + 256 = 40z, teremos a equacao sa-

tisfeita em cada caso.

1.1.4 Hindus

Segundo [4] as equagdes do 2° grau surgem pela primeira vez na matematica hindu

2 = ceax® + br = ¢, sem que sejam apresentadas

nos Sulvasutras 8, sob as formas ax
solucoes. Mais tarde, no manuscrito Bakshal?®, é descrito um procedimento de solucao

que corresponde a féormula moderna

Vb% +4ac—b

T = ,
2a

(1.2)

para a equacao ax? + bx = c.

Veja a seguir os passos realizados pelo matematico hindu Brahmagupta para a de-

80s sulvasutras tratam dos conhecimentos tedricos necessarios para a construcio de altares. Eles
sao escritos em versos, e parecem terem sido escritos em torno de 600 a.C.

9Manuscrito matemético, encontrado em 1881, em péssimo estado, préximo a uma aldeia indiana
chamada Bakshali. Supoe-se que ele data do século VII d.C.
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terminagao das raizes de equagoes do tipo (1.2) ver [5] pg.13. 1°
1° Passo: & soma (note que a soma ax?® + bx vale ¢) multiplicada pelo coeficiente do

quadrado (a), vocé adiciona o quadrado da metade do coeficiente da incégnita (b):

e (2) us

2° Passo, extrai-se a raiz quadrada de (1.3).

\/ac—l— (1-4)

3° Passo, em seguida subtrai-se a metade do coeficiente da incégnita.

2 b

4° Passo, a seguir divida (1.5) pelo coeficiente do quadrado.
\/ a.c + 9 —b
) s (1.6)

5° Passo, desenvolvendo (1.6) se tem:

\/4ac+ )

Obs: Nos exemplos anteriores utilizamos a terminologia moderna, pois como veremos

no proximo Capitulo que tal terminologia s6 aparece a partir do século XVI.

0Gilvia Beatriz Fagundes de Carvalho autora do TCC RESOLUCAO DE EQUACOES DE 2°
GRAU: UMA ABORDAGEM METODOLOGICA



Capitulo 2

Formula Moderna

2.1 Contribuicoes de Viete e Descartes

Foi sé por volta do século XVI que, segundo [17] o matemédtico francés Frangois
Viete ! introduziu o uso de vogais para as incégnitas, adotou também o uso do simbolo
(4) para substituir a palavra mais e o simbolo (-) para substituir a palavra menos,
além de determinar um método para encontrar a solucao da equacao quadratica, mé-
todo esse que apresentaremos no terceiro Capitulo deste TCC.

Ainda no século XVI o francés René Descartes? introduziu o simbolo (=) para
substituir a palavra igual, o simbolo x? para substituir a palavra 4rea que antes era
utilizada.

Podemos observar que a expressao matematica utilizada atualmente para a reso-
lugao de uma equacao do 2° grau nao deve ser atribuida somente a uma pessoa, mas

a varios pesquisadores que através de inimeros trabalhos, desenvolveram a seguinte

expressao:
b+ V0% — dac
xr = — oy (2.1)
a

No Brasil, costuma-se chamar (2.1) de férmula de Bhaskara. Apenas aqui no Brasil,
a férmula foi atribuida ao matemaético indiano. Nao se sabe ao certo o porqué e nem
quem comecou com essa ideia. Mas, de fato, Bhaskara nao foi o criador da férmula, o

que nao isenta a sua grande contribuicao a disciplina, além de ser historicamente incor-

IMatematico francés que viveu de 1540 a 1603. Desempenhou papel extremamente importante no
desenvolvimento da algebra. Entre outras contribuicoes, introduziu o uso de letras para representar
nimeros, em seu In artem analyticem isagoge, de 1591.

2Filésofo e matemdtico franceés (1596, 1650). Fez trabalhos fundamentais em filosofia e em ma-
temadtica. Foi um dos criadores do que hoje se conhece como geometria analitica. Seu livro, La
Géométrie, um dos apéndices ao seu Discours de la Méthode, revolucionou a matemaética, mostrando
como inter-relacionar a dlgebra e a geometria.

16



2.2 Alguns métodos de solucao das equagoes quadraticas 17

reta, esta nomenclatura nao é usada em nenhum outro pais (veja a respeito em [19] p.
54). Vale salientar que as equagoes quadraticas na forma ax?+bx +c = 0 sdo chamadas
de equacoes quadraticas completas, enquanto que as equacoes do tipo ax® +bx =0 e
ax® 4+ ¢ = 0, sao chamadas de equacoes incompletas. Neste trabalho falamos apenas
das equacoes quadraticas que sao completas, sabendo que todos os métodos utilizados,
também podem ser usados nas equagoes incompletas.

Os livros didaticos brasileiros abordam poucos métodos de solucao das equagoes

quadraticas, a seguir citamos os mais utilizados, ver [20] e [6] .

2.2 Alguns métodos de solucao das equacoes qua-

draticas

2.2.1 Completando quadrados

No Ensino Fundamental, ver [13] ao estudarmos produtos notéveis aprendemos que:

(z+y)? = 2® + 2zy + ¢ (2.2)

(x — y)2 =2 — 2zy + y2 (2.3)

Utilizando esse método é possivel obter a férmula (2.1). De fato, dada a equagao

ax® +bx +c =0, com a # 0 dividindo ambos os membros da equacao por a, teremos:

bx

b
x2+—+E:O:>:v2+—x=——
a a a

a

Completando quadrado.

a 2a)  \2a a 2a)  4a?

Note que s6 podemos continuar nossos calculos caso b? — 4ac > 0. Assim,

b +/02 — 4ac b +v/b% — 4ac
- = =

x+% 2a _% 2a

b +j:\/62—4ac:> —b+Vb? — 4dac
- xr =

r=——
2a 2a 2a
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Que representa as solugoes de (2.1).
De posse desse conhecimento podemos utiliza-lo para a determinacao das raizes de
equacoes quadraticas, da seguinte maneira:
Exemplo 1. Determine a solucao da equacao x? + 2z — 3 =0
Solucao:
2’ +2r—3=0=2"+2z =3.

Somando 1 em ambos os membros da igualdade teremos.
P?4+2r+1=3+1=2"+22+1=4
Por (2.2) temos que:
P24+ 1=(z+1)?=4
(z+1)?=4=2+1=+V4
r4+l=+Vi=>az=—-1%2

r=—-1+2=2;=1ouzy = -3

2.2.2 Formula de Bhaskara

Esse método é muito pratico, pois so trabalha com os coeficientes da equacao, ver
[10].
Exemplo 2. Determine a solucao da equacao z? + 5x + 6 = 0.
Para este problema, usaremos (2.1).

Temos ainda que a = 1,b =5 e ¢ = 6. Substituindo os valores em (2.1), obtemos:

—54++v52—-4.1.6 —5++1 —5+1
xr = > r=——=2I =
2.1 2 2
Ouseja,xlz%:—Qouxgz%:—S

2.2.3 Método da soma e do produto (relagao de Girard)

Nos livros diddticos brasileiros nio existe referéncia do método de Girard 3 para
obtencgao de raizes de equagoes do tipo az® + bz +c¢ = 0, cujo a # 0 e a # 1, ver

[20]. Porém, nos casos em que a = 1, a relacdo de Girard é bastante prética, como

3Albert Girard viveu de 1595 a 1632 e passou a maior parte de sua vida na Holanda, embora tenha
nascido na Franga. Devemos a ele a primeira formulagao do teorema fundamental da algebra, sobre o
numero de raizes de uma equagao polinomial.
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ilustramos a seguir. J4 discutimos anteriormente que se b> — 4ac> 0, entdo as raizes
da equacao ax? + bz + ¢ = 0, cujo a#0. é dada por:

B —b+Vb?% — 4ac —b — Vb? — 4dac

ou ro =
2a 2a

X1

Note que:

—b+Vb2—4ac —-b—+Vb>—4ac —-b-b =D
2a 2a 2a a

2a 2a

(b VP —dac\ (b= VPP —dac\ _ (b — (VB® — dac)’

2 _ 12

<—b Za? 4“) - % =-. (2.5)
Vale salientar que (2.4) e (2.5) sdo conhecidas como as férmulas de Girard para

equagoes do segundo grau.

Exemplo 2. Determinar as raizes da equacao 2% — 7x + 12 = 0.

Solucao:

—b c
Sabemos que, 1 + x9 = — e r.09 = o logo:

T +r0=7=3+4

c
Tr1.X9 = — = 12 =3.4.
a
A conclusao que tiramos das informacoes acima é que 7 = 3 ou x5 = 4.
No préximo Capitulo falamos da mudanca de varidveis como um método para de-

terminar as raizes de equagoes do segundo grau.



Capitulo 3

Mudanca de variaveis

3.1 Mudanca de variavel no decorrer da histéria

3.1.1 Mudanca de variavel feita pelos babilonios

Segundo [4], escritos antigos datados de aproximadamente 2000 a.C., mostram que
os babilonios usavam certas transformacgoes, que auxiliavam na resolucao das equacoes
quadraticas, transformacoes essas que na linguagem atual podemos classificar como
mudancga de varidvel. Vimos no Capitulo 1, que os babilonios nao possuiam nenhuma
dificuldade de resolver equacoes quadraticas, cujo coeficiente do termo x? fosse igual
a um. Porém em [4] é dito que eles também sabiam resolver equagoes quadraticas em
que o coeficiente de 22 era diferente de um, o procedimento que faziam era similar ao
que apresentamos agora.

Quando os babilonios se deparavam com uma equagao do tipo
azr® + br = c, (3.1)

coma # 1 ea#0,dado que a,b e ¢ € Z eles reorganizavam a equacao, de maneira a
facilitar a determinacao de suas raizes.
O método era o seguinte:

1° Multiplicavam ambos os membros da equacao 3.1 por a, obtendo a expressao abaixo:
(az)?® + a.bx = a.c

2° Substituiam ax por outra quantidade desconhecida, ou seja, faziam uma mudanca
de variavel, que podemos supor ser a seguinte w = ax. Com isso a nova equacao em

termos da variavel w, podia ser escrita na formas:

20
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w® + bw = a.c (3.2)

3° Aplicavam o método que foi apresentado, na pagina 5 do Capitulo 1. Assim
conseguiam obter as raizes da equagao (3.2).
4° Finalmente desfaziam a mudanca de variavel e obtinham a solucao da equagao ini-
cial. Este é seguramente um dos primeiros casos registrado de mudanca de variaveis,

o que é uma prova de que a matematica dos babilonios era muito desenvolvida.

3.1.2 Substituicao feita por Francois Viete

Séculos depois o matematico francés Francois Viete (1540 a 1603), também recorreu
a uma mudanga de varidvel para determinar a solucao das equagoes quadraticas. Com o
propésito de deduzir a chamada férmula de Bhaskara, ele procedeu da seguinte maneira:

Dada & equacdo 22 + bx + ¢ = 0, ele fez a substituicao de © = y + 2, obtendo a
expressao abaixo:

aly+2)* +b(y+2)+c=0,

que ao desenvolve-la obteve:
ay® + (2az + b)yy + az* + bz +c=0 (3.3)

Ele achou os valores de z para os quais esta equagao em y nao tivesse o termo de

primeiro grau,(2az + b)y : obtendo a seguinte equagao:

2az+b=0,

_ b
24’

Depois substituiu o valor de z na equacao (3.3), obtendo:

z

—b\? —b
ay2+a<%) —|—b(%) +¢=0= 4a*y* = b* — dac,

isolando y concluiu-se que:

9 b — 4ac
Y 4a? '
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+v/b% — 4ac

De onde, y = 5
a

Como desde o inicio substituiu-se x = y + z, entao:

+vb? — dac
_— =
2a
+vb? — dac
2a

e como foi visto na equagao (3.4), substituindo na equagao anterior obtém-se:
—-b Vb —4dac —b+ Vb? — dac

v 2a * 2a cr= 2a

Que é exatamente a féormula de Bhaskara.

r—z =

r=z++

3.1.3 Substituigao feita por G.C.Fagnano

Mais um século se passou até que em 1735 o matematico italiano G.C.Fagnano
propos uma solucao para a equacao quadratica, este método também se utilizava de
uma mudanca de varidvel. Passamos a descrevé-la.

Fagnano propos a seguinte mudanca de varidvel, na equacao quadratica ax? + bx +

c = 0, ele chamou

r=———0 (3.5)

Substituindo o valor de x na equacao ax? + bx + ¢ = 0, ele obteve:

2
a Z1 Uz i 1 Uzy —|—C:O
1—u 1—u

Desenvolvendo a expressao anterior chegou a equagao:

1
(CLZ; + bz + C)u2 —2 [CLZIZQ + 5()(21 + 22) + C:| u+ ((IZ% + bz + C) =0 (36)

Assim como Viéte, ele forcou esta equacao em u para que ela tivesse o termo do

primeiro grau nulo, ou seja, uma possibilidade é:
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1
az12zy + 56(21 + 25) +c=0.

Se )
22:0=>21:_TC (3.7)
Substituindo esses valores em (3.6) obteve-se:
9 4¢c? n 2bc N
cut=—a—+——c
b? b
b — dac
2 _
u = b—2
Vb? — dac
pEETT

De (3.7) temos que 2z, = 0, logo (3.5) se reduz a:

Z1 — Uk 21
Tr = _— =
1—u 1—u

E, portanto teremos:

—2c
. 21 b B —2c
1—u 1:|:\/b2—4ac b+ Vb% — dac
b

O que foi uma solucao brilhante para a época.

Vemos que, durante toda a historia do estudo das equacoes quadraticas, os mate-
maticos utilizaram-se de mudancas de variaveis, que é uma ferramenta poderosa no
que diz respeito a determinagao de suas raizes. Vamos comegar a analisar o que ocorre
com a equacao ax’ +br +c = 0, quando fazemos uma mudanca de varidvel. Para tanto
ampliaremos um pouco mais nossa visao em relacao as equacoes do segundo grau, in-

troduzindo o conceito de funcao polinomial do segundo grau.
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3.2 Definicao de funcao polinomial do segundo grau

Segundo [6], chama-se fun¢ao quadratica, ou fungao polinomial do segundo grau,
qualquer funcio f : R — R, cuja lei de formacao é f(z) = az? + bx + ¢, onde a,
b,c € R, com a # 0.

Chamamos de zero ou raiz de f, o nimero x € R tal que f(xz) = 0. Como f(z) =
ax? + bx + ¢, entdao uma raiz de f é o valor de x tal que az?® + bx + ¢ = 0, que é
exatamente o que estdvamos fazendo até o momento. Entao resolver az? + bz +c =0
equivale a encontrar os zeros da fungao f(z) = ax? + bx + c.

Note que a quantidade de zeros de f ou a quantidade de solucoes da equacao
ax? + bx + ¢ = 0, vai depender da possibilidade de poder ou nao calcular a raiz de

b? — 4ac, isto é:

Vb2 —dac € R. (3.8)

Com isso observamos que o ntimero b* — 4ac vai ser importante e a partir desse
momento chamaremos o mesmo de A = b* —4ac. Se A < 0 nao podemos calcular (3.8)
e portanto nao existe x € R tal que az?® + bz + ¢ = 0, se A = 0 entdo =vA = 0, ou
seja sO existira um valor de x = g—f € R que satisfaz az?® + bx +c = 0, se A > 0, entdo
VA > 01ogo VA # —/A que implicaré que existem dois valores diferentes = € R tal
que az? + bx +c = 0.

3.2.1 Mudanca de variavel nao altera o niimero de raizes das

equacoes do segundo grau

Uma pergunta que podera surgir é: A mudanca de varidavel nao vai alterar a quan-
tidade de solucoes da equacao azx? + bx + ¢ = 07?

Para responder a pergunta devemos analisar o discriminante das equagoes, apds
a substituicao, pois sabemos qual é o sinal do A na equacao apds uma mudanca de
variavel. Geralmente as mudancas de varidvel sao da forma x = Ay + B, que vamos
substituir na equacao az?® 4+ bx + ¢ = 0 e em seguida observar o que ocorre com o

discriminante da nova equacao, entao procedemos da seguinte forma.

a(Ay+ B)? +b(Ay + B) +c=0
a(A%*y? +2ABy + B?) + bAy +bB +c¢ =0

aA%y® + 20 ABy + aB* + bAy +bB + ¢ =0
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aA*y* + (2aAB +bA)y +aB*+bB +c =0 (3.9)

Sendo:
a =aA, V= (2aAB +bA) e  =aB*+bB +c.

Com isso podemos usar o discriminante de (3.9), para investigar o que ocorre com
o numero de raizes de (3.9), observemos que:
V? — 4a'd = (2aAB + bA)? — 4(aA?).(aB* + bB + ¢) = 4a? A’ B? — 4aA*bB — 4aA?c =
A%(b* — 4ac), ou seja, o discriminante nao muda de sinal quando aplicamos uma mu-

danca de variavel, logo a quantidade de raizes nao se altera.

3.2.2 Cisalhamentos

Procuramos agora investigar quais o tipos de transformacoes ocorrem nas fungoes
quadraticas, a partir do momento em que fazemos uma mudanga de variavel, ver [1] !
. Utilizaremos a fungao f(x) = x® + 3x + 2 para ilustrar o que ocorre com o grafico
de uma fungao quadratica apés a mudanca de variavel. Os gréaficos foram construidos

com o auxilio do Geogebra.

Arquwo Editar Exibir ngoes Ferramentas Janela Ajuda

rw

b Janela de Algebra b Janela de Vlsuahzagao
= Funcio
0 f(x) =%+ 3x+2 74

Figura 01: Grafico da f

Agora observemos o que ocorrerda quando mudarmos a variavel x pela variavel 2z, na
mesma f. Com o auxilio do Geogebra vamos construir o grafico da fungao f(2x) =

(22)% 4 3(2x) + 2. Para melhor organizagao escreveremos f(2z) = g(x) = 42? + 6z + 2.

IRubens Ledo de Andrade e Ronaldo Freire de Lima, autores dos Médulos Mateméticos de Pré-
Calculo da SEDIS UFRN
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7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

BlLALABdrolol -]

b Janela demgebm » Janela de Visualizacio

= Fungdo a

H = f{x) = 2 +3x+2
@ g(x) = 4x46x+2

Figura 02: Grafico da g

Comparando os graficos de f e g teremos:

ﬂ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

+ Janela de Algebra » Janela de Visualizacio
= Funcio i
@ flx) = x24+3x42

@ g(x) = 4x2+6x+42

Figura 03: Grafico da g e da f

Dessa forma, um ponto qualquer Py = (¢, o) serd um ponto do gréfico de f, se, e
x
somente se, f(xg) =g (—O

5 ) = Yo, OU seja, se, e somente se, P, = (2x¢, o), pertencer
ao grafico de g. Por outro lado, geometricamente, obtemos o ponto P; deslocando o
ponto Py ao longo da reta horizontal y = 1y, até que este ocupe a posicao daquele. A
essa operagao geométrica chamamos cisalhamento horizontal (de fator 2).
De um modo geral a transformacao que leva um ponto Py = (zg,yp) num ponto
P, = (axg,yo), com a € R — {0} , é chamada de cisalhamento horizontal de fator a.
Se duas fungdes f e g sao tais que g(ax) = f(z), entao o grafico de g é obtido pelo
cisalhamento horizontal de fator a do grafico de f.
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3.2.3 Translacoes

Agora vamos substituir a variavel x pela varidavel x4+ 1 e usando a mesma f da secao
anterior, entao f(z+1) = (x+1)?+3(x + 1) + 2, para melhor organizacao escrevemos:
f(x +1) = g(x) = 2*> + 5z + 6, e com o auxilio do Geogebra vamos observar o que

ocorre geometricamente com essa substituicao.

TF GeoGebra
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

r\
----!-! ABC

» Janela de Algebra » Janela deVlsuaIua;ao
z Fungdo
@ f(x) = x 24+3x+2

Figura 04: Graficoda fedag

Assim, Py = (9, yo) é um ponto do grafico de f, se, e somente se, P, = (g — 1,99) é
um ponto do grafico de g. A transformacao que leva Fy em P; é dita uma translagao
horizontal a direita de magnitude 1.

De um modo geral, a transformagao que leva um ponto Py = (g, yo) num ponto
Py = (z¢ + a,y), com a € R — {0}, é chamada de translagdo horizontal de magnitude
la]. Se a > 0, a translacdo é dita a direita, caso contrério, ela é dita a esquerda. Se
duas fungdes f e g sdo tais que g(x — a) = f(z), entao, o grafico de g é obtido pela
translagao horizontal de magnitude |a| do gréfico de f. Esta translagao serd a direita,
se a > 0, e aesquerda, se a< 0 .

As substituicoes apresentadas causam translagoes a esquerda ou a direita e cisa-
lhamentos, e como ja mostramos o numero de raizes da fun¢ao obtida na mudanga de
variavel é o mesmo que o niimero de raizes da funcao original.

Com o intuito de obter as raizes das equagoes quadraticas, vamos propor no pro-

ximo Capitulo, uma mudanca de variavel.



Capitulo 4

Sugestao de mudanca de variavel

4.1 Equacoes do segundo grau cuja soma dos coefi-

cientes seja igual a zero

Um fato curioso ocorre nas equacoes do segundo grau do tipo az? + bx + ¢, em
que a soma dos coeficientes é zero, ou seja, a + b+ ¢ = 0. Esta observacao chamou a
nossa atencao, que embora acreditemos que ja exista tal mudanca de variavel, por ser
bastante simples, o autor nunca a encontrou em um livro didatico e isso o motivou a
sugerir uma mudanca de variavel neste Capitulo. Portanto investigamos o que ocorre
nas equagoes do segundo grau com essa caracteristica.

No Capitulo anterior observamos a relagao entre zeros da fungao f(z) = ax*+bx+c
e as raizes da equacao de segundo grau az?® + bxr + ¢ = 0. Partindo da hipdtese que
a+b+c=0, temos:

a+btc=0sal>+bl+c=0< f(1)=0

ou seja, r = 1 é um zero de f que é equivalente a dizer que x = 1 é solugao de

ax? + bx + ¢ = 0. Ora, mas se = 1 ¢ raiz do polinémio az? + bx + ¢ é porque x — 1
divide az?+ bz + c. Fazendo essa divisao temos o quociente az + (b+a) e resto a+b+c.
Ora, a + b+ ¢ = 0 por hipétese e podemos escrever b+ a = —c, portanto desta divisao

temos quociente ax — ¢ e resto 0. Logo podemos escrever

ax2+bx+c:(m—l)(am—c):a(x—l)(x—g)

. ~ . . , c
e assim observamos da expressdo anterior que a outra raiz de az? +bxr+c=08x = —.
a

28
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Outra forma de chegar nesta mesma conclusao é observar que da hipotese a+b+c =

0 temos
a=—(b+c). (4.1)

Usando a férmula de Bhaskara para determinar as raizes da equacao az?+bx+c = 0

e (4.1) quando necessario, temos:

~b+ Vb2 —4dac  —b+ /b2 —4(-b—c)c
T = —

2a 2a ’

e assim:

X

b= V0% + 4bc + 2
N 2a ’

e como b* + 4bc + ¢ = (b + 2¢)?, entao voltando & (4.2), teremos:

b EN(b+20)2 —bE(b+2c)
- o -

2a

(4.2)

T

Assim, as raizes procuradas sao:

b+ (b+2c) H2c
:L‘l = = = —
2a 2a a

B —b— (b+ 2¢) B (—2b — 2¢) B 2(=b—2c) _2_a_
T2 = 2a - 2a - 2a 2

Concluimos entao que toda equacao do segundo grau cuja soma de seus coeficientes

1

seja zero, possui as seguintes raizes.
c
Ir = le To = —
a

Exemplo 1. Determine as raizes da equacao 322 — bz + 2 = 0.

Pelo que foi observado anteriormente temos que 3 — 5+ 2 = 0, entao:

_ ¢ 2
1 =1e Ty = a = g

De posse dessa informacao fica facil determinar as raizes de uma equacao do se-
gundo grau, cuja soma dos seus coeficientes seja igual a zero. Mas o que faremos para
determinar as raizes das equacoes que nao possuam essa caracteristica?

Sera que através de uma mudanga de varidvel podemos obter uma nova equagao do

segundo grau, cuja soma dos seus coeficientes seja igual a zero? Observe o exemplo a

seguir.



4.1 Equagoes do segundo grau cuja soma dos coeficientes seja igual a zero 30

Exemplo 2. Determine as raizes da equacao 22> — 7z + 3 = 0.
Note que a soma dos coeficientes nao é zero, logo nao podemos usar o que foi de-
senvolvido anteriormente. Fazendo a mudanga de varidavel de z = 3y temos uma nova

equacao, a saber:

23y)* —7(3y) +3=0=
2.9y —73y+3=0=

18y* — 21y +3 = 0. (4.3)
Observe 18 — 21 4+ 3 = 0, isso significa, pelo que foi visto até agora que as raizes de
(4.3) sao:

=1

3
18

e como a mudanca de varidvel feita foi x = 3y entao as raizes da equacao 222 —7z+3 = 0:

&
Y2 = —
a

233 9 1
PTI. T1s 2
Sempre poderemos conseguir uma mudanca de variaveis que transforme uma equagao
de segundo grau em outra cuja soma dos coeficientes seja zero?
Vimos no capitulo anterior que mudanga de varidvel do tipo y = Ax + B nao altera
o numero de raizes. Portanto, se partirmos de uma equacao do segundo grau que
nao possua raizes, nao sera possivel tal mudanca de variavel. Caso a equacao original
possua raiz, sera possivel obter a mudanca de variavel.
Como conseguir entao a mudanga de variavel correta?
No Capitulo anterior foi mostrado que dada a equacao ax? + bz + ¢ = 0 a mudanca

de variavel z = Ay + B transforma a equagao anterior em
aA*y® + (2aAB + bA)y + aB* + bB + ¢ = 0.
Em termos de soma dos coeficientes, passamos de a + b + ¢ para
aA® 4+ 2aAB + bA + aB* + bB + c.

Entretanto, considerando B = 0, ou seja, mudangas do tipo y = Ax a soma acima se
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reduz a
aA? + bA +c.

Note que estamos interessados em valores de A # 0 que facam o valor anterior ser igual

a zero, ou seja, valores de A # 0 tais que
aA® +bA+c=0. (4.4)

Obs: A equagao (4.4) é uma equagdo do segundo grau na variavel A, logo A é raiz da
equacao ax? + bx + ¢ = 0.

Dividindo a equagao (4.4) por A, obtemos

C
aA+b+ =0, (4.5)

. (0% .. ~
Se considerarmos A da forma A = —, podemos dividir nosso estudo em trés casos:

p
l.a#1,8=1

2. a=1,0#1
3. a£1,841

4.1.1 Casol. a#1,6=1

Este caso é o que estd representado em (4.5),isto é, devemos encontrar um « # 0
tal que
c
aoc+b+ —=0.
!

Em outras palavras, devemos procurar um « # 0, que faca essa equagao ser ver-
dadeira. Note que esta proposta de mudanca de variavel, altera apenas os valores dos
coeficientes a e ¢ da equacao que estamos interessados em obter as raizes, o primeiro
sendo multiplicado por um valor e o tltimo sendo dividido por este mesmo valor. Vol-
temos ao exemplo anterior e tentemos encontrar a mudanga que foi sugerida
Exemplo 3. Determine as raizes da equacao 222 — 7o + 3 = 0.

A soma dos coeficientes é 2 — 7+ 3 = —2 # (. Para tentarmos uma mudanca do tipo

1; precisamos encontrar « # 1 tal que

3
20 —-7T+—=0 (4.6)
a
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Claro que este método é 1til caso seja facil determinar tal a por verificacao
simples, pois encontrar tal a é equivalente a encontrar a solucao da equacao inicial.
Procuremos nimeros que quando 3 for dividido por ele, tenhamos (4.6) seja verdadeira.

Tentemos o mais simples, o = 3. Substituindo do lado esquerdo temos
3
2.3—7+§:6—7+1:0.

Logo a = 3 é o nimero procurado e a mudanca é z = 3y. Que foi a substituigao usada
no exemplo 2.

Exemplo 4. Determine as raizes da equacio 5x? — 21z +4 =0

A soma dos coeficientes é 5 —21+4 = —12 # 0. Para tentarmos uma mudanca do tipo

1. precisamos encontrar o # 1 tal que
4
oo — 21 4+ — = 0. (4.7)
o

Procuremos nimeros que quando 4 for dividido por ele tenhamos (4.7) verdadeira.

Tentemos o mais simples, & = 4. Substituindo do lado esquerdo temos
4
5'4_21+4_1:20_21+1:0'
Logo a = 4 é o niimero procurado e a mudanca é x = 4z. Isso nos dard a equagao
202> —21z+1=0 (4.8)

observe que nessa equacao a soma dos coeficientes é 20 —21+1 = 0 e pelo que foi visto
temos as seguintes raizes:

c
znn=1ezy=—.
a

Portanto as raizes de (4.8) seram:

1
20

Para a determinacao das raizes da equacao original faremos o seguinte:

z1=1e zy =

Como o fator que utilizamos foi o 4, entdo multiplicaremos as raizes de (4.8), por
esse mesmo fator e assim serd determinadas as rafzes de 522 — 21z + 4 = 0, se nao
vejamos:

Ty =42, =41=4
1 4 1

gy = — =
2=t E R0 T 50 5
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observe que se x; = 4 entdo, 5.4%> —21.4 +4 = 80 — 84 4+ 4 = 0, portanto 4 é raiz da

1
referida equacao, da mesma forma tomando x, = £ entao:

() - eemo

Exemplo 5. Dertermine as raizes da equacao 62 + 14z + 4 = 0.
A soma dos coeficientes é 6 + 14 + 4 = 24 # 0.Para tentarmos uma mudanca do

tipo 1. Precisamos encontrar o # 1 tal que:

4
6a+ 144+ — = 0. (4.9)
(0]

Procuremos nimeros que quando 4 for dividido por ele, tenhamos (4.9) verdadeira.

Tentemos o mais simples, a = 4. Substituindo do lado esquerdo temos
4
6'4+14+1 =24+14+1=29.
Tentemos um nimero negativo @ = —4

4
6.(~4) + 14+ — =204 14— 1=-11

Tentando oo = —2 A
6.(—2)+14+—2 =—-12+14-2=0.
Logo a = —2 é o nimero procurado e a mudanga é x = —2z. Isso nos dara a equagao:
(=2).622 + 142+ (=2) =0
—122° 4+ 142 —-2=0 (4.10)
nesta equagao, temos que a+b+c = —12+4+14—2 = 0, facilitando assim a determinagao
de suas raizes, que sao:
21 = 1
& —2 1
z2 = - = — = —
a —12 6

agora determinar as rafzes de 6224 14z +4 = 0, fica muito facil, ou seja usando o mesmo
procedimento que na questao anterior e sabendo que neste caso o fator utilizado foi
(-2), teremos que:

x1=(-2).21 =(-2).1 = -2
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4.1.2 Caso 2. a=1,0#1

Este caso, quando substituido em (4.5), ou seja, encontrar um 3 # 0 tal que

%+b+ﬁ.c:0. (4.11)

Em outras palavras, devemos procurar um (3 # 0, que faca essa equacgao ser ver-
dadeira. Note que esta proposta de mudanca de variavel, também sé altera os valores
dos coeficientes a e ¢ da equagao que estamos interessados em obter as raizes, s6 que
agora o primeiro vai ser dividido por este niimero e o iltimo serd multiplicado por este
mesmo valor.

Exemplo 6. Determine as rafzes da equacao 1222 + 14z — 10 = 0
A soma dos coeficientes é 12+ 14 — 10 = 6 # 0. Para tentarmos uma mudanga do tipo

2 precisamos encontrar [ # 1 tal que

12
E+14—105:0.

Procuremos nimeros que quando dividirmos 12 por este ntiimero tenhamos (4.11) ver-

dadeira. Tentemos o mais simples, § = 12. Substituindo do lado esquerdo temos

12+14 10.12 = —105
12 T '

Tentemos um numero menor 5 = 2. Observe que:

12
7—1—14—10.2:0.

z

Logo 8 = 2 é o nimero procurado e a mudanca é x = 7 Isso nos da a equacao
62° + 142 —20 =0

como 6 + 14 — 20 = 0 entao as raizes da equacao sao:

21:1
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C1 —20 —10
2 =—=—7=—

aq 6 3

e as raizes da equacao inicial sao:

N
V)
N
[\&)
VR
ww‘,L
(@]
~_
|
ot

4.1.3 Caso 3. a#1,0#1

Este caso, quando substituido em (4.5), ou seja, encontrar um «, 5 # 0 tais que

@y ey, (4.12)
153 «

Em outras palavras, devemos procurar um «, 3 # 0, que faca essa equagao ser
verdadeira. Note que esta proposta de mudanca de varidvel, também s6 altera os
valores dos coeficientes a e ¢ da equacao que estamos interessados em obter as raizes.

Comecemos com um caso particular, considerado no exemplo abaixo:

Exemplo 7. Determine as raizes da equacio 6x? — 19z + 15 = 0.

A soma dos coeficientes é 6 — 19 + 15 = 2 # 0. Para tentarmos uma mudanca do tipo

3 precisamos encontrar «, 5 # 0 tais que

1
ba g4 B85y

6] !
Procuremos nimeros « que divida 15 e 8 que divida 6, de modo que (4.12) seja ver-
dadeira, ou seja, tentemos os mais simples, a = 15 e § = 6. Substituindo do lado

esquerdo temos

6.15 6.15
— =19+ —=15-19+6=2#0.
6 + 15 * 7

Tentemos a =5e =3

. 1
%—19+35—5_10—19+9_0.

~ ¥4
Logo temos o = 5 e f = 3 sao os nimeros procurados e a mudanca é x = —. Isso nos

déa a equagao
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102° =192 +9 =0 (4.13)

como 10 — 19 + 9 = 0 temos que as raizes de 4.13, sao:
21 = 1

C1 9

29 = — = —

aq 10

Assim as raizes de 622 — 192 4+ 15 = 0, sao:
« 1 ) )
rn=z|l=-]=1=]==
1 2 3 3 3
a 9 (5 3
To=20. | =] =—.| =) ==
2T AR 10\ 3 2

De modo préatico, basta fatorar os termos a ou ¢ da equacao estudada, para que
possamos determinar a equacao de mudanca de variavel vejamos como funciona.

Exemplo 8. Determine as raizes da equacao 2022 — 201z + 10 = 0.

Dada a equacao 2022 — 201z + 10 = 0, podemos escrevé-la da seguinte forma:
20z° — 2012 + 10.1 = 0.

Devemos ter em mente que a soma dos coeficientes da equacao de mudanca de
variavel deve ser igual a zero, assim a partir dos coeficientes a ec da equagao original
iremos determinar os coeficientes da equacao de mudancga de variavel, observe que ¢
¢ o produto 10.1. Multiplicando o fator 10 pelo termo a teremos o coeficiente a’ da
equacao de mudanca de varidvel. O ¢ da referida equacao serd o fator 1 em outras

palavras teremos:

2002* — 2012 +1=0 (4.14)

como 200 — 201 4+ 1 = 0 temos que as raizes de (4.14), sao:

21:]_

01_1

al—%

Z9 =
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e as raizes da equacao inicial sao:
r1 =10.21 =10.1 =10

1 1
To = 10.29 = 10.2—OO =30
Vejamos um fato interessante, suponha que estamos interessados em saber o valor
do discriminante da equacao inicial ou seja:
A=0—4ac= A= (-201)?—-4.20.10 = A = 40401 — 800 = A = 39601
Agora pegue o médulo da diferenca entre o coeficiente do termo ao quadrado e o
termo independente da equagao de mudanca de varidvel ou seja:
1200 — 1| = 199 que é igual a vA = /39601
Vamos refazer o Exemplo 2, da mesma maneira que resolvemos o exemplo ante-
rior. Ou seja, determine as raizes da equacao 222 — 7o + 3 = 0.
Da mesma maneira que no exemplo anterior vamos reescrever 2z2 — 72z +3 = 0
como 222 — 7z + 3.1 = 0 com o fator 3 do termo ¢ e o termo a = 2, determinamos o
coeficiente do termo ao quadrado da equagao de mudanca de variavel e com o fator 1 do

termo ¢ determinamos o termo independente da referida equacao, que agora podemos

escreve-la da seguinte forma:

322 —7241=0=622-724+1=0

Como 6 — 7+ 1 = 0 teremos:

2’1:1

c1 1
29 = o ==
e as raizes da equacao inicial sao:
r1=32=31=3
1 3
To = 3.29 = 3.? = -
Voltamos a observar que |6 — 1| = 5 ¢é igual a raiz quadrada do discriminante da
equacao 222 — 7z + 3 = 0, se ndo vejamos:
A=00—4dac= A= (-T7)?-426= A =49 — 24 = A = 25, uma pergunta que

surge é. Isso ocorre sempre nesse tipo de mudanca de variavel?
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A resposta a essa pergunta é sim, se a equacao original possuir raizes reais e nao
caso contrario.

A justificativa para essa afirmacao é que em ambos os casos anteriores equacao
original era da forma ax? 4 bx 4+ ¢ = 0, onde o termo independente pode ser escrito
como sendo ¢ = a.f3, e a equacao de mudanca da variavel foi escrita assim:
aaz?+bz+ B =0, com aa+b+ 3 = 0. Dai segue que aa+b+3 =0=b = —(aa+3),
entao o discriminante da equagao original serd dado por:

A=b—4ac=

A =[~(aa+B) —da.(a.B) =
A=0o%ad®+2aapf—4aaf+ 5=
A =a’.a®—2.a.a.0+ %= (a.a— p)?
O que nos leva a concluir que:

VA =|a.a—f].

Esse método pode em alguns casos tornar bastante simples tarefa de determinacao
das raizes de uma equacgao do segundo grau, se nao vejamos.

Exemplo 8. Determine as raizes da equacio 422 — (2 + 2.v/2)z + v2 = 0.

Suponha que nao sabemos do método visto anteriormente, entao usaremos o modo
tradicional de resolugao ou seja aplicaremos a férmula de Bhaskara.
A=0—4dac=
A=[-2+2v2)] 442>
A=4+8/2+8-16V2=
A=12-82

Continuando temos que:
—b+ Vb — dac
= =
2a
—[-(24+2V2)] £ V12 - 8V2
2.4
Agora a estratégia é determinar o valor de /12 — 8y/2, ou seja vamos trabalhar

com um radical duplo, sendo assim recorreremos a um dos métodos mais faceis de

X

transformar uma radical duplo em radicais simples.

Sabemos que um radical duplo do tipo v/ A £+ /B, pode ser escrito na forma:

\/Ai\/E:\/A;Ci A_TC

Onde C = v A% — B.
Entao, partindo do radical duplo v/ 12 — 1/128, teremos que A = 12 e B = 128, sendo
assim: C' = /122 — 128 = /144 — 128 = /16 = 4.
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Prosseguindo, teremos que:

m:\/12+4_ 12—4:@_\@:\@_\@:2_\@_2

2 2

Para concluir,

[+ 22)) £ V12 -8V2

2.4
242424+ (242-2)
T = , entao:

8
2+2vV2+(242-2) 4V2 V2
8 8 2
242v2-(2v2-2) 4 1
1’2 = = - = —
8
Usando a equagao e mudanga de varidvel, chegaremos a essa resposta com bastante

T =

facilidade, se nao vejamos:

Dada a equacio 4z® — (2 4+ 2.v/2)x + v/2 = 0, podemos escrevé-la 2.2 — (2 +
2\/§)x + V2 = 0, devemos ter em mente que a soma dos coeficientes da equacao
de mudanca de variavel deve ser zero, assim a partir dos coeficientes a e ¢ da equacao
original iremos determinar a equacao de mudanca de variavel, observe que a é o produto
2.2, multiplicando o fator 2 pelo termo ¢ teremos o coeficiente do termo independente
da equacao de mudanca de variavel. O coeficiente do termo ao quadrado da referida
equagao sera o outro fator 2 em outras palavras teremos:

222 — (2 + 2\/5)2 +2.4/2 = 0, observe que 2 — (2 + 2\/5) +2v2 =0, e como vimos

até agora teremos que:

21—1
ay 2
Assim,

1 1,1
rT1 = —.21 = —.1 = —
LGS 2
1 1 V2
— i =-2=2Z
T2 =y 2\/_ 2

Vale salientar que nem sempre € facil determinar a equacao de mudanca de varidvel,
para verificar essa afirmacao faremos o exemplo a seguir:

Exemplo 3 Determine as raizes da equacao 322 — 11z + 2 = 0.

(11 — /97).(11 + v/97)

Observe que o termo a = 3, pode ser escrito da seguinte forma a = < S

ou seja, nossa equacao fica assim:

((11 —V97). (11 + V/97)
8

)x2—11x+2:0.

)
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Sendo assim poderemos determinar a equacao de mudancga de variavel, o que faremos

abaixo:
(1= vo7) @).22 — 11z + p L+ VI VOT) _ 0=
2 4
(1= vo7) ﬁ).f e 4 AL VID) Vo7) _ 0
2 2

Observe que:

11— 11

ﬂ 11+ % _0

Entao suas raizes sdo:

21:1

(11— vo7)
o3 (11—

Z2: = =

a (11407 (11 +v97)

2

No préximo Capitulo apresentaremos os resultados da aplicacao desse método em

sala de aula.



Capitulo 5

Aplicacao em sala

5.1 Caracterizacao da Escola

5.1.1 Dados da escola

Nome: Escola Estadual Doutor Silvio Bezerra de Melo.
Enderego: Rua Luiz Janilson, s/n. Currais Novos RN.
Periodo de atendimento: matutino, vespertino e noturno.
Nivel escolar atendido: Ensino Fundamental e Médio.
Total de alunos: 413

5.1.2 Recursos Materiais

Salas de aula: A escola possui 07 salas, nao climatizadas com uma média de 30
carteiras.
Biblioteca: 01
Laboratorios: 01 laboratério de informética.

Salas de Multimidia : 01 sala, com um Datashow, uma tv e um equipamento de som.

5.1.3 Recursos Humanos

Equipe administrativa é composta por:
Diretor: Luzia Neuza de Medeiros Aratjo.
Coordenador pedagogico: Maria de Lourdes Matias.

Possuindo mais 40 funcionarios, dos quais vinte sao professores.

41
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5.1.4 Abordagem aos alunos

A aplicagao do método central dessa dissertacao, foi realizada numa turma do 9°
ano do Ensino fundamental da Escola Estadual Doutor Silvio Bezerra de Melo, essa
turma era composta por 36 alunos, todos na faixa etaria entre 13 e 16 anos.

A estratégia utilizada foi a seguinte. Trabalhamos as equacgoes do segundo grau no
que diz respeito a determinacao de suas raizes, aplicando os principais métodos utili-
zados pelos livros didaticos brasileiros com também o livro adotado pela Escola. De
modo geral os principais métodos sao o da férmula de Bhaskara, Completamento de
quadrados e relacao de Girard ou seja os mesmos que citamos durante a nossa disser-
tagao, em seguida, fizemos alguns trabalhos avaliativos com os alunos, com o objetivo
entender quais eram os principais fatores que poderiam causar dividas na simples ta-
refa de determinacao de raizes de uma equacao do segundo, e a para nossa surpresa
percebemos que grande maioria dos alunos entendiam os métodos abordados, porém
tinha dificuldades em trabalhar com poténcias e com raizes, o que dificultava em muito
essa tarefa. Em seguida mostramos o nosso método, que na realidade é uma mudanca
de variavel, porém pela imaturidade da turma falamos que usdvamos uma equagao
auxiliar, ao invés de mudanca de variavel.

A mudanca de varidvel ou equacao auxiliar como apresentamos para eles nao exigia
o prévio conhecimento de potenciacao e nem de radiciacao, o que de pronto foi bem
aceito pelos alunos, depois que apresentamos o método e resolvemos alguns exemplos
para a turma, foi proposto um novo trabalho avaliativo, onde observamos que a maioria
da turma conseguia realizar a tarefa exigida, ou seja conseguiam determinar as raizes

das equagoes apresentadas no trabalho.

5.1.5 Trabalhos realizados apés a apresentacao dos métodos

tradicionais

Vamos apresentar agora alguns desses trabalhos.

Alguns dos trabalhos realizados pelos alunos, apds a apresentacao dos métodos

abordados pelos livros didaticos.
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5.1.6 Trabalhos realizados apds a apresentacao da nossa pro-
posta.

GOVERNO DO ESTADO DO RIO GRANDE DO NORTE
SECRETARIA DE ESTADO DA EDUCAGAO
ESCOLA ESTADUAL Dr. SILVIO BEZERRA DE MELO

PROF: MARCIO VIEIRA DA SILVA

ALUNO: Ne. SERIE 9° ANO.
ATIIDADE AVALIATIVA DE MATEMATICA
1- Escolha seu método prefesido para d as raizes das cBes abaixo.
a) 10x* —22x+4=0
oo HY =D
(/ =
Ao

b) =7x* +31x—12=0

4
7

c|

d

S
&
HN
|
s
=
(=]
B
4
&~
1}
(=]

Trabalho &
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GOVERNO DO ESTADO DO RIO GRANDE DO NORTE
SECRETARIA DE ESTADO DA EDUCACAO
ESCOLA ESTADUAL Dr. SILVIO BEZERRA DE MELO
PROF: MARCIO VIEIRA DA SILVA

ALUNO:

ATIVIDADE AVALIATIVA DE MATEMATICA
4%

Escolha seu método preferido para determinar as raizes das equagdes abaixo.

a) 10x2 —22x4+4=0
222z 222+20-0
Z:4 e Jp e

‘,/ »
X = d\surx ;<1

= 3

b) ~7x% +31x—12=0

~

o 20x* —101x+5=0
204

T2 04 ¢ +520

d) 204x® —410x+4=0

g

Trabalho 9

Ne. SERIE 9° ANO.
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GOVERNO DO ESTADO DO RIO GRANDE DO NORTE
SECRETARIA DE ESTADO DA EDUCACAO
ESCOLA ESTADUAL Dr. SILVIO BEZERRA DE MELO

PROF: MARCIO VIEIRA DA SILVA
ALUNO: _

N°___ SERIE &° ANO.

ATIVIDADE AVALIATIVA DE MATEMATICA

ALVIPALDE AVAUATIVA DE MATEMATICA

1- Escolha seu métado preferido para determinar as raizes das equagdes abaixo.

b) —7x* +31x—12=0

¢} 20x? —101x+5=0
0%~ 4odx+5.1:0 !
Y |
EJOJ‘L— doZxrl: O

=il o S e

g

d) 204x% —410x+4=0
W4% - Yox 9.0+ 0
WY Yoxr+ 0 O
CASEREN

YoEs i altk

}

Trabalho 10
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¥ GOVERNO DO ESTADO DO RIO GRANDE DO NORTE
SECRETARIA DE ESTADO DA EDUCAGAO
ESCOLA ESTADUAL Dr. SILVIO BEZERRA DE MELO

PROF: MARCIO VIEIRA DA SILVA
ALUNO: Ne. SERIE 9° ANO.
_—_—
ATIVIDADE AVAUATIVA DE MATEMATICA
Wi

1- Escotha seu método preferido para determinar as raizes das equacBes abaixo.

a) 10x% —=22x+4=0
Ui T S e

=
=
'b) ~7x% +31x-12=0
1A A3 =34
"2 +302 -3 <0
5 l
29
P4, "
M =4 et s
o) 20x* —101x+5 =
Zox lolisrs z6
d) 204x* —410x+4=0 5

LA™ )y 220

Uit it
Hogz ~Tlog v¢ o
\Z af oo 2"

/ Gos

Trabalho 11
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GOVERNO DO ESTADO DO RIO GRANDE DO NORTE
SECRETARIA DE ESTADO DA EDUCACAO
ESCOLA ESTADUAL Dr. SILVIO BEZERRA DE MELO

PROF: MARCIO VIEIRA DA SILVA
e

ALUNO: _
ATIVIDADE AVALIATIVA DE MATEMATICA

1- Escolha seu método preferido para determinar as raizes das equacdes abaixo.

5.2
a) 10x2 —22x+4=0

2 qaz400 29

1 29
b) —7x% +31x—12=0

-RF+392= 3 =0

2=1 ov Pz
2%

Loy eu@/(

23

20-4
) 20x% —101x+5=0

odg- Joi3% 400 -0

It su Z: qoo

<

. C
¥l 904" 400
20 o)

0.

d) 204x* —410x+4=0

’7’02’22— 4402 ‘2z 0

Trabalho 12

SERIE 9° ANO.
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GOVERNO DO ESTADO DO RIO GRANDE DO NORTE
SECRETARIA DE ESTADO DA EDUCAGAO
ESCOLA ESTADUAL Dr. SILVIO BEZERRA DE MELO

PROF: MARCIO VIEIRA DA SILVA

ALUNO: _ Ne. &q’ SERIE 9° ANO.
ATIVIDADE AVALIATIVA DE MATEMATICA
ALVIDADE AVAUIATIVA DE MATEMATICA
1- Escolha seu método p! ido para d as rafzes das Ses abaixo.

a) 10x2 —22x+4=0

U007 0

Q

i)
P B RS e

b) ~7x* +31x—12=0
7 o
3 Ayt -0

=4 B 9l

¢ 20x? —101x+5=0
100 2% fo\Z ¥ 420
Ll g
L8 BN u‘)) &~ /IODr/

{ 5 LS

d) 204x2 ;410x+4=0
Y082 wlozx3-0
Ay SV

e
02—+

2

Wy fj:l\—/
} 4 ©

Trabalho 13
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GOVERNO DO ESTADO DO RIO GRANI
DE DO
SECRETARIA DE ESTADO DA EDUCACAgORTE
ESCOLA ESTADUAL Dr. SILVIO BEZERRA DE MELO

PROF: MARCIO VIEIRA DA SILVA

ALUNO:
e e b il e SERIE 9° ANO

ATIVIDADE AVALIATIVA DE MATEMATICA

" - 5
Escolha seu método preferido para determinar as raizes das equacées abaixo.

20 M k&g
a) 10x% —22x+4=9¢ 12 A2 ﬁ -
BzFaa)*- Y ug.y *a ;C’fzf T L_::E
Dz YN -4 b e A%
£=32H 43 Ly ot
%=-(-2) 5l A0
; el
210 [ k! 71
o e Q;;t AR it £ Y &5
) U938 Ay
®=3 eux”:i% Se4 F;(O/
\
b) .7712 +31x—-12=0 + D\go
Az (431 P-H. 340 bt
D=8k - 336 ERE
A=p08 : o6n
* = —pand g . 306
DR chie 7
Re=3atgs ( e
-1H el
e n+*tb
XEBsy e K'=gg

€) 20x* —101x+5=¢

Q¢x? - 49 = "
gx 08X 1+4.9=0 F iy X3 srritadas PeigUs B TLed
Z3-10x + - RN :
100z~ 303% AA__ = s ke quorrden mwﬁl»m a ok
Z'=4 = Z)”/:;’ EO///

K=9 su e

d) 204 — 410x 440
20433~ YL0x+a 2 =0 ¢

. 8= - 4a0d 42 =0

i e 0=
G724 oy 2agg

A X'=2 ou x">$@

Trabalho 14

5.1.7 Conclusao

Observamos que, alguns alunos entenderam o processo, realizaram com sucesso
todo o procedimento, demonstrando isso na segunda atividade avaliativa. Como tam-
bém detectamos alunos que nao obtiveram bons resultados, mas na maioria dos casos
observamos um bom aproveitamento por partes dos alunos, a conclusao que tiramos
desta experiéncia é que o ensino de matemaética requer do professor uma constante
evolugao, sempre na certeza de que o aluno precisa ser motivado, e muitas vezes essa
motivacao requer que mudemos a nossa abordagem a cada contetdo abordado.

Além disso, as equacoes do segundo grau normalmente é vista apenas como uma

ferramenta de resolucao de problemas, por esse motivo, nos capitulos um e dois deste
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trabalho mostramos todo os processos usados pelos grandes matematicos, esperamos
que este trabalho possa auxiliar os professores do Ensino Fundamental e Médio a me-

lhorar o conhecimento algébrico dos alunos.
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