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Resumo

Este trabalho pretende mostrar que a Aritmética Modular é um tema atual e que pode
ser introduzido no Ensino Médio, por meio de uma proposta de ensino do tema com
énfase na resolucao de exercicios contextualizados. Para isso, apresenta inicialmente uma
fundamentagao tedrica sobre o assunto, introduz a Congruéncia Modular e algumas de
suas propriedades apresentando a aplicacao desse conceito na resolugao de exercicios envol-
vendo varios assuntos da matematica retirados de vestibulares, olimpiadas de matematica
e livros didaticos atuais. Faz uma pequena introducao as Classes Residuais e apresenta
ainda uma aplicagao das Congruéncias Modulares na Criptografia, bem como, um relato

da aplicacao da proposta para uma turma do Ensino Médio do IFMT, Campus Bela Vista.

Palavras chave: Aritmética Modular, Congruéncia Modular, ensino médio, exercicios

contextualizados, Classes Residuais, Criptografia.

vil



Abstract

This work intends to show that Modular Arithmetic is a current theme and it may be
introduced in high school through a teaching proposal of theme emphasizing on solving
contextualized exercises. For that, initially it presents a theoretical background on the
subject, introduces the Modular Congruence and some of its properties showing the ap-
plication of this concept in solving exercises involving various subjects of mathematics
taken from college entrance examination, Olympics of math and current textbooks. It
makes a brief introduction to the Residuals Classes and presents an application of Modu-
lar Congruence in Cryptography, as well as a report of the proposal application to a high
school class at IFMT, Bela Vista Campus.

Keywords: Modular Arithmetic, Modular Congruence, high school, contextualized exer-

cises, Residuals Classes, Cryptography.
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Introducao

“Nao ha ramo da Matematica, por mais abstrato que seja,
que nao possa um dia vir a ser aplicado aos fenomenos do mundo
real.”

(Nicolai Lobachevsky)

A Aritmética Modular envolve o conceito de congruéncia que é a relacao entre
dois numeros que, divididos por um terceiro - chamado médulo de congruéncia - deixam
o mesmo resto. Utilizamos frequentemente os restos das divisoes para resolver varios
problemas dentro do ensino da Matematica, muitos deles, relacionados ao nosso cotidiano.

Diversos assuntos estao associados ao tema, tais como, criptografia, calendarios,
cédigos de identificagao numérica, como cédigo de barras, nimeros dos documentos de
identidade, CPF, CNPJ, progressoes aritméticas e diversos fenomenos periédicos. Apesar
disso, este assunto nao esta presente nos curriculos do Ensino Bésico ou do Ensino Médio.

Este trabalho tem como objetivo mostrar que a Aritmética modular é um tema
atual que pode ser introduzido no Ensino Médio, apresentar uma proposta de ensino
sobre o assunto com énfase na resolucao de problemas contextualizados, utilizando uma
linguagem que seja acessivel aos alunos do Ensino Médio, além de fazer um relato sobre a
aplicacao dessa proposta, no 52 semestre, do Curso de Nivel Médio Integrado em Quimica
do IFMT - Campus Bela Vista. Para isso, no capitulo 1 apresentaremos a fundamentacao
tedrica necessaria a introducao do assunto, no capitulo 2 abordaremos a proposta de
ensino do tema, cujos conteidos foram organizados em unidades contidas na apostila
que foi elaborada paralelamente a realizacao do curso e no capitulo 3 faremos um relato
contendo as observagoes sobre as aulas ministradas nesse curso.

Existe um farto material sobre o tema, principalmente nos livros sobre teoria dos
nuimeros, mas, como a proposta da realizagao desse trabalho surgiu do interesse despertado

pelo assunto na disciplina de Aritmética, durante o mestrado no PROFMAT, grande parte



do referencial tedrico utilizado neste trabalho tem suporte em Hefez (2011).

Serve, também, de referéncia para esse trabalho, um artigo interessante do Prof®
llydio Pereira de Sa intitulado “Aritmética Modular e algumas de suas aplicagoes”, no
qual o mesmo ressalta que o assunto em questao “é um tema bastante atual e que pode ser
trabalhado ja nas classes do Ensino Fundamental e é gerador de excelentes oportunidades
de contextualizacao no processo de ensino / aprendizagem de matemadtica”, e ainda, um
trabalho de dissertacao de Mestrado em Ensino de Ciéncias na Educacao Basica, UNI-
GRANRIO com o tema “Aritmética Modular e suas Possibilidades na Formacao Continu-
ada de Professores de Matematica”, Mattos, Sérgio Ricardo Pereira de; Puggian, Cleonice
e Lozzano, Abel Rodolfo Garcia; no qual observam que “Embora o estudo da aritmética
esteja presente nos curriculos do ensino obrigatério em todos os paises, ha muito tempo,
conforme afirma Lins e Gimenes (2006), o mesmo nao acontece com a aritmética desen-
volvida por Gauss, também conhecida como aritmética modular. No entanto, apesar da
aritmética modular nao ser uma parte da matemaética contemplada nas salas de aulas em
todos os niveis, usamos os restos das divisoes para resolver diversos problemas no nosso
dia a dia”.

Para um melhor esclarecimento da nossa proposta, elaboramos duas video-aulas
sobre Congruéncias Modulares, uma contendo a introdugao ao assunto e a outra sobre
algumas propriedades da mesma, relativas as operacoes de adi¢ao e multiplicagao. Ressal-
tamos ainda que, embora, também, pretenda servir de apoio a professores, este trabalho é
direcionado principalmente aos alunos do Ensino Médio, que nessa faixa etaria ainda nao
tem a maturidade ou os pré-requisitos necessarios para compreender todas as demons-
tragoes referentes a fundamentagao tedrica. Por isto, o enfoque principal deste trabalho
estd na aplicacao das definigoes e propriedades em varias areas da matematica, através
da resolucao de exercicios contextualizados, varios deles, encontrados em livros didaticos

do ensino médio, em vestibulares e olimpiadas de matematica.



Capitulo 1

Fundamentacao Tedrica

A Aritmética Modular é uma parte da Teoria dos Numeros que abrange uma
grande quantidade de teoremas e propriedades. Abordaremos neste capitulo, apenas as
defini¢oes, propriedades e teoremas, que julgamos ser necessarios a introdugao e desen-
volvimento do assunto no Ensino Médio. Todos os resultados apresentados abaixo foram

retirados do livro Hefez (2011).

1.1 Principio da Inducao Finita

Um poderoso instrumento envolvendo a demonstracao de varios resultados é o

Principio da Indugao Finita que enunciaremos a seguir:
Teorema 1 Seja a € N e seja P(n) uma sentenga aberta em n. Suponha que
1. P(a) é verdade, e que

2. ¥n > a, se P(n) € verdade, entdo P(n+ 1) € verdade.

Entao, P(n) € verdade para todo n > a.

Demonstracao: Seja V = {n € N; P(n)}; ou seja, V' é o subconjunto dos elementos de
N para os quais P(n) é verdade.

Considere o conjunto
S={meN;a+meV},

que verifica trivialmente a +S C V.

Como, pela condicao (1), temos a + 0 = a, segue-se que 0 € S.

3



Por outro lado, se m € S, entdao a+m € V e, por (2), temos a+m+1 € V; logo
m+ 1 € .S. Assim, pelo axioma de inducao, temos que S = N. Portanto,

{m e N;m >a} =a+ N CV, o que prova o resultado.

Todos os conceitos que abordaremos a seguir serao trabalhados dentro do conjunto
dos ntimeros inteiros, dessa forma, o principio da indugao podera ser enunciado da seguinte

forma:

Teorema 2 Suponhamos que sejam dados um inteiro a e uma afirmacio P(n) depen-

dendo de n € Z, n # a e que podemos provar as sequintes propriedades:

1. P(a) € verdadeira

2. Para cada inteiro k > a, se P(k) for verdadeira, entao P(k+1) também € verdadeira.

Entao, P(n) € verdadeira para todo n € Z.

1.2 Divisibilidade

Dados dois nimeros inteiros a e b, diremos que a divide b, escrevendo a|b , quando
existir k£ € Z tal que b = k.a. Neste caso, diremos também que a é um divisor ou um

fator de b ou, ainda, que b é um multiplo de a.
Exemplo 1.2.1 2|6, pois 6 = 3.2

Se a nao divide b , utilizamos a notagao a /b, significando que nao existe k € Z

tal que b = k.a.
Exemplo 1.2.2 4 f7

Suponha que alb, com a # 0 e seja k € Z tal tal que b = k.a. O nimero inteiro k

é chamado de quociente de b por a e denotado por k = —.
a

Proposicao 1 Sejam a,b,c € Z. Entao 1|a, ala e al0.

Demonstracao: Isto decorre das igualdades a = a.1, a = 1.a e 0 = 0.a.



Proposicao 2 Sejam a,b,c € Z. Se al|b e blc, entao alc.
Demonstracao: alb e blc implica que existem m,n € Z, tais que b = m.a e ¢ = n.b.
Substituindo o valor de b da primeira equacao na outra, obtemos:

¢ =n.b=n.m.a = (m.n).a; o que nos mostra que alc.

Proposicao 3 Sejam a,b,c,d € Z. Se alb e c|d, entao a.c|b.d.
Demonstragao: alb e c|d, implica que existem m,n € Z tais que b = m.a e d = n.c.

Entao, b.d = m.a.n.c = (m.n).a.c, o que nos mostra que a.c|b.d

Proposicao 4 Sejam a,b,c € Z, tais que a|(b =+ ¢). Entdo, alb se e somente se alc.
Demonstragao: Suponhamos que a|(b + ¢). Logo, existe k € Z tal que b + ¢ = k.a.
Entao, se alb, temos que existe m € Z, tal que b = m.a. Juntando as duas igualdades
acima, temos k.a + ¢ = m.a; entdo temos que ¢ = m.a — k.a, 0 que nos mostra que alc.
De maneira analoga demonstramos a implicagao contraria.

Desta forma, se a|(b— ¢) e alb , temos que a| — ¢, o que implica que ac.

Proposigao 5 Se a,b, ¢ € Z sao tais que alb e alc, entdo a|(z.b+1y.c), para todo x,y € Z.
Demonstragao: alb e a|c implicam que existem m,n € Z tais que b = m.a e ¢ = n.a.

Logo, z.b + y.c = x.m.a + y.n.a = (x.m + y.n).a; entdo, temos que al(z.b + y.c).

Proposicao 6 Dados a,b € N. Se a|b entao a < b
Demonstracao: Se alb, existe k € Z tal que b = k.a. Como a,b > 0, segue-se que k € N.

Como 1 < k, segue-se que l.a < k.a = a <b.

1.3 Divisao Euclidiana

Teorema 3 Sejam a e b dois niumeros inteiros com a # 0. Existem dois unicos niumeros

inteiros q e r, tais que:
a=0bq+r,com0<r<l|al.

Demonstracao: Considere o conjunto S ={z=b—ay;y € Z} N{NU{0}}.



Existéncia: Pela Propriedade Arquimediana, existe n € Z tal que n.(—a) > —b,
logo b — na > 0, o que mostra que S nao é vazio. O conjunto S é limitado inferiormente
por 0, logo, pelo principio da boa ordenacao, temos que S possui um menor elemento 7.

Suponhamos entao que » = b — aq. Sabemos que r > 0. Vamos mostrar que
r < la|]. Suponhamos por absurdo que r > |a|. Portanto, existe s € N U {0} tal que
r = la| + s, logo 0 < s < r. Mas isto contradiz o fato de r ser o menor elemento de S,
poisa=b—(¢g+t1l),a€e S, coms<r.

Unicidade: Suponha que b = a.q+r = a.¢'+r, onde q,¢',r,r' € Z, 0 < r < |a]
e 0 <1’ < lal, assim temos que —|a| < —r < r — 1’ < |a|. Logo,|r — 7’| < |a|. Por outro
lado, a(q — ¢') = r —1’, o que implica que |a|lq — ¢'| = |r — r'| < |a|, 0 que 86 é possivel

se ¢ = ¢ e consequentemente, r = 1’

No teorema acima, os nimeros ¢ e r sao chamados, respectivamente, de quociente
e de resto da divisao de b por a.
Da divisao euclidiana, temos que o resto da divisao de b por a é igual zero se, e

somente se, alb.

Exemplo 1.3.1 Dado um numero inteiro n € Z qualquer, temos duas possibilidades:

1. o resto da divisao de n por 2 é 0, isto é, existe ¢ € N tal que n = 2¢; ou

2. o resto da divisao de n por 2 é 1, ou seja, existe ¢ € Ntal que n = 2q + 1.

Portanto, os nimeros inteiros se dividem em duas classes, a dos nimeros da forma 2¢q para
algum ¢ € N, chamados de nimeros pares, e a dos niimeros da forma 2q + 1, chamados

de ntimeros impares.

Exemplo 1.3.2 Mais geralmente, fixado um nimero natural m > 2, pode-se sempre
escrever um numero qualquer n, de modo Unico, na forma n = mk + r, onde k,r € Z e
0<r<m.

Por exemplo, todo nimero inteiro n pode ser escrito em uma, e somente uma,
das seguintes formas: 3k, 3k + 1, ou 3k + 2.

Ou ainda, todo ntmero inteiro n pode ser escrito em uma, e somente uma, das

seguintes formas: 4k, 4k + 1,4k + 2, ou 4k + 3.



1.4 Maximo Divisor Comum (MDC)

Definicao 1 Dados dois nimeros inteiros a e b, nao simultaneamente nulos, diremos que

d € Z é um dwisor comum de a e b se d|a e d|b.

Um ntmero natural d é um maximo divisor comum de a e b, nao simultaneamente

nulos, se possuir as seguintes propriedades:
1. d é um divisor comum de a e b.
2. d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

Denotamos o méximo divisor comum de a e b por (a, b).

Exemplo 1.4.1 Considere os conjuntos dos divisores naturais de 12 e 18:
D(12) = {1;2;3;4;6;12}
D(18) = {1;2;3;6;9; 18}
Observe que os divisores naturais comuns de 12 e 18 sao 1, 2, 3 e 6. O maximo

divisor comum entre 12 e 18 é 6, pois 1|6, 2|6, 3|6 ¢ 6/6.

1.5 Minimo Miiltiplo Comum (MMC)

Definicao 2 Um numero inteiro é um maltiplo comum de dois numeros naturais dados

se ele € simultaneamente maultiplo de ambos 0s niumeros.

Um numero natural m é um minimo multiplo comum dos ntimeros inteiros a e b,

ambos nao nulos, se possuirem as seguintes propriedades:
1. m é um multiplo comum de a e b.
2. Se ¢ é um multiplo comum de a e b, entao m|c.

Denotamos o minimo multiplo de a e b por [a, b].



Exemplo 1.5.1 Considere os multiplos naturais nao nulos de 12 e 18:
M (12) = {12;24; 36; 48; 60; 72; 84; 96; 108; ...}
M (18) = {18;36; 54; 72;90; 108; 126...}

Observe que os multiplos de 12 formam uma progressao aritmética infinita de
razao 12 e os de 18 forma uma progressao aritmética infinita de razao 18.

O conjunto dos multiplos comuns de 12 e 18 ¢ infinito e formam uma progressao
aritmética de razao igual a 36, ou seja, {36;72;108;144;...}. O minimo multiplo entre 12
e 18 é 36, pois, 36|36, 36|72, 36108, 36|144,...

1.6 Numeros Primos

Definicao 3 Um niumero natural maior que 1 € chamado de nimero primo, quando apre-

senta apenas dois divisores naturais ou seja, 1 e ele proprio.

Dados dois ntimeros primos p e ¢ e um ntumero a € 7Z, decorrem da definicao

acima os seguintes fatos:
1. Se p|q entao p = q.
Como ¢ é primo e p|q, temos p = 1 ou p = ¢q. Dessa forma, como p é primo, temos
p > 1, logop=gq.
2. Se p fq entao (p,a) = 1.

De fato, se (p,a) = d, entdo d|p e d|a. Portanto, d = p ou d = 1. Como p Jq, temos
d # p, portanto, d = 1.

Um ntmero maior do que 1 que nao é primo serd chamado composto. Portanto, se um
numero inteiro n > 1 é composto, existirda um divisor natural n; de n tal que n; # 1 e

ny # n. Portanto, existird um nimero natural n, tal que
n=nNg;coml<n <ne l<ny<n.

Por exemplo, 2, 3, 5, 7, 11 e 13 sao ntimeros primos, enquanto que 4, 6, 8, 9, 10 e 12 sao

nimeros compostos.



Teorema 4 (Teorema Fundamental da Aritmética) Qualquer nimero natural maior
do que 1, ou € primo ou pode ser escrito de forma tnica (desconsiderando a ordem dos

fatores) como um produto de nimeros primos (chamados fatores primos).

Demonstragao: Pelo principio da indugao, se n = 2, o resultado é obviamente verificado.

Suponhamos o resultado valido para todo niimero natural menor do que n e vamos
provar que vale para n. Se o nimero n é primo, nada temos a demonstrar. Suponhamos
entao, que n seja composto. Logo existem nimeros naturais n; e ns tais que n = ny.no,
com 1 <n; <nel<ny <mn. Pela hipétese de inducao, temos que existem nimeros
primos pi, ..., pr € qi, ..., G, tais que n; = py...p, € Ny = q1...q, portanto, n = p1...p-q1, ..., G

Unicidade: Suponha que tenhamos n = pi...p, = ¢...¢,, onde os p; e g; sao
nimeros primos. Como pi|qi, ..., ¢, temos que p; = ¢; para algum j, que, apds reordena-
mento de ¢, ..., ¢, podemos supor que seja ¢,. Portanto: p;...p, = ¢...q,.

Podemos enunciar esse teorema de uma forma mais ampla, da seguinte forma:

Teorema 5 Dado um nimero inteiro n ¢ {0, —1,1}, existem primos p; < ps < ... < pg

e o, o, ..., € N, univocamente determinados, tais que:

— X1 a2 O
n=p" . py ... p-.

Na decomposicao em fatores primos de dois ou mais niimeros naturais, podemos utilizar
o mesmo conjunto de primos pi, po, ..., pr Nessa decomposicao, utilizando o artificio de

acrescentar de forma adequada um expoente igual a zero para determinado primo p.

Exemplo 1.6.1 45 = 3%.5 e 56 = 2%.7, podem ser escritos da seguinte forma:

45 =23257% ¢ 56 = 2339507

Proposicao 7 Se um nimero natural n > 1 ndao € divisivel por nenhum nimero primo p
tal que p* < n, entdo ele é primo.
Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que n nao seja divisivel por nenhum niimero
primo p tal que p*> < n e que nao seja primo. Seja ¢ o menor niimero primo que divide
n; entdao, n = ¢.ni, com g < ny. Segue daf 2 < =n. L ¢ divisivel

; , M= q.ny, q < ny. Segue dai que ¢* < g.n; =n. Logo, n é divisivel por um

nimero primo ¢ tal que ¢* < n, absurdo.



A fatoracao de niimeros naturais em nimeros primos permite determinar o mdc e o mmc

de um conjunto qualquer de nimeros.

Teorema 6 Sejam a = £p*.p°" e b = +p*.pf. Se v = min{a;, B} e 6 =

max {«a;, 5;}, entao temos que:
(a,b) = p*..p)™ e [a,b] = pot..pon

Demonstracao: Temos que p]'...pJ" é um divisor comum de a e b. Seja ¢ um divisor
comumde a e b; logo ¢ = +p{...p57, onde ¢; < min{ay, 5;} e, portanto, c[p]*...pJ*. Do

mesmo modo prova-se a asser¢ao sobre o mmc.

Exemplo 1.6.2 Seja a = 22.32.5.7 e b = 21.3°.5%, entéo:
(a,b) = 2%.3°5 = 40 e [a,b] = 2".3%.5%.7 = 25200.

1.7 Pequeno Teorema de Fermat

Para demonstrar esse teorema, necessitaremos do seguinte lema:

. ) . P p! ) . P
Lema 1 Seja p um numero primo e = ——— . 0Os numeros binomiais ,

; il(p —)! i
onde 0 < 1 < p, sao todos divisiveis por p.

Demonstracao: O resultado vale trivialmente para ¢ = 1. Portanto, podemos supor
que 1 < i < p. Neste caso, il|p.(p — 1)...(p — i + 1). Como (i!,p) = 1, temos que
il|(p —1)...(p — i + 1), e o resultado se segue, pois...

Teorema 7 (Pequeno Teorema de Fermat) Dado um nimero primo p, tem-se que

p|(a® — a), para todo a € 7Z.
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Demonstracao: O resultado vale para a = 0, pois p|0.
Supondo o resultado valido para a, vamos demonstra-lo para a + 1. Utilizando a

férmula do binémio de Newton, temos:

(a+1P—(a+1)=a’ —a+ )a® V.. + (_1)a.

Como, pela hipétese da inducio p|(a? — a) e pelo lema anterior, p|(?)a® V... + (*_,)a,

temos p|(a? — a), para todo a € Z.

Corolario 1 Se p é um numero primo e a é wm numero inteiro nao divisivel por p,

entdo p|(a’~' —1).

Demonstragao: Pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos p|(a.a?~*—1) e como (a,p) = 1,

segue-se que pl(a?~t —1).

1.8 Congruéncia Modular

Definicao 4 Seja m um numero natural diferente de zero. Dois numeros inteiros a e b sao
congruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iquais. Denota-se

esta relagao da sequinte forma: a =b mod m (lé-se a é congruente a b mdodulo m).

Exemplo 1.7.1 O nimero 9 é congruente ao nimero 16, médulo 7, pois ambos dei-
xam resto 2, ao serem divididos por 7. Representamos essa congruéncia do exemplo por
9 =16 mod 7.

Note que todo nimero inteiro é congruente modulo m ao seu resto pela divisao

euclidiana por m e, portanto, é congruente modulo m a um dos numeros 0; 1; 2; ...; m—1.

Exemplo 1.7.2 Dividindo 163 por 7 obtivemos quociente 23 e resto 2, logo:
163 = 2 mod 7, pois, 2=7.0+2, ou seja dividindo 2 por 7, obtemos quociente 0 e resto 2.

Proposicao 8 Uma maneira equivalente de dizer que a = b mod m, é afirmar que

m|(b — a), ou seja, a diferenca (b — a) é um miltiplo de m.

11



Demonstracgao: Sejam a,b,m € Z , com m > 1
Supondo que a = b mod m. Sejam a = m.q+1r e b=m.¢ +r , com r < m, as divisoes

euclidianas de a e b por m. Logo:
b—a=mq +r—(mg+r)=mq¢ —mqg=m.(¢ —q) = m|(b—a).

Reciprocamente, supondo que m|(b — a). Sejam a = m.q+r comr <meb=m.¢' +r

com 1’ < m, as divisoes euclidianas de a e b por m. Logo:
b—a=mq +r"—(mg+r)=m(¢ —q)+1" —r.

Como m|(b—a) e |r' —r| <m, temos: ' —r =0=1"=r = a =b mod m.

Exemplo 1.7.3 10 = 26 mod 7 < 8|(26 — 10), ou seja, 8|16

Proposicao 9 Decorre imediatamente da definicao que a congruéncia modular define

uma equivaléncia, pois atende as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja:
1. a =a mod m ( Reflexiva).
2. Se a =bmod m, entio b =a mod m (Simétrica).

3. Se a=bmod m eb=cmodm, entio a = c mod m (Transitiva).

Demonstragao:

1. Esta afirmacao é equivalente a dizer que m|(a — a) = m|0. De fato, zero é multiplo

de qualquer inteiro m , uma vez que 0.m = 0.
2. Se a = b mod m , temos que m|(b — a), ou seja, existe k € Z tal que b — a = k.m.
Multiplicando esta igualdade por (-1), obtemos:
a—0b=(—k).m = m|(a —b) = b= a mod m.

3. Se a =bmod m e b= cmod m, temos que m|(b — a) e m|(c — b), ou seja, existem
k,p€Ztaisqueb—a=kmec—b=pm
Somando membro a membro as duas igualdades obtemos:

(b—a)+(c—=b)=km+pm=c—a=(k+p).m=m|(c—a)=a=cmodm.

12



1.9 Propriedades das congruéncias modulares

Proposicao 10 Sejam a,b,c,d,m € Z, com m > 1.
1. Sea=bmod m e c=d mod m, entao, a + c=b—+ d mod m.

2. Sea=0bmodm ec=dmodm , entdo, a.c = b.d mod m.

Demonstragao: Se a = b mod m e ¢ = d mod m, temos que m|(b — a) e m|(d — ¢).

1. Note que m|(b—a)+ (c—d) e (b—a)+ (¢c—d) = (b+d) — (a + ¢), logo:
m|(b+d) —(a+c) = a+c=b+dmodm.
2. Note que m|d(b — a) + a(d — ¢) e d(b — a) + a(d — ¢) = db — ac, logo:

m|db — ac = a.c = b.d mod m.

Corolario 2 Se a = b mod m, entao, a" = b" mod m, para todo n € N.
Demonstracao: Seja P(n) a afirmagao: se a = b mod m, entao, a" = b" mod m, para
todo n € N.

Para n = 1, temos a' = b* mod m. (Verdadeiro)

Supondo P(n) verdadeira, temos, pela propriedade 2 que:
a.a = b".b mod m = a"' = V" mod m = P(n + 1) é verdadeira. Entdo, se

a = b mod m, entao, a" = b" mod m, para todo n € N.

Com a notagao de congruéncia, o Pequeno Teorema de Fermat pode ser enunciado
da seguinte forma:

Se p é um numero primo e a € Z, entao:

a’ = a mod p.
Além disso, se p [ a, entdo:

a” ' =1 mod p.

13



1.10 Classes Residuais

Considerando a divisao euclidiana de niimeros inteiros por 2, podemos dividir o

conjunto dos nimeros inteiros em dois subconjuntos, a saber:

1. O conjunto dos nimeros inteiros que divididos por 2 deixam resto zero, ou seja:
{r €Z;x=0mod 2} ={... — 4;,—;0;2;4; ...} , ou seja, z é par.

2. O conjunto dos numeros inteiros que divididos por 2 deixam resto 1, ou seja:
{r € Z;x =1mod 2} ={... — 3;-1;1;3;5; ...} , ou seja, x é impar.

Considerando a divisao euclidiana dos niimeros inteiros por 3, podemos dividir o conjunto

dos niimeros inteiros em trés subconjuntos, a saber:

1. O conjunto dos nimeros que divididos por trés deixam resto zero, ou seja:
{r € Z;x=0mod 3} ={... — 3;0;3;6; ...} , ou seja, z é miltiplo de 3.
2. O conjunto dos numeros que divididos por trés deixam resto 1, ou seja:
{r€Z;x=1mod 3} ={... —2;1;4;7;...} , ou seja, z é multiplo de 3 mais 1.
3. O conjunto dos numeros que divididos por trés deixam resto 2, ou seja:
{r €Z;x=2mod 3} ={... — 1,2;5;8;,,,} , ou seja, z é miltiplo de 3.

Dessa forma, fixado um niimero inteiro m > 1, podemos repartir o conjunto Z dos niimeros
inteiros em subconjuntos, onde cada um deles é formado por todos os nimeros inteiros

que possuem o mesmo resto quando divididos m; isto nos da a seguinte particao de Z:

0] = {x € Z;x =0 mod m}.
1] ={z € Z;x =1 mod m}.

[m—1] ={z € Z;z = 0 mod 3}

Observe que [m]| = [0], pois m = 0 mod m. Desta forma, podemos obter apenas m sub-

conjuntos distintos da maneira como foi definida acima.
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Definicao 5 O conjunto [a] = {x € Z;x = a mod m} € chamado de classe residual
maodulo m do elemento a de Z. O conjunto de todas as classes residuais de maodulo

m serd representado por ZL,, ou seja:

Verificamos anteriormente as seguintes propriedades:
Sea=da mod meb=1 modm, entao, a +b=d + 1V mod m e a.b=d' .t/ mod m.

Observando essas propriedades, definimos em Z,, as seguintes operacoes:
1. Adicao: [a] + [b] = [a + b]
2. Multiplicacao: [a].[b] = [a.b]

As operagoes acima possuem as propriedades definidas a seguir.

Para todo [a], [b], [¢] € Zy,, temos:
o ([a] + [B]) + [c] = [a] + ([b] + [c]) (Associatividade na adicdo)
o ([a].[0]).lc] = [a].([b]-[d]) (Associatividade na multiplicacdo)
o [a] + [0] = [B] + [a] (Comutatividade na adicgo)

e [a].[b] = [b].[a] (Comutatividade na multiplicacao)

e [a] + [0] = [a] (Existéncia de zero)
e [a].[1] = [a] (Existéncia de unidade)
e [a] + [—a] = [0] (Existéncia de Simétrico)

e [a].([b] + [c] = [a].]b] + [a].[¢] (Distributividade)

Definicao 6 O conjunto Z,, munido das operacoes de adicao e multiplicacao definidas

com as propriedades acima € chamado de anel das classes residuais em m.

Definicao 7 Um elemento [a] € Z,, € invertivel, se existir [b] € Z, tal que [a].[b] = [1].

Dizemos, entao, que [b] € o inverso de [a].
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Exemplo 1.10.1 Em Zs, [3] é o inverso de [2], pois [2].[3] = [1].

Uma vantagem das classes residuais é transformar a congruéncia a = b mod m
na igualdade [a] = [b]. Dessa forma, elas permitem resolver congruéncias lineares do tipo

aX = b mod m, reduzindo-as, em Z,,, a seguinte equagao:

Proposicao 11 [da] € Z,, € invertivel se, e somente se, (a,m) = 1.
Demonstracao: Se [a] ¢é invertivel, entao existe [b] € Z,, tal que [1] = [a].[b] = [a.b].
Logo, ab = 1 mod m, ou seja, existe um inteiro k tal que a.b+k.m = 1 e consequentemente,
(a,m) = 1.

Reciprocamente, se (a,m) = 1, existem inteiros b e k tais que a.b+ km = 1 e
consequentemente, [1] = [a.b + k.m] = [ab] + [km] = [a].[b] + [0] = [a].[0].

Portanto,[a] é invertivel.

Definicao 8 Um anel onde todo elemento distinto de [0] é invertivel, ou seja,

onde todo elemento nao nulo possui um inverso multiplicativo é chamado de corpo.

Corolario 2 Z,, é um corpo, se e somente se, [m] € primo.
Demonstragao: Suponha por absurdo que Z,, é um corpo e [m] nao é primo, entao
m=mi.me com 1 <m; <mel<my<m. Logo, [0] = [m| = [m1].[ma] com [my] #0 e
[msa] = 0, temos uma contradigao.

Reciprocamente, suponha [m] primo. Como (i,m) = 1 para i = 1,...,m — 1,

segue-se que [1],[2], ..., [m — 1] s@o invertiveis. Logo, Z,, é um corpo.
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Capitulo 2

A aritmética modular e suas

aplicacoes no ensino médio

A Aritmética Modular é um conceito muito importante e que esta relacionado
com divisibilidade e os restos de uma divisao de niimeros inteiros. Muito se tem escrito
sobre o tema em muitos livros sobre teoria de nimeros, mas, apesar de utilizarmos os
restos de divisoes para resolver problemas em varios partes da matematica, este assunto
nao se encontra presente nos curriculos do ensino médio e, portanto, nao encontramos
material destinado a alunos dessa fase do ensino.

Neste capitulo apresentaremos uma proposta para o ensino de Aritmética Mo-
dular, com énfase na resolucao de exercicios contextualizados de diversos assuntos da
matematica tais como: Progressoes Aritméticas, Progressoes Geométricas, Geometria,
Matrizes, Numeros Complexos, entre outros, com o objetivo de mostrar a aplicacao do
tema no ensino médio. Muitas dessas questoes foram retiradas de livros didaticos para
o ensino médio, exames de vestibulares e olimpiadas de matematica, mostrando que a

Aritmética Modular é um tema atual, justificando o ensino desse tema nessas séries.

2.1 Introducao

Nessa proposta, os conteudos foram organizados em unidades de uma apostila
elaborada paralelamente ao desenvolvimento de um curso ministrado para uma turma do
52 semestre do Curso de Nivel Médio Integrado em Quimica do IFMT - Campus Bela
Vista.
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Nos assuntos abordados em cada unidade, nas demonstracoes de diversos teo-
remas e propriedades, procuramos utilizar a linguagem formal como as mesmas foram
apresentadas na fundamentacao tedrica do capitulo anterior. Mas, grande parte dos alu-
nos do Ensino Médio, para os quais é direcionado este material, nao tem a maturidade
ou os pré-requisitos necessarios para compreender toda essa fundamentacao tedrica da
forma como foi apresentada. Por isto, associamos a toda essa teoria, exemplos numéricos
e problemas contextualizados, para que os alunos consigam compreende-la melhor e dar
um significado pratico para a mesma.

Apresentaremos entao a proposta da forma como a mesma foi trabalhada no
curso, ou seja, por unidades.

As unidades 1, 2 e 3, apresentam pré-requisitos necessarios a introducao do as-
sunto. Nas unidades 4,5 e 6 encontra-se a parte principal deste trabalho que é o estudo
das Congruéncias Modulares e algumas de suas propriedades. Na unidade 7 apresentamos
uma aplicagdo da congruéncia modular na Criptografia. Cada unidade, com excecao da

unidade 1, contém uma lista de exercicios propostos ao final (Anexo I).

2.2 Unidade 1 - Principio da Inducao Finita

Antes de iniciarmos o estudo da Aritmética Modular propriamente dita, é ne-
cessario introduzir alguns assuntos indispensaveis a compreensao das unidades que serao
trabalhadas e que auxiliarao nas demonstragoes de algumas propriedades e na resolugao
de exercicios. Dessa forma apresentamos nessa unidade o Principio da Indugao Finita,
porque varias demonstragoes de teoremas e propriedades necessitam do mesmo, mas nao
com a pretensao de que o aluno saiba utiliza-lo com destreza, pois necessitariamos de
mais tempo e, além disso, este nao é o objetivo principal deste trabalho.

Porém, para que o aluno comece a relacionar os assuntos trabalhados neste curso
com aqueles que ja estudou no ensino médio, utilizamos o exemplo abaixo para a aplicacao

do Principio da Inducao Finita.

Exemplo 2.2.1 Determinar uma férmula para a soma dos n primeiros naturais, ou seja:

S(n)=1+2+3+4+...+n.
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Sabemos pelos nossos estudos de Progressoes Aritméticas que podemos resolver este pro-

blema utilizando a férmula da soma dos termos de uma Progressao Aritmética finita, ou

seja:
n
Sy = (a1 + ap).=
2
Dessa forma temos:
1 .
5 - ( —|—2n) n

Segundo conta a histéria, esta férmula foi desenvolvida pelo famoso matematico alemao
Carl Friederich Gauss, quando ainda garoto; quando o professor de sua turma mandou
que seus alunos efetuassem a soma de todos os nimeros naturais de 1 a 100, no intuito de
ocupa-los com uma atividade longa e dessa forma aquieta-los. Teve uma grande surpresa
com a rapidez da resposta encontrada por Gauss.

Utilizamos esta férmula em vérios exercicios envolvendo Progressoes Aritméticas,
sem nunca questionarmos a referida demonstracao. No referido exemplo, sera que a
formula encontrada é valida mesmo para qualquer valor que atribuirmos para n?

Para eliminar essa duvida, utilizamos o principio da indugao para demonstrar a

validade da féormula para qualquer n € N. Dessa forma, considere a seguinte sentenca:

(14+n).n

Pn):14+2+3+4+...+n= 5

Observe que:

py: 1= 4HDL

Logo P(1) é verdadeiro.

Queremos mostrar que se P(n) ¢é vélida, entao:

(n+2)m D) b & valida,

Pn+1):14+2+34+44+...+n+(n+1)=
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Supondo P(n) verdadeira para algum n € N | vamos adicionar n + 1 aos dois membros

1 :
da igualdade 1 +2+3+4+...+n = %, ou seja:
(14+n)n
1424344+ +n+(n+1)="""L— 4 (n+1)

2

(I+n)n+2n+1)

1+243+4+...+n+(n+1)= 5

(n+1).(n+2)
2

1+2+3+4+..+n+(n+1)=

Temos entao P(n+ 1) verdadeira, logo, pelo Principio de Indugao a férmula P(n)

é verdadeira para todo n € N.

2.3 Unidade 2 - Divisibilidade e Divisao Euclidiana

O conceito de Divisibilidade é abordado no ensino médio, porém, nesta unidade ¢é
apresentado ao aluno de uma forma diferente. Além de apresentar algumas propriedades
importantes, pretendemos que o aluno conhega e se familiarize com notagoes que serao
utilizadas durante o curso. E muito comum ele confundir a notacio alb (a divide b) com
uma fracao.

Aproveitamos também para mostrar mais uma aplicagao do Principio da Inducao

Finita, no exemplo abaixo:

Exemplo 2.3.1 Demonstre por indugao que o resto da divisao de 10" por 9 sempre

¢ igual a 1 para todo n € N.

Demonstrar a afirmacao acima equivale a provar que 9/10" —1. Vamos demonstrar
por inducao.

Observe que para n = 1, a afirmacdo é verdadeira, pois 9|10" — 1 = 9]9.

Supondo verdadeiro que 910" — 1, devemos mostrar que 910" — 1. Note que:
10" —1=10"10 — 1 = (9.10") + (10™ — 1).

Como 9]9.10" e pela hipétese de indugao 9]10™ — 1, temos 9/10"** — 1. Logo, o

resto da divisao de 10" por 9 sempre é igual a 1 para todo n € N.
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A Aritmética Modular também é chamada de Aritmética dos Restos, dessa forma,
¢é obrigatoério apresentar o Teorema da Divisao Euclidiana, que também ¢ estudado no en-
sino médio. Nesta unidade comecamos a apresentar alguns problemas contextualizados e

a enfatizar a questao dos restos na divisao de dois ntimeros inteiros.

Exemplo 2.3.2 Dividindo um ntmero natural a por outro nimero natural b, encon-
tramos quociente 4 e resto 5. Dividindo a + 4 por b — 1, obtemos quociente 5 e resto 6.

Determine o valor de a+b.

De acordo com o teorema da divisao euclidiana, temos:
a=4b+5 (I)
a+4=50b-1)4+6 (II)
Substituindo (I) em (II):
4b+5+4=50—-54+6=>4b+9=5b+1=b=28
Substituindo em (I), temos:
a=48+5=a=37
Logo: a+ b= 37+ 8 = 45.

Exemplo 2.3.3 Qual o maior nimero natural n que dividido por 11 deixa quociente
igual ao resto?
De acordo com o teorema da divisao euclidiana, temos:

n=11g¢g+r, mascomoq=r=>n=11lr+r = n = 12r.

Os possiveis restos da divisao por 11 sao 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 10. Mas, como

procuramos o maior valor de n, entao, r = 10, logo:
n = 12.10 = 120.

De fato, dividindo 120 por 11, encontramos quociente 10 e resto 10.
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2.4 Unidade 3 - Numeros Primos, Maximo Divisor
Comum e Minimo Mailtiplo Comum

Um dos conjuntos mais interessantes dentro do conjunto dos nimeros naturais,
é o conjunto dos nimeros primos que estao associados a diversos problemas que até hoje
desafiam os matematicos.

Nesta unidade recordaremos o conceito de niimeros primos, que é muito impor-
tante em varias propriedades e diversos teoremas estudados na Aritmética Modular, como
por exemplo, o Pequeno Teorema de Fermat, cuja demonstragao sera apresentada no final
desta unidade.

Apresentaremos também o Teorema Fundamental da Aritmética, conhecido pelos
alunos como a decomposicao em fatores primos, aproveitando para recordar os conceitos de
Minimo Muiltiplo Comum (MMC) e Maximo Divisor Comum (MDC) entre dois nimeros
naturais, que podem ser calculados utilizando essa decomposi¢ao, bem como, introduzir

as notacoes utilizadas para esses conceitos, ou seja:
e Maéximo Divisor Comum entre a e b: (a,b).
e Minimo Multiplo Comum entre a e b: [a, b].

Continuando com o objetivo de nossa proposta, apresentaremos mais problemas contex-

tualizados, também com a finalidade de fixar as novas notacoes introduzidas.

Exemplo 2.4.1 Para levar os alunos de certa escola a um museu pretende-se formar
grupos que tenham quantidades iguais de alunos e de modo que, em cada grupo, todos
sejam do mesmo sexo. Se nessa escola estudam 1350 rapazes e 1224 garotas e cada grupo
devera ser acompanhado de um tnico professor, determine:

a) o nimero méaximo de alunos em cada grupo.

Note que procuramos um ntumero que divida simultaneamente 1350 e1224, e este
deve ser o maior possivel, pois desejamos o méaximo de alunos em cada grupo. Logo,
estamos procurando (1350, 1224). Dessa forma, temos:

1350 = 2.3°.5% e 1224 = 2°.3%.17
Entdo, (1350,1224) = 2.3% = 18. Logo, cada grupo deve ter 18 alunos.

22



b) O nimero de professores que acompanharao esses grupos.

Dividindo 1350 por 18 obtemos 75 grupos de rapazes e dividindo 1224 por 18,
obtemos 68 grupos de garotas. Logo, serao necessarios 75 + 68 = 143 professores para

acompanhar €sses grupos.

Exemplo 2.4.2 As cidades de Cuiaba, Rondondpolis e Poconé realizam festas periddicas.
Cuiaba realiza festas de 9 em 9 meses; Rondonépolis , de 12 em 12 meses e Poconé de 15
em 15 meses. Se em janeiro de 2008, as trés cidades realizaram essas festas nesse mes,
qual o préximo ano em que isto ocorrera novamente, ou seja, quando as festas das trés

cidades ocorrerao novamente em um mesmo meés?

Observe que ap6s a realizagao das festas em janeiro de 2008, as proximas festas
em Cuiaba ocorrerao em periodos multiplos de 9, em Rondondépolis, em periodos miiltiplos
de 12 e em Poconé, em periodos miltiplos de 15, ou seja:

Cuiaba: 9, 18, 27, 36, ...
Rondonépolis: 12, 24, 36, 48, ...
Poconé: 15, 30, 45,60, ...

Note que no 36° més ocorreréd as festas da cidade de Cuiabd e Rondondépolis,
porém nao acontecera a festa em Poconé.

Entao, estamos procurando um meés que seja miltiplo de 9, 12 e 15 simultanea-
mente e deve ser o menor possivel, pois queremos o préoximo més em que acontecerao as
trés festas, ou seja, estamos procurando [9,12,15].

Dessa forma:
9=23212=223¢e15=35

Logo, [9,12,15] = 22.32.5 = 180. Como 180 meses correspondem a exatos 15
anos, as festas dessas trés cidades ocorrerao num mesmo més novamente, em janeiro de

2023.
Para apresentar o Pequeno Teorema de Fermat, que no estudo das congruéncias

modulares serd utilizado para facilitar a resolugao de alguns problemas, antes de enuncia-

lo e fazer a sua demonstracao, utilizaremos os exemplos particulares a seguir:
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Exemplo 2.4.3 Demonstre por indugao que 2]@2 — a, para todo a € Z.

Basta demonstrar o resultado para a > 0.
Para a = 0 temos 2|0? — 0, pois 2|0.

Supondo tal resultado valido para a, vamos demonstra-lo para a + 1. Temos:
(a+1)?—(a+1)=d*+2a+1—-a—1=a>—a+2a.

Como pela hipétese de inducio 2|a® — a e 2|2a, temos 2|a® — a, para todo a € Z
Exemplo 2.4.4 Demonstre por inducio que 3|a® — a, para todo a € Z.

Para a = 0 temos 3|0% — 0, pois 3|0

Supondo tal resultado valido para a, vamos demonstra-lo para a + 1. Temos:
(a+1P —(a+1)=a*+3a*+3a+1—-a—-1=a*>—a+3.(a*>+a).

Como pela hipétese de inducio 3|a® — a e 3|3.(a* + a), temos 3|a® — a, para todo a € Z.

Da mesma forma que demonstramos as afirmacoes acima podemos demonstrar,
por exemplo, que 5|a5 —a, 7|a7 —a ou 11|0L11 — a, para todo a € Z.
Observe que 2, 3, 5, 7, 11 sao nimeros primos. O grande matemaético Pierre de

Fermat generalizou estes resultados, enunciando o pequeno teorema que leva o seu nome.

2.5 Unidade 4 - Congruéncia Modular

Apoés revisar conceitos e propriedades importantes para o estudo da Aritmética
Modular, como Divisibilidade, Divisao Euclidiana e Nimeros Primos, apresentar notagoes
especificas para alguns conceitos e operacoes, bem como introduzir alguns assuntos que
nao sao estudados no ensino médio, como o Pequeno Teorema de Fermat, chegamos entao,

a parte principal deste trabalho, ou seja, o estudo das congruéncias modulares.

Para introduzirmos o conceito de congruéncia modular, considere o seguinte exem-

plo:
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Exemplo 2.5.1 A copa do mundo de futebol sera realizada no Brasil no ano de 2014. O
jogo de abertura ocorrera no dia 12 de junho. Supondo que nao haja um calendario em
maos e sabendo que o dia 12 de janeiro de 2014 serd uma quarta feira, determine em que

dia da semana ocorrera o jogo de abertura.

Tabela 2.1: Ndmero de dias de cada més

JAN | FEV | MAR | ABR | MAI | JUN | JUL | AGO | SET | OUT | NOV | DEZ
31 28 31 30 31 30 31 31 30 31 30 31

Para determinar quantos dias temos do inicio do ano até o dia 12 de junho de
2013, devemos efetuar a seguinte soma:
31 +28 4+ 31 + 30+ 31 + 12 =163

Logo, o dia 12 de junho é o 163° dia do ano de 2014.

Vamos construir uma tabela com os primeiros dias de Janeiro:

Tabela 2.2: Primeiros dias de Janeiro
QUA | QUI | SEX | SAB | DOM | SEG | TER

1 2 3 4 D 6 7
8 9 10 11 12 13 14
14 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28

Observe que:

e Na Terca: 7; 14; 21;28;... Sao multiplos de 7, ou seja, quando divididos por 7 deixam

resto igual a 0 (7.n, com n € N).

e Na Quarta: 1; 8; 15;22;... Sao multiplos de 7, mais 1, ou seja, quando divididos por

7 deixam resto igual a 1(7.n + 1, com n € N).

e Na Quinta: 2; 9; 16;23;... Sao multiplos de 7, mais 2, ou seja, quando divididos por

7 deixam resto igual a 2 (7.n 4+ 2, com n € N).

e Na Sexta: 3; 10; 17;24;... Sao multiplos de 7, mais 3, ou seja, quando divididos por

7 deixam resto igual a 3(7.n + 3, com n € N).

e No Sabado: 4; 11; 18;25;... Sao multiplos de 7, mais 4, ou seja, quando divididos

por 7 deixam resto igual a 4 (7.n + 1, com n € N).
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e No Domingo: 5; 12; 19;26;... Sao multiplos de 7, mais 5, ou seja, quando divididos

por 7 deixam resto igual a 5(7.n + 5, com n € N).

e Na segunda: 6; 13; 20;27;... Sao multiplos de 7, mais 6, ou seja, quando divididos

por 7 deixam resto igual a 6 (7.n + 6, com n € N).

Dessa forma, para descobrirmos em qual dia da semana ocorrera o jogo de abertura da
copa basta dividir 163 por 7 e verificarmos qual é o resto dessa divisao.

Efetuando a divisao de 163 por 7, obtemos quociente 23 e resto 2, ou seja:
163 =7.23+2

Portanto, o dia 12 de Junho serd uma Quinta feira.

O grande matematico alemao, Carl Friederich Gauss, percebeu que utilizavamos
com muita frequéncia frases do tipo “a e b quando divididos por m deixam o mesmo
resto”e que essa relacao tinha comportamento semelhante a igualdade. Gauss introduziu

uma notagao especifica para esse fato e denominou-a de Congruéncia Modular.

Definicao 4: Seja m um numero natural diferente de zero. Dois niumeros inteiros a
e b sao congruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m Ssao 1guais.
Denota-se esta relacao da sequinte forma: a = b mod m.

Em outras palavras, uma congruéncia é a relacao entre dois niimeros inteiros que,
divididos por um terceiro nimero natural - chamado médulo de congruéncia - deixam o
mesmo resto.

Por exemplo, no problema anterior, observamos na quinta feira, que o nimero 9
é congruente ao numero 16, médulo 7, pois ambos deixam resto 2, ao serem divididos por
7. Representamos essa congruencia do exemplo por 9 = 16 mod 7.

Note que todo numero inteiro é congruente modulo ao seu resto pela divisao
euclidiana por m e, portanto, é congruente modulo m a um dos nimeros 0; 1; 2; ...; m—1.

Por exemplo, na divisao de 163 por 7 obtivemos quociente 23 e resto 2, logo:
163 = 2 mod 7, pois, 2=7.042, ou seja dividindo 2 por 7, obtemos quociente 0 e resto 2.

Observe também, que no exemplo dado, as sequéncias de niimeros em cada dia,
obedecem uma Progressao Aritmética de razao igual a 7. A congruéncia modular e
suas propriedades auxiliam a resolucao de varios problemas que envolvem esse tipo de

sequéncia, como veremos em alguns dos exemplos a seguir.
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Exemplo 2.5.2 (OBMEP - Olimpiadas de Matemdtica) - A, B, C, D, E, F, G e H sao
os fios de apoio que uma aranha usa para construir sua teia, conforme mostra a figura. A

aranha continua seu trabalho. Sobre qual fio de apoio estard o nimero 1187

C B A

18

Figura 2.1: Teia da Aranha

Verifique que em cada fio, os ntimeros formam uma Progressao Aritmética de
razao igual a 8. Agora que conhecemos a defini¢ao de congruéncia, basta construir apenas

primeira linha na tabela abaixo:

Tabela 2.3: Numero de congruéncia dos fios
FIOS|A|B|C|D|E|F|G|H

0111234567

Dividindo 118 por 8, obtemos quociente 14 e resto 6, ou seja:

118 = 6 mod 8 , portanto, o nimero 118 estara sobre o fio G.

Exemplo 2.5.3 (FUVEST) Sabendo que os anos bissextos sdo multiplos de 4 e que
o primeiro dia de 2007 foi segunda-feira, o préximo a comegar também em uma segunda
feira sera:

a) 2012

b) 2011

c) 2014

d) 2018

e) 2024
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Como vimos no exemplo 1, temos um caso de congruéncia no médulo 7. Vamos

construir a tabela da primeira semana de um ano qualquer.

Tabela 2.4: Primeiros dias do ano

PRIMEIRO | SEGUNDO | TERCEIRO | QUARTO | QUINTO | SEXTO | SETIMO
DIA DIA DIA DIA DIA DIA DIA
1 2 3 4 5 6 7

Observe que 365 = 1 mod 7. Isto significa que num ano nao bissexto, o ultimo
dia do ano, ou seja, o 365° dia ocorre num mesmo dia da semana que o primeiro dia desse
ano. Dessa forma, o primeiro dia do préximo ano, avanca um dia da semana em relacao
ao primeiro dia do ano anterior.

Por exemplo: 2007 nao é um ano bissexto e se iniciou numa segunda feira, por-
tanto, o ultimo dia de 2007 também sera uma segunda feira, dessa forma, o primeiro dia
de 2008 sera uma terca feira.

Ja um ano bissexto, possui 366 dias. Observe que 366 = 2 mod 7. Isto significa
que num ano bissexto, o tltimo dia do ano, ou seja, o 366° dia ocorre num mesmo dia
que o segundo dia desse ano. Dessa forma, o primeiro dia do préximo ano, avanga dois
dias da semana em relagao ao primeiro dia do ano anterior.

Por exemplo: 2008 é um ano bissexto, e como ja observamos, o primeiro dia desse
ano é uma terca feira, logo, o ultimo dia desse ano sera uma quarta feira. Dessa forma, o
primeiro dia de 2009 serda uma quinta feira.

Considere que N seja o nimero de dias de um ano nao bissexto e M o nimero de

dias de um ano bissexto. Temos que N =1 mod 7 e M = 2 mod 7. Temos:

Tabela 2.5: Inicio de cada ano

Ano | Congruéncia Ultimo dia | Préximo ano | Inicio do préoximo ano
2007 | N =1mod 7 | Segunda feira 2008 Terca feira
2008 | M =2 mod 7 | Terga feira 2009 Quinta feira
2009 | N=1mod 7 | Quinta feira 2010 Sexta feira
2010 | N=1mod 7 | Sexta feira 2011 Sabado
2011 | N=1mod 7 Sabado 2012 Domingo
2012 | M =2 mod 7| Domingo 2013 Terca feira
2013 | N=1mod 7 | Terca feira 2014 Quarta feira
2014 | N=1mod 7 | Quarta feira 2015 Quinta feira
2015 | N =1mod 7 | Quinta feira 2016 Sexta feira
2016 | M =2 mod 7 | Sexta feira 2017 Domingo
2017 | N=1mod 7 Domingo 2018 Segunda feira
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Portanto, o préximo ano a comecar numa segunda feira sera 2018.

Exemplo 2.5.4 (OBMEP - 2012) Cinco cartas, inicialmente dispostas como na figura,
serao embaralhadas. Em cada embaralhamento, a primeira carta passa a ser a segunda,
a segunda passa a ser a quarta, a terceira passa a ser a primeira, a quarta passa a ser a
quinta e a quinta passa a ser a terceira. Qual serd a primeira carta apos 2012 embaralha-

mentos?

-

A "2*"3* 4** 5**
L] % B
Al || e,
Posicao inicial
e | 5**"2* '4**
S || B | N
] ) ] % | e

Posicéo apds o primeiro
embaralhamento

Figura 2.2: Cartas |

Vamos verificar o que acontece apds alguns embaralhamentos, seguindo as ins-

trugoes do enunciado:
1. Posigao Inicial: A 23 4 5
2. 12 Embaralhamento: 3 A 5 2 4
3. 2° Embaralhamento: 53 4 A 2
4. 3° Embaralhamento: 452 3 A
5. 4° Embaralhamento: 24 A 5 3
6. 59 Embaralhamento: A 2 3 4 5 (Posigao Inicial).

Observe que a cada 5 embaralhamento a sequéncia se repetird. Temos um caso

de congruéncia médulo 5. Dessa forma, se N é o nimero de embaralhamentos, entao:
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Se N =0 mod 5, a primeira carta sera A.

Se N =1 mod 5, a primeira carta sera 3.

Se N =2 mod 5, a primeira carta sera 5.

Se N = 3 mod 5, a primeira carta sera 4.
e Se N =4 mod 5, a primeira carta sera 2.

Entao, é facil verificar que 2012 = 2 mod 5, logo, apos 2012 embaralhamentos, a primeira

carta da sequencia sera o 5 de paus.

No exemplo abaixo, temos uma aplicacao da congruéncia modular numa matriz.

Exemplo 2.5.5 (FUVEST) Os numeros inteiros positivos sao dispostos em “quadra-

dos” da seguinte maneira:

1 2 3 10 11 12 19
4 5 6 13 14 15
7 8 9 16 17 18

O namero 500 se encontra em um desses *

‘quadrados”. Determine em qual “qua-
drado”ele estd, e também em qual linha e coluna.
Observe que cada “quadrado”é uma matriz de ordem 3x3, ou seja:
aip Gz 413
Qg1 Q22 (23
asy as2 dass

Note que cada elemento a;; de um “quadrado”é um multiplo de 9 mais 1, ou seja, ay; =
1 mod 9; cada elemento a;, é multiplo de 9 mais 2, ou seja, a;s = 2 mod 9 e assim
sucessivamente. Dessa forma, temos:
ap1 = 1 mod 9 , as = 2 mod 9, a3 = 3 mod 9, axy = 4 mod 9, axs, = 5 mod 9,
as3s =6 mod 9, az1 =7 mod 9, azo =8 mod 9 e az3 = 0 mod 9.

Assim, dividindo 500 por 9, obtemos quociente 55 e resto 5, ou seja, 500 = 5 =

ass mod 9, logo, o numero 500 estd na 22 linha, 22 coluna do 56° “quadrado”.
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Uma maneira equivalente de dizer que a = b mod m, é afirmar que m|(b— a), ou

seja, a diferencga (b — a) é um multiplo de m.

A questao abaixo foi retirada da prova do ENEM - 2013 e adaptada para exem-

plificar uma aplicacao da observacao acima.

Exemplo 2.5.6 (ENEM 2013 - Adaptada) O ciclo de atividade magnética do Sol tem
um periodo de 11 anos. O inicio do primeiro ciclo registrado se deu no comeco de 1755 e
se estendeu até o final de 1765. Desde entao, todos os ciclos de atividade magnética do

Sol tém sido registrados.
Disponivel em: http://gl.globo.com. Acesso em: 27 fev. 2013

De acordo com os dados acima, é correto afirmar que um determinado ciclo de
atividade magnética do Sol teve inicio no ano de:
a) 1842
b) 1854
c¢) 1906
d) 1958
e) 2013

Tabela 2.6: Primeiro ciclo solar
Ano | 1755 | 1756 | 1757 | 1758 | 1759 | 1760 | 1761 | 1762 | 1763 | 1764 | 1765

1766

Observe na tabela acima que os anos em que se iniciam os ciclos solares formaram
uma Progressao Aritmética de razao 11. Estamos procurando um ano entre as alternativas
que seja congruente a 1755 no modulo 11. Testando as possiveis alternativas, temos:

a) 1842 — 1755 = 87 nao é multiplo de 11.
b) 1854 — 1755 = 99 = 9.11 é muiltiplo de 11.

Ou seja:

11](1854 — 1755) = 1854 = 1755 mod 11, logo um ciclo solar tem inicio em 1854.

Para resolvermos a questao original do ENEM, observe na tabela que:

1766 — 1755 = 11, ou seja, 1 . 11 e o ano de 1766 é o inicio do 22 ciclo solar. No
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exemplo anterior: 1854 — 1755 = 99, ou seja, 9 . 11, entao, o ano de 1854 é o inicio do

102 ciclo solar.

Exemplo 2.5.7 (ENEM 2013 - Adaptada) O ciclo de atividade magnética do Sol tem
um periodo de 11 anos. O inicio do primeiro ciclo registrado se deu no comeco de 1755 e
se estendeu até o final de 1765. Desde entao, todos os ciclos de atividade magnética do

Sol tém sido registrados.
Disponivel em: http://gl.globo.com. Acesso em: 27 fev. 2013

No ano de 2101, o sol estard no ciclo de atividade magnética de ntimero:

Tabela 2.7: Anos dos Ciclos Solares
Ano | 1755 | 1756 | 1757 | 1758 | 1759 | 1760 | 1761 | 1762 | 1763 | 1764 | 1765

1766 | 1767 | 1768 | 1769 | 1770 | 1771 | 1772 | 1773 | 1774 | 1775 | 1776

Restos 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5

Observe que o ano de 2101 é multiplo de 11, ou seja, 2101 = 191.11, logo 2101 =
0 mod 11.

Observe também que nao é necessario efetuar todas as divisoes euclidianas de
cada ano por 11 para achar os restos. Como os anos sao consecutivos, basta achar o resto
da divisao do ano de inicio do primeiro ciclo e os demais sao consecutivos até o resto 10.
O proéximo é multiplo de 11, ou seja:

1760 = 0 mod 11.

Temos, entao:
2101 — 1760 = 341 = 31.11.

Portanto:

2101 é o 62 ano do 32° ciclo solar.
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2.6 Unidade 5 - Propriedades das Congruéncias Mo-
dulares

A Congruéncia Modular é compativel com as operagoes de adigao e multiplicagao
dentro do conjunto dos nimeros inteiros. Este fato torna essa relacao uma ferramenta
muito util e poderosa. Nesta unidade apresentamos exemplos de problemas que envolvem
Geometria, Progressoes Aritméticas, Progressoes Geométricas entre outros assuntos, nos
quais a aplicacao de algumas propriedades e do Pequeno Teorema de Fermat facilitam a

resolucao dos mesmos.
Propriedades das congruéncias modulares

Sejam a,b,c,d,m € Z, com m > 1.

1. Sea=bmod mec=dmodm , entao, a+c=0b-+d mod m.

Exemplo 2.6.1
27 = 32 mod 5 (27 e 32 quando divididos por 5 deixam resto igual a 2)

13 = 282 mod 5 (13 e 28 quando divididos por 5 deixam resto igual a 3)

Entao:

27+ 13 = 32 4 28 mod 5 = 40 = 60 mod 5 (40 e 60 divididos por 5 deixam resto

igual a zero).

2. Sea=bmod mec=dmodm , entdao a.c = b.d mod m

Exemplo 2.6.2
5 =8 mod 3 (5 e 8 divididos por 3 deixam resto 2)

7 =10 mod 3 (7 e 10 divididos por 3 deixam resto 1)

Entao:

5.7=8.10 mod 5 = 35 = 80 mod 5 (35 e 80 divididos por 3 deixam resto 2).
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3. Se a = b mod m, entao a" = b" mod m, para todo n € N.

Exemplo 2.6.3
7=12 mod 5 (7 e 12 divididos por 5 deixam resto 2)

7 =122 mod 5 = 49 = 14 mod 5 (49 e 144 divididos por 5 deixam resto 4).

Aplicaremos essas propriedades nos exemplos abaixo:

Exemplo 2.6.4 A televisao de Marco consegue sintonizar apenas os canais de 1 até
41. Se Marco comeca sintonizando o canal 15 e aperta o botao que avanca o canal 2005

vezes, em que canal estard sintonizado ao parar?

Note que ao chegar ao canal 41, na préxima vez que Marco apertar ao botao,
ele retornara ao canal 1. Isto se repete a cada 41 apertos no botao de controle. Entao,
podemos aplicar as propriedades da congruéncia no moédulo 41.

Observe que 2005 = 37 mod 41 e 15 = 15 mod 41.

Se Marcos tivesse iniciado no canal 1, apds 2005 vezes a televisao estaria sintoni-
zada no canal 37, porém como ele iniciou no canal 15, aplicando a propriedade da soma

temos:
15+2005 =15+ 37 =52 =11 mod 41.

Logo, iniciando do canal 15 e apertando 2005 vezes o botao, ao final, a televisao ficara

sintonizada no canal 11.

Exemplo 2.6.5 A tabela apresentada a seguir mostra uma sequéncia de nimeros natu-
rais agrupados em 6 linhas horizontais (A, B, C, D, E, F) e seguindo a uma determinada

ordenacao.

Tabela 2.8: Sequéncia de Numeros |
6 |12 |18 |24 |30 |36 |42 |48 |54 | 60

7113119253137 |43 |49 |55
8 |14 120|26|32| 38|44 |50 | 56
9 11512127 ]33|39 |45 |51 |57
10 |16 | 22 | 28 | 34 | 40 | 46 | 52 | 58
11 17 123 129 | 35|41 | 47 | 53 | 59

|| O Q| W >
| wl o = o
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Em qual linha se encontra o resultado do produto 662.1805?

Note que:
e Se a é um numero pertencente a linha A, entao a = 0 mod 6.
e Se b é um numero pertencente a linha B, entao b = 1 mod 6.
e Se ¢ é um numero pertencente a linha C, entao ¢ = 2 mod 6.
e Se d é um numero pertencente a linha D, entao d = 3 mod 6.

e Se e é um numero pertencente a linha E, entdo e = 4 mod 6.

Se f é um numero pertencente a linha F, entao f =5 mod 6.
Observe que 662 = 2 mod 6 e 1805 = 5 mod 6. Logo:
662.1805 = 2.5 = 10 = 4 mod 6.

Portanto, o resultado desse produto estara na linha E.

Exemplo 2.6.6 O Bozd6 é um jogo que utiliza cinco dados na forma de cubos, nume-
rados de 1 a 6, que sao colocados em um copo e arremessados a mesa para contagem
de pontos, obtidos através de varios tipos de sequéncias. Lucas possui varios blocos de
madeira na forma de cubos de arestas com medidas superiores a 100 ¢m e deseja recortar
esses blocos, de forma a se obter o méximo de cubos menores (dados) com arestas iguais
a 2 cm, que serao utilizados na montagem de conjuntos constituidos de um copo e cinco
desses dados, para serem posteriormente comercializados. Supondo que nao haja perda
de material na fabricacao desses dados, pergunta-se:
a) Se Lucas utilizar um bloco de madeira de arestas iguais a 106 cm, quantos dados
sobram apds a montagem de conjuntos completos?

Para se obter o maximo de dados, cada aresta deve ser recortada em 53 pedagos

de 2 ¢m. Dessa forma, o nimero de dados obtidos de cada bloco, serd igual a:
53.53.53 = 53°.

Observe que 53 = 3 mod 5 , entdo 53° = 3% = 27 = 2 mod 5 , portanto, sobrardo 2 dados.
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b) Apds recortar um bloco e em seguida montar o méximo de conjuntos completos, Lucas
verifica que sobraram 3 dados. Qual o valor da menor medida possivel para a aresta desse
bloco?

Seja X, o nimero de pedacos de cada aresta, entdo, X® é o nimero de dados
obtidos. Neste caso, devemos ter X = 0 mod 5,ou X =1 mod 5, ou X = 2 mod 5, ou

X =3 mod 5 ou X =4 mod 5, Assim:

X=0mod5= X>=0%mod 5= X =0modb5.

X=1mod5=X>=1>mod 5= X =1 mod 5.

X=2mod5=X>=22mod5=X=8mod 5= X =3 mod 5.

X=3mod5=X*=3>mod5=X=27Tmod 5= X =2 mod 5.

e X=4mod5=X>=4>mod 5= X =64 mod5= X =4 mod 5.

Entao, num bloco de 100 ¢m, cada aresta sera dividida em 50 pedacos, como 50 é multiplo
de 5, temos 50 = 0 mod 5, dessa forma o menor nimero de pedagos desejado, é 52, pois

52 = 2 mod 5. Dessa forma a medida da menor aresta possivel é:

52 X 2 em = 104 em.

Exemplo 2.6.7 Um ntimero a dividido por 11 deixa resto 2 e b ¢ um nimero que dividido
pelo mesmo divisor deixa resto 3. Calcule o menor niimero que se deve subtrair de a® + b

para se obter um multiplo de 11.

Pelo enunciado, temos a = 2 mod 11 e b = 3 mod 11. Aplicando a propriedade
das potencias, temos:
a=2mod 11 = a®* =2* mod 11 = a* = 8 mod 11.
b =3 mod 11 = b* = 3° mod 11 = b*> = 9 mod 11.

Aplicando a propriedade da soma temos:
A+ =84+9=17 =6 mod 11.

Ou seja, a® + b* deixa resto 6 quando dividido por 11, logo, devemos subtrair 6 para

obtermos um multiplo de 11.
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Exemplo 2.6.8 Considere a seguinte progressao aritmética: (10, 17, 24, 31, 38,...). Veri-
fique se os niimeros abaixo sao termos que pertencem a essa Progressao Aritmética (P.A).
a) 773

b) 511 +1

Calculando o termo geral da Progressao Aritmética, temos:

a, =a;+ (n—1).r
a, =10+ (n—1).7
a,="™m++3

Dessa forma, é facil perceber que 773 é um termo dessa P.A., pois, 773 = 7.110 + 3. Mas,
para o préximo item, esta verificagao nao é tao simples.

Todo termo dessa progressao ¢ um multiplo de 7 mais 3, e como ja vimos, isto
significa que a, = 3 mod 7. Assim, para ser um termo dessa P.A., devemos ter 51941 =
3 mod 7. Vejamos:

Observe que 51 =2 mod 7= 51 +1=2Y 41 mod 7.

Observe ainda que 2° = 8 = 1 mod 7, entéo:
29 4+ 1=(2°2+1=1°2+1=2+1=3mod 7.

Portanto, 51*° + 1 = 3 mod 7, logo, é um termo dessa Progressao Aritmética.

Com a notagao de congruéncia, o Pequeno Teorema de Fermat pode ser enunciado
da seguinte forma:

Se p é um numero primo e a € Z, entao:
a’ = a mod p
Além disso, se p [ a, entao:

a* =1 mod p

Nos exemplos abaixo, a aplicacao do Pequeno Teorma de Fermat facilita a resolugao dos
problemas propostos. Os dois problemas envolvem Progressoes Geométricas, mas o se-

gundo necessita também de conceitos da Geometria Plana para sua resolugao.
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Exemplo 2.6.9 Segundo a histéria, o rei ofereceu uma recompensa ao sabio que desen-
volveu o jogo de xadrez no seu reino. A recompensa pedida foi que cada casa do tabuleiro
fosse preenchida com sementes de trigo, mas dobrando a cada casa. No caso, seria uma
PG de primeiro termo 1 e razao igual a 2. Logo o rei desistiu da recompensa e nomeou
o sabio como seu conselheiro repleto de honrarias. Isto porque, se a recompensa fosse
realmente cumprida, ao final das 64 casas do tabuleiro, a quantidade de graos de trigo
seria imensa, impossivel de ser paga.

Aproveitando essa histéria, imagine se o rei, vingando-se da brincadeira do seu
agora conselheiro, colocasse um calendério (ou algo similar) sobre a mesa e lhe propusesse
o seguinte desafio:

Colocando 1 grao de trigo no dia 1° do ano, 1 grao de trigo no dia 2, 1 grao no
dia 3 e assim sucessivamente até o dia 31 e repetindo esse procedimento até que o tltimo
grao da quantia que me solicitou seja colocado sobre o calendario, em qual dia do ano

seria colocado esse iltimo grao?

Nao podemos saber se o conselheiro conseguiria responder a tal desafio, mas com
os conceitos e propriedades da congruéncia modular podemos encontrar a resposta. Como
ja sabemos, a quantia solicitada pelo sabio é calculada através da formula da soma dos

termos de uma progressao geométrica finita, ou seja:

-1 1.(264 — 1
Sea = al(q ): ( ):264—1.
qg—1 2—1

Como 31 é primo, pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que 2*! = 2 mod 31, logo:
204 1= (28222 - 1=2°4—-1=16—1= 15 mod 31.

Logo, o ultimo grao seria colocado no dia 15 de janeiro.

Exemplo 2.6.10 Uma pista circular possui raio igual a 25 metros. Suponha que um
movel esta no ponto de partida dessa pista e comeca a percorré-la da seguinte forma: 6
metros na primeira hora, 18 metros na segunda hora, 54 metros na terceira hora e assim
sucessivamente, sempre triplicando a distancia percorrida a cada hora. Dessa forma, qual
a distancia aproximada percorrida pelo mével apds passar pelo ponto de partida pela

ultima vez? (Utilize para os calculos: m = 3, 14).
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De acordo com o enunciado, como o raio da pista r = 25, o comprimento da pista

¢ igual a:
C =2mr =2.3,14.25 = 157 m.

O percurso total do mével é dado pela soma dos termos de uma progressao geométrica

de razao igual a 3, ou seja:

(11(6]” — 1) 6.(3160 — 1) 6(3160 — 1) 160
160 q — 1 3—1 2 ( )

Note que a cada 157 m, o mdvel retorna a posicao inicial. Para determinar a
distancia pedida, devemos calcular o resto da divisdo de 3.(3'% — 1) por 157.

Como 157 é primo, pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que:
3" =1 mod 157.
Dessa forma:
3.(310 — 1) = 3.(3"9.3* —1) = 3.(1.81 — 1) = 3.80 = 240 = 83 mod 157.

Logo, a distancia aproximada percorrida pelo moével nessa pista, apds passar pela ultima

vez pelo ponto de partida, ¢é igual a 83 m.

2.7 Unidade 6 - Classes Residuais

Nesta unidade, introduzimos o conceito de classe residual moédulo m e apresen-
tamos o conjunto Z,, formado por todas essas classes. Aproveitamos a definicao do anel
das classes residuais médulo m, para destacar a importancia de determinar o elemento
invertivel em 7Z,,,.

Para introduzir o conceito de classes residuais, utilizamos a tabela utilizada no

exemplo 2 da unidade anterior, ou seja:

Tabela 2.9: Sequencia de Niumeros
6 |12 18|24 30|36 (42|48 |54 |60

711311925 |31 3743|4955
8 |14 | 20|26 | 32 | 38 | 44 | 50 | 56
9 | 1512127 ]33|39 |45 |51 |57
10 |16 | 22 | 28 | 34 | 40 | 46 | 52 | 58
11 17 123 129 | 35| 41 | 47 | 53 | 59

Sl lwii@]lvvlie-

W N —=O
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a) Somando um nimero b da linha B com um nimero e da linha E, em qual linha
vai estar o resultado dessa soma?
Como b = 1 mod 6 ¢ e = 4 mod 6, temos b+ e = (1+4) mod 6, ou seja

b+ e =5 mod 6, portanto, o resultado dessa soma vai estar na linha F.

b) Multiplicando um nimero ¢ da linha C com um nimero f da linha F, em qual
linha vai estar o resultado desse produto?
Observe que ¢ =2 mod 6 e f =5 mod 6, logo, c.f = 2.5 mod 6, ou seja:

c.f =10 = 4 mod 6, portanto, o resultado desse produto vai estar na linha E.

Observe que a tabela apresenta o conjunto dos ntimeros naturais divididos em seis
subconjuntos, ou seja, cada linha contém elementos que apresentam a mesma propriedade

em relacao a divisao euclidiana pelo niimero 6, a saber:

e Nalinha A, temos o subconjunto formados pelos niimeros que divididos por 6 deixam

resto 0, ou seja A = {x € N|z =0 mod 6} .

e Na linha B, temos o subconjunto formados pelos nimeros que divididos por 6 deixam

resto 1, ou seja B = {x € Njz =1 mod 6} .

e Nalinha C, temos o subconjunto formados pelos nimeros que divididos por 6 deixam

resto 2, ou seja C' = {z € N|z = 2 mod 6} .

e Nalinha D, temos o subconjunto formados pelos nimeros que divididos por 6 deixam

resto 3, ou seja D = {x € N|z = 3 mod 6} .

e Nalinha E, temos o subconjunto formados pelos ntiimeros que divididos por 6 deixam

resto 4, ou seja E' = {x € Nl =4 mod 6} .

e Nalinha F, temos o subconjunto formados pelos niimeros que divididos por 6 deixam

resto 5, ou seja F' = {x € Njz =5 mod 6} .

Verificamos também, através das propriedades das congruéncias modulares, que somando,
por exemplo, qualquer elemento do subconjunto B com qualquer elemento do subconjunto
E, obteremos um elemento do subconjunto F, ou, em outro exemplo, se multiplicarmos
qualquer elemento do subconjunto C por um elemento do subconjunto F obteremos sempre

um elemento do subconjunto E.
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Da mesma forma, veremos a seguir que o conjunto dos niimeros inteiros também
pode ser repartido em m subconjuntos, onde cada um deles é formado por todos os
nimeros inteiros que possuem o mesmo resto quando divididos por m e que o conjunto dos
nimeros inteiros, assim subdivididos e munidos das operacoes de adi¢ao e multiplicacao
com algumas de suas propriedades, permitem definir novas aritméticas que encontram
inimeras aplicacoes em varias partes da matematica e que servem de base para quase
todos os procedimentos de céalculo, possuindo muitas aplicacoes tecnoldgicas.

Entao, fixado um numero inteiro m > 1, podemos repartir o conjunto Z dos
numeros inteiros em subconjuntos, onde cada um deles é formado por todos os nimeros
inteiros que possuem o mesmo resto quando divididos por m; isto nos da a seguinte

particao de Z:

[0] = {x € Z|z = 0 mod m}
1] = {z € Z|z = 1 mod m}

im—1]={z € Z|lx =m — 1 mod m} .

Observe que [m] = [0], pois m = 0 mod m. Desta forma, podemos obter apenas m
subconjuntos distintos da maneira como foi definida acima.

O conjunto [a] = {z € Z;x = a mod m} é chamado de classe residual médulo
m do elemento a de Z. O conjunto de todas as classes residuais de modulo m sera

representado por Z,,, ou seja:

Exemplo 2.7.1 Seja m = 2. Entao:
0] = {z € Z;x =0 mod 2}
M ={z €Z;x=1mod 2}
Logo Z, = {[0], [1]} .
Neste caso, dizemos que qualquer niimero par é um representante da classe resi-

dual [0] e qualquer nimero impar é representante da classe residual [1].
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Exemplo 2.7.2 Seja m = 3. Entao:
[0] = {z € Z;x =0 mod 3}
1] = {z € Z;x =1 mod 3}
2] = {z € Z;x =2 mod 3}
Logo Z = {[0], [1], 121}
Neste caso, dizemos que qualquer miltiplo de 3 é representante da classe residual
[0], enquanto que 1,4,7,10,... sdo representantes da classe residual [1] e 2,5,8,... sdo repre-

sentantes da classe residual [2].

Na tabela apresentada no exemplo inicial, temos:

Zs = {[0], [1], [2], 3], [4], [5]}-

Apo6s definir o anel das classes residuais da forma como foi apresentada na fundamentacao
tedrica, as tabelas de adigdo e multiplicagdo em Zo = {[0],[1]}, Zs = {[0],[1],[2]} e
Z4 = {]0], [1],[1], [3]} ficaram da seguinte forma:

Tabela 2.10: Adigao e Multiplicagao em Zy

+ | 0] | [1] .| [0] | [1]
0] | [0] | [1] [0] | [0] | [0]
(] | [1 | [0] [ 1 [0] | [1

Tabela 2.11: Adicao e Multiplicacao em Zg

+ [ (0] | [1] | [2] |0 | [1] | [2]
0] | [0] | [1] | 2] (0] | [0] | [0] | [0]
(1] | [1] ] [2] | [0] (1] | [o] | [1 | [2]
21 [21][0] | [1] 21| [0 | [2] | [1]

Tabela 2.12: Adicao e Multiplicacao em Zy

+ [ O] | 1] | [2] | 3] L (o] | (1] | 2] | [3]
O] | [o] | [ | [2] | 3] [0] | [0] | [0] | [O] | [0]
(] | [ ] [2) | [3] | [0] [ (0] | [1] | 2] | [3]
2] | [21 | 81| [0] | [1] 21| [0] | 2] | O] | [2]
BB [0] ][4 ] [2] B [0) | 3] | [2] | [1]

42



Neste ponto, solicitamos aos alunos que elaborem as tabelas de adicao e multi-

plicacao em Zs e Zg e respondam as seguintes perguntas:

a) Identifique nas tabelas de multiplicagao em Zs, Zs, Z4, Zs e Zg; os pares de elementos
[a] e [b] de cada conjunto, onde [a].[b] = [1].
O objetivo deste item ¢é apresentar a definicao do elemento invertivel, ou seja:

Um elemento [a] € Z,, é invertivel, se existir [b] € Z,, tal que [a].[0] = [1].

b) Em quais desses conjuntos, todo elemento distinto de [0] é invertivel?

O aluno deve perceber, por exemplo, que em Z, , [0] e [2] ndo sao invertiveis e
que (4,0) =4 e (4,2) = 2. Ja[1] e [3] s@o invertiveis em Z4 e que (4,1) = (4,3) = 1. Deve
notar também que em Zj;, todo elemento distinto de [0] é invertivel, que (5,1) = (5,2) =
(5,3) = (5,4) = (5,5) = 1 e que isto também ocorre em Zy e Zs.

O objetivo desse item é levar o aluno a concluir que [a] € Z,, invertivel se, e
somente se, (a,m) =1 e que Zsy, Zs e Zs sdo chamados de corpos, ou seja, sao anéis onde
todo elemento nao nulo possui um inverso multiplicativo.

O aluno deve notar também que 2, 3 e 5 sao primos e chegar a conclusao que Z,,
é um corpo, se e somente se, m € primo.

Uma vantagem das classes residuais é transformar a congruéncia a = b mod m
na igualdade [a] = [b]. Dessa forma, elas permitem resolver congruéncias lineares do tipo

aX = b mod m, reduzindo-as, em [a| € Z,,, a seguinte equagao:

Podemos notar a importancia de determinar o elemento invertivel no exemplo abaixo:

Exemplo 2.7.3 N é um multiplo de 4 que possui trés algarismos. Dividindo N por

5 encontramos resto igual a 3. Determine o menor valor de N.

Observe que N = 4.X. Dessa forma devemos ter:

4.X = 3 mod 5.

43



Resolver essa congruéncia equivale a resolver em Zs a seguinte equacao:

Observe que [4] é invertivel em Zs, pois [4].[4] = [1]. Logo, basta multiplicar ambos os

membros da equagao por [4] e obtemos:
4).[4].Z = [4].3] = [1]1.Z =[2] = Z = [2]

Em Zs, [2] é o conjunto dos ntiimeros inteiros que divididos por 5 deixam resto 2, ou seja:
X =5t+2
Como N > 100 =4X >2100= X >25=5t+2>25=1t>4,6=1=>5.

Assim:
X=5542= X =27. Logo: N =4.27= N = 108.

Na préxima unidade veremos uma aplicacao pratica desta observacao.

2.8 Unidade 7 - Criptografia

Nesta ultima unidade apresentamos uma aplicacao da aritmética modular fazendo
uma pequena introducao a criptografia.

Procuramos mostrar através dos exemplos, a relacao existente entre esses dois
temas, explorando as defini¢oes e propriedades da aritmética modular estudadas nas uni-
dades anteriores e relacionando estes exemplos com o conceito de fungoes estudado no
ensino médio.

Introduzimos o tema da seguinte forma:
CRIPTOGRAFIA

A Criptografia (do grego “Kriptos”que significa oculto e “graphein” que significa
escrever) é um conjunto de técnicas que visa esconder (codificar) uma informagao de
forma que sé o emissor da informagao e o receptor da mesma consigam decifra-la. Dessa
forma, o objetivo da criptografia é transformar um conjunto de informacoes legiveis em
um emaranhado de caracteres impossiveis de ser compreendidos por quem nao possui a

“chave” que possibilita recuperar a informagao na forma legivel.
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A utilizacao da criptografia é tao antiga quanto a necessidade do homem em
esconder a informagao. Muitos pesquisadores atribuem o uso mais antigo da criptografia
conhecido aos hierdglifos usados em monumentos do Antigo Egito (cerca de 4500 anos
atras). Diversas técnicas de ocultar mensagens foram utilizadas pelos gregos e romanos.

Sabe-se que o imperador romano Juilio César (50 A.C.) utilizava um método
de criptografia para se comunicar com seus generais. O chamado Codificador de Jilio
César que apresentava uma das técnicas mais classicas de criptografia, ¢ um exemplo de
codificagao que, simplesmente, substitui as letras do alfabeto avangando trés casas (Chave
trés). O emissor da mensagem trocava cada letra por outra situada a trés posicoes a frente
no alfabeto. O receptor, sabendo da chave dessa codificacao, aplicava a operacao inversa
na frase recebida, ou seja, substituia cada letra recebida pela que ficava trés posicoes antes
dela no alfabeto.

Observe no quadro abaixo, como cada letra do alfabeto era codificada nesse
método:

Tabela 2.13: Codificacao Chave 3

Original |A|B|C|/D|E|F| G |H]|I
Codificada | D | E|F|G|H| I | J | K|L

J

M
Original |[N|O|P I Q|R|S|T|U|V|W|X|Y
Codificada | Q | R[S |T|U| VW |X|Y ]| Z

Dessa forma, ao codificarmos a palavra GENERAL, por exemplo, obteriamos
como resultado a palavra JHQHUDO.
Observe que para codificar a letra X, retornamos ao inicio do alfabeto, ou seja,
obtemos a letra A.
Para verificarmos a relacao com a aritmética modular, vamos substituir cada le-
tra do alfabeto por um nimero de dois digitos, de acordo com a tabela abaixo:
Tabela 2.14: Codificacao Chave K

A/B|/C|/D|/E|F|G|H|T|J|K|L|M
0001|0203 ,04]05|06|07 08|09 10]|11 |12

NITO|PIQ|R|S|T|U|VIW|Y|X]|Z
1314|1516 | 17|18 |19 20|21 |22 |23 |24 |25
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Observe que representando por X a letra original e por Y a letra que a substituira

no cédigo, é como se tivéssemos uma funcgao, definida pela férmula Y = X + 3.

Note também que essa soma nao pode ser maior que 25, pois de acordo com a
tabela, nao existe letra no alfabeto que corresponda a um nimero superior a 25. Dessa
forma, quando o resultado da soma é superior a 25, voltamos ao inicio do alfabeto. Por
exemplo, na tabela temos Z = 25, utilizando a chave 3 de Julio César, temos 25 + 3 =
28. Como 28 = 26 + 2 , o numero 28 corresponderd a letra C, pois, como ja sabemos
28 = 2 mod 26.

Neste ponto, solicitamos que os alunos resolvam os exemplos abaixo para perce-

berem melhor a relagao deste assunto com a aritmética modular.

Exemplo 2.8.1 Utilizando a tabela anterior, podemos escolher um nimero K, de modo
que, para criptografarmos uma mensagem somamos o nimero K ao valor correspondente
na tabela da letra que se deseja codificar e depois substituimos pela letra correspondente
ao valor dessa soma na tabela. Esse nimero K sera a chave do novo método de cripto-
grafia.
Dessa forma, codifique as mensagens utilizando a chave K (Somar K) indicada:

a) ARITMETICA MODULAR (K=05)

b) ARITMETICA MODULAR (K=31)

¢) ENSINO FUNDAMENTAL (K=11)

d) ENSINO FUNDAMENTAL (K=37)

Com este exemplo, pretendemos que o aluno faga as seguintes observacoes e
chegue as seguintes conclusoes:

Os textos criptografados para os itens a) e b) sao idénticos, ou seja, “FWNXRJIX-
NHF RTKZQFW?”. Isto acontece porque 31 = 5 mod 26. O mesmo acontece para oS

textos criptografados nos itens c) e d), pois 11 = 37 mod 26.

Em seguida, o aluno deve utilizar estas observagoes para resolver o exemplo

abaixo.
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Exemplo 2.8.2 A mensagem abaixo foi criptografada utilizando a chave 32. Decodi-

fique a mensagem.
LKROF TGZGR

Como 32 = 6 mod 26, para encontrarmos a letra original, basta verificarmos o valor da

letra codificada na tabela e subtrairmos 6, ou seja:

e L=11—11-6=5—F

e K=10—10—-6=4—E

e R=17T—17T—-6=11 —L

e 0O=14—14-6=8—71

e =5 —5—-6=—-1—1% Note que: —1 = 25 mod 26
e '=19—19-6=13 — N

e (=6—6—-6=0—A

4=25—720-6=19 —T

e (=6—6—-6=0—A
e R=17T—17T—-6=11 — L

Ap6s a resolucao destes dois exemplos apresentaremos a relacao existente na codificacao
e decodificacao desses exemplos de maneira generalizada e aproveitaremos para associar
estas relagoes ao conceito de fungoes e algumas de suas propriedades.

Seja X o numero correspondente a letra do texto original da mensagem, Y o
nimero da letra que a substituird no texto cifrado e K o nimero da chave utilizada.
Podemos representar a relacao entre X e Y utilizando a congruéncia modular da seguinte
forma:

Na codificagdo da mensagem temos que:
Y = (X + K) mod 26
Na decodificagao, temos:
(Y — K) = X mod 26
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Podemos ainda representar essa relacao como uma funcao bijetora da seguinte
forma:

Dado o conjunto A = {0;1;2;3;4...;24;25}. Seja f : A — A, a funcao que
associa a cada nimero X € A, um numero Y € A, tal que Y = (X + K) mod 26 , com
k € Z. Esta seria a funcao de codificacao.

A decodificacao seria a sua funcao inversa, ou seja: g : A — A é a funcao que

associa a cada nimero Y € A, um nimero X € A tal que (Y — K) = X mod 26.

Nos exemplos anteriores, utilizamos na codificacao a operacao de adigao, ou seja,
para obtermos o nimero correspondente a letra do texto criptografado, devemos somar
K (chave) ao nimero correspondente a letra da mensagem original.

Se utilizdssemos a operacao de multiplicacao ao invés da adigao, o método de crip-
tografia funcionaria para qualquer valor de K multiplicado pelo niimero correspondente a
letra da mensagem original?

Observe que os resultados da multiplicacao também nao podem ser maiores que
25, entao, como temos um caso de congruéncia no modulo 26, podemos dividir os possiveis
valores de K em 26 subconjuntos, como estudamos na unidade anterior. Assim, apresen-

taremos abaixo, uma parte da tabela com os resultados da multiplicacao no médulo 26:

Tabela 2.15: Multiplicagao em Zog

1012 31405167819 10[11(12|13]14]15|...]24|25
oj0,0j0°yo0jo0y,0}0,0}0,0}0,0}0;0}]0J0}..701]0
110712 34|56 7|89 (1071112131415 |...]24]25
21012146 |8 |10[12|14 1618202224 | 0 | 2 |4 |..|22|24
31013 6 |9 |12|15 1821|241 |4 |7 1013|1619 |..|20 |23
41014 8 |12116(20 (24| 2 | 6 |10]|14|18]22| 0 | 4 | 8 |..[18|22
5101510 1512025 4|9 (141924 3 |8 |13 |18 |23|..|16]|21
6 |0 6|12 18|24 4 |10|16|22| 2 | 8 |14]20] 0 | 6 |12 .. |14 |20
710 7|14 (212916236 |11 [18(25] 6 [13 20| 1 |..|12|19
810

Na unidade anterior, verificamos que uma determinada classe [a] tem inverso em

Zm, se e somente se, a ¢ m sao primos entre si. Nesse caso, em Zag, as classes que possuem
inverso sao [1], [3], [5], [7], [9], [11], [15], [17], [19], [21], [23] e [25]. Entdo, a operacao de

decodificacao sé é possivel se o valor da chave K for um elemento de uma dessas classes.
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Exemplo 2.8.3 Uma mensagem foi codificada utilizando a multiplicagao de cada valor
correspondente das letras originais por 3 (chave 3). Qual a letra original correspondente

a letra T no texto criptografado?

Observe na tabela que T' = 19, entao, para descobrirmos a letra original preci-
samos resolver primeiro uma congruéncia linear. Seja 5 o nimero correspondente a letra

original, devemos ter:
3.8 =19 mod 26.

Como estudamos na unidade anterior, resolver esta congruéncia, equivale a resolver a

equacao:
[3].Z = [19].
Em Zag, o inverso de [3] é [9], pois [3].[9] = [1]. Entao:
[9].[3].Z = [9].[19]
1].Z = [15]
Z = [15].

Portanto, no nosso exemplo S = 15, que corresponde na tabela a letra P.

Seja X o numero correspondente a letra do texto original da mensagem, Y o
numero da letra que a substituira no texto cifrado e K o ntmero da chave utilizada
na multiplicacao. Podemos representar a relacao entre X e Y utilizando a congruéncia

modular da seguinte forma:
Y = K. X mod 26.

Observe na tabela, que se K pertence as classes invertiveis, para cada nimero corres-
pondente a letra da mensagem original, o resultado da congruéncia acima é um nimero
distinto pertencente a mesma classe. Associando ao conceito de fungoes, cada um dos 26
elementos do conjunto esta associado a um elemento distinto desse mesmo conjunto, te-
mos, portanto, uma funcao bijetora, logo, esta funcao admite uma inversa, o que significa

que a decodificacao ¢é possivel.

49



Quando K nao pertence as classes invertiveis, existem nimeros distintos corres-
pondentes as letras da mensagem original, cujo resultado da congruéncia sao iguais (Para
K =2, temos 2 =2.1 e 2=2.14). Logo, existem elementos distintos do conjunto associ-
ados a um mesmo elemento desse conjunto, ou seja, a fun¢ao nao é injetora, portanto, ela
nao ¢é bijetora. Neste caso, a funcao nao admite uma inversa, portanto a decodificacao da

mensagem nao ¢ possivel.

Os sistemas de criptografia utilizados nos exemplos anteriores e outros simila-
res, em que as letras sao “embaralhadas”através de permutacoes, sao muito simples e,
portanto, muito faceis de serem decifrados, porém serviram durante muito tempo para

codificar mensagens.

Durante a segunda guerra mundial, os aliados passaram a utilizar computado-
res para “quebrar”os codigos alemaes, italianos e japoneses. Desde entao, a Criptografia
passou a ser estudada de modo cientifico e com o desenvolvimento no pds-guerra dos com-

putadores, passou a incorporar complexos algoritmos matematicos.

Para finalizar esta unidade, apresentamos o exemplo abaixo que encontra-se em

S4 (2007).

“Imaginemos um casal, Alice e Bob, que vivem isolados e apenas podem se co-
municar através do correio. Eles sabem que o carteiro é um tremendo fofoqueiro e que
lé todas as suas cartas. Alice tem uma mensagem para Bob e nao quer que ela seja lida.
O que ela pode fazer? Ela pensou em lhe enviar um cofre com a mensagem, fechado a
cadeado. Mas como lhe fara chegar a chave? Nao pode enviar dentro do cofre, pois assim
Bob nao o podera abrir. Se enviar a chave em separado, o carteiro pode fazer uma cépia.

Depois de muito pensar, ela tem uma ideia. Envia-lhe o cofre fechado com um
cadeado. Sabe que Bob é esperto e acabara por perceber a sua ideia. Com mais uma
ida e uma volta do correio, e sem nunca terem trocado chaves, a mensagem chega até
Bob, que abre o cofre e a lé&. Como é que vocé acha que resolveram o problema? Pense

bem no assunto, tente responder a questao. E simples... depois que vocé descobrir, é claro.
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O “truque”usado foi o seguinte: Bob colocou outro cadeado no cofre e ele tinha a
chave desse segundo cadeado. Devolve o cofre a Alice por correio, desta vez fechado com
os dois cadeados. Alice remove o seu cadeado, com a chave que possui e reenvia o cofre
pelo correio s6 com o cadeado colocado por Bob. E claro que Bob tem apenas que abrir
o cofre, com a sua prépria chave e ler a mensagem enviada pela sua amada. O carteiro
nao tem como saber o conteido do cofre”.

Este texto foi retirado de Crato (2011).

Na criptografia usam-se chaves que, de certa forma, sao analogas a estratégia
usada pelos namorados de nossa histéria.

Esta historia talvez tenha servido de inspiracao para os trés jovens norte-americanos,
Whitefield Diffie, Martin Hellman e Ralph Merkle, ao construirem em 1976 um sistema
de criptografia em que o segredo da comunicacao é assegurado por duas chaves, que os
comunicantes nao precisam trocar entre si, como aconteceu na historinha do Bob e da
Alice. Foi esta invencao que inspirou o sistema de criptografia RSA.

Segundo o esquema que Diffie, Hellman e Merkle propuseram, Alice e Bob comegam
por acordar em dois nimeros. E estes podem ser piblicos, pois mesmo que o carteiro os
consiga descobrir nao terd como descobrir a chave do processo. Cada um deles escolhe
outro nimero, que mantém secreto. Feitas algumas contas, baseadas em aritmética mo-
dular, ambos chegam a um mesmo resultado: um nimero que mais ninguém conhece e
que sera a chave de codificagao das suas mensagens. O processo que inventaram ¢é relati-
vamente simples, embora muito engenhoso, e serd mostrado no quadro abaixo. Tudo se
passa de forma parecida com a da histéria dos dois cadeados. As chaves nao sao trocadas,

mas cada um acaba por poder abrir o cofre, sem que o carteiro, o consiga.

Em Singh (2011) temos um exemplo que retrata bem o processo matematico da
aritmética modular, envolvido nessas chaves publicas.

Os comunicantes, como Alice e Bob combinam os niimeros que servem: o primeiro
de base para uma potenciacao e o segundo para o médulo da congruéncia. Digamos que
tenham optado pelos nimeros 5 e 11. Estariam entao se referindo ao cédlculo de 5% e da

congruéncia no modulo 11. O expoente x seria secreto, a escolha de cada um deles.
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Alice escolhe 3 para seu nimero secreto (expoente da poténcia).
Alice calcula 5% = 125 e, através de congruéncia médulo 11, gera o ntimero 4, pois 125
dividido por 11 deixa resto 4.

Alice envia o resultado, 4, para Bob.

Bob escolhe 6 para seu nimero secreto (novamente o expoente da poténcia)
Bob calcula 5% = 15625 e, através de congruéncia médulo 11, gera o nimero 5, pois 15
625 dividido por 11 deixa resto 5.

Bob envia o resultado, 5, para Alice.

Note que, mesmo que esses dois nimeros que eles enviaram um ao outro, fossem
interceptados, as pessoas nao teriam como saber a chave final do processo.

Alice pega o resultado de Bob, 5, e o seu niimero secreto, 3, e calcula? 5% =

125 = 4 mod 11 (125 dividido por 11 deixa resto 4).

Bob pega o resultado de Alice, 4, e o seu ntimero secreto, 6, e calcula 45 = 4096
4 mod 11 (4096 dividido por 11 também deixa resto 4).

Veja que Alice e Bob encontraram o mesmo nimero, 4, sem que tivessem infor-
mado um ao outro os seus numeros secretos pessoais. Esse nimero seria agora usado
como chave para a composicao das mensagens criptograficas. A congruéncia, como foi
aplicada aqui, funcionou exatamente como a histéria dos cadeados e do correio.

Tente fazer com outros niimeros secretos, verifique que vocé sempre ird obter re-

sultados iguais.

Atualmente, muitas transacoes que envolvem dinheiro sao feitas de maneira eletronica,
como compras por cartao de crédito via internet, por exemplo. As informagoes referentes
a essas diversas transacoes seguem por linhas telefonicas ou redes de alta velocidade, e em
ambos os casos, podem ser facilmente interceptadas. O processo de envio de informagoes
e a tentativa de intercepta-los, pelos chamados “hackers”, é uma luta que se trava inim-

terruptamente na internet.

Para que essas informagoes nao trafeguem em aberto por esses canais de trans-
missao, o uso da criptografia é muito importante para que as mesmas sejam codificadas
de tal forma que somente os bancos, empresas de cartao de crédito, lojas, etc., que a estao

sendo utilizando consigam ler essa informagoes.
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E légico que o processo matematico e os algoritmos utilizados na criptografia
sao muito mais complexos do que mostramos neste material, a comegar pelos nimeros
utilizados, que sao nimeros primos muito, mas muito grandes.

Utilizamos exemplos com chaves criptograficas simples, apenas para mostrar a

relacao que existe entre a aritmética modular e esse tema.
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Capitulo 3

Relato sobre o curso

Neste capitulo, faremos um breve relato da aplicacao da proposta de ensino de
Aritmética Modular realizada no curso para o 5° semestre do Curso de Nivel Médio
Integrado de Quimica do IFMT Campus Bela Vista.

Nesse relato, incluimos observagoes sobre fatos importantes ocorridos durante as
aulas ministradas nesse curso, em relagao a utilizacao dos conceitos aprendidos pelos alu-
nos em alguns assuntos anteriormente estudados na disciplina de matemética do Ensino

Médio.

3.1 Inicio do curso

Inicialmente foi encaminhado ao Departamento de Ensino do IFMT Campus Bela
Vista um projeto (Anexo II) contendo o tema a ser trabalhado: objetivos e justificativa
do curso, desenvolvimento, material necessario e solicitacao de uma autorizacao para
ministrar o curso para algumas turmas do curso de Quimica do IFMT Campus Bela
Vista.

Como o curso teve inicio em outubro, nao foi possivel ministrar as aulas para
todas as turmas previstas, pois ja estava em andamento, no campus Bela Vista, outro
projeto que visava preparar os alunos para prestarem o ENEM no final daquele meés.
Apenas o 52 semestre do curso de Quimica possufa um hordario disponivel para aplicagao

do mesmo.
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Para estimular a participacao desses alunos, foram feitas avaliacoes sobre os
contetidos ministrados no curso, paralelamente as avaliacoes normais do 2° bimestre, ou
seja, avaliagao mensal e bimestral, sendo que a nota das avaliagoes do curso, que totaliza-
vam um total de 10 pontos, substituiria a menor das notas referentes as duas avaliacoes
do bimestre. Dessa forma houve a participacao de todos os alunos do 5° semestre cuja

relacao de nomes se encontra no Anexo III.

3.2 Observacoes sobre as aulas

Na Unidade 1 foi apresentado o Principio da Inducao Finita e apesar de nao ser
o objetivo do curso prepara-los para utilizar com destreza esta ferramenta, nao podemos
deixar de observar que a aplicacao desse principio proporcionou uma excelente oportuni-
dade para trabalhar assuntos como produtos notaveis e fatoracao de expressoes algébricas,
pois as demonstragoes presentes nessa unidade e que utilizam esse principio, necessitam
de manipulacoes algébricas que envolvem esses assuntos. Dessa forma pudemos mostrar
uma aplicacao para assuntos que normalmente os estudantes apresentam dificuldades de
aprendizagem.

Nas Unidades 2 e 3 apresentamos os conceitos de Divisibilidade, Divisao Eucli-
diana, Numeros Primos, Maximo Divisor Comum e Minimo Multiplo Comum, que ja
haviam sido abordados em séries anteriores, por isto os alunos nao apresentaram muita
dificuldade em entender a forma como os mesmos foram apresentados, embora inicial-
mente seja comum a confusao da notagao alb (a divide b ) com uma fragao, de (a,b)
(méximo divisor comum entre a e b) com um par ordenado ou de [a, b] (minimo miltiplo
comum) com um intervalo.

Aproveitamos a demonstracao do Pequeno Teorema de Fermat para mostrar uma
aplicacao do binomio de Newton, que é utilizado na demonstracao feita na Unidade 3. Ao
final destas trés unidades aplicamos a primeira avaliacdo (Anexo IV) com o objetivo de
verificar o aprendizado dos conceitos, das notagoes e de algumas propriedades estudadas

nessas unidades.
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Nas unidades seguintes desenvolvemos a parte principal desse trabalho, ou seja,
a introducao da Aritmética Modular através da resolugao de exercicios contextualiza-
dos e observamos fatos interessantes ao trabalharmos conceitos que nao sao abordados
normalmente no ensino médio.

Numa determinada aula do curso, introduzimos o conceito de Congruéncia Mo-
dular e resolvemos alguns exercicios para fixar a notacdo a = b mod m . Na mesma
semana em que ocorreu essa aula, estuddvamos num dos conteidos normais do semestre,

0 que ocorria com as poténcias da unidade imaginaria dos niimeros complexos, ou seja:

i =1 it =1 S =1 i =1
it =i i® =i i) =i it =
i?=—1 i =—1 0= —1 it =
i3 = —i iT=—i ittt =— it? =

Ao verificar que os resultados das poténcias da unidade se repetiam a cada quatro
poténcias, o aluno Rafael Franca perguntou se podia utilizar o que estavamos estudando
no curso nesse assunto. Respondi que era possivel e aproveitei para lancar um desafio, ou
seja, como poderiamos utilizar a notacao de congruéncia na tabela observada acima.

Apoés algumas tentativas e discussoes alguns alunos chegaram ao resultado espe-
rado, assim:

Seja i a unidade imaginaria e n € N, temos:
e n=0mod4=1"=1.
e n=1mod4=1i"=1.
e n=2mod4=1i"=—1.
e n=3mod4=1i"= —i.

Note que o aluno, ao assimilar o conceito de congruéncia, comega a relaciona-lo com outros
assuntos.

Ao final da Unidade 4 realizamos a segunda avalia¢ao (Anexo IV) para verificar a
assimilagao do conceito de congruéncia modular. Verificamos certa resisténcia em usar a
notagao de congruéncia na resolucao de exercicios contextualizados. Numa questao dessa

avaliacao tinhamos o seguinte problema:
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Uma empresa de coleta de lixo dividiu o municipio de Cuiabd em 171 areas para

realizar pontualmente a coleta de lixo nas residéncias.

Foi feito um cronograma para a coleta de lixo de acordo com o quadro abaixo.

Tabela 3.1: Cronograma de coleta de lixo

Domingo | Segunda | Terca | Quarta | Quinta | Sexta | Sabado
1 2 3 4 5) 6 7
8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24

Determine em que dia da semana, a area de nimero 166 deve esperar o caminhao de lixo.

Nessa questao, alguns alunos completaram a tabela até chegarem ao nimero 166,
a maioria efetuou a divisao euclidiana por 7, encontrando resto 5 e concluindo que o dia
correto seria quinta-feira, porém apenas dois alunos utilizaram a notagao 166 = 5 mod 7
para justificar a resposta.

Apos estudarmos algumas propriedades das congruéncias modulares em relagao
as operagoes de adi¢ao e multiplicagao na unidade 5, retornamos ao assunto das poténcias
dos nimeros complexos propondo um novo desafio, ou seja, utilizar a propriedade da

adicao nas congruéncias modulares para calcular o valor da expressao:

No estudo dos numeros complexos ja haviamos demonstrado que a soma de quatro

poténcias consecutivas da unidade imagindaria i é sempre igual a 0, ou seja:
Z'TL _|_ in+1 + ,l»n+2 + Z'TL+3 — 0

Observe os exemplos abaixo:

8
a) Y i"=("+i+ i)+ (i T+ =04+0=0.

n=1
Note que 8 = 0 mod 4.

9
b)Y it =it (PP it )+ (O i+ i) =i+ 0+ 0=,

n=1
Note que 9 = 1 mod 4.
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10
o) Y im=i' i (P it P i)+ (T B+ +40) = 141,

n=1
Note que 10 = 2 mod 4.

11
QY =i P (P )+ (i) = L

n=1
Note que 11 = 3 mod 4.

O objetivo desses exemplos era chegar a conclusao que:

Zi”zO,senzOmodéL
n=1

° Zz’”:i,senzlmodll.

n=1
° Zi":—1+i,sen52mod4.
n=1

° Zi":—l,senEBmodél.

n=1

Durante as aulas dessa unidade, observamos como a assimilacao desse novo con-

ceito pode auxiliar na resolucao de problemas tradicionais de uma forma mais simples.

Observe o problema proposto em sala:

Exemplo 3.2.1 Considere a seguinte progressao aritmética: (10, 17, 24, 31,
38,...). Verifique se os niimeros abaixo sao termos que pertencem a essa Progressao
Aritmética (P.A).
a) 773
b) 51" +1

Para resolvermos esta questao utilizando a congruéncia modular necessitavamos
calcular o termo geral a,, dessa progressao. No ensino médio, para calcular o termo geral
dessa Progressao Aritmética, utilizamos a férmula do termo geral, ou seja:
ap=a1+Mn—-1).ra,=10+(n-1).7a,=Tn+3

Observamos entao que qualquer termo dessa progressao ¢ um miultiplo de 7 mais

3, o0 que equivale a dizer que a,, = 3 mod 7.
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Neste momento da aula, a aluna Fernanda Dias interrompeu-me fazendo a se-
guinte observagao: “Entao, professor, se a razao é 7 basta eu verificar que o primeiro
termo ¢ igual a 7+ 3 e concluir que o termo geral é igual a 7.n + 3”.

Antes de concluir o exercicio, aproveitei para discutir com a sala essa observacao,
propondo o calculo do termo geral das progressoes aritméticas abaixo, da forma como a
Fernanda havia proposto:

a) (9, 17, 25, 33, ....)
b) (11, 17, 23, 29, ...)
c) (2,9, 16, 23, ...)
d) (3,8, 13,18, ... )
e) (7,9, 11, 13, ... )

Nos itens a) e b) nao houve dificuldades, ou seja:
a) Na progressao (9, 17, 25, 33, ....) a razdo é igual a 8 e temos 9 = 8 4+ 1, ou seja
9 = 8.1+ 1, logo podemos concluir que o termo geral dessa P.A. é a,, = 8.n + 1, ou seja,
a, =1 mod 8.
De fato, temos :
(9=81+1,17=82+1,25=83+1,33=84+1...,a, =8n+1)
b) Da mesma forma, na progressao (11, 17, 23, 29, ....) a razado é igual a 6 e temos
11 =6+ 5, ou seja 11 = 6.1 + 5, logo podemos concluir que o termo geral dessa P.A. é

a, = 6.n + 5, ou seja, a,, = 5 mod 6.

Nos itens c) e d), os alunos tiveram um pouco de dificuldade pois nessas sequéncias
o primeiro termo é menor que a razao, mas apés algumas discussoes, chegaram a seguinte
conclusao:
c) Na progressao (2, 9, 16, 23, ....) a razao é igual a 7 e temos 2 = 7 — 5, ou seja
2 =17.1—-15, logo podemos concluir que o termo geral dessa P.A. é a,, = 7.n — 5, ou seja,
a, = —5=2mod 7.
d) Na progressao (3, 8, 13, 18, ....) a razao é igual a 5 e temos 3 = 5 — 2, ou seja
3 =5.1 -2, logo podemos concluir que o termo geral dessa P.A. é a,, = 5.n — 2, ou seja,

a, = —2 =3 mod 5.
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Observe que essas sequéncias tem a forma é a,, = bn+1r, com b,r € Z, n € Ne
|r| < b.

Este fato nao ocorre com a sequéncia do item e), ou seja:
e) Na progressao (8, 11, 14, 17,...) arazao é igual a 3 e temos 8 = 3+5, ouseja 8 = 3.1+5,
logo podemos concluir que o termo geral dessa P.A. é a,, = 3.n + 5.

Neste caso devemos notar que a, = 5 = 2 mod 3.

A nocao de congruéncia modular e a pratica de resolver exercicios utilizando esse
conceito, estimula o raciocinio do aluno levando-o a buscar outras solucoes mais simples
para problemas anteriormente resolvidos a partir de uma férmula decorada.

Este raciocinio foi utilizado em uma questao pelo aluno Allif na terceira avaliacao

(Anexo IV) sobre as propriedades das congruéncias modulares, na seguinte questao:

03- O quadro abaixo representa uma parte de uma tabela que pode continuar sendo

preenchida indefinidamente.

A|B|/C|D|E|F|G|H]|I
112314567819
101112 (1314|1516 | 17| 18
1912021 (2223242526 |27

28

Responda:
a) Multiplicando um nuimero que pertence a coluna G com um nimero que pertence a

coluna H, em qual coluna estara o resultado desse produto?

Nesta questao o objetivo era avaliar a propriedade da multiplicagao nas con-
gruéncias modulares, ou seja, esperava-se que o aluno resolvesse a mesma da seguinte
forma:

Na coluna G, temos que g = 7 mod 9.
Na coluna H, temos que h = 8 mod 9.
Dessa forma, temos: g.h = 7.8 = 56 = 2 mod 9.

Logo o resultado deste produto estard na coluna B.

60



Porém, o referido aluno teve o seguinte raciocinio:
Na coluna G, temos g = 9.n — 2.
Na coluna H, temos h = 9.n — 1.

Dessa forma temos:
gh=9n—2).9n—1)=81n* —2Tn +2=9.(9n* - 3) +2 = 9.k + 2

Logo, g.h pertence a coluna B.

Apesar da resolugao deste aluno, nesta avaliagdo percebemos que a grande mai-
oria ja utilizava com mais frequéncia a notagao de congruéncia e as suas propriedades.
A principal dificuldade foi a aplicacao das propriedades das poténcias na obtencao dos

restos da divisao de niimeros muito grandes como no exemplo abaixo:

Exemplo 3.2.2 Determine o resto da divisao 51' + 1 por 7.

O aluno ja percebe que 51 = 2 mod 7, e portanto:
51 +1=2% 41

Porém, muitos ndo conseguem observar a igualdade: 2" = 2301 = (23)0.2 para utilizar

o fato de que 2° =1 mod 7.

Na Unidade 6, onde introduzimos o conceito de classes residuais, utilizamos a
estratégia de elaborar exercicios para que o aluno construisse as tabelas de adicao e
multiplicacao em Z,,, observasse os resultados obtidos nessas tabelas e chegasse a uma
conclusao sobre as propriedades dentro do anel das congruéncias moédulo m, principal-
mente sobre o elemento invertivel, pois utilizariamos essa propriedade em um exemplo da
préxima unidade.

Ao final da unidade efetuamos a quarta avaliacdo (Anexo IV), a dltima na forma
de prova individual escrita.

Quando finalmente chegamos a ultima unidade, os alunos encontravam-se em
periodo de provas bimestrais, entao, para nao sobrecarrega-los com mais contetudos e
para incentivar a participacao nas aulas do curso, elaboramos uma atividade em grupo
(Anexo IV) para introduzirmos a criptografia e verificarmos a relacao desse assunto com

as congruéncias modulares.
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Cada avaliacao, incluindo este ltimo trabalho, tinha o valor de 2,0 pontos, to-
talizando 10 pontos e substituiram uma das duas avaliagoes normais do semestre, caso a
nota fosse superior a uma delas. O resultado dessas avaliagoes se encontra no Anexo V.

Inicialmente haviamos previsto um total de 20 aulas para o curso, porém com
as avaliacoes necessitamos de um total de 30 aulas para concluir todas as unidades. O
universo de alunos para os quais a nossa proposta foi aplicada é muito pequeno para se
fazer avaliacoes e conclusoes significativas, o que fizemos aqui é apenas um breve relato
dos fatos mais relevantes observados nas aulas ministradas no curso e nas avaliagoes feitas

sobre o tema proposto neste trabalho.
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Consideracoes finais

Este trabalho teve como objetivo mostrar que a Aritmética modular é um tema
atual que pode ser introduzido no ensino médio através de uma proposta com énfase na
resolucao de exercicios contextualizados.

Para isto, mostramos no desenvolvimento da proposta a resolugao de exercicios re-
tirados de vestibulares recentes: ENEM, FUVEST, Olimpiadas Brasileiras de Matematica
(OBMEP) e de livros didaticos recém publicados.

Na resolucao desses exercicios, abordamos varios assuntos ministrados no ensino
médio, tais como Progressoes Aritméticas, Progressoes Geométricas, Matrizes, Geome-
tria Plana, Geometria Espacial, Nimeros Complexos entre outros. Mostramos que a
Aritmética Modular, por meio do conceito de Congruéncia Modular e suas propriedades,
apresenta uma maneira diferente de resolver problemas, simplificando a resolucao dos
mesmos.

Durante a apresentagao da introdugao a Criptografia, um assunto que desperta
interesse nos alunos por estar relacionado com temas atuais como seguranca na internet,
apresentamos uma aplicacao pratica do tema, mostrando a relacao existente entre esse
assunto e a Congruéncia Modular.

Como produto deste trabalho elaboramos duas video - aulas sobre Congruéncia
Modular e algumas de suas propriedades, com o objetivo de facilitar a compreensao desta
proposta (disponivel em: http:// marcobazuca.blogspot.com.br). Elaboramos também
uma apostila (disponivel em: http:// marcobazuca.blogspot.com.br) sobre Aritmética
Modular contendo os assuntos trabalhados nessa dissertacao e exercicios propostos para
o aluno.

Na aplicacao dessa proposta num curso ministrado para uma turma do 5° se-
mestre do Curso de Nivel Médio Integrado em Quimica do IFMT Campus Bela Vista,

observamos que os alunos nao apresentaram dificuldades em assimilar o conceito de con-
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gruéncia e conseguiram relacionar o tema com outros assuntos ja estudados no ensino
médio, além de apresentar solucoes diferentes para problemas tradicionais utilizando esse
conceito e suas propriedades.

Nessa proposta podem ser incluidos outros assuntos que apresentam varios pro-
blemas contextualizados, tais como, Congruéncias Lineares, Equacoes Diofantinas e o
Teorema do Resto Chinés, e que nao foram abordados neste trabalho devido a duragao
do curso no qual a proposta foi ministrada.

Finalmente, observamos neste trabalho que a Aritmética Modular é um assunto
que motiva a aprendizagem por ser de facil contextualizagao, proporciona a elaboragao
de atividades didaticas desafiadoras, mostra a realizacao das operacoes aritméticas de
uma forma diferente da tradicionalmente apresentada aos alunos, além de reforcar a im-
portancia de alguns conceitos béasicos, como a divisibilidade e os niimeros primos. Dessa
forma, acredito que a introducao desse assunto no Ensino médio seja de grande auxilio

no desenvolvimento do pensamento aritmético e algébrico de nossos alunos.
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Apendice: Material adicional

A.1 Anexo I - Listas de Exercicios
Unidade 2 - Divisibilidade
1-Mostre que, para todo n € N:

a) 8|3%" + 7
b) 657+ +1

2- (Unicamp)
a) Qual o quociente e o resto da divisao de 3875 por 177

b) Qual o menor nimero natural, maior que 3785 que é multiplo de 177

3- Determine o menor nimero que se deve somar a 8746 para se obter um multiplo

de 11 aumentado de 4 unidades.

4- A soma de dois ntimeros inteiros positivos € igual a 56. Dividindo o maior pelo menor,

obtém-se quociente 5 e resto 4. Determine o valor desses niimeros.

5- Sejam a e b dois nimeros inteiros. Dividindo-se a por b obtemos quociente 7 e resto
3. Se aumentarmos o dividendo a de 2 unidades e aumentarmos o divisor b de 1 unidade,
obtemos quociente 6 e resto 7. Determine o valor de a — b.

6- Determine o maior imero natural que dividido por 13 deixa o quociente igual ao
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dobro do resto.

7-(PUC Campinas) Seja x um numero natural que ao ser dividido por 9 deixa resto 5
e ao ser dividido por 3 deixa resto. Sabendo-se que a soma desses quocientes é 9, pode-

mos afirmar corretamente que x € igual a:

8 - (Unb) Trés nimeros naturais a,b e ¢ sdo tais que a + b + ¢ = 131. Na divisao de
a por b, o quociente é 1 e o resto é 9, e na divisao de ¢ por b, o quociente ¢ 9 e o resto é 1.

Ache a diferenca entre o maior e o menor nimero.

9 - Discuta a paridade:

a) da soma de dois nimeros.

b) da diferenca de dois ntmeros.
¢) do produto de dois niimeros.

d) da poténcia de um niimero.

10 - Seja m um nimero natural. Mostre que um, e apenas um, nimero de cada terna
abaixo ¢ divisivel por 3.

a) n;n+2;n+4

b) n;n+ 10;n + 23

c)mn+1;2n+1

11- Mostre que todo quadrado perfeito é da forma 4k ou 4k + 1.
12-Mostre, para todo a € Z, que:
a) 2la* —a

b) 3la® — a
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c) 5la® —a

Unidade 3 - Numeros Primos

1-Decomponha os niimeros abaixo em fatores primos:
a) 392
b) 525
c) 4400

2-Determine:
a) (124, 250)

b) [48, 70]

03- Sejam os nimeros a = 2".32.7 e b = 2.3°. Se [a,b] = 1512, entdo,o valor de n

[N

04 - (UFMG MG/2001) O ntmero n é o méaximo divisor comum dos nimeros 756 e
2205. Entao, a soma dos algarismos de n é igual a:
a) 3

) 8
)9
) 13

o =3

o,

05 - (PUC PR/2003) O produto de 2 nimeros, ndo primos entre si é 990, entao o maximo
divisor comum entre eles é:

a) 2

b) 3
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06-De uma estacao urbana partem onibus de trés linhas diferentes, A, B e C. Os 6nibus
da linha A partem a cada 10 minutos, os da linha B a cada 12 minutos e os da linha C a
cada 18 minutos. Sabe-se que as 08 horas partiram simultaneamente, 6nibus dessas trés

linhas. Qual serd o préximo horario que isto ocorrerd novamente?

07- Matheus decidiu contar quanto dinheiro tinha economizado em moedas e verificou
que possuia 216 moedas de 1 real, 360 moedas de 50 centavos e 450 moedas de 25 centa-
vos. Resolveu separar as moedas em pacotes contendo a mesma quantidade de moedas e
somente moedas de mesmo valor, de tal forma que, o nimero de pacotes obtidos seja o
menor possivel. Dessa forma, o valor contido em cada pacote de moedas de 50 centavos,

em reais, é igual a:

08- Uma espécie de cigarra que existe somente no leste dos EUA passa um longo periodo
dentro da terra alimentando-se de seiva de raizes, ressurgindo apés 17 anos. Em revoada,
os insetos dessa espécie se acasalam e produzem novas ninfas que irao cumprir novo ciclo
de 17 anos.

Em 2004, ano bissexto, os EUA presenciaram outra revoada dessas cigarras. O proximo
ano bissexto em que ocorrera uma revoada da futura geracao de cigarras sera:

a) 2072.

b) 2068.

c) 2076.

d) 2080.

e) 2086.
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09- Um funcionario de uma biblioteca deve empacotar 72 livros de Historia, 180 livros de
Portugueés e 288 livros de Matematica, de modo que cada pacote contenha a mesma quan-
tidade de livros e somente livros de uma mesma disciplina. Sabendo que o funcionario
colocou a maior quantidade possivel de livros dentro de cada pacote, é correto afirmar
que:

a) o total de pacotes formados é igual a 12

b) o nimero de pacotes contendo livros de Histéria é igual a 5

¢) o numero de pacotes contendo livros de Portugués é igual a 6

d) o nimero de livros em cada pacote é igual a 18

e) o numero de pacotes contendo livros de Matemética é igual a 8

10 - (FUVEST) No alto de uma torre de uma emissora de televisdo, duas luzes “pis-
cam”com frequéncias diferentes. A primeira “pisca”15 vezes por minuto e a segunda
“pisca”10 vezes por minuto. Se num certo instante as luzes piscam simultaneamente,

apos quantos segundos elas voltaram a piscar simultaneamente?

11 - (UNESP SP/2005) Uma faixa retangular de tecido deverd ser totalmente recortada
em quadrados, todos de mesmo tamanho e sem deixar sobras. Esses quadrados deverao
ter o maior tamanho (area) possivel. Se as dimensoes da faixa sdo 105 cm de largura por

700 cm de comprimento, o perimetro de cada quadrado, em centimetros, sera:

a) 28.
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12 - (UFMG MG/2005) No sitio de Paulo, a colheita de laranjas ficou entre 500 e 1
500 unidades. Se essas laranjas fossem colocadas em sacos com 50 unidades cada um,
sobrariam 12 laranjas e, se fossem colocadas em sacos com 36 unidades cada um, também
sobrariam 12 laranjas. Assim sendo, quantas laranjas sobrariam se elas fossem colocadas
em sacos com 35 unidades cada um?

a) 4
b) 6

)7
)2

o

o,

Unidade 4 - Congruéncia Modular

01-Determine se o dia 23/03/10 (822 dia do ano) e o dia 08/10/10 (2819 dia do ano)
caem no mesmo dia da semana, sabendo que o dia 1° de janeiro de 2010 foi uma sexta
feira? (justifique a sua resposta através de calculos, sabendo que nao existe um calendario

em maos)

02 - Assinale a alternativa FALSA abaixo:
a) 22 =67 mod 5

b) 38 = 74 mod 6

c) 87 =115 mod 7

d) 61 =93 mod 8

e) 46 = 67 mod 9

03- Uma empresa de coleta de lixo dividiu o municipio de Cuiaba em 171 areas para

realizar pontualmente a coleta de lixo nas residéncias. Foi feito um cronograma para a

coleta de lixo de acordo com o quadro abaixo:
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Domingo | Segunda | Terca | Quarta | Quinta | Sexta | Sabado
1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24
Determine:

a) Em qual dia da semana, a drea de nimero 166 deve esperar o caminhao de lixo.
b) Em qual dia da semana, a area de ntiimero 99 deve esperar o caminhao de lixo.

¢) Em quais dias da semana serdo atendidas um maior nimero de dreas?

04-Qual a 19932 letra da sequéncia ABCDEDCBABCDEDCBABCDEDCBA ...7

05-(ENEM 2013 - Adaptada) O ciclo de atividade magnética do Sol tem um periodo
de 11 anos. O inicio do primeiro ciclo registrado se deu no comeco de 1755 e se estendeu
até o final de 1765. Desde entao, todos os ciclos de atividade magnética do Sol tém sido
registrados.

Seja N um ano pertencente ao atual ciclo solar. Se N = 2 mod 11, entao, é correto afirmar
que N é:

a)o segundo ano desse ciclo.

b) o terceiro ano desse ciclo

¢) o ultimo ano desse ciclo

d) o oitavo ano desse ciclo

e) o nono ano desse ciclo

06-Uma empresa, a fim de cumprir o prazo de entrega de suas mercadorias, colocou seus

funcionérios em regime de trabalho ininterrupto, estabelecendo trés turnos de atividades.
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Estima-se que serao necessarias 822 horas de trabalho. Se esse regime iniciou as 08 horas
do dia 06/09/2010 (segunda-feira) e o servigo nao vai parar nem nos finais de semana,

qual o dia da semana e a que horas encerra-se esse regime de trabalho?

07-(UERJ - Adaptada) Em uma boate hé luzes vermelhas, verdes e amarelas. Quando
a boate comeca a funcionar, as lampadas sao acesas simultaneamente. A partir dai, a
cada b segundos as lampadas vermelhas sao apagadas, se estiverem acesas ou, acesas se
estiverem apagadas. O mesmo acontece com as lampadas verdes a cada 15 segundos e
com as amarelas a cada 30 segundos. Se a boate comegou a funcionar as 21 h, pode-se
afirmar que as 21h 50 min 32 s, estarao acesas:

a) Todas as lampadas

b) Lampadas de apenas duas cores diferentes.

c¢) Somente lampadas vermelhas

d) Somente lampadas verdes

e) Somente lampadas vermelhas

08- (FUVEST) Os nuimeros inteiros positivos sao dispostos em “quadrados”da seguinte

maneira:

1 2 3 10 11 12 19
4 5 6 13 14 15
7 8 9 16 17 18

O numero 500 se encontra em um desses “quadrados”. Determine em qual “quadrado”esta,

linha e coluna.

9- [OBMEP (2012), Banco de Questoes| Estefania tem cinco cartas marcadas com as
letras A, B, C, D e E, empilhadas nessa ordem de cima para baixo. Ela embaralha as
cartas pegando as duas de cima e colocando-as, com a ordem trocada, embaixo da pilha.
A figura mostra o que acontece nas duas primeiras vezes em que ela embaralha as cartas.

Se Estefania embaralhar as cartas 74 vezes, qual carta estara no topo da pilha?
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Figura A.1: Cartas II

Se Estefania embaralhar as cartas 74 vezes, qual carta estara no topo da pilha?

Unidade 5 - Propriedades das Congruencias Modulares

01- A tabela apresentada a seguir mostra uma sequéncia de niimeros naturais agrupados

em 9 colunas verticais (A, B, C, D, E, F, G,H,I) e seguindo a uma determinada ordenagao.

A|B|/C|D|E|F|G|H]|I
112131456 7]8]9
1011112 1 13|14 | 15|16 |17 |18
19 120 |21 | 22| 23|24 | 25|26 |27
28

Responda as perguntas abaixo:

a) Somando dois elementos da coluna G, em qual coluna estara o resultado dessa soma?
b) Multiplicando dois nimeros da coluna E, em qual coluna estaré o resultado desse pro-
duto?

¢) Seja h um elemento da coluna H. Em qual coluna estaré o resultado da potencia h*?
(Note que 8 = 64 = 1 mod 9)

d) Em qual coluna se encontra o resultado do produto 9993. 27087
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e) Em qual coluna se encontra o resultado da potencia 65507

02 - Determine o resto da divisao de:
a) 63 por 5
b) (121 + 22'%)* por 7

03 - Seja a sequéncia (13; 21; 29;...). Qual dos nimeros abaixo é um termo dessa sequéncia?

a) 590

b) 267
c) 91° +2
d) 13* -1

04- (ENC-98) O resto da divisdo de 122 por 5 é:

O5 - Determine o resto da divisao da soma dos 100 primeiros termos da progressao

aritmética (11, 18, 25, 32, ...) por 7.

06- Considere a sequencia de matrizes:

1 2 3 10 11 12 19
4 5 6 13 14 15
7 8 9 16 17 18

Os nimeros abaixo sao elementos de uma determinada matriz dessa sequéncia. Determine
a linha e a coluna no qual se encontram localizados nessas matrizes.

a) 1000000085

b) 298

c) 908.813
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07- Dividindo-se o produto dos 20 primeiros termos da progressao geométrica (7,49,343,..)
por 43, encontramos resto igual a:

a) 0

b) 1

) 17

) 2
e) 42

@]

ol
w

(Sugestao: Aplique o pequeno teorema de Fermat)

08- Uma pista circular possui raio igual a 25 metros. Suponha que um mével esta no
ponto de partida dessa pista e comeca a percorré-la da seguinte forma: 6 metros na pri-
meira hora, 18 metros na segunda hora, 54 metros na terceira hora e assim sucessivamente
até a 1602 hora, sempre triplicando a distancia percorrida a cada hora. Dessa forma, qual
a distancia aproximada percorrida pelo mével apds passar pelo ponto de partida pela

ultima vez? ( Utilize para os cdlculos: 7™ = 3,14).

09- Dividindo um ntimero a por 13 encontramos resto igual a 7 e dividindo um nimero b

pelo mesmo divisor encontramos resto 10. Determine o resto da divisao de a?® + b'2.

54

10-(Colégio Naval - 2003) O resto da divisdo de 53" 4 783! 19131 1 151! por 12 ¢ igual a:
)

o

)
)

)
e) 11

@]

(o}

0
2
7
9
1

Unidade 6 - Classes Residuais

01-Complete as tabelas da adi¢ao e da multiplicagao para Z-.
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+ [ O] | O [ 2] B[4 | 5] | [6] O] | [ 2] | 3] | 4] | [5] | [6]
[0] (0]
1] 1]
2] 2]
3] 3]
[4] [4]
[5] [5]
[6] (6]

Responda as questoes abaixo:
a) Quais elementos de Z; sao invertiveis?

b) Z7 é um corpo?

02- Resolva a congruéncia linear:

3.X=4mod 7

03- Determine dois multiplos de 3 maiores que 200, que divididos por 7 deixam resto

4.

04- Construa a tabela de multiplicacao em Zg e diga quais elementos deZg sao invertiveis?

05 - Quais elementos de Zsy sao invertiveis?

Unidade 7 - Criptografia

01-Utilizando a tabela abaixo codifique as mensagens utilizando a chave K (Somar K)

indicada:
AIB|IC|DIE|F|G| H|T|J|K|L|M

0001 /02]03,04|05|06]|07|08]|09]|10]11 |12

13114 |15 |16 |17 |18 19|20 |21 | 22|23 |24 |25
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a) CRIPTOGRAFIA (K=7)
b) ENSINO MEDIO (K=12)
¢) CURSO TECNICO DE NIVEL MEDIO INTEGRADO EM QUIMICA (K=36)

02- A mensagem abaixo foi criptografada utilizando a chave 31 (Somar 31). Decodifi-

que a mensagemn.
GTFY KJYXFY

03- Uma mensagem foi codificada utilizando a multiplicacao de cada valor correspon-
dente das letras originais por 11 (Chave 11). Qual a letra original correspondente a letra

P no texto criptografado?

04 - A palavra abaixo foi codificada utilizando a multiplicacao de cada valor correspon-
dente das letras originais por 33 (Chave 33). Qual a palavra original?

HPAWEZ

05- Utilizando o método utilizado por Alice e Bob descritos no texto, descubra a chave
final do processo nos seguintes casos:

a) Numeros combinados por Bob e Alice: 7 e 13

Numero secreto de Bob: 2

Numero secreto de Alice: 5
b) Nimeros combinados por Bob e Alice: 4 ¢ 9

Numero secreto de Bob: 3

Numero secreto de Alice: 7
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A.2 Anexo II - Projeto Inicial do Curso

SERVICO PUBLICO FEDERAL
INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA DE MATO
GROSSO
CAMPUS CUIABA-BELA VISTA

Projeto: Aritmética Modular e Suas Aplicagoes no Ensino Médio

Autor: Prof® Marco Antonio de Oliveira Barros

Apresentacgao:
Este projeto faz parte do trabalho de conclusao de curso do Mestrado Profissional em
Matematica na UFMT e pretende levar aos alunos do ensino médio, nocoes basicas da

Aritmética Modular

Justificativa:

A aritmética modular envolve o conceito de congruéncia que é a relagao entre dois niimeros
que, divididos por um terceiro - chamado moédulo de congruéncia - deixam o mesmo resto.
Por exemplo, o nimero 16 é congruente ao nimero 9, médulo 7, pois ambos deixam resto 2,
ao serem divididos por 7. Representamos essa congruéncia do exemplo por 16 =9 mod 7.
Utilizamos frequentemente os restos das divisoes para resolver varios problemas dentro
do ensino da Matematica, muitos deles, relacionados ao nosso cotidiano. Apesar disto, a
aritmética modular nao esta presente nos curriculos do Ensino Bésico e do Ensino Médio.
Alguns trabalhos foram realizados sobre esse assunto em cursos de formagao continua-
das de professores do ensino Bésico, porém, acredito que a Aritmética Modular seria de

grande auxilio no desenvolvimento do pensamento aritmético e algébrico de nossos alunos.

Desenvolvimento do Projeto

O curso serd ministrado aos alunos do 5°, 6° e 7° semestre do Curso Técnico de Nivel
Médio Integrado de Quimica que se inscreverem para o mesmo. As aulas serao minis-
tradas no periodo vespertino, no horario das 17:30 as 18:30 apds o término do periodo
normal de aula, em uma das salas das referidas turmas durante os meses de outubro e

novembro, totalizando uma carga horaria de 20 horas.
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Material Necessario para o Curso:

Cépias das listas de atividades que serao propostas aos alunos semanalmente

Roteiro do Curso:

Introdugao: Um breve historico sobre os surgimento da Aritmética Modular de Gauss.
Divisibilidade e o Algoritmo da Divisao de Fuclides

Numeros primos e o Pequeno Teorema de Fermat

A Congruéncia Modular ( @ = b mod m )

Propriedades das congruéncias modulares

Aplicagoes praticas da congruéncia e suas propriedades

Resolucao de congruéncias lineares simples

Aritmética Modular na criptografia

e A T B

Introducao as classes residuais

10. Conclusao

Consideragoes Finais:
Ao final do curso sera elaborada uma apostila com os contetdos trabalhados e as ativi-
dades realizadas no curso que sera apresentada no trabalho de conclusao de mestrado e

que deve ficar a disposi¢ao dos alunos do Campus IFMT Bela Vista na biblioteca.
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A.3 Anexo III - Lista de Alunos

Alunos do 5° semestre do Curso de Nivel Médio Integrado em Quimica

Allif Vinicius da Silva Neves

Carlos Augusto Barbosa D’Aurelio de Castilho
Danilo Barros dos Santos

Fernanda Ferreira Dias

Isabelle Rodrigues Fransosi

Izlia Morais de Paula

Julia Maria Alves de Oliveira Jaques
Jully Wyndy Arguelho Pereira
Kamilla Nicolau

Larissa Correa de Melo

Lidhiane Pessoa Andreotti

Matheus Ormond de Magalhaes
Rafael Correa da Silva

Rafael Franca Vidal

Silvano dos Santos Silva Junior
Thamara Pedroso Martins e Souza
Thaynara Bertelli Lima

Thaynara da Silva Santos

Valéria Ventura Miranda

Vitor Jorge Nascimento da Fonseca

Yasmin Maria Ferreira da Cruz Silva
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A.4 Anexo 1V - Avaliacoes

12 Avaliacao - Conceitos

Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia de Mato Grosso
Campus Cuiaba - Bela Vista

Nome: Turma:

1 -No estudo realizado sobre divisibilidade, a expressao a|b significa:

a) a dividido por b

b) a é multiplo de b

¢) a é maior que b

d) a sobre b

e) a divide b

2- Sejam a, b, c, k € Z, ¢ FALSO afirmar que:

a) Se alb, entao, existe um k € Z tal que b = k.a
b) 1|a, qualquer que seja o valor de a

¢) Se a|b entao, bla

d) Se alb e c|d, entdo, a.c|b.d

e) Se alb e b|c ,entao, alc

3 - (Teorema da divisao Euclidiana) Sejam a e b dois niimeros inteiros com a # 0. Existem

dois tinicos nimeros inteiros ¢ e r, com 0 < r < |a|, tais que:

a)a=(b+q).r
b)a=rq+b
c)g=ba+r
d)a=bqg+r
e)b=rq+a

4- Todo nimero inteiro n pode ser escrito em uma, e somente uma, das seguintes for-

mas:
a) 3k, 3k + 1,3k + 2
b) k, 2k, 3k
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) k+1,2k+2,3k+3
d) 3k, 3k + 1,3k + 2
e)k+1,k+2,k+3

5-Sea=235"7"eb=2%3°7211, calcule o valor de (a,b).

22 Avaliagao - Congruéncia Modular

Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia de Mato Grosso
Campus Cuiaba - Bela Vista

Nome: Turma:

01 - Sejam a,b,m € Z, com m > 1, se a = b mod m, entao, podemos afirmar que:
a) m|a.b

b) m|(a + b)

c) ml(b—a)

d) a|(m + b)

e) (b—a)lm

02 - Assinale a alternativa FALSA abaixo:
a) 22 =67 mod 5

b) 38 = 74 mod 6

c) 87 = 115 mod 7

d) 61 =93 mod 8

e) 46 = 67 mod 9

03- Uma empresa de coleta de lixo dividiu o municipio de Cuiaba em 171 areas para

realizar pontualmente a coleta de lixo nas residéncias.

Foi feito um cronograma para a coleta de lixo de acordo com o quadro abaixo:

83



Domingo | Segunda | Terca | Quarta | Quinta | Sexta | Sabado
1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24

Determine em que dia da semana, a area de nuimero 166 deve esperar o caminhao de

lixo.

04-(ENEM 2013 - Adaptada) O ciclo de atividade magnética do Sol tem um periodo
de 11 anos. O inicio do primeiro ciclo registrado se deu no comeco de 1755 e se estendeu
até o final de 1765. Desde entao, todos os ciclos de atividade magnética do Sol tém sido
registrados.

Seja N um ano pertencente ao atual ciclo solar. Se N = 2 mod 11, entao, é correto afirmar
que N é:

a) o segundo ano desse ciclo

b) o terceiro ano desse ciclo

¢) o ultimo ano desse ciclo

d) o oitavo ano desse ciclo

e) o nono ano desse ciclo

32 Avaliagao - Propriedades da Congruéncia Modular

Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia de Mato Grosso
Campus Cuiaba - Bela Vista
Nome: Turma:
01 - Determine o resto da divisao de :

a) 63 por 5

b) (121 + 22'5)* por 7
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02 - Seja a sequéncia (13; 21; 29;...).Qual dos nimeros abaixo é um termo dessa sequéncia?

a) 590
b) 267
c) 91° 4+ 2
d) 13* -1

03- O quadro abaixo representa uma parte de uma tabela que pode continuar sendo

preenchida indefinidamente.
A/B|C|D|E|F|G|H|I

112131456789
1011 112 1 13|14 | 15|16 |17 |18
19 120 | 21 | 22| 23| 24|25 |26 |27
28

Responda:

a) Multiplicando um ntimero que pertence a coluna G com um nimero que pertence a
coluna H, em qual coluna estara o resultado desse produto?

b) Escolhe-se 10 nimeros de cada uma das colunas A, B, C e D. O resultado da soma

desses 40 ntimeros pertence a qual coluna?

42 Avaliagao - Classes Residuais

01-Complete as tabelas da adicao e da multiplicacao para Zs.

+ [ O] | O [ 21| 81 [4) | 5] | (6] || - [[o] | (]| [21 | [3) | [4] | [5] | [6]
[0] [0]
1] 1]
2] 2]
3] 3]
[4] [4]
[5] [5]
[6] (6]
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02- Resolva a congruéncia linear:

3.X=4mod7

03- Determine dois multiplos de 3 maiores que 200, que divididos por 7 deixam resto

4.

04- Quais elementos de Zg sao invertiveis?

52 Avaliagao - Trabalho sobre Criptografia

01-Utilizando a tabela abaixo codifique as mensagens utilizando a chave K (Somar K)

indicada:

A|IB|/C|/D|/E|F|G|H|T|J|K|L|M
00]0102|{03,04|05|06]|07 08|09 |10 11|12

NIO|P|Q|R|S|T|U|VI W Y |X|Z
13114 |15 |16 | 17 |18 {19 {20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25

a) ARITMETICA MODULAR (K=05)
b) ARITMETICA MODULAR (K=31)
¢) CURSO TECNICO DE NIVEL MEDIO INTEGRADO EM QUIMICA (K=11)
d) CURSO TECNICO DE NIVEL MEDIO INTEGRADO EM QUIMICA (K=37)

02- O que vocé observou no exercicio acima? Porque isto acontece?

03- De quantas maneiras diferentes podemos criptografar uma mensagem utilizando este

método?
04- A mensagem abaixo foi criptografada utilizando a chave 33. Decodifique a men-
sagem.

IVHZ MLXPHZ
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05- Seja X o numero correspondente a letra original da mensagem , Y o numero da

letra que a substituirda no cédigo e K o nimero da chave utilizada. Como podemos repre-

sentar a relacao entre X e Y utilizando a congruéncia modular?

A.5 Anexo V - Resultado das Avaliacoes

Tabela 3.2: Resultado das Avaliagoes

Aluno Avaliacao I | Avaliacao IT | Avaliagao III | Avaliacao IV | Trabalho | Média Final
Allif 1,2 1,5 2,0 1,6 2,0 8,3
Carlos 0,8 1,0 0,0 0,8 2,0 4,6
Danilo 1,6 0,5 1,2 1,2 2,0 6,5
Fernanda 1,6 1,5 1,6 1.6 2,0 8,3
I[sabelle 0,4 1,5 1,4 0,8 2,0 6,1
Izlia 1,6 2,0 1,6 0,8 2,0 8,0
Jilia 1,2 1,0 0,8 1,2 2.0 6,2
Jully 0,4 0,5 0,2 0,2 2,0 3,3
Kamilla 0,8 0,5 1,0 0,8 2,0 5,1
Larissa 0,8 2,0 0,8 0,8 2,0 6,4
Lidhiane 0,4 1,0 0,4 1,6 2.6 5,4
Matheus 2,0 1,0 1.8 1,6 2,0 8,4
Rafael C. 1,6 1,5 0,4 1,0 2,0 6,5
Rafael F. 1,6 2,0 1,8 1,2 2,0 8,6
Silvano 1,6 1,0 1,2 1,2 2,0 7,0
Thamara 1,6 1,0 0,8 0,8 2,0 6,2
Thaynara B 1,6 1,5 1,6 1,2 2,0 7,9
Thaynara S. 0,8 0,5 0,4 0,8 2,0 4,5
Valéria 1,2 1,5 0,4 1,2 2,0 6,3
Vitor 0,8 1,6 0,4 1,0 2,0 5,7
Yasmin 1,6 1,5 0,6 1,2 2,0 6,9
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