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RESUMO

Este trabalho apresenta a importancia da visualizacdo das imagens
graficas produzidas com o uso de recursos tecnologicos em busca de um
ensino mais dindmico e mais atraente para alunos e professores. Estes
recursos favorecem a construcéo grafica e possibilitam uma melhor anélise das
imagens geradas devido a todos os recursos de um software de geometria
dindmica. Assim, a fim de que os alunos degustassem um pouco de seus
proprios equipamentos tecnolégicos em sala de aula, foram elaboradas uma
série de atividades para que eles pudessem resolver problemas pertinentes ao
cotidiano, aplicados a outras ciéncias ou mesmo questionamentos puramente
matematicos sempre gerando graficos com o auxilio do geogebra e, através da

visualizagéo, chegando a uma solugéo.

Palavras-chave: Ensino, Visualizacdo, Grafico, Tecnologia, Geogebra.



ABSTRACT

This paper presents the importance of the graphic display images
produced with the use of technological resource in search of more
dynamic and attractive education for the students and teachers.
These resources favor the graphical construction and enable better analysis of
the generated images due to all the features of a dynamic geometry software.
So, in order that students use more the technological equipment in the
classroom, were prepared one series of activities so that they could solve
relevant problems day-a-day, applied to other sciences or even purely
mathematical questions always generating graphics with the help of GeoGebra

and, through visualization, reaching a solution.

Keywords: Teaching, Visualization, Graphic, Technology, Geogebra.



SUMARIO

APRESENTACAOQ ..ottt ane 12
1 O USO DE FERRAMENTAS TECNOLOGICAS .....ccooveiieeeteeeeeeeeeee e 13
2 VISUALIZACAO EM MATEMATICA ....oviieiieeeeeeeeeeee et 18
2.1 AVISUALIZAGAO NO ENEM.....c.oooiiriiiicirineccie s 24
2.2 A IMPORTANCIA DA VISUALIZACAO NO CALCULO DIFERENCIAL E
NI =TCT 2 R 42
I 0] =[N 48
ST 51 =110 2{[07.Y0 TR 48
3.2 ENUNCIADOS DAS ATIVIDADES E ANALISE DOS RESULTADOS
APOS APLICACAOQ ..ottt ettt ae st te st eeene e eaene e 50
4 CONCLUSAOD. ...ttt ettt et et e et e et e et et e eaeeteeaeies 64

REFERENCIAS



Quem ndo compreende um olhar,

tampouco compreendera uma longa

. explicacdo. (Mério Quintana)
APRESENTACAO

Este trabalho tem como objetivo principal mostrar como a visualizagcéao
das representacfes graficas pode contribuir para o ensino e a aprendizagem
de diversos topicos de matematica. Para isso foi desenvolvida uma oficina com
alunos do 1° ano do ensino médio de uma escola publica situada no municipio
de Nova Friburgo no estado do Rio de Janeiro usando o software Geogebra
como ferramenta tecnoldgica. As atividades elaboradas para esta oficina
seguem um roteiro que sugere ao aluno interagir com as representacdes
gréficas, sistemas de escrita algébricos, além de modelagem de problemas
apresentados na lingua materna, objetivando a solucdo das atividades
baseando-se puramente na visualizacdo das imagens graficas geradas.

O primeiro capitulo apresenta a importancia das ferramentas tecnolégicas
na interacdo da &lgebra e da geometria, destacando toda a visualizacdo
proporcionada por tais ferramentas. O capitulo 2 trata da importancia das variadas
representacfes semidticas no ensino e na aprendizagem da matematica e a
relevancia visualizacdo nas pesquisas em educacdo matematica. Este capitulo
faz uma breve analise do ENEM sobre o ponto de vista das visualizagbes e tem
como objetivo mostrar a importancia das representacdes graficas nos conceitos e
teoremas do calculo. O terceiro capitulo dedica-se a apresentacédo e analise das
atividades aplicadas na oficina. E por fim uma concluséo levando em conta todo o
retorno dos alunos ao trabalharem com o uso da tecnologia nas representacoes,

visualizagOes e resolucéo dos problemas apresentados nas oficinas.
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“Na nossa era, dominada pela
informacé&o, pela comunicagéo e pelas
novas tecnologias, a matematica esté a
descobrir novas portas que tem de
abrir. (Devlin)

1. O USO DE FERRAMENTAS TECNOLOGICAS

Vivemos atualmente em uma sociedade com grande avanco tecnoldgico
onde a informatica esta cada vez mais préxima do cotidiano das pessoas. Seja
no trabalho ou fora dele, o uso de computadores, smartphones e tablets esta
se tornando cada vez mais presente.

Na escola ndo poderia ser diferente, cada vez mais cedo jovens
mostram afinidade com o uso de ferramentas tecnolégicas, faltando porém,
agregar o uso destas tecnologias nas atividades curriculares desenvolvidas em
sala de aula.

Infelizmente, por varios motivos, poucos jovens apreciam a matematica,
pelo menos da forma como ela é apresentada na educacao béasica. Contudo,
ao se formar no ensino médio espera-se que o0s alunos desenvolvam
habilidades de ler, interpretar e utilizar representacdes matematicas (tabelas,
graficos, expressbes etc.), além de utilizar adequadamente 0s recursos
tecnologicos para a producao de conhecimento e de comunicacao.

A fim de reformular e nortear a educagdo no Brasil, os PCNs foram
criados e apontam para a necessidade de um redirecionamento do ensino de
matematica para que este favoreca o0 desenvolvimento de habilidades e
procedimentos que serdo necessarios para que os alunos possam se orientar
num mundo em constante movimento. Desta forma PCNs consideram que 0s

professores devem perceber que "... habilidades como selecionar informacoes,
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analisar as informacdes obtidas e, a partir disso, tomar decisdes exigirdo
linguagem, procedimentos e formas de pensar matematicos que devem ser
desenvolvidos ao longo do Ensino Médio, bem como a capacidade de avaliar
limites, possibilidades e adequacéo das tecnologias em diferentes situacdes."

Portanto um redirecionamento no ensino de matematica deve acontecer
no sentido de levar em conta todo desenvolvimento tecnolégico de softwares
matematicos para os mais diversos equipamentos tecnolégicos.

Ponte na década de 80 ja tinha a visdo de que "O computador, pelas
suas potencialidades a nivel de célculo, visualizacdo, modelacédo e geracdo de
micromundos, é o instrumento mais poderoso de que atualmente dispdem os
educadores matematicos para proporcionar este tipo de experiéncias aos seus
alunos" (Ponte, 1986) apud Borrdes,1998.

Atualmente diversos softwares mateméaticos encontram-se disponiveis
para qualguer usuario da internet, entdo ndo ha motivos para que professores
e estudantes figuem alheios a estes recursos que tornam mais interessante o
ensino e assim, viabilizam uma aprendizagem mais significativa . Entdo, ha
uma grande facilidade para que professores e estudantes escolham um
programa que melhor se adapte ao propésito de seu uso.

Dentre os variados softwares, 0 Geogebra se mostra bem completo para
0 uso em sala de aula. Ele é um programa de geometria dindmica desenvolvido
especialmente para o ensino e aprendizagem de matematica. Com esse
programa é possivel interagir com as representacdes algébricas e geométricas
de um mesmo objeto matematico, tornando-se um grande aliado no estudo de
equacdes, inequacdes, sistemas de equacdes e inequacdes, funcdes e muitos

7

outros conteudos matematicos. Segundo Duval (1993) "... € essencial, na
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atividade matematica, poder mobilizar muitos registros de representacao
semiotica (figuras, gréaficos, escrituras simbdlicas, lingua natural, etc...) no
decorrer de um mesmo passo, poder escolher um registro no lugar de outro."

Desta forma, ao usar o Geogebra, ganha-se uma grande oportunidade
de utilizar a visualizacdo para trabalhar e desenvolver conceitos algébricos sob
0s pontos de vista da geometria e conceitos geométricos sob os pontos de
vista da algebra. @ Machado (2008) destaca que: " A visualizacdo € um
instrumento que estd emergindo como um aspecto importante do ensino e
aprendizagem em matematica, especialmente utilizando-se a ferramenta
computacional para graficos..."

Assim, na interacdo visual da algebra com a geometria, e da geometria
com a algebra o ensino da matematica se torna mais dinamico e contribui
para o "..desenvolvimento de competéncias essenciais, envolvendo
habilidades de carater grafico, geométrico, algébrico,..., claramente expressa
nos objetivos educacionais da Resolu¢cdo CNE/98." (PCNSs)

Segundo Devlin, foi Descartes que apresentou a comunidade
matematica uma nova forma revolucionaria de fazer geometria através da
algebra. Essa ideia permitia que os matematicos pudessem utilizar técnicas
algébricas para resolver problemas da geometria ou entender a geometria
como ramo da algebra. A ideia principal foi introduzir o plano cartesiano e
representar figuras geometricas neste sistema de coordenadas através de
expressdes envolvendo x e y.

-

E importante ressaltar que

0S gregos antigos dedicaram-se
consideravelmente a algebra geométrica e que a idéia de coordenadas foi

usada no mundo antigo pelos egipcios e 0s romanos ha agrimensura e pelos
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gregos na confeccdo de mapas." (Eves, 1997). Porém, segundo Eves a
geometria analitica sO6 pode desenvolver-se plenamente apdés o
desenvolvimento da escrita simbdlica e dos processos algébricos. Assim, as
colaboragcbes de Descartes e outros matematicos do século XV
fundamentaram a geometria analitica que desenvolve-se até os dias atuais.

Portanto, com as contribuicdes de Descartes, deu-se um passo inicial na
Geometria Analitica em relagdo a que estamos familiarizados hoje. Devlin, em
Matematica : a ciéncia dos padrdes afirma que: "Para além de permitir que
geracbes de matematicos atacassem as questdes geométricas recorrendo as
técnicas da algebra, a geometria cartesiana sustenta a atual tecnologia de
graficos em computador.

Com a introducdo do plano cartesiano, através da geometria analitica,
ganhou-se possibilidade de explorar as diversas representacdes de um
mesmo objeto matematico, sejam elas geométricas ou algébricas. Os
Parametros curriculares apontam para o uso de recursos tecnologicos
especialmente nas aulas de Matemética e "... evidencia para os alunos a
importancia do papel da linguagem gréfica e de novas formas de
representacdo, permitindo novas estratégias de abordagem de variados
problemas..." (PCN). Assim, através da exploracdo grafica ganha-se a
possibilidade de trabalhar a matemética centrada nas visualizagbes. De acordo
com Fainguelernt (1999, p. 53), “visualizagdo geralmente se refere a habilidade
de perceber, representar, transformar, descobrir, gerar, comunicar, documentar
e refletir sobre as informagoées visuais”. Portanto, se o professor aproveitar todo
potencial tecnologico dos computadores, celulares ou tablets para a

visualizacéo ele estara aproveitando todo o potencial do sentido da visdo dos
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alunos para um melhor entendimento desta disciplina tdo importante para a

sociedade em gque vivemos.
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A Geometria faz com que possamos adquirir 0
habito de raciocinar, e esse habito pode ser
empregado, entdo, na pesquisa da verdade e
ajudar-nos na vida. (Jacques Bernoulli)

2. VISUALIZACAO EM MATEMATICA

Ha um pensamento popular atribuido a Confucio que diz que “Uma
imagem vale mais que mil palavras”. De fato muitas informacbes, muitas
duvidas e muitas perguntas podem surgir ao analisar uma imagem. A leitura
que se faz de uma imagem esta totalmente ligada a toda bagagem de
conhecimento acerca da observacdo. Segundo Gusmao apud Novellino ‘A
visualizacdo ndo é uma visdo imediata das relagbes, mas sim uma
interpretacdo do que é apresentado para a nossa contemplacdo que s6 pode
realizar eficazmente se tivermos aprendido a ler corretamente o tipo de
comunicagédo que a sustenta.”

Existe uma forte tendéncia em pesquisas em educacdo matematica
envolvendo visualizagdo. Em um artigo intitulado “Pesquisa em visualizagdo na
educacdo matematica: conceitos, tendéncias e perspectivas” as pesquisadoras
levantaram variadas definicdes para o termo visualizacdo a partir dos autores
estudados e como eles empregavam o termo visualizacdo em suas pesquisas.
O resultado desta analise resultou nas definicbes a seguir:

1. Processo de construcdo e transformacao de imagens visuais mentais, bem
como de todo tipo de inscricdes de natureza espacial.

2. Interpretacdo e compreensao de modelos visuais e a capacidade de traduzir
em informacdo de imagens visuais o que € dado de forma simbdlica. (a
visualizagdo como um processo util para apoiar a intuicdo e a formacdo de

conceitos na aprendizagem da matematica).
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3. Onde se atua sobre possiveis representacbes concretas, enquanto se
descobrem as relacdes abstratas que interessam ao matematico.

4. E o processo de formacdo de imagens (mentais, ou com lapis e papel, ou
com o auxilio de tecnologias) e utilizacdo dessas imagens para descobrir e
compreender matematica.

5. E um tipo de atividade de raciocinio baseada no uso de elementos visuais ou
espaciais, seja mental ou fisico, realizada para resolver problemas, ou provar
propriedades (imagens mentais, representacdo externa, processos de
visualizacao e habilidade de visualizacao).

6. Refere-se a uma atividade cognitiva que é intrinsecamente semiotica e 0 uso
da visualizagdo na matematica requer um treino especifico, ou seja,
visualizacao esta ligada aos registros semioticos.

7. Como uma forma de pensamento que tem como funcdo contribuir na
construcdo de significados e de sentidos, bem como servir de auxilio na
compreensao da resolucdo de problemas (visualizar ndo é apenas ver o visivel,
mas tornar visivel aquilo que se vé extraindo padrbes das representaces e
construindo o objeto a partir da experiéncia visual).

Certamente se uma pessoa esta diante de uma tela de Van Gogh ela
ird analisar esta imagem segundo todo o seu conhecimento, seja de historia da
arte, filosofia, biografia do pintor, momento histérico da realiza¢do da obra, ou
seja, toda a experiéncia de vida e todo conhecimento acumulado até o
presente momento da apreciacdo da obra pelo observador. Portanto o que se
extrai de uma imagem esta totalmente ligado ao conhecimento prévio do
observador e assim, dois observadores com conhecimentos distintos podem

aprofundar mais ou menos a respeito de uma caracteristica do objeto
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observado. O mesmo ocorre na masica, no cinema, na fotografia, na culinaria,

na matematica, ou seja, em tudo que é observado.

‘Nossa percepcéo € prioritariamente visual e assim ndo é de se estranhar em

absoluto que este apoio visual esta presente nas tarefas matematicas,...”

(Guzmam, 1996)

Especificamente em matemética, as imagens graficas sao
representacfes semidticas que possuem um papel fundamental na construcéo
do conhecimento matematico. Duval afirma que : “Uma figura geométrica, um
enunciado em lingua natural, uma férmula algébrica, um grafico sao
representacfes semidticas que exibem sistemas semiéticos diferentes.
Consideram-se, geralmente, as representacdes semioticas como um simples
meio de exteriorizacdo de representacfes mentais para fins de comunicacao,
quer dizer para torna-las visiveis ou acessiveis a outrem. Ora, este ponto de
vista é enganoso. As representacfes ndo sao somente necessarias para

fins de comunicacdo, elas sdo igualmente essenciais a atividade cognitiva

do pensamento.”

De acordo com Duval (apud Machado, 2003), existem quatro tipos de
representacbes: A lingua materna, os sistemas de escritas, as figuras
geomeétricas planas ou em perspectivas e os graficos cartesianos, como mostra

a tabela a sequir:
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Tabela 1: classificacdo dos registros

Representagao Discursiva

Representagdo nao-discursiva

REGISTROS

MULTIFUNCIONALIS:

0s tratamentos nao sao
algoritmizaveis

Lingua Natural
Associacdes verbais
(conceituais).

Forma racional:
argumentacao a partir de
observacdes, de crencas... ;
dedugdo valida a partir

de defini¢cdes ou uso de
teoremas.

Figuras geométricas planas
ou em perspectiva.

Apreensdo operatoria e nao
somente perspectiva.

Construcdo com instrumentos.

REGISTROS

MONOFUNCIONALIS:

0s tratamentos sio
principalmente

Sistemas de escritas:
numéricas (binarias,
decimal, fracionaria...);
algébricas; simbolicas

Graficos cartesianos
Mudangas de sistema
de coordenadas.

Interpolagio, extrapolacdo.

algoritmos. (linguas formais).

Calculo.

Figura 4. Quadro da classifica¢do dos diferentes registros mobilizaveis
no funcionamento matematico. Duval (2003, p.14)

Para Duval (apud Machado, 2003) “a maneira matematica de raciocinar
e de visualizar esta intrinsecamente ligada a utilizacdo das representacées
semidticas e toda comunicacdo em matematica se estabelece com base

nessas representagbes’.

Desta forma é imprescindivel que o professor trabalhe com os alunos as
diversas representacées de um mesmo objeto matematico para que ele possa
raciocinar e visualizar em cada um dos registros semiéticos. Para Guzmam
(1996) “a visualizagdo aparece como algo profundamente natural tanto no
nascimento do pensamento matematico como nas descobertas de novas
relacbes entre 0s objetos matematicos,

e também, naturalmente, na

transmissdo e comunicacao préprias do fazer matematico.”
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Assim o aluno terd a oportunidade de distinguir o objeto matematico de
suas representagfes e compreender que somente através das representacoes
€ possivel ter acesso ao objeto matematico.

Para Duval “A distingdo entre o objeto e sua representagdo é, portanto,
um ponto estratégico para a compreensdo da matematica”. Alias, segundo
Duval, “a originalidade da atividade matematica estd na mobilizacédo
simultanea de ao menos dois registros de representacdo ao mesmo tempo, ou
na possibilidade de trocar a todo o momento de registro de representagcdo”
(DUVAL, 2003). Essa troca de registro € denominada conversédo. Pode-se, por
exemplo, converter uma representacdo grafica em uma representacdo
algébrica, converter uma representacdo algébrica em uma representacdo
gréfica, além de outras conversées. Ndo se pode confundir conversdo com
tratamento, jA que tratamento é uma operacdo interna do registro de
tratamento. De forma clara, quando se constréi um gréafico a partir de uma
equacdo ha uma conversdo de registro, quando se resolve algebricamente,
passo a passo, uma equacao identifica-se um tratamento.

Considerando que ao inserir equagdes ou inequac¢des em um programa
de geometria dindmica, por exemplo o geogebra, obtém-se a respectiva
representacdo geométrica, entdo o aluno ganha a possibilidade de explorar as
informacdes contidas no grafico sem se preocupar com a constru¢ao, pois essa
preocupacao é suprida pelo software. Com as imagens graficas prontas, saltam
aos olhos informacgdes muito relevantes em relacdo ao objeto em estudo, tais
como pontos de maximos e minimos, zeros das fungbes, crescimento e
decrescimento, pontos de inflexdo, pontos de interseccdes, regides resultantes

de sistemas de inequacgées, etc.
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Segundo Duval (2013), os softwares trouxeram trés grandes inovacoes
em relagdo ao conhecimento. “A mais fascinante € o poder de visualizacéo
gue eles oferecem em todas as areas. A segunda € que eles constituem um
meio de transformacfes de todas as representacdes produzidas na tela. Em
outras palavras, eles ndo sdo somente um instrumento de calculo cuja poténcia
cresce de modo ilimitado, mas eles cumprem uma funcédo de simulacéo e de
modelagem que ultrapassa tudo o que podemos imaginar “mentalmente” ou
realizar de modo grafico-manual. Enfim, a producdo pelos computadores €&
quase imediata: um clique, e isto é obtido sobre a tela! E esta tripla inovacdo do
ponto de vista cognitivo que gera o interesse e 0s beneficios pedagoégicos dos

ambientes informatizados no ensino de matematica.”
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A imagem é testemunho dum olhar:
mostra objetos carregados de signos.
(G. Groussy)

2.1. A VISUALIZACAO NO ENEM

No exame nacional do ensino médio, em relagdo a Matematica e suas
Tecnologias, a matriz de referencia destaca:

» Conhecimentos numéricos: operagbes em conjuntos numeéricos
(naturais, inteiros, racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatoracao,
razdes e proporcdes, porcentagem e juros, relacbes de dependéncia entre
grandezas, sequéncias e progressoes, principios de contagem.

» Conhecimentos geomeétricos: caracteristicas das figuras geométricas
planas e espaciais; grandezas, unidades de medida e escalas; comprimentos,
areas e volumes; angulos; posicdes de retas; simetrias de figuras planas ou
espaciais; congruéncia e semelhanca de triangulos; teorema de Tales; relacdes
métricas nos triangulos; circunferéncias; trigopnometria do angulo agudo.

» Conhecimentos de estatistica e probabilidade: representacéao e analise
de dados; medidas de tendéncia central (médias, moda e mediana); desvios e
variancia; no¢cdes de probabilidade.

» Conhecimentos algébricos: graficos e funcdes; funcbes algébricas do
1.° e do 2.° graus, polinomiais, racionais, exponenciais e logaritmicas;
equacbes e inequacdes; relacdbes no ciclo trigonométrico e funcdes
trigopnométricas.

» Conhecimentos algébricos/geométricos: plano cartesiano; retas;
circunferéncias; paralelismo e perpendicularidade, sistemas de equacdes.

Em relacdo aos dois ultimos itens, Conhecimentos algébricos e

Conhecimentos algébricos/geométricos, muito pode ser trabalhado em relagéo
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a visualizagdes. E imprescindivel que os professores utilizem todo potencial
tecnologico para visualizar os gréficos e explorar atividades de interacao,
aproveitando todo dinamismo dos softwares. O aluno pode, por exemplo,
observar as transformacgfes sofridas pelos graficos mediante a alteracdo dos
parametros, e conjecturar a partir destas observacoes.

Esse trabalho de visualizacdo gréfica pode acrescentar muito nos
argumentos dos alunos ja que eles podem falar e mostrar o que estdo vendo.
Essa habilidade ndo s6 é importante para o desenvolvimento da matemética,
bem como para as outras areas do conhecimento. Ou seja, os graficos para
além da matemética, servem a quimica, a biologia, a geografia, a fisica, entre
outras areas, sem contar com o papel importantissimo na formacdo da
cidadania, ja que os meios de comunicacdo se apropriam muito do registro
grafico para comunicar-se com seus telespectadores. Desta forma, para
exercer plenamente a cidadania, € fundamental que o estudante que conclui a
educacédo basica seja incentivado a ler e interpretar informacgdes representadas
graficamente.

Apenas para reforcar a importancia da visualizacdo na interacdo da
geometria com a algebra cabe destacar algumas das competéncias
matematicas exigidas em relacdo ao ENEM. S&o elas:

Competéncia de area 5 — Modelar e resolver problemas que envolvem
varidveis socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representacdes
algébricas.

H19 — Identificar representacdes algébricas que expressem a relagéo

entre grandezas.
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H20 - Interpretar grafico cartesiano que represente relacdes entre
grandezas.

H21 - Resolver situagdo-problema cuja modelagem envolva
conhecimentos algébricos.

H22 — Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para
a construcdo de argumentacao.

H23 — Avaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando
conhecimentos algébricos.

Competéncia de area 6 — Interpretar informacgdes de natureza cientifica e
social obtidas da leitura de graficos e tabelas, realizando previsdo de
tendéncia, extrapolacao, interpolacéo e interpretacao.

H24 — Utilizar informacbes expressas em graficos ou tabelas para fazer
inferéncias.

H25 — Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou
gréficos.

H26 — Analisar informacbes expressas em graficos ou tabelas como
recurso para a construcdo de argumentos.

Ao fazer uma andlise nas questfes do exame nacional do ensino médio
(ENEM) verifica-se que, em muitas situacdes, 0 estudante tem que resolver
questdes a partir da visualizacdo de imagens graficas. Como descrito
anteriormente essas questdes aparecem nao s6 em matematica bem como em
todas as areas do conhecimento. A seguir destacam-se questbes de
matematica dos quatro Uultimos exames, relacionadas as competéncias

descritas anteriormente com forte apelo das visualiza¢des graficas.
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1- ENEM 2014, destacam-se as questdes a seguir:

Quadro 1

QUESTAD 147

Para comemorar o aniwesdnn de uma cdade, un
artista projetou uma escullura fransparente & oca. cug )
tosrnato Toi inspirado em wna ampulheta. Ela & formads
por Irés pares de mesma alura: duas sBo oncos de
cone iguais & & oulra & um clindro. A figura & & vist
frontal dessa escullura.

Mo topd da esculbura fol ligada unka bomeira que vert
Agua, para deniro deta, com vazio constante.

0 grafico que expressa a allura () da Sgua na esculiur
e Tungao do tempa (f) decorrido &

Comentarios: Para resolver esta questdo o aluno tera que associar
graficamente a variacdo da altura em relagdo ao tempo. Entender o que cada

grafico tem a dizer € fundamental para escolher o item correto.
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Quadro 2

QUESTAO 152

A figura mostra uma crianca brincando em um balango
no pargue. A corda que prende o assento do balango ao
topo do suporte mede 2 metros. A crianga toma cuidado
para ndo sofrer um acidente, entdo se balanga de modo
que a corda ndo chegue a alcangar a posigio horizontal.

Tope do

Ma figura, considere o plano cartesiano que contém
a trajetoria do assento do balanco, no gual a origem esta
localizada no topo do suporte do balango, o eixo X &
paralelo ao chio do pargue, & o eixo Y tem onentagio
pasitiva para cima.

A curva determinada pela trajetoria do assento do balango
& parte do grafico da fungdo

O i=-2-%
O fx)=V2-x
@ fx)=x-2

@ 9=-Vi-x

O fx)=4-x7

Comentarios: Nesta questdo, além de associar o desenho a uma
circunferéncia, o aluno devera ser capaz de determinar o registro algébrico
correspondente. A simples diferenca de sinais dos itens “d” e “e€” mostram
como a observacdo da representacdo grafica € importante para reconhecer o

registro algébrico adequado.
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Quadro 3

QUESTAO 160

Mo Brasil ha varas operadoras e planos de telefonia
celular.

Uma pessoa recebeu 5 propostas (&, B, C, D e E) de
planos telefénicos. O valor mensal de cada plano esta
em fungdo do tempo mensal das chamadas, conforme

o grafico.
7 A | =
g 10 .
1
E i
2 ﬁﬂ i D
'H ]
] 1 [
g 50 ' yd B
2 A
} - — -
i
20 :
10 :
0 |
1 *
0 10 20 30 40 50 &0

Tempo mensal (em minutos)

Essa pessoa pretende gastar exatamente R$ 30,00
por més com telefone.

Dos planos telefdnicos apresentados, qual @ o mais
vantajoso, em tempo de chamada, para o gasto previsto
para essa pessoa’y

7

Comentarios: Essa questdo mostra como € importante representar
varios graficos em um so plano cartesiano. Se o aluno tem em sua pratica esse
tipo de representacgéo grafica com as devidas andlises, suas chances de acerto

sdo altas, pois trata de pura visualizagdo sem nenhum célculo para solucionar.
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Quadro 4

QUESTAO 173

Um cientista trabalha com as espécies | e |l de
bactérias em um ambiente de cultura. Inicialmente,
existemn 350 bactérias da espécie | e 1 250 bactérias
da espécie |l. O grafico representa as quantidades de
bactérias de cada espécie, em fungdo do dia, durante
uma semana.

Bactérias das espécies | e I
1 800

1450

v
wl /NS N\
o -

300" @,
0 N
T Jer. | Qun. | Qui ' Sex | Sab. ! Dom | OGS

Em que dia dessa semana a quantidade total de bactérias
nesse ambiente de cultura foi maxima?

@ Terga-feira.
® Quarta-feira.
® Quinta-feira.
() Sexta-feira.
@ Domingo.

Comentarios: Neste item o aluno é levado a observar a representacéo
de dois graficos em um mesmo plano e perceber visualmente que o0 maximo
absoluto para cada bactéria ndo é solugdo do problema. Com um pouco de

observacéo e simples contas o aluno pode chegar a resposta correta do item.
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2- ENEM 2013, destacam-se as questdes a seguir:

Quadro 5

QUESTAO 139

A cidade de Guarulhos (SP) tem o 8 PIB municipal
do Brasil, além do maior aeroporto da Ameéerica do Sul.
Em proporgao, possui a economia que mais cresce em
inddstrias, conforme mostra o gréafico.

Crescimento - Induistria

Brasil Sdo Paulo Sdo Paulo G Ih
{Estado) (Capital) uaruinos

Fare: IBGE, 2002-2008 [Sdanlsdn).

Analisando os dados percentuais do grafico, qual a
diferenca entre o maior € o0 menor centro em crescimento
no polo das inddstrias?

O 7528

Comentarios: Uma simples visualizagdo, seguida de uma simples
subtracdo leva o aluno ao acerto desta questdo. Mais uma vez perceber
visualmente o0 mais alto e o mais baixo através do grafico contribui para a

solugéo do problema.
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Quadro 6

QUESTAD 142

Durante uria aula de Matematica, o professor sugers 808 aluncs gue seja fixado um sistema de coordenadas
cartesianas (¥, ) & represanta na busa a descricas de cinco conjunos algebrcos, 1. 1, 1L, 1V & W, cOmd 5e segue:

| — & acircunferéncia de equacio  + ¥s %

Il — & & pardbola de equagho y=— ¥ — 1, com & varlando de -1 a 1:
1l — & o quadrado lofmada pelos véices (-2, 1), (-1, 1), -1, @ e (-2, 2);
IV — & o quadradn formado pelog vertieas (1, 1), (2, 11, (2, 2}e (1, 2);

W — & o ponio (0, 0L

A seguin, o prolessor representa cometamente as cined conjunios sobre urma mesma malha guadriculada, composta
de quadrados com lados madindo uma unidade de comprimento, cada, oblendo wirna figura.

Qual destas figuras foi desenhada pelo professor?

= L
Fa -
JIJ‘I :
m 1
oo m) s
ﬂ a4 o ' q . m r |3 x
\{. I -
_:H' =3
\‘ ‘_.{
¥ T
i
L=
AT
LEERNRIX] l i
1 all
ﬂ a :=¢ . @ 11 Ay .l-'l-u .
H il il
1 a1
o ¥
P S Lt
2
¥
:"‘l".h 1
@ T Famm .
el

Comentarios: Além de saber localizar coordenadas no plano cartesiano,
o aluno devera associar o registro algébrico ao registro grafico para concluir
este item. Se o professor tem em sua pratica docente o uso de um programa
de geometria dindmica para que os alunos desenvolvam a interacdo da
geometria com a algebra, grandes serdo as possibilidades de acertos deste

item.
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Quadro 7

QUESTAO 149

Deseja-se postar carlas ndo comerciails, sendo duas
de 100 g, trés de 200 g e uma de 350 g. O grafico mostra o

custo para enviar uma carta ndo comercial pelos Comreios:
Cusio [RE) 4 H : ' : : H : '
Pl SRR SRR SURNNN SO SO SO S S
3,90 == poreee ? ...... i.- ...... i.- : : :
73 RS S TS D N DO I S N

L] ¥ i [} ] L] ¥ i

ﬂ.E[I""""“‘E ...... :- ...... :- ............. :......E.......:.......: .......

50 100 150 200 250 300 350 400
Massa (g)
DHspsoniber] oo wisns oonredos com. br. Acesso eme 2 agao. 3012 {adaptada).

O valor total gasto, em reais, para postar essas carlas é de
0D 8,35

@ 12,60

® 14,40

@) 15.35.
LE ]

18,05.

Comentérios: Uma simples observacao gréafica seguida de uma adigéo é

suficiente para resolver este problema.
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Quadro 8

QUESTAD 168 ——

Mos dllimos anos, a lelevisdo lem passado por
uma verdadeira revolugdo, em lermos de gualidade de
imagem, som e interalividade com o lelespectador. Essa
transformacao se deve a4 conversdo do sinal analdgico
para o sinal digital. Entretanto, muitas cidades ainda nao
contam com essa nova lecnologia. Buscando levar esses
beneficios a trés cidades, uma emissora de lelevisdo
pretende construir uma nova torre de tfransmissdo, que
envie sinal as anlenas A, B e C, j& exislenles nessas
cidades. As localizagdes das antenas estao representadas
no plano cartesiano:

¥ (km)
1 S I
P 3 igd ib
GO esgmermamemmamenimanase s donana
PO NN S SUOE SN SUOE R NS O
30)--foo bbb
20 A'B"
10---dreeedoemdone oo b d
R x ({jum)
10 20 30 40 50 &0 70 B0 90

A torre deve eslar siluada em um local equidistante
das Irés anlenas.

O local adequado para a construgdo dessa lorre
corresponde ao ponto de coordenadas

O (65 35).
O (53:30).
® (45 35).
® (50:20).

@ (s0: 30).

Comentérios: Esta questdo pode se tornar complexa para o aluno se

este desprezar a intuicdo grafica. Com uma simples intervencdo na
representacdo grafica o aluno percebe que a solugdo é puramente visual, ja

que a escala entre os eixos € a mesma.
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3- ENEM 2012, destacam-se as questdes a seguir:

Quadro 9

QUESTAD 142 —m—mmmeee——————————iiimiimilinii

A figura a seguir apresenta dois graficos com
informacbes sobre as reclamacgbes digrias recebidas e
resohidas pelo Selor de Atendimento ao Cliente (SAC) de
uma empresa, em uma dada semana. O grafico de linha
tracejada informa o numero de reclamagbes recebidas no dia,
o de linha continua & o nimero de reclamagdes resolvidas no
dia. As recdlamagiées podem ser resolvidas no mesmo dia ou
demorarem mais de um dia para seraem resohvidas.

30

20

10

0

QOui Sex Sab Dom Seg Ter QCua

O gerente de atendimentoc deseja identificar os
dias da semana em gue o nivel de eficiéncia pode ser
considerado muito bom, ou seja, os dias em gue o
numero de reclamacoes resolvidas excede 0 numero de
reclamacdes recebidas.

Dispaonibv] e Rpo\olog. bibliolecaunk: .o, ACesso ome 21 jan. 2002 (adaplada).

O gerente de atendimento pbde concluir, baseado
no conceito de eficiéncia wilizado na empresa e nas
informagSes do grafico, que o nivel de eficiéncia foi muito
bom na

0 segunda e na lerca-feira.

@ lerga e na guarta-feira.

® lerca e na quinta-feira.

® quinta-feira, no sabado e no domingo.
0@ segunda, na quinta e na sexla-feira.

Comentarios: Ao visualizar os dois graficos no mesmo plano, o estudante deve
perceber que se o nivel de reclamacdes recebidas estiver acima do nimero de
reclamacdes resolvidas significa uma baixa eficiéncia, se o nivel de

reclamacdes recebidas estiver abaixo do nimero de reclamacdes resolvidas
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significa uma alta eficiéncia e se o nivel de reclamagdes recebidas estiver na
mesma linha do nimero de reclamacdes resolvidas significa ndo esta nem
baixa nem alta a eficiéncia. Portanto, o grafico conta uma “historia” que deve

ser interpretada pelo estudante.

Quadro 10

8] UESTﬂﬂ 144 s——m—mmmm——————————————————iimiimimi

O dono de uma farmacia resolveu colocar a vista
do publico o grafico mostrado a seguir, que apresenta
a evolucdo do total de vendas (em Reais) de cerlo
medicamento ao longo do ano de 2071.

vl il & )

De acordo com o grafico, os meses em gue ocorreram,
respectivamente, a maior & a menor venda absolulas em
2011 foram

D marco e abril.

@ margo e agoslo.

® agosto e setembro.
® junho e setembro.

@ junho e agosio.

Comentarios: Essa questao € de nivel bem elementar. Se o aluno visualiza que

0 ponto de ordenada mais alto significa o de maior venda e o ponto de mais
baixa ordenada o de menor venda, certamente tera éxito ao resolver este

item.
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Quadro 11

QUESTAO 147

O grafico mostra a variagio da extenso média de
gelo maritimo, em mihdes de gquildmetros gquadrados,
comparando dados dos anos 1995, 1998, 2000, 2005 e 2007.
Os dados comespondem aos meses de junho a setembro.
O Artico comega a recobrar o gelo gquando termina o
verdo, em meados de selembro. O gelo do mar alua
como o sistermna de resfriamento da Terra, refletindo quase
toda a luz solar de volta ao espaco. Aguas de oceanos
escuros, por sua vez, absorvem a luz solar e reforgam
o aquecimento do Arico, ocasionando dermrelimento
crescente do gelo.

k
1998
2000
2005

2007

157

miar [fimo
-
£ =l [*]
L 1

Exlensio de gala
(=3

€ 1120110151000 0 B
Juinhi Julhe AQIEin Satambns
Disponibiel em: hhpAsusieniabiidade. allane. com.br. Aoesso em: hes. 2002 (adapladal.
Com base no grafico e nas informagbes do texio, é
possivel inferir que houve maior aguecimento global em

O 1995,
B 1998
2000.

Comentério: Neste item o aluno deve interpretar que quanto maior o nivel de
aquecimento, menor a extensao de gelo. Logo percebera que o ponto mais

baixo significa 0 de maior aquecimento.



Quadro 12

QUESTAD 152

Cerlo vendedor tem sew saldrio mensal calculado
da seguinbe maneira: ele ganha wm valor fixg de
RE 750,00, mals uma comissdo de RE 3,00 para cada
produts vendido. Caso ele venda mais de 100 produbos,
sud comisslo passa & ser de BY 9,00 para cada produto
wendido, a partir do 10717 produlo vendido.

Com essas informagies, o grafice gue mehor representa
& relacao enlre saldrio & o numeno de produtes vendidos é

38



Comentérios: Para cada representacao grafica dos itens desta questao ha uma
interpretagcéo. Ao visualiza-los percebe-se que todos tém inicio em 750 reais,
porém o crescimento de cada um segue de forma diferente. E importante que o
aluno relacione taxa de crescimento com a inclinagdo de cada reta para que
perceba uma menor inclinagdo para uma taxa de R$3,00 e a partir de um

determinado momento uma maior inclinagdo com uma taxa de R$9,00.

4- ENEM 2011, destacam-se as questdes a seqguir:

Quadro 13

QUESTAD 148 YIRS SR EEEEEERT]

Ag frutas gue antes se compravam por dizias,
em dia, podem ser compradas por quilogramas,
existindo também a variagio dos pregos de acordo com
a época de produgio. Considers que, independents da
&poca ou varaglo de prego, certa fruta custa R 1,750
quilograma.

Dos graficos & segulr, o Gus representa o prego m pago
@m reals pela compra de n quilogramas desse produto é
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Comentérios: Ao perceber que este problema é linear o aluno deve
visualizar uma reta na representacdo grafica. Com essa informagdo basta
entender que néo levando nenhum produto, nada deve pagar. Logo essa reta

deve partir da coordenada (0,0).

Quadro 14

QUESTAO 174 N N E N E N EEER Y]

Uma empresa de telefonia fixa oferece dois planos
aos seus clientes: no plano K, o cliente paga R$ 29,90
por 200 minutos mensais e R$ 0,20 por cada minuto
excedente; no plano Z, paga R$ 49,90 por 300 minutos
mensais e R$ 0,10 por cada minuto excedente.

O grafico que representa o valor pago, em reais, nos
dois planos em funcdo dos minutos utilizados é

min

-+ min.
0 10 M0 MO 400 500 L

0
G a4
4550
ET ]

R

min
) WO N0 &0 MO

Comentarios: Nesta questao o aluno deve visualizar que os planos K e Z

sao fixos até um limite de tempo, logo na representacao grafica as retas sédo
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constantes até 200 min. para K e até 300 min. para Z. Em seguida, basta
associar que o angulo da reta esta relacionando a taxa e perceber que a maior

taxa do plano K reflete em uma reta com maior &ngulo em relag&o ao plano Z.

Quadro 15

QUESTAO 177 A E R R R R

O termo agronegocio ndo se refere apenas a agricultura
e A pecuaria, pois as afividades ligadas a essa producao
incluem fornecedores de equipamentos, servicos para a
zona rural, industrializacio e comercializacéo dos produtos.

O grafico seguinte mostra a participagdo percentual
do agronegbcio no PIB brasileiro:

ENEY

:u:-.n\""i"r-""

30

ma| &
."1;|1.'.’.’,r"4
[

1588 1908 2000 mam 2z i) 2L S 700G 00T 2008

an

Centro de Eatudos Avangados em Econornia Aplicada (CEPEA)L Almanagque abril 2010,
580 Paulo: Abril, ane 36 (adaptado).

Esse grafico foi usado em uma palestra na qual
o orador ressaltou uma queda da participacdo do
agronegobcio no PIB brasileiro e a posterior recuperacao
dessa participacdo, em termos percentuais.

Segundo o grafico, o periodo de queda ocorreu entre os
anos de

O 1998 e 2001.
@ 2001 e 2003.
2003 e 2006.
B 2003 e 2007.
(@ 2003 e 2008.

Comentérios: Nessa questdo salta aos olhos a variagdo da participacao
do agronegé6cio no PIB brasileiro. Visualiza-se facilmente o decréscimo no

periodo de 2003 a 2006.
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Visao é a capacidade de enxergar além
do que os olhos s&o capazes.
(Myles Munroe)

2.2. A IMPORTANCIA DA VISUALIZACAO NO CALCULO DIFERENCIAL E
INTEGRAL

Ao ingressar numa faculdade em um curso de exatas, o aluno que
concluiu o ensino basico deveria ter total condicdo de iniciar um estudo de
Célculo 1. Certamente se, ao longo da educacédo basica, ele trabalhou em
matematica as diversas representacdes semidticas discursivas ou nédo
discursivas e foi incentivado a utilizar a visualizagao grafica como um meio de
apropriacdo do conhecimento matematico, ele tera desenvolvido habilidades e
competéncias para se apropriar dos conceitos envolvidos nesta disciplina.

Segundo HUGHES-HALLETT et. (1994 apud BERRY e NYMAN, 2003)
“Um dos principios que devem guiar o ensino de calculo é a “Regra de trés”:
quaisquer que sejam 0s possiveis topicos, devem ser ensinados grafica e
numérica, como também analiticamente. A pontaria € produzir um curso onde
os trés pontos de vista sdo equilibrados, e onde os estudantes véem uma idéia
principal sob varios angulos.”

Seguem alguns exemplos onde a visualizacdo é fundamental para a

compreensao de conceitos.
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I. Limites
Graficamente

Quadro 16 e 17 — GUIDORIZZI, 1999

N |

o
fipr—c«¢

=y

Analiticamente

para todo € > () dado, existe & > 0 (8 dependendo de €), tal que f(x) permanece entre
f(p) — eef(p) + € quando x percorre o intervalo Jp — 8, p + [, com x no dominio
de f. '
Comentario: Temos acima a representacao grafica e a representacdo
analitica usando a lingua materna permeada de linguagem simbolica. A

imagem da esquerda mostra que quando x se aproxima de p, f(x) se aproxima

de L. Ou seja lim f(x) =L. Ja a imagem da direita, esclarece a definicdo
X—>p

analitica de limite. Sem duvida a presenca das representacdes gréficas gera

um maior esclarecimento do que seja limite.
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Il. Derivada
Graficamente

Quadro 18 e 19 - GUIDORIZZI, 1999

Analiticamente

Defini¢ao. Sejam fuma fungdo e p um ponto de seu dominio. O limite

X—=p ."_p

quando existe e € finito, denomina-se derivada de fem p e indica-se por [’ (p) (leia:
f linha de p). Assim

x—=p X—p

Se f admite derivada em p, entdo diremos que f € derivdvel ou diferencidvel em p.

Comentario: A figura da esquerda apresenta a reta Sx secante a curva. A da
direita sugere o movimento da reta Sx em direcédo a reta T mostrando o limite
de x tendendo a p. Atraves da representacao grafica da figura da esquerda o
estudante consegue visualizar que a reta Sx se torna tangente a curva no

ponto (p,f(p)) quando x tende a p.
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Ill. Teorema do Anulamento

Quadro 20 - GUIDORIZZI, 1999

Teorema (do anulamento ou de Bolzano). Se f for continua no intervalo fechado [a, 5]
ese f(a) ef(b) tiverem sinais contrarios, entdo existird pelo menos um c em [g, b] tal que

fle) =0.

P m—————— =

=y

<

Comentério: A imagem da representacao grafica que acompanha esse teorema
permite que o estudante visualize instantaneamente a possibilidade de uma ou
mais raizes no intervalo [a,b]. E nitido que se f ndo for continua ndo ha garantia

de existéncia de f(c)=0

IV.Teorema do valor intermediario

Quadro 21- GUIDORIZZI, 1999

Teorema (do valor intermedidrio). Se ffor continua em {[a, b] e se y for um real com-
preendido entre f(a) e f(b), entdo existird pelo menos um ¢ em [g, b] tal que f(c) = v,

rhem————
=y
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Comentério: A imagem da representacao grafica que acompanha esse teorema
permite que o estudante visualize que qualquer numero real compreendido
entre f(a) e f(b) € imagem de pelo menos um nimero compreendido no

intervalo [a,b].
V. Teorema de Weiertrass

Quadro 22 - GUIDORIZZI, 1999

Teorema (de Weierstrass). Se f for continua em [a, b], entdo existirdo x; e x, em
[a, b] tais que f(x)) = f(x) = f(x,) para todo x em [a, b].
¥a

.f[:xz} _______

\
fix,) .m\.j 1

=Y

G ===
)""

&

Comentario: A imagem da representacéo grafica que acompanha esse teorema
permite que o estudante visualize que o teorema de Weierstrass trata da

existéncia de maximo e minimo para funcdes continuas em um intervalo [a,b].

46



VI.

Teorema do valor médio

Quadro 23 - GUIDORIZZI, 1999

Teorema do valor médio (TVM). Se f for continua em [a, b] e derivdvel em |a, &,
entdo existird pelo menos um ¢ em Ja, b[ tal que

(b) — f{a . .
® Lb_—f} =f (c) ou f(b)— fla)=f" (c)(b— a).
v
T
£b) |-
I
:
fl o 47 !
| R
a8 b X
Comentario: A imagem da representacéo grafica que acompanha esse teorema
permite que o estudante visualize que existe pelo menos uma reta paralela a

reta S que passa pelos pontos (a,f(a)) e (b,f(b)) tangente ao grafico de f.
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Para alcancar algo que nunca
alcancou, vocé tem que fazer
aquilo que nunca fez.

( Michel Berg)

3. OFICINA
3.1 DESCRICAO

Esta oficina foi aplicada em uma turma do primeiro ano do ensino médio
de uma escola da rede estadual de ensino localizada no municipio de Nova
Friburgo no estado do Rio de Janeiro. Ela foi composta de seis atividades
elaboradas com o objetivo de perceber, na pratica, como os alunos
desenvolvem matematica agregando o uso de computadores como recurso
tecnoldgico. Todas as atividades foram desenvolvidas para serem resolvidas
apenas com a visualizacao dos graficos gerados na tela do computador através
do uso do geogebra.

Cada uma das atividades tinha um objetivo especifico que servia de
suporte para as atividades seguintes. ApOs a execucado das seis atividades, foi
proposta a resolucéo visual de um problema de maximizacao envolvendo
programacao linear.

As atividades 1 e 2 foram articuladas com conhecimentos da fisica para
qgue os alunos percebessem como a matematica se integra com outras
ciéncias. Com elas foi possivel discutir sobre coeficientes angulares e
lineares, além da interpretacéo gréafica dos sistemas lineares, mostrando assim,
as influéncias visuais dos graficos gerados pelo geogebra sobre as devidas
equacoes.

Na atividade 3 a proposta era resolver um problema de escolha e

decisdo apoiadas nas visualiza¢Ges graficas e nos conhecimentos despertados
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nas atividades anteriores. Essa atividade era articulada com o cotidiano dos
alunos para que percebessem que a matematica esta presente no dia a dia.

A quarta atividade foi puramente matematica e sintetizou o0s
conhecimentos discutidos nas atividades anteriores, além de servir de apoio a
quinta atividade.

As atividades 5 e 6 trataram da representacdo grafica de inequacdes e
sistemas de inequacdes. Estas atividades finais abriram caminho para a
culminancia desta oficina com o0 problema de Maximizagdo envolvendo as

restricbes (sistema de inequacgdes) e uma funcao objetiva.
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3.2 ENUNCIADOS DAS ATIVIDADES E ANALISE DOS RESULTADOS

APOS APLICACAO

Atividade 1
Comportamento das retas em relacéo as fungdes horarias

Um trem A parte do km 50 e move-se com velocidade constante de 10km/h ao
mesmo instante que um trem B parte do km 10 com velocidade de 15 km/h.

Em relacdo ao trem A

a) qual seréa a distancia "d" percorrida ap6s 1 hora?

b) qual seréa a distancia "d" percorrida apos 2 horas?

c) qual sera a distancia "d" percorrida apés 3 horas?
d) qual seré a distancia "d" percorrida apos 4 horas?
e) qual seré a distancia "d" percorrida apds " x" horas?

Em relacdo ao trem B

a) qual seré a distancia "d" percorrida ap6s 1 hora?

b) qual sera a distancia "d" percorrida apés 2 horas?
c) qual sera a distancia "d" percorrida apés 3 horas?
d) qual ser& a distancia "d" percorrida apos 4 horas?

e) qual serd a distancia "d" percorrida apds " x" horas?

Em relacdo aos trens Ae B

Os trens ir&o se encontrar em algum momento? Justifique.

Anéalise da Atividade 1

Esta atividade tinha como objetivo gerar uma equagao que permitisse
calcular a posicao de um trem a partir da posicéo inicial e de sua velocidade
constante e, em seguida, determinar se 0s trens iriam se encontrar em
determinado momento.

Os alunos montaram as equacdes e nao encontraram dificuldade em afirmar
que os trens iriam se encontrar em algum momento. A maioria mostrou o
momento do encontro como justificativa, porém um grupo justificou sem
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calculos. Para este grupo, o fato de um trem ter velocidade maior que o outro
ja é suficiente para que eles se encontrem em algum momento. Esta Ultima

justificativa foi importante para conclusdes das atividades posteriores.

Atividade 2

Funcao horéria das posi¢cées do MU : S =Sy + vt

Sendo S=y e t=x a funcado horéria de dois trens A e B sdo
respectivamente:

y=50+10x e y=10+ 15x

a) Represente graficamente no geogebra as Fungdes horéarias dos trens A e
B.

b) Qual a posicao inicial de cada trem?

¢) Qual a velocidade de cada trem?

d) O trem B alcancara o trem A? Justifique.

e) Existe alguma relacéo entre a velocidade dos trens e a inclinacéo das retas?
Justifique.

f) Qual a posicéo relativa entre as retas que representam as Func¢des horarias
dos trens A e B?

g) O que aconteceria com a posicao relativa entres as retas que representam

as Funcdes horarias dos trens A e B se as velocidades dos trens fossem

iguais?
h) Resolva o sistema
y =50 + 10x
y =10 + 15x
X = e y=

i) Qual seria a interpretacao grafica desta solucdo?

j) Como vocé interpretaria um sistema de solugédo impossivel? Como seria a
interpretacdo grafica neste caso?

k) Como vocé interpretaria um sistema de infinitas solu¢gdes? Como seria a

interpretacdo gréafica neste caso?
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Anélise da Atividade 2

O objetivo desta atividade era perceber que a velocidade determina a
inclinacdo da reta e, a partir dessa concluséo, determinar a posicao relativa das
retas a partir da fungdo horaria.

Apés a representacdo das retas no geogebra os alunos ndo tiveram
dificuldade em perceber que o ponto de encontro das retas determina 0 momento
de ultrapassagem do trem B em relacéo ao trem A. Eles perceberam que o trem
de maior velocidade tem reta com maior inclinacdo e 0 grupo que justificou na
atividade 1 que a maior velocidade do trem B era suficiente para que
acontecesse o encontro pode concluir que de fato a velocidade determina se 0s
trens vao ou ndo se encontrar.

Ao analisar trens com velocidades iguais eles entenderam que as retas
nunca se encontrariam, poréem demoraram um pouco para determinar que essas
mesmas retas eram paralelas. Sabiam que as retas ndo podiam se encontrar,

mas nado fizeram uma rapida ligacdo com as retas paralelas da geometria plana.

o GeoGebra - B
Arquivo Editar Exibir OpcGes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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9
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h
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Em relacdo a um sistema de infinitas solugdes eles ndo conheciam o termo retas
coincidentes e relataram "as retas se cruzariam o tempo todo", "uma reta em cima
da outra". O que demonstra entendimento em relacdo a pergunta feita faltando

apenas ampliacdo no vocabulario.

Atividade 3

Trés planos de telefonia celular sdo apresentados a seguir:

-Plano A Custo fixo mensal de 40 reais e um Custo adicional por minuto 50
centavos

-Plano B Custo fixo mensal de 20 reais e um Custo adicional por minuto 90
centavos

-Plano C Sem Custo fixo mensal e um custo de R$ 1,30 por minuto

a) Determine uma equacao que represente o custo "C" para um uso de "x"
minutos mensais para cada plano.

Plano A -

Plano B -

Plano C -

b) Represente graficamente no geogebra as equacgdes encontradas no item a.

c) Existe solucdo para o sistema gue envolve as trés equacdes?

d) Em que momento o plano A é mais vantajoso?

e) Em que momento o plano B é mais vantajoso?

f) Em que momento o plano C é mais vantajoso?

Trés planos de telefonia celular sdo apresentados a seguir:

-Plano A Custo fixo mensal de 40 reais e um Custo adicional por minuto 60
centavos

-Plano B Custo fixo mensal de 20 reais e um Custo adicional por minuto 90
centavos

-Plano C Sem Custo fixo mensal e um custo de R$ 1,40 por minuto

a) Determine uma equacao que represente o custo "C" para um uso de "x"
minutos mensais para cada plano.

Plano A -
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Plano B -
Plano C -

b) Represente graficamente no geogebra as equacdes encontradas no item a.
c) Existe solucdo para o sistema que envolve as trés equacdes?

d) Em que momento o plano A é mais vantajoso?

e) Em que momento o plano B € mais vantajoso?

f) Em que momento o plano C é mais vantajoso?

Anélise da Atividade 3

O objetivo desta atividade era mostrar como a representacdo grafica pode
contribuir para a resolucdo de um problema de tomada de decisfes. A atividade
foi dividida em duas partes e, tdo logo os grupos construiram os gréaficos
correspondentes a primeira parte desta atividade, j& perceberam que a
interseccdo das retas representava a solucdo do sistema e que neste ponto
estava a chave para concluir qual intervalo seria mais vantajoso em cada plano.

Com a representagdo grafica os alunos foram incisivos ao declarar que o
fato da reta C " estar por baixo ", antes do ponto de encontro, demonstra que o
plano C vale mais a pena no intervalo anterior a intersec¢éo. Apds o encontro € o

plano A o mais vantajoso, pois é o motivo de "estar por baixo".

& GeoGebra - oIEN|
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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Um fato interessante € que os alunos queriam encontrar um intervalo em
que o plano B era mais vantajoso, portanto, ao analisarem o gréfico ficou claro
gue néo existia este intervalo. Neste momento os alunos puderam discutir sobre
diversos planos reais de telefonia e perceber que cada plano tem sua
peculiaridade e através da representacao grafica fica "facil tomar uma decisdo".
Este momento foi bem empolgante para a classe.

Na segunda etapa desta atividade foi proposto um novo problema em que
nao existia um ponto comum entre as trés retas. Os alunos perceberam que o
sistema com essas trés equacdes nao teria solucdo. Com os comentarios "Se as
trés estivessem em um encontro Unico teria solucdo" e "as retas nao se cruzam"”
ficou evidenciado que eles associam a interseccédo das retas com a solucdo de

um sistema de equacdes, 0 que era um objetivo das atividades 1 e 2.

Quadro 26
(4] GeoGebra = B
Arquive Editar Exibir Opcles Feramentas Janela Ajuda Entrar..
(4
. .
R Es N cFFENEER 1

» Janela de Algebra %] [ » Janela de Visualizagdo £l
= Ponta
3 A= (66.67,80)
@ D=(40, 56)
i@ E=1{50,70)
| F=(85.39,68.81)
= Reta
@ ary=0.6x+40
9 by=09x+20
@ ciy=1.4x

" (40, 56)
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Atividade 4
Insira equacao y = ax +b no campo de entrada do geogebra e crie um controle
deslizante para os coeficientes "a" e "b".
a) O que acontece com a reta quando a=0 e b#0?
b) o que acontece com a reta quando a>0?
c) O que acontece com a reta quando a<0 ?
d) O que acontece com a reta quando a=1 e b=0 ?
€) 0 que acontece com a reta quando a=1e b=3"?
f) O que acontece com a reta quando a=1e b=47?
g) O que o coeficiente "a" determina? E o coeficiente b?
Insira as equacgfes y = ax +b e y = -2x +6 no campo de entrada do geogebra e
crie um controle deslizante para os coeficientes "a", "b".
Em relagdo ao sistema |y =ax +b , determine:
y =-2X +6
a) para que valores de "a", "b" o sistema tem solucéo unica?
b) para que valores de "a", "b" 0 sistema n&o tem solucdo?

C) para que valores de "a", "b"o sistema tem infinitas solu¢bes?

Anéalise da Atividade 4

Apos terem trabalhado com os problemas dos trens e dos planos de
telefonia, eles tinham que concluir nesta atividade problemas mais tedricos em
relacdo aos coeficientes da equacao da reta. Neste momento eles notaram como
os controles deslizantes tornam a andlise mais dinamica. A conclusdo em relacdo
ao coeficiente "a" foi rapida e segura e sempre associada a velocidade dos trens
da atividade 2.

Um fato curioso foi um grupo ter respondido que se a>0 a reta "fica
inclinada" e se a<0 a reta "fica desinclinada”. Mais uma vez percebe-se que houve
um entendimento mas faltou vocabulério para escrever reta crescente ou reta
decrescente. Em relacdo ao coeficiente "b"eles percebiam a mudanca de posicao
ao mudarem os valores contudo, ndo associaram o valor de "b" diretamente com

a interseccao da reta com o eixo y.
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Ao analisarem o sistema novamente eles se remeteram ao problema das
velocidades e concluiram que se "a" fosse diferente de "-2" as retas se cruzariam
em algum ponto. Ja em relacdo ao sistema sem solugdes, fixaram "a" em "-2" e
ao trocarem os valores de "b" ficaram curiosos quando "a reta sumiu”. Logo

perceberam que com a=-2 e b= 6 as retas eram coincidentes.

Quadro 27

Arquivo Editar Exibir Opgbes Femamentas Janela Ajuda Entrar.
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Quadro 28

x
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Atividade 5

Visualizando inequacgoes e sistemas de inequacdes graficamente

a) Represente graficamente a inequacdo 2x -6 >0 no geogebra.

b) Represente graficamente a inequacdo x +5 <0 no geogebra.

c) A partir das representacdes dos itens a) e b) em um mesmo plano , qual a
solugao do sistema

2x-6>0

Xx+5<0

d) Represente graficamente a inequacdo 2x +4 >0 no geogebra.
e) Represente graficamente a inequacdo x -5 <0 no geogebra.

f) A partir das representagdes dos itens d) e €) em um mesmo plano, qual a
solucéo do sistema

2x+4>0

{x -5<0
g) Represente graficamente a inequagdo x+2y <8 no geogebra.
h) Represente graficamente a inequacdo 3x +y <9 no geogebra.
i) Represente graficamente a inequagdo x =0 no geogebra.
j) Represente graficamente a inequacdo y =0 no geogebra.

k) A partir das representacgdes dos itens g), h), i) e j) em um mesmo plano , qual a

solucéo do sistema

((x+2y<8
3x+y<9
x=0

y20
\
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Analise da Atividade 6

Apbs as atividades envolvendo equacdes e sistemas de equacdes serem
desenvolvidas, os alunos ja estavam bem familiarizados com o geogebra. Assim
foram feitas as representacbes graficas das inequacbes e sistemas de
inequacdes com o objetivo de visualizar as solucdes e, em seguida, determinar o
conjunto solugéao de cada item.

Os alunos acharam interessante a visualizacdo das inequacdes no
geogebra, pois normalmente eles representam apenas como intervalos na reta
real. Na resolucado dos sistemas de inequacdes eles perceberam que assim como

um sistema de equacdes, a solugcdo € sempre a parte comum entre as

) GeoGebra (2) - g
Arquivo Editar Exibir Opcdes Femamentas Janela Ajuda Entrar.
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Quadro 30

Arguivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...
[s ]l Al DO O &) N = +] oe
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
= Desigualdade

@ oa:2x4+4>0
@ bix—5<0

Desigualdade a
Desigualdade b

O item k da atividade foi o que levantou mais discussées ja que os alunos ainda
ndo haviam tido contato com sistemas de inequac¢des cuja solu¢do é um poligono.

A concluséo do grupo foi que a "area da figura do encontro de todos os pontos”
representa a solucéo do sistema.
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Atividade 6
Explorando a representacéo de sistemas de inequacdes para maximizar
funcbes com restricdes (programacao linear)
Use 0 geogebra para determinar o valor maximo de "a" na equacao expressa por
X+y= a, sujeita as restrigoes.
((x+2y<8

3x+y<9

x20

y=0

A

\

Use 0 geogebra para determinar o valor maximo de "a" na equacao expressa por
2x+y=a , sujeita as restricoes.

X+2y<8

3x+y<9

x20

y=20

Use o0 geogebra para determinar o valor maximo de "a" na equacéo expressa por
3x+y=a, sujeita as restricdes.

X+2y<8

3x+y<9

x20

y=0

Use 0 geogebra para determinar o valor maximo de "a" na equacao expressa por
4x+y=a, sujeita as restricdes
((x+2y<8

3x+y<9

x20

\ y=0
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Problema Final

Maximizacado do lucro de uma empresa que fabrica skate

Para fabricar o skate para manobras a empresa gasta uma hora de servico, ja
para o skate de descer ladeiras a empresa gasta 2 horas. Para montar e dar
acabamento no skate para manobras a empresa leva 3 horas e no skate de
descer ladeiras leva uma hora. Para a fabricagcédo do skate a empresa dispde de 8
horas por dia e para o acabamento dispde de 9 horas por dia. O lucro obtido com
a venda do skate de manobras é de 20 reais e para o0 skate de descer ladeiras é
de 35 reais. Determine quantos skates de manobra e quantos de descer ladeiras
devem ser fabricados por dia para que a empresa obtenha lucro maximo. Qual o

lucro maximo?

Analise da Atividade 6

Nesta atividade final o objetivo era modelar um problema para maximizar o
lucro de uma empresa a partir de algumas restricbes. Todos os sistemas de
inequacdes presentes nesta atividade eram exatamente iguais ao item k da
atividade 5. Eles ja haviam discutido sobre a &rea do poligono que representava a
solucédo do sistema. A tarefa agora era maximizar as equacdes tendo o sistema
de inequacdes como restricdes a serem consideradas.

Para solucionar as equacdes eles usaram a representa¢do construida no
geogebra no item k acrescentando, uma a uma, as equacfes a serem
maximizadas, além de determinar todos os pontos de interseccdo entre as retas
envolvidas. Deste modo foi criado um controle deslizante para a variavel "a" para
que fossem percebidos os varios niveis de solu¢do para a equacdo e assim
determinar o ponto ou conjunto de pontos que maximiza a equacao.

Os alunos intuitivamente determinaram os valores de "a" que tornava
maxima as equagfes x +y =a, 2Xx + y = a e 4x + y = a. Somente na equacgao 3x +
y = a eles demoraram mais para perceber que a solugdo ndo era um ponto e sim
uma reta. Neste momento eles comentaram que a equagédo 3x +y = a era uma
reta coincidente quando a = 9. Portanto haveria infinitos pontos que maximizavam

a equacao.
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Quadro 31
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» h:y>0

= Nimero

L0 k=48

Ponto

-@ A={0,9)

@ B=(0,4)

@ C={0,0)

-@ D=(3,0)

@ E=(8,0)

-@ F=(2,3)

= Quadrilatero

i@ pol=85
Reta

@ ax+2y=8
-3 b:3x+y=9

@ ax=0

@ i2x+y=0 Desigualdade h
@ j2x+y=1
-0 L2x+y=438
@ m2x+y=2
~@ m2x+y=3
@ p2xry=4

A
.
7

a=2
| 232l
E

ABC
7]

@ g2x+y=5
-3 r2x+y=6
o osm2x+y=T
Segmento

@ b,=224

w"eS B a

Apos finalizar o valor de "a" em cada equacao iniciou-se um processo para
modelar o problema final. Inicialmente os alunos ndo viram relagdo entre o
problema de maximizacdo do lucro da empresa que fabrica skates, com as
maximizacdes feitas anteriormente. Somente apds a modelagem do problema é
gue perceberam que se tratava das mesmas restricdes impostas nos itens
anteriores. Assim o processo final era determinar a equagédo do lucro L = 20x
+35y , criar um controle deslizante para "L" e determinar o nivel que torna maximo
0 lucro da empresa.

Encerrada esta ultima atividade os alunos vibrantemente perceberam que
a matematica pode, e muito, contribuir para tomada de decisdes de uma pessoa
fisica ou empresa. Concluiram, assim, que a representacédo grafica de equacoes,
inequacoes, sistemas de equacbOes e sistemas de inequacdes contribuem
plenamente para visualizar as respectivas solugbes, bem como o0 uso de um
software torna a aula mais dindmica e atrativa melhorando relevantemente a

aprendizagem da matematica.
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O grande segredo para a plenitude é muito
simples: compartilhar.

(Sécrates)

4 CONCLUSAO

Apbés a realizacdo deste trabalho fica evidente que as mudancas
necessarias no ensino de matematica devem estar apoiadas no uso de recursos
tecnologicos. Com o uso de tais recursos surge para o professor e para os alunos
uma grande oportunidade de gerar com facilidade imagens graficas das mais
simples como uma reta a mais complexas como fractais.

Assim, ndo tendo que gerar os graficos apenas usando um quadro e uma
caneta, sobra um maior tempo para dedicar a observacdo e andlise destas
imagens. De fato € muito importante discutir sobre 0 que uma imagem tem a nos
dizer, pois em muitos casos é mais importante do que a prépria construcdo da
imagem. Esta andlise podera dar suporte para futuras construcdes graficas ja que
todas as manipulacdes possiveis em um software de geometria dinamica ajudam
0 estudante a criar um maior vinculo entre a algebra e a geometria.

Desta maneira, apoiado nas visualiza¢des, a aproximacao de ferramentas
tecnoldgicas do processo de ensino e aprendizagem contribui-se para que seja
desenvolvida no educando uma maior capacidade de observagdo de imagens
gréaficas e o uso destas para a resolucdo de diversos problemas.

Além de todas as facilidades encontradas com o uso dos recursos
tecnolégicos, surge um fator importante que é o dinamismo e a grande

participacdo dos alunos nas atividades que dependem do uso da tecnologia. E
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claro que para manter esse dinamismo e participacdo cabe ao professor elaborar
atividades que estimulem tais caracteristicas.

Dispondo de programas gratuitos de geometria dinamica e alunos que
dispde de computadores, tablets ou celulares,surge uma Unica preocupacédo com
o tempo que o professor dispde fora da sala de aula para elaborar seus projetos e
planejamentos.

Porém se o uso de tecnologias com atividades previamente elaboradas
agradam e estimulam os alunos ao aprendizado de Matematica, o professor deve
na medida do possivel incorporar tal atividade em sua pratica docente e suprir 0
pouco tempo fora de sala de aula com o também uso das tecnologias existentes.
Se uma atividade foi elaborada, porque n&o compartilhar esta com outros
professores formando uma rede de colaboracfes? Talvez esse seja o0 grande
salto que precisamos para entrar em uma nova era de conhecimentos,

compartilhar ideias e ideais.
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