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Resumo

Neste trabalho estudaremos algumas aplicacoes do Teorema de Poncelet a
geometria do Ensino Médio. Uma das nossas principais motivacoes é que nos cursos
de Matemaética a nivel de Ensino Médio a Geometria é pouco utilizada e em algumas
circunstancias os teoremas nao sao demonstrados para o conhecimento das teorias

abordadas. Finalmente, uma lista de exercicios é proposta.

Palavras-chave: Triangulos, Circunferéncias, Elipses, Tangentes.
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Abstract

In this work we study some applications of the Poncelet’s Theorem for teaching
geometry. One of our main motivations for this work is that in some the high
school leved math courses the study of geometry is slightly used and in certain
circunstances the theorems are not demonstrated to the knowledge of the theories

discussed. Finally, a list of exercises is proposed.

Keywords: Triangles, Circles, Ellipses, Tangents.
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Notacoes

Nesta dissertacao usaremos as seguintes notacoes:
OP - Segmento de extremidades nos pontos O e P;
OP - Comprimento do segmento OP;
O? - Semirreta de origem em O e contendo P;
Oﬁ - Reta contendo os pontos O e P;
BC - Arco de extremidades B e C,
BAC - Angulo com vértice em A e lados nas semirretas E; z@;
r 1 s - As retas r e s sdo ortogonais;
d(P, 0—121) - Distancia do ponto P & semirreta de origem em O e contendo A;

I'(O,r) - Circunferéncia I" de centro no ponto O e raio 7.
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Introducao

A construcao de uma educacao de qualidade se da quando refletimos sobre as
necessidades dos professores e alunos e de uma metodologia educacional abrangente.

Aprender é vivenciar e adquirir experiéncias, é enfrentar desafios, descobrir coisas
novas, buscar conhecimentos.

Esse trabalho foi pensado, escrito e organizado com o objetivo de facilitar a
aprendizagem, para ajudar os alunos e professores com relacao & Geometria, no
intuito de buscar maior entendimento sobre o teorema de Poncelet, cujo enunciado
é:

Teorema de Poncelet: Dadas duas elipses disjuntas e uma dentro da outra,
se existe um poligono circunscrito a elipse interna e inscrito a externa, de n-lados,
entao qualquer ponto pertencente a elipse externa é vértice de algum poligono com
as mesmas caracteristicas.

Existem véarias provas desse notavel teorema de Poncelet, a maioria das quais
nao sao elementares. Por isso, nosso objetivo é encontrar uma prova elementar para
uma solucao nao trivial no caso em que n = 3, isto ¢, quando temos duas elipses e
um triangulo.

O teorema de Poncelet ¢ um importante resultado da geometria envolvendo
cOnicas inscritas e circunscritas a um poligono. Por isso vamos mostrar uma
abordagem que necessita apenas de ferramentas dos programas de Ensino Médio.

Neste Trabalho de Conclusao de Curso apresentaremos as contribuicoes



cientificas fundamentais de Jean Victor Poncelet (1788-1867) relacionadas a seus
trabalhos com a Geometria.

Aqui vamos apresentar particularidades do teorema de Poncelet em situacoes
que permitem perceber a facilidade com que tudo acontece. Mostraremos situacoes
envolvendo triangulos e circulos, quadrilateros e circulos e elipses.

Sabemos do Ensino Médio, que dado um triangulo é sempre possivel construir
uma circunferéncia inscrita e outra circunscrita ao triangulo. Suponhamos que temos
duas circunferéncias, uma interna a outra. Sera que ¢ possivel construir um triangulo
a0 mesmo tempo inscrito na exterior e circunscrito na interior? Apresentamos aqui
um resultado bem conhecido que nos da uma condi¢ao necessaria e suficiente para

que tal tridngulo exista.



Capitulo 1

Teoremas de Poncelet

Neste capitulo estudaremos as contribuicoes de Poncelet para triangulos,
quadrilateros e circunferéncias. Os resultados que iremos apresentar aqui podem ser
encontrados em [3], [4], [7], [I0] e [I2]. Antes de fazermos as demonstragoes desejaveis
vamos mostrar algumas proposi¢oes necessarias e suficientes para chegarmos a prova

do teorema de Poncelet.

1.1 Teorema de Poncelet no Tridngulo Retangulo

Para provarmos o principal resultado desta segao precisamos de alguns resultados

bésicos, que provaremos aqui para deixar este trabalho mais completo.

Definicao 1 Dizemos que uma reta t e uma circunferéncia I' sdo tangentes ou,
ainda, que a reta t € tangente a circunferéncia I', se t e I' tiverem exatamente um

ponto P em comum. Neste caso, P ¢ dito ponto de tangéncia det eI

Proposicao 1.1 ([, Proposicio 3.16]) Sejam I' um circulo de centro O e P um
ponto de I'. Set € a reta que passa por P € perpendicular a ﬁ, entao t € tangente

al em P.
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Prova: Tomemos uma circunferéncia I' de centro em O e raio r e seja P um ponto
qualquer da circunferéncia I'. O segmento OP é um raio. Seja t a reta perpendicular
ao segmento OP no ponto P. Tomemos um outro ponto () na reta ¢ e tracemos
o segmento OQ), como mostra a Figura [I.I] Como o lado OQ ¢é oposto ao maior
angulo do triangulo AOPQ, temos que OQ > OP = r. Dai o ponto () nio pertence

a circunferéncia I' e portanto t é a reta tangente que procuramos. Concluimos assim

Figura 1.1: Reta tangente

que toda reta tangente a uma circunferéncia é perpendicular a um raio no ponto de

tangéncia. ™

Definigao 2 ([1, Defini¢ao 3.1]) Dada uma propriedade P relativa a pontos do
plano, o lugar geométrico(abreviando LG) dos pontos que possuem a propriedade
P € o subconjunto £ do plano que satisfaz as duas condicoes a sequir:

(a)Todo ponto de £ possui a propriedade P.

(b)Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a £.

Em outras palavras, £ é o LG da propriedade P se £ for constituido exatamente
pelos pontos do plano que tém a propriedade P, nem mais nem menos. No que

seque, veremos alguns lugares geométricos elementares.

Definicao 3 ([1, Fzemplo 3.2]) Dado um nimero real positivo r e um ponto O do

plano, o LG dos pontos do plano que distam r do ponto O € o circulo I de centro
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O e raio r:

AO =r <= Ael(0O,r)

Figura 1.2: Circulo como LG.

Definicao 4 Dados os pontos A e B no plano, a mediatriz do segmento AB € a

reta perpendicular a AB e que passa por seu ponto médio.

Proposicao 1.2 ([, Proposicao 3.4]) Dados pontos A e B no plano, a mediatriz
de AB e o LG dos pontos do plano que equidistam de A e de B.

'p

1
1
|
1
1
|
é
A M
1
1

Figura 1.3: P € (mediatriz de AB)=— PA = PB.

Prova: Sejam M o ponto médio e m a mediatriz de AB como mostra a Figura[1.3
Se P € m, entao, no triangulo APAB, PM é mediana pois temos que M é ponto

médio de AB e altura devido ao segmento PM ser perpendicular a AB e dai, o

5
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Figura 1.4: PA=PB = P € (mediatriz de AB).

triangulo APAB é isosceles de base AB. Logo PA = PB. Reciprocamente, seja P
um ponto no plano tal que PA = PB como mostra a Figura Entdo, o triangulo
APAB é isosceles de base AB, donde segue que a mediana e a altura relativas a AB
coincidem e equivalem ao seguimento PM, logo PM L AB, logo P € m, (mediatriz
de AB), o que é o mesmo que dizer que PM ¢é mediatriz de AB, como queriamos

provar. [

Proposigao 1.3 ([1, Proposicao 3.25]) Sejam I' uma circunferéncia de centro O e
P um ponto exterior a mesma. Se os pontos A e B, pertencentes a I', sdo tais que
PA ¢ PB sio tangentes a ', entdo PA = PB e PO ¢ a mediatriz de AB. Em
particular temos % 1L ﬁ

A
r
T
P
o

K

B
Figura 1.5: Retas tangentes
Prova: Como OA = OB, ja que sao raios da circunferéncia, e os angulos

PAO = PBO = 90°, os triangulos APAO e APBO sao congruentes pelo caso
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especial cateto e hipotenusa de congruéncia de triangulos retangulos. Veja Figura
. Em particular tem-se PA = PB. Agora, como P e O equidistam de A e de B,
segue que % ¢ a mediatriz do segmento AB, como queriamos. [

O resultado a seguir ¢ muitas vezes chamado de Teorema de Poncelet no triangulo

retangulo, veja por exemplo [5].

Teorema 1.1 Dada uma circunferéncia I' de raio r, inscrita em um tridngulo

AABC retingulo em A, tem-se

AB + AC = BC + 2r. (1.1)

Prova: Considere o tridangulo AABC, retangulo em A, circunscrito & circunferéncia

I' de raio r como mostra a Figura Tomando os pontos de tangéncia P, () e R

Figura 1.6: Triangulo Retangulo

dos lados BC, AC' e AB respectivamente, temos OP = OQ = OR = r, raio da
circunferéncia. Como os lados do triangulo sao tangentes a circunferéncia, segue da
Proposicao que os raios OP, OQ) e OR sao perpendiculares ao lados BC, AC' e

AB, nos pontos de tangéncia P, Qe R respectivamente. Portanto, o quadrilatero
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ORAQ é um quadrado de lado r. Ja que:

AC =AQ +QC (1.2)

AB = AR + RB, (1.3)

somando membro a membro as equagoes ((1.2)) e (1.3 obtemos

AB +AC = AQ + QC + AR + RB. (1.4)

Segue da Proposicao que AQ = AR =r, QC = PC ¢ RB = BP. Entao a
equacao dada em (|1.4) equivale a

AB+ AC =BP+PC+r+r=BC+2r

como queriamos demonstrar. [

1.2 Teorema de Poncelet na Circunferéncia

Antes de provarmos um resultado que é conhecido como o Teorema de Poncelet

na circunferéncia, precisamos de alguns resultados preliminares.

Proposicao 1.4 Sejam I' um circulo de centro O e AB, C'D duas cordas de I'. Se

as cordas AB e CD, se intersectam no ponto P interior a ', entdo

PA.PB = PC.PD.

Prova: Tracando os segmentos BC' e AD, como mostra a Figura[I.7] pelo teorema

do angulo inscrito (veja [I, Proposigao 3.18|), temos as igualdades para os angulos
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A
Figura 1.7: Poténcia de Ponto
DAB = BCD e ABC = CDA. Como BPC = DPA (pois sdo angulos opostos pelo

vértice), temos que os triangulos ACPB e AAPD sao semelhantes (caso A A). Daf

temos por semelhanca que

PA PD
PC  PB’
Logo PA.PB = PC.PD, como desejado. [ ]

Corolario 1 Sao dados no plano um circulo de centro O e raio R, e um ponto P
interno ao circulo. Se uma reta que passa por P intersecta a circunferéncia nos
pontos A e B entdo:

PAPB = R - 0P (1.5)

Prova: Consideremos somente o caso em que P é interior ao disco determinado pela
circunferéncia. Trace por P o didmetro C'D da circunferéncia, com P pertencente
a OC, como mostra a Figura . Pela Proposicao (teorema das cordas) temos
que PA.PB = PC.PD. Como PC =R —OP e PD = R+ OP, temos

PAPB =PC.PD = (R—-OP).(R+0P) = R — OP".

Se AB é um diametro, basta considerar C' = A ou B de acordo com a posicao de P

e o resultado segue, como queriamos demonstrar. [ ]

9
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c B

\/

D

Figura 1.8: Poténcia de Ponto Interior

Proposicao 1.5 ([1, Proposi¢io 3.5/) Seja AOB um dngulo dado. Se P é um ponto

do mesmo, entao

d(P, @) = d(P, B®) = P e (bissetrizde AOB).

Figura 1.9: P € (bissetriz de ZAOB)

Prova: Suponha que P pertence a bissetriz de AOB e sejam M e N,
respectivamente, os pés das perpendiculares baixadas de P as retas % e %
como mostra a Figura Como MOP = NOP, OMP = ONP = 90° e OP
é comum, segue que os triangulos AOMP e AONP sao congruentes por LAA,.
Dai, PM = PN, ou seja, d(P, (<)—1>4) = d(P, @) Reciprocamente, seja P um
ponto no interior do angulo AOB, tal que PM = PN, onde M e N sdo os pés

10



Capitulo 1. Teoremas de Poncelet  1.2. Teorema de Poncelet na Circunferéncia

<
das perpendiculares baixadas de P respectivamente as retas OA e @ . Entao, os
triangulos AMOP e ANOP sao novamente congruentes, agora pelo caso C'H de
triangulos retangulos (PM = PN e OP comum). Mas ai MOP = NOP, donde P

esta sobre a bissetriz do angulo AOB, como queriamos provar. [

Teorema 1.2 ([1, Teorema 4.31]). Um circulo v de raio r e centro I € interior a
um circulo I' de raio R e centro O. Se A €T e AB e AC' sao cordas de I' tangentes

a7y, entao v € o circulo inscrito no tridngulo AABC' se e sd se
R* —d® =2rR.

com d = OI.

Prova: Se P é o ponto de intersecao do prolongamento da bissetriz Al do angulo

BAC com T, como mostra a Figura m segue do Corolario |1 que
AITP =R*-0OI = R* — &% (1.6)

Agora, sendo X e Y respectivamente os pés das perpendiculares tracadas de O e [

Figura 1.10: A distancia OT

11
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a BP e AC, temos
BOX = ;BﬁP — BAP = PAC = [ AY.

Como ambos os triangulos ABOX e ATAY tém um angulo de 90°, segue entao do
caso A.A. que ABOX e ATAY sao semelhantes Portanto,

BX _ B0
Iy Al
ou ainda,
BX.AT = BO.IY. (1.7)

Como BO = R, IY =r e BX = 1BP, segue das equacdes (1.6) e (1.7) que

. o IP
R—OI'=R*—d®=AI.TP = 2Rr.—
"“Bp

de maneira que

2

O = R*>—-2Rr < BP =1P.

Observe que BP = IP se, e somente se, o triangulo APBI & isosceles de base B,
de modo que PBI = PIB. Como PIB é angulo externo ao triangulo AABI, segue
que

PIB = IAB + IBA.

Por outro lado, usando o angulo inscrito temos
PBC = PAC = PAB = [ AB.
Portanto

JAB +IBA = PIB = PBI = PBC +CBI = IAB + CBI

12
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o que nos da IBA = CBI de modo que I pertence & bissetriz de ABC e assim
¢ intersegao de duas bissetrizes do triangulo AABC, o que nos garante que [ é o
incentro de AABC' e v esté inscrita em AABC. Em particular, o lado BC' também
é tangente a circunferéncia 7. [

O resultado a seguir é conhecido como o Teorema de Poncelet na circunferéncia.
Este garante que, dadas duas circunferéncias, uma interna a outra, se existe um
tridangulo inscrito na circunferéncia externa e circunscrito na interna, entao cada
ponto P da circunferéncia externa é vértice de um triangulo com as mesmas

caracteristicas.

Teorema 1.3 (Poncelet, [I]) Sejam v e I' respectivamente os circulos inscritos
e circunscritos a um triangulo AABC. Se A" # A, B, C ¢é outro ponto de T, e

A'B" e A'C" sao cordas de I tangentes a 7y, entdo v € o circulo inscrito no tridngulo

AA'B'C".

Bl

Figura 1.11: Teorema de Poncelet

Prova: Sejam ~(I;7) e ['(O; R), como mostra a Figura [1.11} entao o fato de 7 ser
o circulo inscrito em AABC garante, pelo teorema de Euler, que OT- = R? — 2Rr.
De posse dessa igualdade, aplicando novamente o referido teorema ao triangulo

AA'B'C’, concluimos que B’C’ tangencia 7, conforme desejado. [ ]

13
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1.3 Teorema de Poncelet nos Quadrilateros

Nesta secao estudaremos a contribuicao de Poncelet, no estudo de circunferéncias
e quadrilateros. O resultado que apresentamos aqui pode ser encontrado em [4]. Foi
Leonhard Fuler que se interessou por esse problema e realizou alguns esforcos para
encontrar a condicao necessaria e suficiente para que, dadas duas circunferéncias A
interna a I', existisse um quadirlatero inscrito em I' e circunscrito em A, porém foi
seu aluno Nikolai Ivanovich Fuss quem deu com ela em 1797 (veja [9]). Tal condicdo
é:

2r?(R* 4+ d?) = (R? — d*)*.
Mais precisamente temos o seguinte resultado.

Teorema 1.4 Sejam M, Z os centros dos circulos inscritos e circunscritos ao
quadrilatero PQRS com raios v, R. Denotando por d a distincia entre os centros

M, Z desses circulos d = M Z. tem-se sempre que:
2r*(R* + d*) = (R* — d*)*. (1.8)

A seguir provaremos este resultado, que pode ser encontrado em [4, Pag. 188|. Da
mesma maneira que o problema dos tridngulos, se a equacao é satisfeita entao
qualquer corda de I'" tangente a \ pode descrever um quadrilatero com vértices em
I' e lados tangentes a A. Para provarmos este resultado precisamos de alguns lemas

preliminares.

Definicao 5 Dizemos que um quadrildtero é bicéntrico se ele é simultaneamente,

mscerito em uma circunferéncia e circunscrito em uma outra.

Proposicao 1.6 Um quadrildtero PQRS possut uma circunferéncia inscrita com
seus lados tangentes a ela nos pontos X, X' Y)Y' e segmentos XX e YY’

perpendiculares se, e somente se, este quadrildtero € bicéntrico.

14
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Prova: Vamos supor que PQRS seja um quadrilatero bicéntrico. Sejam I' o circulo
circunscrito, com centro em O, e 7y o circulo inscrito, com centro em I. Denotemos
os pontos de tangéncia dos lados opostos PQ e RS com o circulo v por X e X', os
pontos de tangéncia dos lados opostos QR e SP por Y/ e Y, e ainda o ponto de
intersegao das cordas XX’ e YY” por O, como mostra a Figura [1.12]

P

o
A

Figura 1.12: Quadrilatero Bicéntrico

Como o quadrilatero PQRS é inscritivel seus angulos opostos sao suplementares.

Entao, P@R + PSR = 180°. Dos quadrilateros IXQY' e IX'SY obtemos

XIY' +IY'Q+Y'QX + QX = 360° (1.9)

X'TY +1IYS +YSX' 4+ SX'T = 360°. (1.10)
Somando as equacoes (1.9) e (1.10) e lembrando que
IY'Q=QXI=1YS = SX'I =90°

(pois sdo angulos de tangéncias) e Y'QX + YSX' = 180° (angulos opostos do

15
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quadrilatero inscrito) obtemos,
XTY' + X'TY + 360° + 180° = 720°, (1.11)
de onde se conclui que
XIY' + X'TY = 180, (1.12)

que é 0 mesmo que

XY+ Y X" = 180°.
Agora, como « é um angulo excéntrico interior a v, temos

CXIY'+ X'IY180°
B 2 2

a = 90°, (1.13)

logo XX’ 1YY’. Isso mostra que as cordas de tangéncia dos dois pares de lados
opostos de um quadrilatero bicéntrico sao perpendiculares.

Vejamos que essa condicao também é suficiente. Um quadrildtero bicéntrico
PQRS é obtido se as tangentes PQ, RS, SP e P(Q), sao tracadas pelos pontos de
tangéncia X, X', Y e Y’ de duas cordas perpendiculares X X’ e Y'Y’ de um circulo
arbitrario 7. Uma vez a = XO'Y = 90° segue de que a equacao é

satisfeita. Além disso, sendo
IXQ=1Y'Q=1YS =1IX'S = 90°

de onde segue que a soma dos angulos opostos XPY e X'RY’ ¢ de 180°, ou
seja, que PQRS é também um quadrilatero inscritivel, portanto bicéntrico, como
desejavamos. ]

Uma das maneiras de se obter a desejada relacao entre os raios e o eixo dos
centros das circunferéncias circunscrita e inscrita é por meio do seguinte problema

de lugar geométrico.
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Capitulo 1. Teoremas de Poncelet  1.3. Teorema de Poncelet nos Quadrildteros

Problema 1 Um dngulo reto € girado sobre seu vértice fizo, que estd localizado
no interior de um circulo, sobre seu diametro. Encontrar o lugar geométrico do
ponto de intersecao das duas tangentes do circulo que passam através dos pontos de

intersecao dos lados do angulo com o circulo.

Prova: Consideremos o triangulo AOXY interno a circunferéncia I' de raio r, como
na Figura|l.13[e P o ponto de intersecao das tangentes & [' em X e Y. Uma vez
que o triangulo XOY é retangulo em O, tome OF' como sendo a altura do triangulo

dado em relacao & hipotenusa XY de onde segue que

Figura 1.13: Quadrilatero de Poncelet

OF = XF.FY. (1.14)

Denotemos por M o centro de I'. Sabemos que W ¢ bissetriz do angulo XPY
e ¢ ortogonal a XY em N, ponto médio deste segmento de modo que MP é
paralelo a OF (veja Proposicao . Introduzindo, ' = MN e " = NX,
extraidos do triangulo AMNX retangulo em N, e = MO, ¢ = MT = e.cos(yp)
e ¢ = OT = esen(yp) extraidos do triangulo AMTO, retangulo em T, onde OT

17



Capitulo 1. Teoremas de Poncelet  1.3. Teorema de Poncelet nos Quadrildteros

é uma paralela a NF' passando por O e intersectando M P em T, com o angulo

OMT = . Como

OF =NT=MN—-TM =1 —¢,

XF=NX-NF=NX-0T=1r"-¢

FY =FN+ NY =7"+¢"

de (1.14) vem que

(7’/ o 6/)2 — (T” o 6”).(7‘” 4 6”)

ou ainda

2 — 20 e e =" — " (1.15)

Somando r? a ambos os membros de ((1.15]) obtemos a equagao
2.70/2 - 2.7’/.6/ + 6/2 — 7n//2 - 6//2 4 7,/27

dai
292 9o — (T,/Q + TIIQ) . (6/2 + 6”2>. (1'16)

Segue do Teorema de Pitagoras no triangulo AMTO que e? = e? +¢”?. Além disso,

ja que M X = r, do triangulo retangulo AMNX temos r? = r'? 412, Assim, segue

de (I16) que
27 =20 e = (r? + ") — (% + ") =12 — 2 (1.17)
No entanto, €/ = e. cos(p) o que implica que

2.7"% — 2.0 e.cos(p) = r? — €. (1.18)
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Capitulo 1. Teoremas de Poncelet  1.3. Teorema de Poncelet nos Quadrildteros

Como o triangulo AM X P é retangulo em X e NX é uma altura com N sendo um

ponto da base M P, hipotenusa do triangulo, obtemos

MX> =M MN.DP.

Como MX =r, MN = 1" e denotando M P = p, teremos 7> = r’.p ou ainda

Introduzindo esse valor a partir de (1.18)) chegamos a

A 2
2.— —2.—.e.cos(p) = r° — €.
p p

Dividindo ambos os membros por 72 — €2 e multiplicando a equacdo por p* vamos

obter a equacao;

2.4 2.r%p 9
e 1 cos(p) =p
de onde se obtém que
2.1 9 2.r?
e Rl e S 200 cos(p). (1.19)

Escolhendo d = r?.e/(r* — €?), e substituindo na equagio (1.19) obtemos

2.rt )
Rl + 2.d.p. cos(y). (1.20)

Agora, denotamos R = ZP a distancia de um ponto Z sobre a extensao de OM até
P onde d = M Z, distancia do ponto Z ao centro M de I'. No triangulo AZMP,

pela lei dos cossenos obtemos
R? = d® 4+ p* + 2.d.p. cos(180° — ) = d* + p* + 2.d.p. cos(p). (1.21)
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Capitulo 1. Teoremas de Poncelet  1.3. Teorema de Poncelet nos Quadrildteros

Dai, combinando as equagoes ((1.20)), e (1.21)) teremos que;

2.rt
2 _ g2
R =d+ ) (1.22)
Ou ainda
2rt
7"2 — 62 = m (123)

e consequentemente, R tem um valor constante, independente da posicao dos pontos
X e Y. O lugar geométrico desejado é assim, um circulo C cujo centro é Z, que esta
situado sobre a extensao de OM, determinado por d = r?.e/(r* — €?) e cujo raio R é
determinado por R? = d* +2.r*/(r? — ¢?). Naturalmente, também pertencem a este
lugar geométrico os pontos de intersecao (), R e S das tangentes, que sao obtidas
quando se tirar as tangentes através dos pontos de intersecao do circulo com as
extensoes dos eixos XO e YO. O quadrilatero PQRS ¢ um quadrilatero bicéntrico
na medida em que esta inscrito em um circulo e circunscrito em outro. Se o angulo
reto XOY & girado em torno do centro O, de modo que os pontos X e Y descrevam
o circulo I', o quadrilatero PQRS assume continuamente posicoes diferentes, mas
sempre serd bicéntrico. Logo as féormulas obtidas para d e R contém a solucao
desejada para o problema do lugar geométrico. Ja que r? — e? = 2.r1/(R? — d?),

substituindo esse valor em d = r?.¢/(r* — e?) obtemos que
rle=d2r/(R* — d*)

de onde se obtém

e=2.d.r*/(R* - d?).
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Capitulo 1. Teoremas de Poncelet  1.3. Teorema de Poncelet nos Quadrildteros

Disto segue que

T'Q(RQ _ d2>2 _ 4d27”4
(R2 _ d2)2

r?—e? = r*—(2dr*/(R*—d%))? =

R (120

Agora por comparacao das equagoes (1.23), (1.24]), chegamos a equagao

2.r4 r?[(R? — d*)? — 4r%d?]

R2—d2 (R% — d?)?

Multiplicando essa equagao por (R? — d?)? encontramos uma outra equagao
212(R? — &) = (R — d°)? — 4r°d2.

Adicionando a ambos os membros 4r2d? e colocando 2.7? em evidéncia no primeiro
membro é que, finalmente, se obtém a relacao entre R, r e d eixo que une os centros

dos circulos circunscrito e inscrito do quadrilatero bicéntrico

2r3(R® 4 d%) = (R* — d°)?,

como queriamos demonstrar. [
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Capitulo 2

Teorema de Poncelet na Elipse

Neste capitulo abordaremos a contribuicao de Poncelet para triangulos e elipses.

Alguns dos resultados que traremos aqui podem ser encontrados em [I3]. O

enunciado do Teorema de Poncelet s6 requer a definicao da elipse.

Teorema 2.1 (Porisma de Poncelet) Dadas duas elipses, uma interna & outra,

se existe um poligono de n-lados simultaneamente inscrito na elipse externa e

circunscrito a elipse interna, entao qualquer ponto da elipse externa € vértice de

algum poligono com as mesmas caracteristicas.

Para a prova deste teorema faremos uma abordagem que usa apenas de

ferramentas dos programas do ensino médio padrao. Isto nao é um problema simples,

porém nosso objetivo é encontrar uma prova elementar de uma solucao nao trivial

para a situacao do caso n = 3 quando temos duas elipses:

€

€1 .

ZL’2 yQ
$2 y2
P - e 1 (2.2)

de tal modo que e; seja interior a e. Para este caso teremos o seguinte resultado.
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Capitulo 2. Teorema de Poncelet na Elipse

Teorema 2.2 Suponha que a elipse e; com equacgao dada por esteja no interior
da elipse e dada pela equagao (2.1), ver Figura e sejam tais que:

a>b>0,a,>b>0, a>ay, b>0b.

Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
i) existe um tridngulo AAygByCy inscrito em e, e circunscrito em ey;

ii) vale a sequinte relacdo

iii) para qualquer ponto A na elipse e pode-se encontrar um unico triéngulo AABC

mscrito em e € circunscrito em e;y.

Apresentaremos alguns resultados preliminares antes da demonstracao deste
teorema. Veremos que nao ha perda de generalidade em considerar a elipse externa

como sendo uma circunferéncia, como na Figura [2.1

Figura 2.1: Teorema de Poncelet para elipse e circulo.
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Capitulo 2. Teorema de Poncelet na Elipse 2.1. Reduc¢ao ao caso circulo e elipse

2.1 Reducao ao caso circulo e elipse

Consideremos as duas elipses

332 y2
[§]
562 y2
er: 5+ =1 (2.4)
ai bt
com

a>b>0,a,>0,>0, a>ay, b>0b

de modo que e; é interior a e. Podemos usar uma simples mudanca de coordenadas

no plano, fazendo

X=2 e Y:% (2.5)

a
de tal forma que a elipse e de equacao (2.3)) nas novas coordenadas X, Y, seja dada
pela equacao

X24+yY?=1, (2.6)

ou seja, vamos considerar o circulo com centro na origem O e raio r = 1 no novo
sistema de coordenadas.
A mudanca de coordenadas em que = aX ey = bY nos leva a 22 = a®?X? e

y? = b*Y? de modo que

1,2 a2X2 X2 X2 y2 b2y2 Y2 Y2
—_— = = —" = — e —_— = = —" = —
A R S A
onde Al = al/a e Bl = bl/b
Logo a segunda elipse e; torna-se
X2 y?
At Bi
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E claro que esta mudanca de coordenadas preserva as nocoes de intersecao, a
reta se transforma em reta, o circulo em circulo, a elipse em elipse (ou circulo) e se a
reta e a elipse sao tangentes permanecem tangentes apés a mudanca de coordenadas

como mostra a Figura [2.2]

Proposicao 2.1 Se uma reta r e a elipse ey sao tangentes, permanecerio tangentes

apds a mudanga de coordenadas dada em ([2.5)).

Figura 2.2: Transformacao da Elipse por Mudanca de Variavel.

Prova: Sejam as elipses ey : 2—; + % =leé€: )Af—; + E—; = 1 obtida a partir de ¢;
através da mudanca de variavel X = eV = % onde A; = “e B = %

Tomando r : y = mz + n a reta tangente a e; no ponto Py(zo;o), considere
v’y = 9% 4+ % a reta obtida a partir de I, pela mesma mudanga de varidvel,
entao podemos afirmar que

i) P(z;y) €r <= P'(£,¥) €1';

Como P(z;y) € r:y = mx + n temos que

amx y T on amX n
y=mr+n<=y=——+n<= ="+ <Y = +
a b b b b b

portanto P'(£, %) € r'.

it) P(z;y) € ep <= P'(2,Y) € e;

a’
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Capitulo 2. Teorema de Poncelet na Elipse 2.1. Reduc¢ao ao caso circulo e elipse

2 . 2 2 ,
De modo analogo a i), vemos que P(z;y) € e1: 7z + % = 1 se e 56 se
1 1

1'2 y2 33'2 y2 X2 Y2
e ter Tl S patpp Tl T gt !
a? b2

Logo P'(£,%) € ¢€}.
Dai i) e i) sao satisfeitas e portanto iii) P = r(Ne; <= P’ = r'Ne}; também
é satisfeita, completando assim a prova. [
Observando a transformacao x = aX ey = bY, gragas a este resultado, a partir

de agora vamos trabalhar com o circulo de centro na origem O e raio 1,

Pyt =1 (2.8)
e a elipse
2 2
el:%+y—2:1,1>a1>b1>0 (2.9)
a; b1

interna a circunferéncia de centro O e raio 1, como é mostrado na Figura [2.1
Preparamos uma lista de perguntas que prepara a solugao do problema (ou a prova
. 2 2
do teorema de Poncelet) para o caso n = 3: Dado uma elipse e; : % +% = 1 e o ponto
1 1
Aoz na circunferéncia de centro na origem O e raio 1, vamos encontrar as retas
0(Zo, Yo ;
< S
AgA; e ApAs tangentes a e; contendo o ponto Ay, e encontrar também os pontos
Ay, Ay da intersecao dessas retas AgA;, AgAs com a circunferéncia 22 + y? = 1,
(precisamos expressar a formula e as coordenadas de A, Ay em termos de xg,yo e
. S .
dos coeficientes angulares kq, ko das retas AgA; e AgAs, respectivamente. Usamos a

parametrizacao

zj = cos(p;), y; = sen(y;), j=0,1,2, (2.10)

e a relacdo entre ¢, e 0; = arctang(k;) para j = 1, 2. Para isto faremos alguns
lemas.

2

Lema 2.1 Dada a elipse, ey : 75 + %j =1, aretat:y—1yo=k(zx—mx) que contém
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Capitulo 2. Teorema de Poncelet na Elipse 2.1. Reduc¢ao ao caso circulo e elipse

Ao

€1
o

Figura 2.3: Quando AyA; é tangente a e;?

o ponto Ao(xg,yo) € tangente a elipse ey se, e somente se
(yo — kxo)? = b* + k*a®.

. . 2 2
Prova: Para que aretat:y—yo = k(z — o) seja tangente a elipse e; : i? + Z? =1
devemos mostrar que e; e t tém apenas um ponto em comum. Isto é, devemos

resolver o sistema formado por ¢ e e;. Logo:

2 g
e + 2 =1 = b2+ a2y2 = a’b? (1)

y—yo=k(x—m0) =y =k — kxo+yo(2)

Substituindo (2) em (1), vamos obter a equagao
V2?4 a*(kx — kxo + yo)* = a®b?.

Desenvolvendo o produto notavel (kz — kxzo + yo)?, a equagao acima passa a ser
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representada por
va? + a®(k*x® + k*xf + yg — 2k*xwg + 2kayy — 2kxoyy) = ab®.
Vamos agora eliminar o paréntese da equacao, dai ela ficard no formato

0 = bv2*+d%k*2? + a2k2x(2) + a2y§ — 2a*k*zxy + 2a°kayy — 2a*kzoyo — a*b?
= (b* + a®k*)2? + (2a%kyo — 2a°k*wo)x + a®(yi — 2kxoyo + k*xl) — a®b?
= (b* + a®k*)2? + (2a%kyo — 2a°k*x0)x + a*(yo — kxo)? — a®b?

= (b* + a®k*)2* + (2a%kyo — 2a°k>x0)x + a®[(yo — kxo)® — b?].

Para que esta equacao do 2° grau em x tenha apenas uma solucao, fazendo com que

a reta t e a elipse e; sejam tangentes, devemos ter A = 0. Assim

0 = 4a'k*(yo — kao)? — 4a>(V? + a2k*)[(yo — kao)? — b7
= 4a* K (yo — kxo)? — 4a> (0% + d®k?) (yo — kxo)? + 4a*(V? + a®k?)b?

= [4a'k? —4a® (0 + a’k?))(yo — ko)® + 4a*H* (b + a®k?)

= (4a'k® — 4a°V* — 40" k?)(yo — kwo)® 4 40?0*(b* + a®k?)

= —4a’b*(yo — kwo)? + 4a*b*(b* + a*k?)

de onde se obtém

4a*b* (yo — kxo)? = 4a’b*(b* + a*k?)

ou ainda
(yo — k’l’o)2 = b2 + Cl2]<32
como queriamos provar. [ |
. 22 . .
Lema 2.2 Dados uma elipse e; : ‘2—% + %% =1 e o ponto Ay(xo,yo) na circunferéncia
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unitdria de centro na origem O, e denotando por
tiy—yo=k(x—x0)

qualquer reta que passa por Ay, e por Ay(z1,y1) o seqgundo ponto de interse¢io desta

reta com a circunferéncia unitdaria temos

R 2%
TRl i

T Yo

2k k2 —1
210 kel

Y1 = Yo-

Prova: Como A;(z1,y1) € o ponto de intersecao da reta t e da circunferéncia de

equacao 2 + y? = 1, devemos resolver o sistema

y—vo = k(z—1x0)
224+ = 1.

Isolando y na equagao y—yo = k(z—xo), vamos ter y = k(x —1zy)+yo e substituindo

na equacao z2 4+ y? = 1 do circulo unitério, temos que
2 2
x° + [k(x — x0) + v = 1.
Desenvolvendo o produto notavel [k(z — o) + yo]> = 1, vamos obter a equacdo

x4+ yg + 2yok(z — 20) + K* (2 — 30)? = 1

29
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ou ainda

0 = 22+ yg + 2kzyy — 2kxoyo + k2a® — 2k xx, + kag -1
= 2%+ k%2 + 2kayy — 2kxoyy — 2k wag + yg + k:Qx(Q) -1

= (14 E»a® + 2k(yo — kxo)z + (5 + k*x) — 2kzoye — 1).

Esta equacao tem duas raizes xg e x; , de tal modo que:

2k —k
To+ 21 =—— (?1Jo+ k2x0)

e consequentemente

-  2k(yo — kwo) 20
1+ k2
2k(yo — kxo) — zo(1 + k?)
1+ k2
—2kyo + 2Kz — 10 — k%20
1+ k2
—2kyo + K2z — x0
1+ k2
(k’2 — 1)[[0 — Qkyo
1+ k2
(k2 — 1) 2%
T4 k2 07 1Tl
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A partir desta relacao obtemos a expressao para y;. Temos entao:

v = k(r1—x0) + Y0
L D — 2k
14 k2
_ k[kzxg — 9 — 2kyo — k% xy — xo] yo(k*+1)
1+ k2 k2 +1
k(=20 — 2kyo) + k*yo + o
1+ k2
—Zk'xo — 2k2y0 + k2y0 + Yo
1+ k?
—2kxo — /€2y0 + Yo
14 k2
2k k% —1
1 T e

— o) + Yo

Isso prova o que queriamos. [

Lema 2.3 Dados uma elipse e; : 2—2 + Z—; =1 e um ponto Ay(cos(po), sen(eo)) na
1 1

circunferéncia unitdria de centro na origem O, denotamos por
tiy—yo=k(xr—x0)

qualquer reta que contenha Ag, estendendo-se até Ai(cos(y), sen(y)), o sequndo

ponto de intersecao dessa reta com a circunferéncia. Entao as relagoes do Lema

tomam a forma
g Y TPo—T

5 +mm, m € Z

onde

0 = arctang(k).

Prova: Pela definicao de 0 temos que tan(f) = k e dai

k*—1  tan?(f) —1  sen®*(f) — cos*(0)
E24+1  tan?(@) +1  sen2(f) + cos?(f)

= — cos(20).
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De modo analogo obtemos que

2k 2tan(f)  2sen(0)

E2+1  tan?(@) +1  cos(d)

cos?(0) = 2sen () cos(#) = sen(20).

Além disso

z1 = cos(p), y1 =sen(p), zo = cos(¢o), yo = sen(yo).

Fazendo a substituicao dessas igualdades em

k> —1 2k
T = xo) —
L= 2 0™ 2y 1y0
e
B 2k k*—1
Y1 = S 1330 S 1?/0
finalmente encontramos
cos(p) = —cos(260)cos(pg) — sen(260)sen(pp)

= cos(20 4 ) cos g + sen(26 + )sen(yp)

= cos(20 + 7 — o).

sen(p) = —sen(260)cos(po) + cos(20)sen(py)
= sen(20 + 7) cos(yo) — cos(260 + m)sen(yg)

= sen(20+ 71— o).
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Essas relacoes levam simplesmente & expressao desejada

204+ 7 — g = +2mmr,m € 7

ou seja
-7
0= QO—HOQO +mm,m € Z.
Isso completa a prova que queriamos. [ ]

Lema 2.4 Dada uma elipse e; : 2—2 + Z—; =1 e 0 ponto Ay (cos(po), sen(py)) denote
1 1
por

try—yo=k(x—x)

a reta que contém Ay e Ai(cos(p), sen(y), ponto de intersecao desta reta com a

circunferéncia e : x° +1y*> = 1. Entdo t € tangente a e; se, e somente se, tem-se

cos® ((’0 — <p0> = b?sen’ (SO i SOO) + a3 cos® (tp + (p()) = (a} —b7) cos® ((’0 + (’00) + b2,
2 2 2 2
Prova: Vimos no Lema que esta reta é tangente a elipse se, e s6 se,
(yo — kxo)? = b} + Ka?.
Precisamos transformar (yo — kzg)? em funcao de ¢ e de ¢y. Como
k = tan(0), xo = cos(po) € yo = sen(yp),

temos que

cos(f)sen(pq) — sen(6) cos(p) _ sen(pg — 0)
cos(6) cos(f)

Yo — kxo = (2.11)
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ou ainda

sen(po — 0) = cos(0).(yo — ko). (2.12)

Usando a relacao
8 _ 2 + Yo — T

5 +mm, m € 7,

vemos que o numerador da equagao (2.11)) é

R e I 0

enquanto que o denominador da equagao (2.11]) torna-se igual a

cos(f) = cos <W + m7T> = (—1)"sen (SO —;S00>

assim, elevando a equacao (2.12)) encontramos, a equacio

cos? (SO _2900) = sen” (@J;‘PO) (yo — kxo)>.

Aplicando o Lema [2.1] combinando com as relacoes acima, com

(yo — kxo)® = b7 + k*af, k = tan(0)

sen(0) = 1 - co(0) = 1 —sen® (2120 = co? (2222

temos que
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cos” <SO _2900) = sen? <90 —;900 (02 + K*a?)

+ o\ | sen() P+ o

— Psen? (W ) 2 con? < )

1sen 5 + cos(8) aj.sen 5

= bisen’ (gp z goo) + aZsen’(0)

= bisen’ (SO—;@O) + a2(1 — cos?(0))

= b (1—COS2<()0_;S00)>+G% (1—86112 (¢+¢0>)

= b b cos2<90—;go0 + a?. cos? <S0+900>

= (a3 —b?). cos® (wz%) + b2,

completando assim a prova. ]

Observagao 1 Podemos reescrever as relagoes do Lema de maneira diferente,

ulilizando a sequinte relacao

1 2
cos® o = Zroostze) C(;S( a).

A formula acima vem do fato que cos(f + a) = cos(f) cos(a) — sen(B)sen(a).

Fazendo B = a e usando a relagio fundamental sen?(a) + cos?(a) = 1 obtemos
cos(2a) = cos?(a) — sen*(a) = cos*(a) — (1 — cos*(a)) = 2. cos?(a) — 1.

Entao
1+ cos(2a)

cos?(a) 5 )

logo teremos

- 1 - 1
COS2<<,0 2soo>: +COS(2<P po) Cosz(sozsoo): +COS(290+900)
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Do Lema temos

cos? <S0 _2900> = (a} — b7) cos? <90 —g%) + b7,

usando as equacoes anteriores oblemos

1+ cos(p — o)

i R

+ b,

) {1 - cos(2cp+ wo)}

oU seja
2 32 2 2 42 2 32 2
1+cos(¢p—wo) = (a3 —b7)(1+cos(p+pn)) +2b7 = at —by+ (a3 —by) cos(p+po) + 207,

dai concluimos que

cos(p — o) = ? cos(p + ¢o) + D, (2.13)

onde

A=al—b] e D=a>+b —1. (2.14)

Desenvolvendo a equacao , obtemos
cos(p) cos(ipo) + sen(ip)sen(ipo) = ¢*[cos(p) cos(ipn) — sen(p)sen(o)] + D

Fazendo a eliminacao do colchete e isolando D, obtemos

cos(ip) cos(po) + sen(sp)sen(spo) — ¢*[cos(i) cos(po) — sen(p)sen(po)] = D,

onde chegamos a equac¢ao

(1 — ¢®) cos(ip) cos(ipo) + (1 + c*)sen(p)sen(py) = D. (2.15)
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2.2 Prova do Porisma de Poncelet

Nesta secao finalmente provaremos o seguinte resultado:

Porisma de Poncelet: Dadas duas elipses disjuntas e uma dentro da outra, se
existe um poligono circunscrito a elipse interna e inscrito a externa, de n-lados,
entao qualquer ponto pertencente a elipse externa é vértice de algum poligono com
as mesmas caracteristicas.

A existéncia do triangulo AABC' inscrito em e e circunscrito em e; é feita por
construcao. Na prova que daremos a seguir, nosso objetivo é mostrar que esta
construcao é possivel se, e somente se, a condicao a; + by = 1 for satisfeita.

E facil observar que o Teorema garante que o Porisma de Poncelet é
verdadeiro. Sendo assim, faremos a demonstracao deste resultado a seguir.

Prova do Teorema [2.2} Levando em consideragdo a mudanca de variaveis descrita
em ([2.5)), vamos considerar a elipse externa e como sendo a circunferéncia unitéria
centrada na origem.

Tomemos um ponto Ag(cos g, senpy) sobre uma circunferéncia unitaria e

encontremos as duas retas t; e ty tangentes a elipse e; que contém o ponto A,

onde
22 P
e1:—+ %=1
Ve w

Em seguida, vamos encontrar os pontos de intersecao das retas t; e to com a
circunferéncia unitaria como mostra a Figura 2.4] e denotemos esses dois pontos

de interse¢ao com a circunferéncia unitaria, (diferentes de Ag) por

By (cos(i1),sen(p1)) e Co(cos(pz), sen(p2)).

Primeiro, vamos expressar a hipotese do teorema de Poncelet, de que existe pelo

37
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Figura 2.4: O triangulo AyByCj esta circunscrito em e;?

menos um triangulo AAyByCy inscrito no circulo unitario, isto é

Ao(cos(io),sen(po)), Bo(cos(ir),sen(p1)) e Co(cos(gz),sen(yp2))

coI1mn

0 <o <1 <y <2m,

e circunscrito na elipse e; interior ao circulo. Ja que AyB, é tangente a e, devido

ao Lema [2.4 sabemos que

2 (P1L—%0\ ;o 2y 2 (P1T %o 2
cos ( 5 )—(a1 b7) cos ( 5 )—I—bl. (2.16)

Analogamente, o fato de que AoCy e ByCj sdo tangentes a e1, pelo Lema[2.4/implicam

que

2 (P2 %o\ _ ;2 oy o (P2t %o 2
cos( 5 )—(a1 bl)cos( 5 )—l—bl (2.17)

2 (P2 =PI\ _ 2 oy 2 (P2t ¥ 2
cos( 5 >—(a1 bl)cos( 5 >+b1. (2.18)
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Podemos unificar todas essas relagoes em uma

cos? (%’ ; 901> = (a2 — b?) cos? (%2@1) FBL0<I£j<2. (2.19)

O que sabemos a partir das hipdteses do teorema de Poncelet e o que temos de
provar é€:

-Tomar qualquer ponto A(cos(?y),sen(1y)) sobre o circulo unitario e encontrar as
duas retas t; e t, tangentes a elipse através de A.

-Em seguida, encontrar os pontos de intersecao de t; e t; com o circulo unitario.

Denote os dois pontos de intersecao (diferentes de A) por

Blcos(t1), sen(t1)) e C(cos(th), sen(iin)).

Desde que AB ¢ tangente a e, de acordo com o Lema temos que

A
t,
€1
B LPO Wo
B\ N\ Bf,
Y2

Figura 2.5: Se dois lados sao tangentes entao o terceiro também é.

cos? <¢1 ; ¢0> = (a} — b?) cos® <¢1 ;¢0> + b2
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Analogamente, o fato de que AC' é tangente a e, pelo Lema [2.4] implica que

cos” <¢2 ; %) = (a] — b?) cos® (¢2—£¢0> + b3

Em vista da Observacao [1| temos

(1 — ¢) cos(thy) cos(1g) + (1 + ¢*)sen (v )sen (1)) = D. (2.20)
(1 — ) cos(thy) cos(1g) + (1 + ¢*)sen(tpy)sen (1) = D. (2.21)

onde
=ai—bieD=al—b]—1. (2.22)

Precisamos mostrar que BC' é tangente a elipse e, e tendo em mente o Lema [2.4] é

necessario e suficiente mostrar que

cos’ <¢2 ; 1/)1> = (aj — b}) cos’ (1/}2 —; ¢1> +b;. (2.23)

Devido a (2.20) e (2.21) segue do Lema do apéndice que

Yo — Y1\ 4c¢* D? Wy + 1y D2
cos” < 2 > (1= 2)2(1 4 ¢2)2 cos” < 2 ) + (1+c2)2 (2.24)

Comparando essa relagdo com a relagao (2.23)), isso nos leva a condigao que:

4¢2 D> ) D?
— o b2 — b2
I-rp1+a)e T ar@p v
dai temos que
AD* = (1 -1+ e D*=bi(1+c%)? (2.25)

Sa0 requisitos.
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Estas relagoes e a relacao (2.22) levam a condicao necessaria e suficiente
a1 +b=1 (2.26)
pois

(1= 1+A)?=4D? =403 (1 + 3*)? = 4P =(1-) <=2, =1-¢
= ad =0 —-2b+1=(b —1)

< a1=1—b; <= a;+b =1.

Logo é condicao necessaria e suficiente para que a reta % seja tangente a
elipse e1, ou seja (ii) ocorre se, e somente se, (iii) ocorre.

Pelo que foi feito anteriormente, mostramos que é possivel construir um tridngulo
inscrito na elipse e e circunscrito na elipse e; se, e somente se, (ii) ocorre. Isto
¢ (i) ocorre se, e somente se, (i) ocorre. Isso mostra que A condicdo ([2.26])
também é necessaria e suficiente para o cumprimento da propriedade de que existe
um triangulo AygByCy circunscrito a elipse e;. Portanto, se existe pelo menos um
triangulo AAyByCy circunscrito em e;, pela relacao o triangulo AABC' esta

circunscrito em eq, o que finaliza a prova do teorema. [
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Capitulo 3

Sugestao de Exercicios

Propomos a seguir alguns exercicios que podem ser discutidos com alunos para

fixar os temas apresentados neste trabalho.

1. Verifique se é possivel construir um tridngulo ao mesmo tempo inscrito na
circunferéncia v : 22 + y* — 2 + 4y + 1 = 0 e circunscrito na circunferéncia

2% +9y%+6x+ 10y +18 = 0.

Solucao: Dadas as circunferéncias v(I,r) e I'(O, R) se existe tal triangulo

devem ser satisfeitas as condic¢oes do teorema de Poncelet ou seja, a relacao
d> = R* — 2Rr

onde d = IO. De v vem que I(1;—2) e r = 2 e de I' também temos que O(3;5)

e R = 4. Calculando a distancia entre os pontos I e O obtemos
TO°=(B3-124+(5-(-2)2=T10" =22+ 72 =4+49 = 53,
Substituindo esses valores na relacao anterior vemos que

53 =4%2—-242=16—16=0
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contradizendo a relagao, portanto nao existe tal triangulo.

2. Dadas as circunferéncias ¢; : (z—2)2+(y—3)2 =25e ¢y : (x—4)*+(y—2)? =4,
mostre que é possivel construir um triangulo inscrito em ¢; e circunscrito em

Co.

Solucao: Assim como no Exercicio 1, veremos se a relacao
d* = R* — 2rR.

Temos que o centro de ¢; é O(2,3) e o raio € R = 5 enquanto o centro de ¢, é

1(4,2) e o raio é r = 2. Entao
R?—2Rr =22 +12=5.
Por outro lado, temos
P=T0"=4-22+(2-32=4+1=5

Vemos assim que a relagao desejada ¢é satisfeita e segue do Teorema que

existe tal triangulo.

3. Um circulo de raio 5 ¢cm esté inscrito em um triangulo AABC' retangulo em
A e cuja soma dos catetos vale 16 cm. O valor da hipotenusa do triangulo é:
a) dcm b) bem ¢) 6cm d) Tem e) 3cm

Solugao: No triangulo AABC da Figura [3.1 denotemos a hipotenusa BC
por a , e os catetos AB e AC por c e b respectivamente. Aplicando o Teorema

de Poncelet para o triangulo retangulo, Teorema temos
a+2R=0b+c.
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Capitulo 3. Sugestao de Exercicios

Figura 3.1:

Como R=5e b+ ¢ =16 obtemos

a+25=16

ou seja,

a = 6.

4. Na Figura temos QT = 3cm e o perimetro do triangulo AUNC' é igual
ao perimetro do quadrilatero QUC P. Nestas condicoes podemos afirmar que

o valor de UN — CP é:

a) 3cm b) bem ¢) 4em d) 6cm ) 2cm

C

Figura 3.2:

44
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Solucao: Denotemos por M, R e S respectivamente os pontos de tangencia
do circulo com UC, CP e PQ. Da Figura temos que QT = ST = 3,
TU = UM, MC = CR = RP = PS = r raio da circunferéncia. Chamemos

TU =2, UN =n e CN = m. Neste caso vamos encontrar o valor de n — 2r.

Do triangulo AUNC' vem que
m+n+r+x=2P (3.1)
e do quadrilatero PQUC' vem que
6+ 2z +4r = 2P (3.2)
logo comparando as equagoes e teremos
m+n+r+x=6+2x+4r

m+mn=6+x+ 3r. (3.3)

Aplicando o teorema de Poncelet, Teorema no triangulo obtemos
3+3r+m=3+n+z+2r

ou ainda

n+x+r+m. (3.4)

Somando as equagoes (3.3) e (3.4) vamos ter

m+2nt+tr=6+x+4r+m
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Capitulo 3. Sugestao de Exercicios

ou ainda

2n =6+ 4r

ou seja

n—2r=23
como desejavamos.

5. Em um paralelogramo ABC'D como mostra a Figura [3.3] temos o circulo T'
de raio R inscrito no quadrilatero BCDH e o circulo « de raio r inscrito no

triangulo ABH, retangulo em H. O valor do segmento DH é:

a) 2R b) 2R+ r ¢)2R—r d) R—2r e) R+ 2r

B C
R,”
P
'
I'4
T
d/
A H
Figura 3.3:

Solugdo: Denotemos DH = x, AH = b e AB = a. Aplicando o teorema de
Poncelet, Teorema no triangulo AAH B retangulo em H, temos

a+2r =2R+b (3.5)

e do quadrilatero inscritivel BC'DH temos

BC+HD =BH+CD.
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Lembrando que ABC'D é um Paralelogramo obtemos
b+2x=2R+a (3.6)
Somando membro a membro as equacoes e vamos obter
r+r=2R

ou ainda

6. (CEPEMA-PB) Considere a elipse e; de equagao 922+ 36y* = 4 e Ag(0;1) um
ponto pertencente & circunferéncia unitéria e : 22 +y% = 1. Usando o Teorema
de Poncelet determine os pontos By e Cy em e tais que o triangulo AAyByCy

seja simultaneamente inscrito em e e circunscrito em e;.

Solugao: Podemos escrever a elipse e; na forma e; : 2—§+% =1lcoma; = % e
b = % De acordo com o Teorema ja que a relacao a; +b; = 1 é satisfeita,
sabemos que a partir do ponto Ay podemos construir tal triangulo. Para isso
considere a reta t : y — yo = k(x — o) tangente a elipse e; e contendo o ponto

Ap(0;1). Pelo Lema a condicao necessaria e suficiente para que isso ocorra

é dada por (yo — kzo)? = b3 + k?af.

Dai, substituindo Ay, a; e b; obteremos k = /2 e para obtermos os pontos

By e Cy devemos usar a equacao

y = yo + k(z — x0)
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Para k =v/2 obtemos
y=1+V2(z—0)=1+V2z

o que nos da pontos da forma (x,\/ﬁx + 1) na reta t. Como By é a interse¢ao

de t com a circunferéncia e deve ter

=2+ 020 +1) =2 + 222 +23/20 +1 =322 +23/20 + 1.

ou ainda
32 +2/22 =0
que tem por solucao x = 0 ou z = %2/5 Como x = 0 pertence ao ponto Ay

temos que Bo(%m; —é) Analogamente, para k = —/2 obtemos C’d%; —%),

finalizando assim a solucao.
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Apéndice A
Algumas Relacoes Trigonométricas

Neste apéndice veremos algumas relagoes trigonométricas necessarias para as

demonstracoes que aparecem no Capitulo 2.

Lema A.1 Suponha que

sen <w1 ;¢2> £0, cos <w1 +¢2> 20, cos(dhp) %0

2
(1 — c*) cos(vp1) cos(thg) + (1 4 ¢*)sen(vpy)sen(y) = D, (A.1)
(1 — ) cos(1a) cos(1g) + (1 + ¢*)sen(bg)sen(iyy) = D.. (A.2)
Entao
(1 —c*) tan <¢1 ;— ¢2> = (1 + ¢?) tan(vy) (A.3)

e além disso,

Yo — 1 4c*D? P2+ D?
cos2< 22 1> = (1—02;(14—02)2C0S2< 22 >+(1+02)2. (A.4)
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Prova: Fazendo a diferenga entre as equagoes relacionadas em (A.1]) e (A.2)) obtemos

a equagao

(1 — c*)[cos(th1) — cos(1hy)] cos(vhg) + (1 + ¢)[sen(v)y) — sen(t)s)]sen(vyg) = 0.

Da trigonometria vem que:

wam»—waw>_-%w(?“;%>%n(%gwj
(5

(A.5)

sen(is) — sen(is) = 2sen

logo teremos

Como supomos que

<en <¢1 ;#’2) £0, cos <1/J1 +¢2> 20,

dividindo a equagao (A.6]) por

n(252)or(25%)

obtemos a relagao (A.3). A outra relagdo pode ser obtida seguindo o esquema a

seguir

e faca a diferenca entre a equagao (A.1) multiplicada por sen(v,) e a equacao (A.2)
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multiplicada por sen(t;). Isso nos fornece

D(sen(ih) — sen(yn)) = (1 — ¢?) [cos(1)sen(v2) — cos(tz)sen(yr)] cos(¢o)
(1 — cH)sen(hy — 1b1) cos(thp).

e faca a diferenca entre equagdo (A.1) multiplicada por cos(1;) e a equagao (A.2)

multiplicada por cos(11). Isso nos fornece

D(cos(hz) — cos(¢h1)) = (1 + ¢?) [cos(h)sen(1h1) — cos(thr)sen ()] sen(t)
= (1 + c*)sen(tpy — 11)sen ().

Dessa forma, usando novamente as relacoes trigonométricas dadas em (A.D), e a

relacao
s~ )= (P15 o (B2
obtemos
2pien (25 cos (P 50) 1 en (255 o (P25 i)
opson (5 s () 2314 e (2254 con (252 sniin)

Assim, dividindo a equacao acima por

an (24 40

finalmente encontramos

(52 e (72 s
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D <¢2+¢1> _ <¢2—¢1
5sen = cos
1+ec 2 2

)t

Tomando a soma dos quadrados destas duas equacoes, e usando a relacao

fundamental cos?(¢) + sen?(¢)y) = 1, obtemos

D) (7)1 e e (P15 ) oo (557,

(1—¢? 2 1+ ¢? 2 2
Substituindo
2<¢2+¢1>_ 2(¢2+¢1>
sen =1—-cos
2 2
teremos
— D2
cos <¢2 5 ¢1> sen(¢g) = a—ar cos? <¢2 ;— ¢1>
D? o +
1 — cos?
+(1+c2)2< ot (25))
D? { D? D? } 2<¢2+1/11>
= + — . COS
(14 ¢2)? (1—=¢c2)? (14 ¢?)? 2
_ D? N D*(1+¢*)? — D*(1 — ?)? o <¢2 + ¢1>
(14 c2)2 (1—e2)2.(1+c2)2 2
D? 4¢2 D? 9 (% + ¢1>
= + . CO ,
(14+¢2)? (1 —c2)2(1+ c?)?
o que nos da a equacao (A.4) e completa a prova. [
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