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Resumo
Vamos comecar fazendo uma explanagao de alguns contetidos importantes. Co-
mecando com o conjunto dos niimeros complexos, polinémios, elipse, derivada de uma
funcao na variavel complexa e conguéncia de triangulos em seguida vamos enuciar trés
lemas e demonstra—los para entdo enunciar e demonstrar o Teorema de Marden. Ao
final teremos uma proposta de aula em forma de oficina matemética, aplicada para

alunos da 3% Série do ensino médio.

Palavras-chave
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Abstract
Let’s start making an explanation of some important content. Starting with the
set of complex numbers, polynomials, ellipse, derivative of a function in the complex
variable and congruence triangles then we enunciate three lemma and demonstrates for
them then enunciate and prove Theorem Marden. At the end we will have a proposal
to class in the form of math workshop, students applied for the 3rd Series of high

school.
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Marden’s Theorem, Polynomials with complex coefficients .
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Observando que o ensino da matematica ainda funciona na forma do "decoreba',
ou seja, o professor faz exemplos e propoe uma série de exercicios parecidos para
que os alunos memorizem a férmula ou o contetido ensinado. Pensando neste fato, e
tentando encontrar uma maneira diferente de ensinar alguns contetdos e tornando-os
mais significativos, realizamos este trabalho. Que tem por objetivo discutir a relacao
entre as raizes de um polinomio de coeficientes complexos de grau 3 e as raizes de sua
derivada.

Em matematica, as indagacoes instigam os alunos, e também professores, a ex-
pandirem seus conhecimentos e a buscarem conhecimentos novos a respeito do tema
ensinado, e essa busca torna o processo ensino-aprendizagem muito mais prazeroso e
proveitoso. Pensando nisso, esse trabalho tem como ponto de partida a seguinte inda-
gacao: Considere um polinomio ¢, com coeficientes complexos, de 3° grau, cujas raizes
sao nao colineares, ou seja, as raizes sao os vértices de um triangulo 7. O que podemos
dizer das raizes da derivada desse polinomio? Toda a abordagem do trabalho é em
torno dessa tematica, agrupando todos os pressupostos tedricos e epstemolodgicos para
que essa questao seja respondida, e mais, apresentando sugestoes de aplicagoes e de
aulas para que esse assunto seja abordado na escola com alunos do ensino médio.

A questao levantada no paragrafo anterior é no minimo curiosa, e desperta de
imediato o desejo de investigacao sobre o assunto. O que se verifica é que as raizes do
polinémio ¢ sao pontos internos ao triangulo T, esses pontos sao os focos de uma elipse

E inscrita no triangulo 7', e mais, ela tangéncia os lados de 7' nos seus respectivos pontos

14



CAPITULO 1. INTRODUCAO 15

médios. Essa elipse ¢ denominada de Elipse de Steiner e este resultado é denominado
de Teorema de Marden.

Todo o trabalho foi estruturado para demonstrar o resultado apresentado acima
como Teorema de Marden e propor sujestoes de aplicacoes do estudo em sala de aula.
Para isto apresentamos no capitulo dois estudos preliminares sobre coordenadas no
plano, elipse, nimeros complexos, equacoes polinomiais e sobre derivadas, para dar o
suporte tedrico para demonstracao do teorema. No capitulo trés fazemos a demons-
tragao do teorema usando uma linguagem voltada para alunos do ensino médio. E
fechamos o trabalho apresentando no capitulo quatro oficinas pedagogicas e sugestoes
de aulas sobre Teorema de Marden.

Esperamos que esse trabalho possa ser um referéncial de estudo para professores e

alunos que buscam aprofundar seus conhecimentos sobre o Teorema de Marden.



Capitulo 2

PRELIMINARES

2.1 COORDENADAS NO PLANO CARTESIANO

Um sistema de coordenadas (cartesianas) no plano I consiste num par de eixos per-
pendiculares OX e OY contidos nesse plano, com a mesma origem O. OX chama-se
o eixo das abcissas e QY é o eixo das ordenadas. O sistema é indicado com a notacao
OXY.

A escolha de um sistema de coordenadas no plano II permite estabelecer uma
correspondéncia biunivoca I — R? onde R? ¢ o conjunto dos pares ordenados (x,y) de
ntimeros reais. A cada ponto p do plano II corresponde um par ordenado (z,y) € R
Os ntmeros x e y sao as coordenadas do ponto P relativamente ao sistem OXY: x
é a abcissa e y é a ordenada de P. As coordenadas x,y do ponto P sao definidas do
seguinte modo:

Se P estiver sobre o eixo OX, o par ordenado que lhe corresponde é (z,0), onde x é
a coordenada de P no eixo OX. Se P estiver sobre o eixo OY', a ele corresponde o par
(0,y), onde y é a coordenada de P nesse eixo. Se P nao esta em qualquer dos eixos,
tracamos por P uma paralela ao eixo OY, a qual corta OX no ponto de coordenada
x e uma paralela ao eixo OX, a qual corta OY no ponto de coordenada y. Entao x
serd a abcissa e y a ordenada do ponto P. Ou seja (z,y) € R? ¢ o par ordenado de
nimeros reais que corresponde ao ponto P.

O ponto O, origem do sistema de coordenadas, tem abcissa e ordenada ambas iguais

16



CAPITULO 2. PRELIMINARES 17
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Figura 2.1: Plano Cartesiano

a zero. Assim, a ele corresponde o par (0,0) € R2

Se x é a abcissa e y é a ordenada do ponto P, o ponto P’ de coordenadas (x,0)
chama-se a projecao de P sobre o eixo OX enquanto o ponto P”, de coordenadas (0, y)
é chamado a projecao de P sobre o eixo OY.

O emprego de coordenadas no plano serve a dois propoésitos que se complementam.
O primeiro é, o de atribuir um significado geométrico a fatos de natureza numérica,
como o comportamento de uma fungao real de uma variavel real, que ganha muito em
clareza quando se olha para seu grafico. O segundo propoésito do uso das coordenadas
vai no sentido oposto: recorre-se a elas a fim de resolver problemas da Geometria.
Este é o objetivo da Geometria Analitica. No primeiro caso, a énfase recai sobre a
correspondéncia R? — II e no segundo sobre sua inversa II — R2. Na pratica, esses
dois pontos de vista se entrelacam: para estabelecer os fatos iniciais da Geometria

Analitica usam-se resultados basicos da Geometria Euclidiana.

2.1.1 Distancia Entre Dois Pontos

Se os pontos P = (z,y) e @ = (2/,y) tém a mesma ordenada y entdo a distancia
d(P, Q) entre eles é igual & distancia |2' — x| entre suas proje¢oes sobre o eixo OX.
Analogamente, se P = (x,y) e Q" = (z,9) tém a mesma abcissa x entao d(P,Q’) =
|y’ — y| distancia entre as projecoes de P e @) sobre o eixo OY

Se entretanto, P = (z,y) e @ = (u,v) tém abcissas e ordenadas diferentes entdo,
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Figura 2.2: Distancia entre pontos

considerando o ponto S = (u,y), vemos que PQS é um triangulo retangulo cuja
hipotenusa é P(). Como P e S tém a mesma ordenada, enquanto S e () tém a mesma

abcissa, segue-se que

Pelo Teorema de Pitagoras, podemos escrever

d(P,Q)* = d(P,S)* +d(S,Q)*

Portanto,
d(P.Q)* = (v —u)* + (y — v)°

logo

d(P,Q) = /(z — u)? + (y — v)?

Em particular, a distancia do ponto P = (z,y) a origem O = (0,0) ¢é

40, P) = /2> 1

A formula da distancia entre dois pontos, dada em termos das coordenas desses pontos,

serve de partida para um grande nimero de resultados da Geometria Analitica.
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Figura 2.3: Plano Cartesiano

Exemplo 2.1.1. . Se o centro de uma circunferéncia C é o ponto A = (a,b) e o raio
é o numero real v > 0 entao, por defini¢io, um ponto P = (x,y) pertence a C se, e
somente se, d(A, P) =r.

Pela formula da distancia entre dois pontos, vemos que
C=(z,y);(x —a)* + (y —b)* =17

Diz-se entao que,
(o= a) +(y— b =+°

é a equacao da circunferéncia de centro no ponto A = (a,b) e o raio r.

P=(x,y)

Figura 2.4: Circunferéncia
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2.2 ELIPSE

Uma elipse é obtida como uma seccao conica, se o plano secante nao for paralelo a
nenhuma geratriz e, neste caso, o plano intercepta todas as geratrizes como na figura
2.5. Um caso especial da elipse é a circunferéncia, conforme mostra na figura 2.5 &
direita, formada quando o plano secante que intercepta todas as geratrizes também for
perpendicular ao eixo do cone. Vamos definir agora a elipse como um conjuntos de

pontos num plano.

i .
L
\'.
T

/
g

circunferéncia

Figura 2.5: Elipse

Elipse ¢ o conjunto dos pontos de um plano cuja soma das distancia a dois pontos
fixos é constante. Os pontos fixos sao chamados de focos.

Seja 2c a distancia nao orientada entre os focos, onde ¢ > 0. Para obter a equacao
de uma elipse escolhemos o eixo x como a reta que passa pelos focos F' e F’ e escolhemos
a origem como sendo o ponto médio do segmento F'F”.

Os focos F' e I’ tém coordenadas (c,0) e (¢, 0), respectivamentoe. Seja 2a a soma
constante mencionada na definicdo. Entao, a > ¢ e o ponto P(x,y) da Figura 3 sera

um ponto qualquer da elipse se e somente se |F'P| + |F'P| = 2a.
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Como
[FP|=~/(x =) +y e [F'P| = /(x+ ) + 4

P esté sobre a elipse se e somente se

Ve =) +y?+ (e +c)+y2=2a

Vamos simplificar essa equacao escrevendo-a de tal maneira que um radical fique a
esquerda e outro & direita e, em seguida, elevaremos ao quadrado ambos os membros.

Assim obtemos

GoP+s = 20— @r P Ty
(x—c)?+1y* = 4a® —4da/(z+ )2+ 2+ (v +c)* + 4
22 —2cx 4+ +y* = 4a® —4da/ (x4 )2 + 12 + 2+ 2cx + P + 92

dar/(z+c)2+y? = 4a®+ dax
c

(x+c)+y? = a+ —x
a
2(1_£)+ 2 _ 2 2
X 2 Yy = a c
(a2 - 62).2132 +a2y2 — a2<a2 o 02)
2 2
x_+y— = 1

a? (CL2 _ 02)

Como a > ¢, a®> — ¢ > 0 e podemos fazer b> = a? — 2

Substituindo essa equagao em

temos
T Y
T A —
2 )

Assim mostramos que as coordenadas (z,y) de qualquer ponto P sobre a elipse

satisfazem a equacao
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2.3 NUMEROS COMPLEXOS

2.3.1 Um Pouco de Histéria

Em 1545, Jerénimo Cardano (1501 — 1576), em seu livro "Ars Magna"(A Grande
Arte), mostrou o método para resolver equagbes do terceiro grau que é hoje chamado de
Formula de Cardano. Bombelli (1526 —1572), discipulo de Cardano, em sua "Algebra",

aplicou a formula de Cardano a equacao 2% — 152 — 4 = 0 obtendo

r= /24 /=121 + /2 — /=121

Embora nao se sentisse completamente a vontade em relagao as raizes quadradas

de nimeros negativos, Bombelli operava livremente com elas, aplicando-lhes as regras
usuais da Algebra.

No caso, Bombelli mostrou que

2+vV=1)7? = 224+322/-1+32(v-1)?+ (V1)
= 8412¢/-1-6—-+—1
= 2+ 11V/-1
= 2+4+/-121

V/2+V—121 =241

Logo,

e, analogamente,

V2+V—121 =2 —+/—1

Portanto, o valor de z = 2 4+ +/—1+2 — /=1 = 4. Como 4 é realmente raiz da
equacao, a partir de Bombelli os matematicos passaram a usar as raizes quadradas de
nimeros negativo, embora se sentissem um pouco desconfortaveis com isso. Apenas
no século X7X, quando Gauss (1787 — 1855) divulga a represent¢ao geométrica dos

numeros complexos é que essa sensacao de desconforto desaparece.
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2.3.2 A Forma Algébrica

Um nidmero complexo ¢ um nimero da forma z + yi, com z e y reais e i = /—1.
Fixando um sistema de coordenadas no plano, o complexo z = x + yi é representado
pewlo ponto P(z,y). O ponto P é chamado de imagem do complexo z. Como a
correspondéncia entre os complexos e suas imagens é um—a—um, frequentemente iden-
tificaremos os complexos a suas imagens escrevendo (z,y) = x + yi O plano no qual
representamos os complexo ¢ chamado de plano de Argand-Gauss.

Os numeros representados no eixo dos z sao da forma (z,0) = z + 04, isto é, sdo
nimeros reais. Por esse motivo, o eixo dos x é chamdo de eixo real.

Os numeros representados no eixo dos y sao da forma (0,y) = 0 + yi, isto é, sdo
numeros reais. Esses complexos sao chamdos de niimeros imagindrios puros.

As coordenadas x, y do complexo z = z+yi sao chamadas respectivamente de parte

real e parte imaginaria de zy. Escreve-se Re(z) =z e im(z) = y.

Operacgoes na forma algébrica
Adicao
Seja 21 = x1 + Y11 e 2o = T9 + Yot, definimos adicao de z; + 25 por:

242 = (214 yii) + (22 + y2i)
= (z1+22) + (11 +1y2)i

Multiplicagao
Dados z1 = x1 + y1i e 2o = T + yot, definimos a multiplicacao de z; - z5 por:
z1°20 = (z1+y1i) - (T2 + yai)
= X1 -T2+ T -ygi+x2-y1i+x2-y2i2
= (122 — T2 y2) + (@1 - Yo + T2 - Y1 )i
O conjugado do complexo z = x + yi, x e y reais, é o complexo z = = — yi. Note

que o produto

2Z= (v +yi).(z—yi) =2 —y*=2" +9°

é um namero real.
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Divisao

Dados z; = x1 + y1i € 2o = o + yot, definimos a divisao de z; por z3 como:

21 1+ Y1t

2 T2 + Yol

T+ Y1t Ty — Yol

T+ Yol Xz — Yol

(2122 — 22 -y) + (=21 - Y2 + 22 - Y1)i
23+ y3

2.3.3 A Forma Trigonométrica

Suponhamos fixado um sistem de coordenadas no plano.

24

Vamos agora representar cada complexo z = x + yi nao mais pelo ponto P = (x,y),

mas sim pelo vetor O?(x, Y).

A
|
|
| P(x,u)
Yp-————=—==#
| e
.—-'/
v
e
I e |
B P 1 - R
O] X

Figura 2.6: Forma Trigonométrica

O médulo de um complexo z = z+yi é definido como sendo o modulo do vetor que

representa, ou seja, é o valor de r da distancia de usa imagem P & origem. Portanto,

|z =1 = a2+

Um argumento de um complexo z # 0, z = = + yi, é, por definicdo, qualquer dos

angulos # = argz que o vetor Oﬁ forma com o semi—eixo positivo dos z. E claro
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que todo complexo nao—nulo tem uma injinidade de argumentos, dois quaisquer deles
diferindo entre si por um miltiplo de 27. O argumento que pertence ao intervalo
(—m, 7] é chamdo de argumento principal e é representado por Arg z.

Se 6 é um argumento de z = x + yi entdao x = r.cosf e y = r.senfl, o que permite
escrever z = x + yi = r.cos + r.sen = r(cosf + senf), que é a chamada forma

trigonométrica ou polar do complexo Z.

Exemplo 2.3.1. Escreva a forma trigonométrica e represente graficamente o niimero
complezo z = —1 + /3i.

Resolucao: Vamos primeiramente determinar o moédulo de z,

o] =r = I+ g = \(-1)2 + (V3)? = 2

Além disso,

=

1
cosﬁzgz——esenezg:
T 2 r

2r

3

5 27 w 2T
z =2 cos— + isen—
3 3

Logo, um dos valores possiveis para 6 ¢ =¢ e a forma trigonométrica de z é

2.4 EQUACOES POLINOMIAIS

2.4.1 Polinédmios Complexos

Uma funcao p : C — C é uma funcao polinomial complexa quando existem ntimeros

complexos ag, a1, ..., a, tais que
() = ap2™ + ap12" F ap 02" 4 - Farx +ag

para todo x € C. Os numeros ag,ay, -+ ,a, sao os coeficienter da fungao polinomial.
Se a,, # 0, dizemos que p tem grau n. Se um nimero complexo a é tal que p(a) = 0,

dizemos que « é raiz de p.
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Vv

Figura 2.7: Exemplo

Exemplo 2.4.1. Seja p: C — C tal que p(x) = 2> + 1. A restrigio de p para R € a
funcao quadrdtica f: R — R tal que f(z) = 2> + 1.

Evidentemente, f(x) > 0 para todo z, o que mostra que f nao tem raizes e que
p nao tem raizes reais. Mas p é definida em todo o conjunto dos nimeros complexos.
Em particular p(i) =i* + 1= —1+ 1 = 0. Portanto 7 ¢ uma raiz complexa de p.

Somas e produtos de funcoes polinomiais complexas sao, também, fun¢oes polino-
miais complexas. No caso particular de ambas fungoes tem todos os seus coeficientes
reais, a soma e o produto também tém coeficientes reais. Note que, se p e ¢ sao fungoes
polinomiais, entao o grau de p + ¢ ¢ menor do que ou igual ao maior entre os graus
de p e ¢, enquanto o grau de pg é a soma dos graus de p e ¢. Quando uma fungao
polinomial p pode ser expressa como o produto p = qr das fun¢oes polinomiais q e r,

dixzemos que p é divisivel por q e r.

Exemplo 2.4.2. A func¢ao polinomial P(x) = x" — o™ € divisivel por x — a, onde «

um numero complexo qualquer
Basta verificar que
" —a" = (r—a)(z" Far" P+t a2 ™)

Teorema 2.4.1. Se o numero complexo o € raiz de uma funcao polinomial p, entdo

p(z) € divisivel por (x — )
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Demonstra¢ao. Como p(a) =0

p(x) = p(x)—pla)
= (a2 +an 12"+t ar +ag) — (@,0" + a1 4 aja+ ag)

= ap(z" —a") Fap (2" =" )+ Fa(z— Q)

Do exemplo anterior temos que cada uma das parcelas da expressao acima ¢ divisivel
por x — . Logo p(zx) é divisivel por (z — «); isto &, existe um polinémio ¢ tal que
p(x) = q(z)(z — a).

De modo mais geral, se 0os niimeros complexos o, s, - - - , g, sao raizes distintas
de uma funcao polinomial p de grau n, entao existe uma funcao polinomial ¢ de grau
n — k tal que

p(x) = (z —)(z—az) - (z—on)q(x)
]

Podemos observar que uma funcao polinomial complexa de grau n pode ter, no
maximo, n raizes.

Note também que uma funcao polinomial nao pode ser nula para todo valor de
x, a menos que todos os seus coeficientes sejam nulos. Isto é p deve ser da forma
p(r) =040z +0z% + - -.

De fato, se algum coeficiente de p fosse nao-nulo, entdao p teria um coeficiente a,
nao-nulo de indice maximo; ou seja, teria grau n. Portanto, p teria no maximo n raizes,
o que contradiz o fato de p se anular para todos os valores de x.

A func¢ao polinomial p tal que p(x) = 0 para todo x é chamada de fun¢ao polinomial
identicamente nula. Observe que, de acordo com nossa definicao, p nao possui grau,
por nao possuir nenhum coeficiente nao nulo.

Tomemos agora duas fungoes polinomiais p e q. Para que p e ¢ sejam iguais, isto
é, sejam tais que p(r) = ¢(x) para todo x € C, sua diferenca p — ¢ tem que ser
identicamente nula. Mas, como vimos, isso ocorre somente se todos os coeficientes de
p — q sao nulos; portanto, duas func¢oes polinomiais p e q sao iguais se, e somente se,
p e q tém coeficientes respectivamente iguais.

Chamamos de polindomio complexo a uma expressao formal do tipo
p(X)=a, X"+ a1 X" P4+ + a1 X + a,

onde ag,aq, - ,a, sao numeros complexos e X é um simbolo, chamado de indetermi-

nada. Quando dizemos "expressao formal" queremos dizer que, essencialmente, vemos
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um polinémio como a lista ordenada (ag, ay, - - - , a,) de seus coeficientes e que somamos
e multiplicamos polindomios através das regras usuais de multiplicacao de mondémios e
adicao de mondmios semelhantes. Em particular dizemos que dois polinémios sao iguais

quando possuem exatamente os mesmos coeficientes. A todo polinémio complexo
p(X) = an X"+ an X"+ +ar X + ag,
corresponde a uma funcao polinomial complexa p: C — C tal que
p(X) = apz™ + ap_12" 7t + -+ arr + ag.

Note que o conceito de polinémio contempla apenas a lista de seus coeficientes e
a forma pela qual os somamos e multiplicamos; quando nos referimos a funcao po-
linomial, passamos a estar interessados na correspondéncia entre nimeros complexos
estabelecida pelo valor que a funcdo assume em cada ponto. E claro que a todo polino-
mio corresponde uma tnica funcao polinomial; por outro lado, vimos que duas fungoes
polinomiais s6 sao iguais quendo tém a mesma lista de coeficientes. Assim, a uma
fucao polinomial também corresponde um tnico polinémio. Desse modo, existe uma
correspondéncia bi-univoca entre fungoes polinomiais e polinémios, o que nos permite,

nos referirmos indistintamente ao polindémio p por a fun¢do polinomial p.

Exemplo 2.4.3. Verificar se o polinémio p(x) = 92° — 3x? — 5z — 25 € divisivel por
3r — 5

Queremos verificar se existe um polinomio ¢ tal que
p(z) = 3z = 5)q(x).

Observamos inicialmente que, caso exista o polinomio ¢, ele deve ser do segundo grau,

da forma q(x) = ax® + bz + c. Isto é, procuramos ntimeros a, b e ¢ tais que:
92 — 32 — b — 25 = (3z — 5)(az® + bz + ¢).
Efetuando o produto do lado direito, obtemos:
92% — 3% — 5x — 25 = 3az® + (3b — 5a)z® + (3¢ — Hb)x — 5e.

Portanto, deve—se ter:

3a = 9
3b—5a = -3
3c—5hb = -5

—bc = -—25.
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Na 1* equagao, obtemos a = 3. Substituindo na 2%, vem b = 4. Finalmente, da
3% vem que ¢ — 5. Como a 4* equacao é satisfeita por esses valores, concluimos que a

resposta ¢ afirmativa. Isto ¢, p(z) é divisivel por 3z — 5 e q(x) = 322 + 4z + 5.

2.4.2 Divisao de Polind6mios

Se um polinéomio p pode ser escrito como o produto p = pips de dois polinémios p; e
P2, entao um complexo « é raiz de p se, e somente se, o € a raiz de p; ou raiz de p», ja
que

p1(z)pe(x) = 0= pi(x) =0 ou pa(x) = 0.

Cosndideremos, entao, a seguinte questao: dados polinémios D e d, como verificar
se D é divisivel pro d 7 Uma alternativa é repetir o que fizemos no exemplo anterior e
verificar a divisibilidade de D por d tentando encon trar os coeficientes de um polinémio
q tal que D = qd.

Uma outra alternativa ¢ olharmos o problema de um ponto de vista mais geral, que
nos leva a um processo algoritmico de divisao de polinémios, através do qual podemos
obter g ou demonstrar que D nao é divisivel por d. Isso é inteiramente andlogo ao que
ocorre com 0s numeros inteiros: a form mais pratica de verificar se o nimero 248.987
¢ divisivel pro 211 consiste em efetuar a divisao e verificar se o resto é ou nao igual a
7€ro.

Vamos recordar o conceito de divisao de niimeros inteiros. Dado um inteiro divi-
dendo D e um inteiro divisor d # 0, dividir D por d consiste em encontar inteiros ¢ e
r, onde 0 < r < |d| — 1, chamados, respectivamente, de quaciente e resto da divisao,
que cumpram D = dqg + r.

Da mesma forma, dividir um polinomio complexo d por um polindomio complexo
d nao identicamente nulo consiste em obter polinémios complexos ¢ e r, chamados

respectivamente, de quociente e resto da divisao, que cumpram:
grau(r) < grau(d) e D = dq + . (2.1)

Teorema 2.4.2. o quociente e o resto da divisao de um polinémio D por um polinémio

d, nao identicamente nulo, existem e sao Unicos.

Demonstracao. Comecemos com a unicidade. Suponhamos que existam dois pares de

polindémios (q1,71) e (gz, r2) satisfazendo a defini¢do de divisao de D por d. Isto é:

D:dq1+r1
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D =dgy + 7s.

Temos
dgi + 11 = dga + 179

d(‘]l—(h):?"z—h

Note que o polinomio do lado direito tem grau menor que o grau de d, por ser a
diferenca de dois polinomios de grau menor do que o grau de d. Ja o polinémio da
esquerda tem grau maior ou igual ao de d, a menos que (¢; — ¢2) seja identicamente
nulo. Logo, a identidade ocorre somente quando os polindémios em ambos os lados sao
identicamente nulos. Portanto, temos, necessariamente, g1 = gz € 11 = 79.

Para demonstracao da existéncia, empregaremos um processo algoritmico através
do qual reduziremos sucessivamente o grau do dividendo até que ele se torne menor que
o do divisor e a divisao se torne menor que o do divisor e a divisao se torne imediata.
Note que, se D tem grau menor que d, entao certamente D pode ser dividido por d, ja
que ¢ = 0 e r = D cumprem as condigoes em 2.1. Suponhamos, entao, que D tenha
grau n e d tenha grau m. Se m > n, nao ha nada a fazer: o quociente da divisao é
g =0eoresto é r=D. Caso contrario, consideremos os termos a,z" e b,,x™, que sao
os termos de mais alto grau em D e d, respectivamente. Seja r; o polinémio definido
por

ri(z) = D(x) — Z—Zx"_md(a:).

Note que r; é obtido subtraindo de D o resultado da multiplicacao de d pelo quo-
ciente dos termos de mais alto grau de D e d; r; é chamado de primeiro resto parcial
no porcesso de divisao.

Observe que

Z—Zm”md(x).

¢ um polinémio de grau n cujo termos de mais alto grau ¢é igual ao termo de mais alto
grau a,x" de D. Logo r tem grau no maximos igual a n — 1. Nao sabemos ainda se
r1 pode ser dividido por d; isto é, se existem polinémios ¢; e r com grau(r) < grau(d)

tais que r;1 = ¢1d + r. Mas, se tais polindmios existirem, entao D também pode ser
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dividido por d, ja que teremos
Ap
D(z) = b—x" "d(x) + 1 (z)
= 0" d(@) + i (w)d(x) + ()

_ (Z_an—m N ql(:v)> d(z) + r(z)

isto é, o resto é o mesmo que na divisao de r; por d, enquanto o quociente é obtido
somando ao polinémio de ¢, cujo grau é no maximo n —m — 1, o termo

Z—Z:ﬂ”_md(a}).

esta forma, reduzimos o problema de dividir D por d ao de dividir r; por d, onde ry
tem grau mais baixo. Mas podemos aplicar o mesmo processo a r1, obtendo um novo
resto parcial ry e assim por diante, sempre obtendo um polinémio de grau inferior ao
do anterior. Apds um ntmero finito de passos, obteremos um resto parcia r;, de grau
menor que m, para o qual a divisao é possivel e imediata: o quociente é g, = 0 e 0
resto é r = 7. Retornando sobre nossos passos, conclluimos que cada resto parcial
pode ser dividido por d. O resto da divisao original é igual ao ultimo resto parcial 7y

e 0 quociente é formado colecionando os termos obtidos em cada passo. O]

Assim, temos uma prova de que é possivel dividir D por d e simultaneamente, um
processo para executar a divisao em um ntmero finito de passos. Toda a discussao
acima é valida para polindmios complexos. No entanto, se todos os coeficientes de D
e d sao reais, entao todos os coeficientes gerdos no processo sao obtidos através de
operacoes envolvendo somente niimeros reais e sao, portanto, rais. L.ogo, o quociente e

o resto da divisao de um polindmio real por outro sao tambem polinémios reais.

Exemplo 2.4.4. Dividir x* — 323 + 422 — 62 + 1 por z — 2
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Temos D(z) = 2* — 323 +42° —6r + 1, e d(z) =z — 2.

rn = D(x)— <%> 7 d(z)
= 2t =32 + 42 — 62 +1—2°(z - 2)
= —2’+42® -6z +1

ry = r(x)— (_Tl) 237 1d(x)
= —2°+42? — 62+ 1+ 2%z —2)

= 22° -6z +1

rg = rax)— (%)xz%i(x)
= 22° — 6z +1—2x(r — 2)
= —2r+1

ry = r3(x)— (%2) r*1d(x)
= 20+1+2(z-2)
= -3

Como r4 tem grau menor que o de d(z), o processo esta terminado, com quociente
q(x) = 2® — 2% + 22 — 2 e o resto r(x) = —3.

2.4.3 Divisao de um Polinémio por (z — «)

O caso mais importante de divisao de polinémio é aquele em que o divisor é da forma
(x — «). Sempre que um nimero « é identificado como uma raiz de um polinémio
p(z), podemos concluir que p(z) é divisivel por (x — «). O teorema da divisao oferece
um outro modo de chegar & mesma conclusao. De fato, ao dividir um polinémio
qualquer por (z — «) obtemos um quociente g(x) e um resto r(x) = rg, satisfazendo
p(z) = (x — a)q(x) + ry. Calculando o valor numérico de ambos os lados para z = «,
obtemos p(z) = ro.

Assim, o resto da divisao de um polinémio p(z) por (z —«) é o polindmio constante
igual a p(«). Em particular, concluimos que um niero « é raiz de p(z) se, e somente
se, p(x) é divisivel por z — a.

A divisdo de um polindémio por divisores da forma (xr — a)) é parte integrante do

processo de resolucao de equacgoes algébricas: uma vez se tendo encontrado uma raiz
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a de p(zx), a divisao de p(x) por (x — «) permite obter um polinémio de menor grau
cujas raizes sdo as demais raizes de p(z).

Consideremos um polinémio
-1 —2
p(2) = apz™ + ap12" " F ap2x" "+ -+ a1 + ag

Sejam
q(z) = by 12" by_gx" 2 4+ by + by

e (x) = ro 0 quociente e o resto, respectivamente, da divisao de p(z) por (z —a). Dessa
forma, temos p(x) = q(z)(x — «) + ro. Desenvolvendo a expressaio do lado direito

segundo as poténcias de x, obtemos:
bp 12" 4 (bp_o — aby_1)x" " + (by_3 — abp_o)x™ % + (bg — aby)x + (o — aby).
Igualando os coeficientes aos dos termos respectivos de p, obtemos
b1 = ay,
esta equagao permite calcular o coeficiente do termo de mais alto grau de q.
bpo —ab,_1 =ap_1 = bp—o = an_1 + ab,_1
exprime o proximo coeficiente de ¢ em funcao do obtido na equacao anterior
bp—3—ab,_9 =a,_9 = b,_3=a,_o+ ab,_s
repetindo uma quantidade finita de vezes vamos encontrar o tltimo coeficiente de g
ro — abg = ag = 19 = ag + aby.

Como os célculos acima mostram, temos um processo recursivo para obter suces-
sivamente os termos de ¢, a partir do termo de mais alto grau, e o resto da divisao.
Evidentemente, poderiamos ter chegado a mesma conclusao acompanhando, passo-a-
passo, o algoritmo genérico de divisao com divisor da form = — «.

Os célculos descritos acima sao facilmente efetuados quando dispostos na forma

abaixo, que constitui o chamado dispositivo de Briot- Ruffini.

G ap—1 Gp—2 -+ A2 41 Qg

bp_1 bpo by_g -+ b1 by |r

«
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Exemplo 2.4.5. Dividir o polinomio x* — 2z + 1 por z + 2

Utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini temos

1 0 0 -2 1

211 1-(=2)40=-2 —2-(=2)+0=4 4-(-2)—2=-10 [-10-(=2)+1=21

2.4.4 O Teorema Fumdamental da Algebra

Se 0s nimeros complexos aq, ao, - - - , ay sao raizes distintas de uma fun¢ao polinomial

p de grau n, entao existe uma func¢ao polinomial ¢ de grau n — k tal que
p(r) = (r —a1)(z — ag) - (x — ag)q(w).

O polinoémio ¢(z) ndo pode ser divisivel por nenhum novo fator da forma (z — «),
com « diferente de todos os «;; do contrario, a também seria raiz de p. Por outro
lado, ¢(z) pode ainda ser divisivel por um ou mais dos fatores (r — ;). Suponhamos
que tenhamos sucessivamente extraido todos os possiveis fatores do quociente. Nesse

ponto, teremos
p(x) = (z —z)(z —22) -+ (2 — zm)q1(2),
onde x1,xs, -+ , T, incluem todas as raizes de p, algumas possivelmente repetidas, e
¢1(z) é um polinémio que nao possui raizes.
Se estivéssemos restritos ao conjunto dos niimeros reais, a afirmativa acima represen-
6

taria o ponto final da teoria. Se considerarmos, por exemplo, o polinomio p(r) = x%—a?,

vemos que ele pode ser fatorado como
p(z) = 2*(z + 1)(x — 1)(2* +1).

As raizes reais de p sdo 0,1, —1; o fator restante 22 + 1 nao possui raiz real e nao
pode mais ser reduzido.

Se considerermos os niimeros complexos, no entanto, a situacao muda de figura.

Resolvendo a equacdo 22 + 1 = 0, encontramos x = i ou © = —i. Deste modo,

podemos fatorar p completamente, na forma:
p(z) = 2*(z +1)(x — 1)(x — ) (z + ).

Note que o que aconteceu nao foi especifico a esse caso. No conjunto dos complexos,

nao ha polindémios de grau maior ou igual a 1 que nao possuem raizes.
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Teorema 2.4.3. Todo polindmio complexo p(x) de grau n pode ser fatorado na forma
p(z) = clx—xq)(x—22) -+ (x—2x,), onde ¢ € um nimero complexo € x1,x9, - , Ty SGO
raizes complexas de p(x) possivelmente repetidas. Além disso, esta fatoragao é unica,

a menos da ordem dos fatores.
Demonstrac¢ao. Ja vimos que p(z) pode ser escrito como
p(@) = (r —21) (2 —22) -~ (2 — ) (),

onde ¢;(z) ndo possui raizes. Mas, pelo ;teorema Fundamental da Algebra, apenas

polinémios constantes nao possuem raizes complexas. Assim
p(z) =clex —z)(x —x9) - (x — x4,

para algum valor de ¢. Mas p tem grau n; isso implica que o nimero de fatores do 1°
grau deve ser n. Logo m = n e provamos que p se decompoe num produto de um fator
constante de n fatores do 1° grau.

Para demonstrar a unicidade da deconposicao, suponhamos que p possua duas

decomposicoes distintas:

p(z) =clex —x)(x —x9) -+ (. —xy)

o / / /
plz) =d(x—a))(x—xy) - (z—a)
Inicialmente, comparando o termo de mais alto grau em ambas as expressoes, veri-

ficamos que ¢ = (.

Logo, temos
(x—2)(z —a2) -+ (w—wn) = (x —ay)(w—ah) - (z—a)
Calculando o valor dos dois lados da igualdade para x = x;, obtemos
0= (z1 —2))(z1 — %) - (21 — )

Logo, pelo menos um dos ntmeros z/,--- ,x/ & igual a x;. Sem perda de generali-

dade, podemos supor que z; = x}. Substituindo z; = 2} em (1), temos:

(=)@ —m2) - (—wn) = (x—2))(w—a5) - (z— 7).
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Como o fator (z — x; é comum aos dois lados da igualdade, ela se verifica se, e
somente se, os polinomios obtidos cancelando (z — 1) em ambos os lados sdo iguais.
Logo, temos

(x—@2) -+ (x—ap) = (x —a) - (x—a).

A aplicacao repetida do mesmo argumento permite identificar e eliminar, em cada
passo, um par de termos idénticos em cada lado da igualdade. Desta forma, fica
estabelecida uma correspondéncia entre os termos das duas fatoracoes.

Como um polinémio p de grau n pode ser decomposto em n fatores do 1° grau,
¢ comum dizer que p possui n raizes. Naturalmente, isso nao significa que p neces-
sariamente se anule para n valores distintos de x. Como vimos anteriormente, pode
haver repeticao de fatores na decomposigao de p(x). Agrupando tais fatores, podemos

escrever p(x) na forma

pa) = (@ - ) (@ = a) - (@ —ap)*
onde aq, g, -+, sao as raizes de p e os expoentes [y, B2, - -+ , Ok satisfazem [; +
Ba+ -+ + B =n. O expoente de cada termo do 1° grau é chamado de multiplicidade

da raiz correspondente. Raizes de multiplicidade 1 sao chamadas de raizes simples;
raizes de multiplicidade 2 sao chamadas de raizes duplas; e assim por diante. Note que
um nimero complexo « é raiz de multiplicidade k£ de p se, e somente se, p(z) é diviivel

k k+1

por (x — )" e nao é divisivel por (z — «)

2.5 DERIVADA

2.5.1 A Derivada de uma Funcao de Variavel Real

O conceito de derivada esta intimamente relacionado a taxa de variacao instantanea
de uma funcao, o qual esta presente no cotidiano das pessoas, através, por exemplo, da
determinacao da taxa de crescimento de uma certa populacao, da taxa de crescimento
econdmico do pais, da taxa de reducao da mortalidade infantil, da taxa de variacao de
temperaturas, da velocidade de corpos ou objetos em movimento, enfim, poderiamos
ilustrar inimeros exemplos que apresentam uma fun¢ao variando e que a medida desta
variacao se faz necessaria em um determinado momento. Para entendermos como isso
se da, inicialmente vejamos a definicao matematica da derivada de uma funcao em um

ponto:
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Definicao 2.5.1. Se uma funcao f é definida em um intervalo aberto contendo x,

entio a derivada de f em xq, denotada por f'(xy), € dada por:

fl(xO) _ }llli% f(ZL‘() - h]zj - f(l’())

2.5.2 Interpretacao Geométrica

Derivada de uma fung¢ao f em um ponto a fornece o coeficiente angular (inclinacdo) da
reta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)). Dada uma curva plana que representa
o grafico de f, se conhecermos um ponto P(a, f(a)), entdo a equacao da reta tangente
r a curva em P é dada por y — f(a) = m(x —a), onde m é o coeficiente angular da reta.
Portanto, basta que conhecamos o coeficiente angular m da reta e um de seus pontos,
para conhecermos a sua equagao. Mas como obter m para que r seja tangente a curva
em P?

Consideremos um outro ponto arbitrario sobre a curva, @), cujas coordenadas sao

(a+h, f(a+ h)). A reta que passa por P e () que é chamada reta secante a curva.

Figura 2.8: Interpretacao Geométrica da Derivada

Analisemos agora a variacao do coeficiente angular da reta secante fazendo (@) se
aproximar de P, ou seja, tomando h cada vez menor.

Tudo indica que quando P esta proximo de @), o coeficiente angular msec da reta
secante deve estar proximo do coeficiente angular m da reta r, ou seja, o coeficiente
angular mg.. tem um limite m quando () tende para P, que é o coeficiente angular da

reta tangente r.
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Indicando-se a abscissa do ponto () por x = a+ h = h = x — a e sabendo-se que a
abscissa de P é expressa por a, entao, se () — P temos que h — 0, o que é equivalente

ax — a. Assim:

m = lim mpg = lim fla+h)— f(a) ~ lim f(z) = f(a)

r—a h—0 h T—a r—a

( se este limite existe), é o coeficiente angular da reta tangente r

o fath) = @ L f@) - f(a)

h—0 h z—a T —a

= f'(a)
Logo, m = f'(a), ou seja, a derivada de uma fun¢ao em um ponto, de fato, fornece

o coeficiente angular da reta tangente ao grafico desta fungao, neste ponto.

Definicao 2.5.2. Seja f : U — C uma funcao continua, onde U é um aberto de C.

Dizemos que f € holomorfa em zg € U, se existe o limite

f/(Zo) — lim f(Zo - h) - f(Zo)

h—0 h

O namero complexo f'(z) é chamado de derivada de f em zy. Se f for holomorfa

em todos os pontos de um subconjunto X de U, diremos que f é holomorfa em X.

Teorema 2.5.1. Seja f: U — C uma funcdao continua, onde U C C é um aberto. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) f € holomorfa em zy € U

(b) As partes real e imagindria de [ satisfazem as relagoes de Cauchy—Riemann e f

€ diferencidvel em zy do ponto de vista real.

(c) f possui derivada real em zy e esta transformacdo linear corresponde & multipli-

cacao por um numero complero.

Aplicando-se este teorema a funcao f(z) = 2" vemos que ela é holomorfa em C,

para todo n > 1. Vamos calcular a derivada de f.

. flz=h) = f(2)
! —
fle) ==

N G

= h

= lim — (2" +nhz""' + (n) R?2"72 o A — 2T

h—0 2
n—1
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Observacgao 2.5.1. Sejam f e g funcgoes continual em U, aberto em C e holomorfas

em zg € U. Obtemos as sequintes regras
(a) (f +9)'(20) = f'(20) + g'(20)-
(b) (f-9)'(20) = f(20) - 9'(20) + ¢'(20) - ['(20).

A verificacao destas regras pode ser feita de maneira andloga ao das fungoes reais

de varidvel real.

2.6 CONGRUENCIA

Definicao 2.6.1. Diremos que dois segmentos AB e CD sdo congruentes quando
AB = CD; diremos que dois dngulos A e B séo congruentes se eles tém a mesma

medida.

Note que, com esta defini¢do, as propriedades da igualdade de niimeros passam a
valer para a congruéncia de segmentos e de dngulos. Como consequéncia, um segmento
¢ sempre congruente a ele mesmo e dois segmentos, congruentees a um terceiro, sao

congruentes entre si. O mesmo valendo para angulos.

Definicao 2.6.2. Dois tridngulos sao congruentes se for possivel estabelecer uma cor-
respondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e dngulos correspondentes

sejam congruentes.

Figura 2.9: Triangulos congruentes
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Se ABC' e EFG sao dois triangulos congruentes e se

A +— FE
D +— F

C +— d

¢ a correspondéncia que define a congruéncia, entao valem, simultaneamente, as

seis relagoes seguintes

AB = EFG|BC = FG|AC = EG

)
I
&)
o)
I
)
Q)
I
()

Se, nos triangulos abaixo, considerarmos a correspondéncia C' <— F, B <—

~

D e A «— FE, verificaremos que C' = ]3, B = IA), A= E, CB = FD, BA =
DE eAC = EF. Portando os tridangulos CBA e FDE sao congruentes.

W

Figura 2.10: Exemplo de triangulos congruéntes

Escreveremos ABC' = EF(G para significar que os triangulos ABC e EFG sao

congruente e que a congruéncia leva A em E, Bem F e C' em G.
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2.6.1 Casos de Congruéncia

Axioma 2.6.1. 1° Caso (LAL)J Dados dois triéengulos ABC e EFG, se AB = EF,
AC = EG e A= E entio ABC e EFG sio congruentes.

Observe que, de acordo com a defini¢ao (2.6.2), para verificarmos se dois triangulos
sao congruentes temos que verificar seis relagoes: congruéncia dos trés pares de lados
e congruéncia dos trés pares de angulos correspondentes. O axioma acima afirma que

é suficiente verificar apenas trés delas, ou seja:

Teorema 2.6.1 (2° Caso (ALA)). Dados dois triéngulos ABC e EFG, se AB = EF,
B=F eA=F entio ABC ¢ EFG sio congruentes.

Demonstracao. Sejam ABC e EFG dois triangulos tais que AB = EF, B=~Fe
A=F. Seja D um ponto da semirreta Sac tal que AD = EG.

Figura 2.11: Caso de congruéncia

Considere o triangulo ABD e o compare com o triangulo FF'G. Como AD = EG,
AB=EFe A= E concluimos, pelo axioma 2.6.1, que ABD e EFG sao congruéntes.
Como consequéncia, tem—se que ABD = F. Mas, por hipotese, F = ABC. Logo
ABD = ABC.

Consequentemente as semi-retas Sgp e Spc coincidem. Mas entao o ponto D
coincide com o ponto C' e, portanto, coincidem os triangulos ABC e ABD. Como ja

provamos que ABD e EFG, sao congruentes, entao ABC' e FFG também sao. m

Definicao 2.6.3. Um Tridngulo é dito isosceles se tem dois lados congruentes. FEstes

lados sao chamados de laterais, e o terceiro lado € chamado de base

Definicao 2.6.4. Seja ABC um tridngulo e Seja D um ponto da reta que contém B
e C. O segmento AD chama—se mediana do tridngulo relativamente ao lado BC, se

D for o ponto médio de BC. O segmento AD chama—se bissetriz do dngulo Asea
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semirreta Sap divide o dngulo CAB em dois dngulos iguais, isto €, se CAD = DAB.
O segmento AD chama—se altura do tridngulo relativamente ao lado BC, se AD for

perpendicular a reta que contém B e C.

Na figura 2.12, em (a) AD é mediana, em (b) AD é bissetriz, e em (¢) AD é altura.

Figura 2.12: Mediana, bissetriz e altura

Definicao 2.6.5. Em um tridngulo isdsceles a mediana relativamente a base € também
bissetriz e altura.

Teorema 2.6.2 (3° Caso (LLL)). Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes

0s trés lados, entao eles sao congruentes.

Demonstracao. Sejam ABC e EFG dois tridngulos tais que AB = EF, BC' = FG e
AC = EG. Vamos provar que ABC = FFG.

C G
C
S x\\\ / \\
£ y \
/ = / g
/ ! \.\ y Bag, ;
A.’-/— . 5B EL =
N\ I _/>
N\ s
N, | ~
.Y -

Figura 2.13: Caso de congruéncia LLL

Para isto, construa, a partir da semirreta S4p5 e no semi-plano oposto ao que contém

o ponto C', um angulo igual ao angulo E. No lado deste angulo que nao contrém o
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ponto B, marque um ponto D tal que AD = FEG e ligue D a B. como AB = EF,
e por construcao AD = EG, e DAB = E, entao ABD = EF(G. Agora vamos
mostrar que os triangulos ABD e ABC' sao congruentes. Para isto trace CD. Como
AD = EG = AC e DB = FG = BC, entao os triangulos ADC' e BDC' sao isosceles.
Segue-se que ADC = ACD e CDB = DCB. Mas entao, pelo primeiro caso de
congruéncia de triangulos, podemos concluir que ABD = ABC. Como ABD = FFG
entao ABC = EFQG. O



Capitulo 3

O TEOREMA

3.1 O TEOREMA DE MARDEN

Teorema 3.1.1. Seja p(z) um polindmio de terceiro grau, com coeficientes complexos,
cujas raizes zy, Zs, € z3 §4o nao colineares no plano complexro. Seja T o triangulo
com vértices em zy, 29, € z3. Hd uma unica elipse inscrita em T e tangente aos lados
nos seus respectivos pontos médios. Os focos de elipse sao as raizes da derivada do

polinémio p(z).

Antes de demonstrar o teorema de Marden faremos algumas observacoes. Note que,
podemos transladar, girar e redimensionar o tridngulo de uma forma conveniente. Além
disso, observamos que essas transformacoes podem ser impostas por uma funcao linear
M :C — C. Seja M(z) = az+f, com a # 0 e §, nimeros complexos, vamos escrever
a na forma polar re?. Em seguida, transformando z para M(z) temos a seguinte
interpretacao geométrica: dilata z por r, gira sobre a origem através de angulo 6, e
traslada por 5. Assim, qualquer combinacao de dilatacao, rotacao e translacao pode ser
realizada através da aplicacao de uma funcao linear M. Agora podemos justificar que
a imposicao destas transformagoes nao representa perda de generalidade em nossas
provas. Temos entao que o teorema de Marden vale para uma terna z;, 2o, 23 Se e
somente se ele também é valido para as imagens M (z1), M(z3), M(z3).

Observando que as fungoes lineares sao inversiveis precisamos mostrar apenas uma

direcao da dupla implicacao. Entao, se nos sabemos que o Teorema de Marden vale

44



CAPITULO 3. O TEOREMA 45

parazj, zz, 23, vamos ver que ele também deve manter para M (z1), M(z2), M(z3). Na
Figura 3.1, o triangulo com vértices no z; é mostrado, com a elipse inscrita e tangente
nos pontos médios dos lados do triangulo.

Os focos da elipse, que devem ser as raizes de de p’, também sao mostrados. Olhando
M geometricamente, observa-se que a ampliagao, rotacao e translacao dessa figura pre-
serva todos as caracteristicas, ou seja, a imagem do triangulo é um triangulo seme-
lhante, a imagem da elipse é ainda uma elipse tangente e inscrita nos pontos médios
dos lados do novo triangulo, e as imagens dos focos da elipse inicial sao os focos da

elipse transformada por M.

Figura 3.1: Configuracao geométrica do Teorema de Marden

Considere o novo polinémio
pu(z) = (2 = M(21))(z — M(22))(z — M(z3))

temos entao que a derivada de p é
/
P (2)-
O nosso objetivo é mostrar que as raizes da derivada de p sao equivalentes as raizes de

py- Para isto, vamos substituir z por M(z) em py;. Temos entao que
Pry(M(z2)) = (M(2) = M(21))(M(2) = M(22))(M(z) — M(z5) (3.1)
Note que M(z) — M(zj) = a(z — z;) . Portanto, a equagao 3.1 pode ser escrita como
pur(M(2)) = o’p(2) (3.2)

Agora diferenciando ambos os lados da equagdo 3.2, lembre que M(z) = az +

entdo M'(z) = a.
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Obtemos

e, consequentemente,
/ 2.
Pu(M(z)) = a’p'(2)
Isso mostra que, se z é uma raiz de p/, e que M(z) é uma raiz de p/,. Isso é o que
queriamos mostrar.
Para a demonstracao do teorema vamos utilizar trés lemas, enunciados e demons-

trados a seguir.

Lema 3.1.1. Considere uma elipse com focos Fy e Fy, e um ponto A para fora da
elipse. Considere duas tangentes a elipse passando por A. Seja G1 e Gy 0s pontos de
tangéncia. Entao /F1AG, = ZFAGs.

Figura 3.2: Elipse, retas tangentes

Demonstracao. Seja Hp o reflexo de F} em relacao AG1, e K1 o ponto de intersecao
de F1H, com AG; (figura 3.1). Pela construgao temos que o triangulo AK F) e o
triangulo AK;H; sao congruentes pois o lado AK; é comum, /F1K\1A = ZH, K A e
K, = H{K;, portanto AFy = AH, e /ZF1AK, = ZH,AK;. De modo analogo faca
a construcao para (Go. Nosso objetivo e ver que /F}AG, = ZF5,AG,, para isto vamos
mostrar que /F1AH, = /F,AH,.

Note que os triangulos AFy Hy e AF;H, sdo isosceles de base Fy Hy e FyH, respecti-
vamente. Trace os segmentosF G e [1,Go, observe que F1G7 = H1G1, pois o triangulo
AF1H, é isosceles, entao Fy, GG; e Hy sao colineares, pois ZF1G1 K, = Z/H,G1 K4, en-
tao LH1G1 K, = ZF,G1A (3.4). Faga a mesma construcao para Go e verifique que
LHyGo Ky = ZF1G5A Agora temos que os triangulos AH,Fy e AF|H, sao congruen-
tes, pois AH, = AFy, AF5, = AHy e [y Hy = F5G + GiFy = FsGo + GoFy) = F1Ho,
pelos fato de G; e Go serem pontos da elipse, temos entao que ZH{AF, = /F1AH,,
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Figura 3.3: Triangulos isosceles

Figura 3.4: Demonstracao

logo ZH\AFy + ZF1AF, = ZF1AFy + ZF>,AH, pela lei do corte temos que ZH{AF; =
AFQAHQ portanto lFlAGl = AFQAGQ ]

Lema 3.1.2. Seja o polinomio p(z), de raizes z1,zo, € z3, € 0 tridngulo T como na
demonstracao do Teorema de Marden. Agora considere, a elipse com focos nas raizes
de p' e que passa pelo ponto médio de um dos lados do tridngulo é realmente tangente

a esse lado.

Demonstracao. Lembre-se que, podemos girar, transladar, reduzir ou ampliar o trian-
gulo de forma conveniente. Portanto vamos as considerar que um lado do triangulo
encontra-se ao longo do eixo x centrado na origem, e tem um comprimento de 2, en-
quanto que o vértice oposto fica no semi-plano superior. Assim, vamos considerar que
os vértices do triangulo (que sdo as raizes de p) sdao 1, -1, e w = a + bi, onde b > 0.
Vamos olhar para a elipse passando por zero, que é o ponto médio do lado que se
encontra sobre o eixo x. A fim de mostrar que a elipse é tangente a esse lado, que ird
mostrar que os segmentos de reta a partir da origem para cada foco faz angulos iguais

com o eixo z . Seja p(z) = (z — 1)(z + 1)(2 — w) = 23 — wz? — z + w. Diferenciando,

2 2WZ 1) Agsim, se as raizes de p/

encontramos p'(z) = 32?2 — 2wz — 1 = 3(z 3 3
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5 (com 0 < 04,05 < 27), concluimos que z; + z5 = %“’ e

2425 = —%. Seja z4 = ¢1 + dii e z5 = ¢ + doi a forma algebrica das raizes de p/, note

SA0 24 = 1€t e z5 = rye

que z4 + z5 = (1 + ¢2) + (dy + do)i = %w perceba que dy + dy = %b > 0, ou seja, pelo
menos uma das raizes de p’ deve estar no semi-—plano superior, e a segunda, mostra que
04+ 05 = 7, pois 2425 = rye'® e = —% isto significa que a parte imaginaria é igual
a zero. Isto por sua vez também nos diz que ambas as raizes deve estar no semi—plano
superior. Além disso, considerando essas raizes como vetores da origem, os angulos
dos vetores fazem com o eixo x positivo sao suplementares. Assim, ou ambas as raizes
estdo no eixo y, ou uma raiz faz um angulo agudo com o eixo x positivo e a outra
raiz faz um angulo igual, com o eixo x negativo. Em ambos os casos, isto mostra que
os segmentos de reta formados pela origem e pelos focos da nossa elipse, faz angulos

iguais com o eixo x, portanto, o eixo x é tangente a elipse. O]

Lema 3.1.3. Seja o polinomio p(z), de raizes z1, z9 € z3, € o tridngulo T serem como
na demonstracao do Teorema de Marden. Considere a elipse com focos nas raizes de
p e que € tangente a um lado do T no seu ponto médio. Entao esta mesma elipse é

tangente aos outros dois lados de T

Demonstracao. Assim como visto anteriormente, podemos colocar o triangulo de qual-
quer maneira que desejarmos. A elipse E é tangente a um lado do tridngulo, e nova-
mente colocar esse lado ao longo do eixo x. No entanto, desta vez, colocar um vértice
na origem, e outro no 1. O vértice restante serd novamente colocado em w = a + b,
onde b > 0. Esta configuracao nos permite ver que a elipse é tangente ao lado Ow. Com
raizes a 0, 1 e w, p(z) pode ser feita como z(z — 1)(z — w). Fazendo a multiplicagdo
temos

p(z) = 2% — (1 +w)2* + wz

a derivada nos leva a
p(2) =322 —2(1 +w)z + w.

Por um argumento similar como anteriormente, observa-se que z4+ 25 = (3)(1+w).
Isto mostra que pelo menos uma das raizes de p’ deve ser no semi—plano superior. Mas
aqui também sabemos que essas raizes sao os focos de uma elipse tangente ao eixo .
Portanto, ambos estao na metade plano superior, 0 que nos permite expressar as raizes
de p’ como z4 = rye® e z5 = r5e'%, onde 0 < 64 < 05 < 7. Passando ao lado do termo

constante de p', temos que 2425 = 3. Isto mostra que 6, + 05 é igual ao angulo entre
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o eixo x positivo e Ow . Consequentemente, o angulo entre Oz5 e Ow igual 4. Ver

Figura 3.5

Figura 3.5: Triangulo com vértice na origem

Aplicando 3.1.1, com a origem na fun¢do do ponto A externa (Figura 3.6). Como
sabemos que a origem é externa? Isto é aparente uma vez que E é tangente ao eixo x
emr = % Com efeito , o eixo x ¢ uma das duas retas tangentes a E a partir da origem;
deixar o outro lado da reta tangente ser seguida por L. Lema 1, o angulo [ entre Oz;
e L é igual ao angulo entre o eixo x e Ozy, que por sua vez é igual a 6, . Mas isso é
o mesmo que o angulo entre Oz e Ow. Isto mostra que L é coincidente com Ow, e

assim, é tangente a .

Figura 3.6: Elipse tangente nos pontos médios

Enfim vamos a demonstracao do teorema de Marden.

Demonstracao. (Teorema de Marden) Vamos supor que o polinémio p, e suas raizes

z;, e triangulo T' sdo como no teorema. Usando as rafzes de p’ como focos, desenhar
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uma elipse F e que passa pelo ponto médio de um dos lados do triangulo. Pelo Lema
2, F, na verdade, ¢ tangente a esse lado de T'. Pelo Lema 3, F/ é também tangente ao
dos outros dois lados do T'. Agora afirmamos que os pontos de tangéncia com estes

dois lados devem ser os pontos médios. Provando assim o Teorema de Marden. O



Capitulo 4

OFICINA

4.1 Curriculo de Referéncia da Rede Estadual de Edu-

cacao de (Goias

Segundo o curriculo de referéncia da Rede Estadual de Educacao de Goias, os contetido

referentes a 3* Série do ensino médio, no primeiro, terceiro e quarto bimestre sao:
e Geometria Analitica;
e Nimeros Complexos;
e Polinomios.

Expectativas de aprendizagem

Compreender os conceitos de ponto, reta e plano;

Calcular a distancia entre dois pontos na reta orientada e no plano cartesiano;

Resolver problemas utilizando o calculo da distancia entre dois pontos;

Obter o ponto médio de um segmento de reta;

Reconhecer e verificar a condicao de alinhamento de trés pontos;

o1
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e Identificar e determinar a equacao geral e reduzida da reta;

e Identificar a equacao de uma reta apresentada a partir de dois pontos dados ou

de um ponto e sua inclinacao;
e Interpretar geometricamente os coeficientes da equacao de uma reta;
e Identificar retas paralelas e retas perpendiculares a partir de suas equagoes;

e Determinar as posigoes relativas entre duas retas no plano comparando os res-

pectivos coeficientes angulares;
e Determinar a distancia entre ponto e reta;
e Determinar a area de um triangulo conhecidas as coordenadas de seus vértices;

e Determinar a equacao da circunferéncia na forma reduzida e na forma geral,

conhecidos o centro e o raio.

e Reconhecer, dentre as equacgoes do 2° grau com duas incognitas, as que represen-

tam circunferéncias;

e Identificar posicoes relativas entre pontos e circunferéncias, retas e circunferéncias

e entre duas circunferéncias
e Identificar e conceituar a unidade imaginéaria;

e Identificar o conjunto dos niimeros complexos e representar um nimero complexo

na forma algébrica;

e Calcular expressoes envolvendo as operacoes com numeros complexos na forma

algébrica;
e (Calcular poténcias de expoente inteiro na unidade imaginéaria.
e Resolver problema envolvendo funcoes;
e Identificar o grafico que representa uma situacao descrita em um texto;
e Resolver problema envolvendo informagoes apresentadas em tabelas e/ou graficos;

e Associar informagoes apresentadas em listas e/ou tabelas simples aos graficos que

as representam e vice-versa.
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e Identificar um polinémio e determinar o seu grau;

e (Calcular o valor numérico de um polinémio;

e Efetuar operacoes com polinémios;

e Utilizar o teorema do resto para resolver problemas;

e Resolver equagoes polinomiais utilizando o teorema fundamental da algebra e o

Teorema da Decomposicao.

e Resolver problemas do cotidiano através da revisao geral.

4.1.1 Principio da Desaprendizagem.

Aprender a desaprender, a ndo usar conceitos, estratégias irrelevantes para a sobre-
vivéncia. Uma vez que um novo conhecimento interage com o conhecimento prévio ja
existente na estrutura cognitiva, essa interagao nao necessariamente ocorre de forma a
favorecer a aprendizagem. Alguns conhecimentos prévios podem dificultar ou mesmo
impedir a aprendizagem de um novo conhecimento.

Desaprender nao significa apagar determinado tipo de conhecimento prévio (se
houve aprendizagem significativa isso ndo vai ocorrer), trata-se de nao utiliza-lo como
subsuncor. Tal principio é particularmente importante, pois nos encontramos num
mundo em rapida transformacao, onde os conceitos e estratégias previamente apren-
didos podem se tornar obsoletos. Assim, é crucialmente importante identificar quais
conhecimentos prévios sao relevantes para as novas demandas.

Este é o objetivo desta oficina, desaprender para aprender, ou seja, vamos propor
um olhar diferente para as disciplinas citadas acima. Além dos contetdos referentes
ao 3% Série do ensino médio vamos propor também o estudo das derivadas para que o
aluno nao sinta dificuldades em partes do processo.

A proposta é de trabalhar a oficina em 4 aulas de 50 minutos cada.

4.1.2 Aula 1l

Geometria Analitica:

(i) Teorema de Pitagoras
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(ii) Plano cartesiano
(iii) Distancia entre pontos

(iv) Elipse

4.1.3 Aula 2

Niameros complexos:
(i) Forma Algébrica
(ii) Forma trigonométrica
(iii) operacoes na forma algébrica e na forma trigonométrica
Polindmios com coeficientes complexos:
(i) Definicao de polinémio
(ii) Operagoes de adi¢ao, multiplicagdo e divisao entre polindomios
(iii) Dispositivo de Briot—Ruffini

(iv) Teorema fundamental da Algebra

4.1.4 Aula 3

Derivada:
(i) Interpretacao geométrica
(ii) Definigao de derivada
(iii) Derivada de uma fun¢ao polinomial na variavel real.
(iv) Derivada de uma fungao polinomial na variavel complexa

(v) Derivada de uma fungao polinomial.

24
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4.1.5 Aula 4

e Teorema de Rolle

e Teorema de Mardem.

Para instigar a curiosidade dos alunos a respeito das relagoes entre as raizes de
um polindomio complexo p(z) e as raizes de sua derivada.Vamos comegar discutindo o

Teorema de Rolle.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Rolle.). Seja f uma fun¢ao definida e continua em [a, D]
¢ derivdvel em (a,b). Se f(a) = f(b) =0, entdo existe pelo menos um ponto ¢ entre a
e b tal que f'(c) =0

Demonstrag¢ao. Vamos considerar primeiramente que f(x) = 0, para todo z, e a < x <
b. Entao f'(x) = 0 para todo z em (a,b); logo, qualquer nimero entre a e b pode ser
tomado como c¢. Agora, considere que f(z) nao se anula para todos os valores de x
no intervalo aberto (a,b). Como f é continua no intervalo fechado [a, b], do teorema
do valor extremo, f tem um valor maximo e, ou um valor minimo absolutos em [a, b].
Se f(a) = f(b) = 0. Além disso, f(z) nao é zero para todo z em (a,b). Logo, f tera
um valor valor maximo absoluto positivo em algum ¢; de (a,b), um valor valor minimo
absoluto negativo em algum cy de (a,b), ou ambos. Assim para ¢ = ¢; ou ¢ = ¢,
conforme o caso, existe um extremo absoluto num ponto interior ao intervalo [a, b].
Logo, o extremo absoluto f(c) é também um extremo relativo, e como por hipotese

existe f’(c), segue que f'(c) = 0. [

A partir desse ponto podemos comecar a fazer especulacoes sobre sobre polindomios

complexos, suas derivadas e raizes. Vamos comecar com o seguinte exemplo:

Exemplo 4.1.1. Vamos considerar o polinomio p(z) = x> — 5z — 6. Calcule as raizes
de p, e a raiz da derivada de p. Faca uma representacao grafica de todas as raizes,

fazendo uma relacao entre elas.
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Resolucao Primeiramente vamos determinar as raizes de p

—b+ Vb2 — 4dac

v 2a
_ (=5 £ V(=5)2 —4(1)(-6)
2(1)
54449
N 2
=
2
entao x1 =6 e r9 = —1.
Calculando p/(z):
h—0
2 _F_ 2 _ _
— im (x +h)*=5(x+h)—6—(2° — bz —6)
h—0 h
o 2+ 2zh+h*—5x—5h—6—22+5x+6
= lim
h—0 h
. 2xh+ h? —5h
= lim
h—0 h
= lim2zx+h—-25
h—0
= 2x—5

Calculando a raiz de p/(x)

2r—5 = 0
2c = 5

5

r = =

2
r = 2,5

Note que a raiz da derivada estd no segmento de reta T;73 e mais ela é o ponto

médio deste segmento.

Exemplo 4.1.2. Considere o polinémio complexo p(z) = 2* — 2iz — 5.
a) Determine as raizes de p(z).

b) Calcule a derivada de p(z).

¢) Determine as raizes de p'(z).
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d) Represente graficamente todas as raizes.
a) Resolugao:

Vamos determinar as raizes de p(z), utilizando a férmula de Baskara.

—b+b? — 4dac
2

—(=2i) £ /(=2i)? — 4(1)(-5)
2(1)

21 £/16
2

21 £4
2

= 1£2

entao 21 =2+1e 29 = —2+41
b) Resolugao:
Agora vamos calcular a derivada de p(z)

v plz—h)—p(2)
Pz = |im h
2 _ o R ("2 95
_ lim (z4+h)*—2i(z+h) —5— (2 —2iz —b)
h—0 h
_ 3 224+ 22h+h?—2iz—2ih—5—2242iz+5
— h
. 2zh+ h% —2ih
= lim
h—0 h

= lim2z+h—2
h—0

= 2z2—2

Portanto p/(z) = 2z — 2i.
¢) Resolugao:

Vamos determinar a raiz de p(z), para isto basta fazer p(z) = 0

2% -2 = 0
2 — 92
)
=T

z = 1
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Z, 1 |Pz) >

v

Figura 4.1: Representacao gréfica

d) Resolugao:

Apos a resolucdo do exemplo seria importante chamar a atencdo do aluno para o
fato de que a raiz de p/(z) é interna a figura formada pelas raizes de p(z), ou seja, o
ponto (0, 1) pertence ao segmento zj zz.

A pergunta que fica no ar é: e um polinémio do terceiro grau? Serd que podemos
garantir tal fato?

Neste momento podemos entao enunciar o teorema de Marden e dar uma aplicacao.

Teorema 4.1.2 (Teorema de Marden). Seja p(z) um polindmio de terceiro grau, com
coeficientes complexos, cujas raizes zy, zo, € 23 $G0 nao colineares no plano complexo.
Seja T o triagngulo com vértices em zy, za, € z3. Hd uwma inica elipse inscrita em T e
tangente aos lados nos seus respectivos pontos médios. Os focos de elipse sao as raizes

da derivada do polinémio p(z).

Exemplo 4.1.3. Seja o polinomio p(z) = % — 2% — 22+ 6i e 3i uma de suas raizes.

Determine:
a) Determine as raizes de p(z).
b) Calcule a derivada de p(z).
¢) Determine as raizes de p'(z).

d) Deternine a equacdo da elipse inscrita, e tangente aos pontos médios dos lados

do triangulo, com vertice nas raizes de p(z)



CAPITULO 4. OFICINA 59

a) Resolugao:

Vamos determinar as raizes de p(z), para isto utilizaremos o dispositivo de Briot Ruffini

para reduzir o grau de p(z), ou seja,

p(2) = (z = 3i)(az® + bz + ¢)

—1 -2 61

Wl

31

L3+ (=) =0 0.30) +(~2) = =2 |—2.(30) + (6i)) = 0

Wl

Entao p(z) = (2 — 32)(% — 2), basta entao determinar as raizes de % -2

2

z
——2 =0
3

2
o 9
3
22 = 6

21 = V6 e 25 = —/6. Temos entdo que 3i,v6 ¢ — /6, sio as raizes de p(2).
b) Resolucao:

Agora vamos calcular a derivada de p(z)

p . plz—=h)—p(z)
Plz) = Jim h
_ hm@—i(z+h)2—2(z+h)—6i—(§—z’z2—2z+6@')
h—0 h
_ hmw—i(22—|—22h+h2)—2z—2h—6i—§+iz2—|—2z—6i
h—0 h
_ hm§+z2h+zh2+h§’—z‘z2—2@'zh—z’h2—2z—2h—6@'—§+¢z2+22—6¢
h—0 h
= lim 22h + zh? — 2izh — h®> — 2h
h—0

= 22-92iz—2
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¢) Resolugao:

Vamos determinar as raizes de p/(z), utilizando a férmula de Bhaskara.

—b+ Vb2 — 4dac

T 2a
(=20 £ V/(=20)? - 4(1)(-2)
B 2(1)
e
B 2
21 £2
2
= %1

entao z1 =1+1e 29 =—1+41

d) Resolugao:

Pelo teorema de Marden temos que as raizes de p/(z) s@o os focos da elipse inscrita
no triangulo cujos vértices sdo os pontos (0,3), (v/6,0) e (—v/6,0). Perceba que o
ponto (0,1) & o centro da elipse e que o menor eixo da elipse 2b = 2 entdo b = 1, note
também que a distancia focal 2¢ = 2 logo ¢ = 1. Temos também que a?> = b* + 2,

segue dai que a = v/2. Portanto a equacio da elipse &

2
%+(y—1)2:1



Capitulo 5

CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho é de discutir e demonstrar o Teorema de Marden e mostrar
uma maneira de aplicar este contetdo para alunos do ensino médio.

Algo motivador nessa proposta é o caminho percorrido para a sua demonstracao,
observamos a necessidade de revisar alguns contetdos: plano cartesisano, nimeros
complexos, polindémios e ensinar outros, tais como derivada de uma funcao polinomial
na variavel real e na variavel complexa.

Encerramos esse trabalho com uma proposta na forma de oficina matemética com

quatro encontros de 50 minutos cada.
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