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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns dos principais fractais elementares,
ressaltando alguns padroes mateméticos e suas autossimilaridades.  Fazemos
sugestoes de atividades que podem ser aplicadas em sala de aula do Ensino
Fundamental e/ou Ensino Médio com finalidade de despertar o interesse de alunos
e professores pela matemética, evidenciando sua aplicabilidade no dia-a-dia, além
de proporcionar aos alunos a criacao e elaboracao de conceitos a partir de uma
visao diferente da tradicional. Além dessa apresentacao, analisamos ferramentas
matematicas basicas estudadas no plano cartesiano e recorremos a algebra linear
a fim de compreender conceitos iniciais necessarios a Geometria Fractal elementar.
Por fim, desenvolvemos um breve estudo sobre uma das caracteristicas fundamentais
que um fractal possui, a dimensao de fractais elementares.

Palavras chaves: Fractais Elementares, Geometria Fractal, Dimensao de Fractais
Elementares.
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Abstract

In this work we present some of the main elemental fractals, highlighting some
Math patterns and their autosimilarities. We make suggestions of activities that can
be applied in the classroom of Elementary and / or High School in order to awaken
the interest of students and teachers for Math, showing its applicability in the day to
day, in addition to providing students with the creation and elaboration of concepts
from a different view of the traditional one. In addition to this presentation, we
analyzed basic mathematical tools studied on the Cartesian plane and used linear
algebra in order to understand the initial concepts necessary for Elemental Fractal
Geometry. Finally, we have developed a brief study about one of the fundamental
characteristics of a fractal, the dimension of elemental fractals.

Keyword: Elementary fractions, Fractal geometry, Elementary fractions
dimension.
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Introducao

A geometria fractal compoe, juntamente com a geometria Esférica, a Hiperbélica,
a de Riemann entre outras, um grupo de geometria considerado como geometria
nao Euclidiana. Geometria nao Euclidiana é toda geometria que nao inclui entre
seus axiomas o postulado das paralelas, que consiste em: se um segmento de reta
intercepta duas retas (no mesmo plano), de modo que um dos pares dos angulos
colaterais internos tem soma inferior a dois angulos retos, entao as retas quando
prolongadas suficientemente, se cortam do lado em que se encontram os referidos
angulos colaterais internos.

Os contornos das montanhas, a superficie dos pulmoes humanos, a trajetoria
das goticulas de dgua quando penetram na terra sao exemplos de uma infinidade
de fendmenos na natureza que nao podem ser descritos pela geometria Euclidiana.
E preciso apelar para calculos mais bem elaborados que resultem nas chamadas
“dimensoes fracionarias”.

O termo fractal, que d4 nome a geometria, foi designado pelo matematico franco-
polonés Benoit Mandelbrot com o objetivo de justificar suas formas. Como ele
proprio disse:

“Bu cunhei a palavra fractal do adjectivo em latim fractus. O wverbo
em latim correspondente frangere significa quebrar: criar fragmentos
wrrequlares, € contudo sabido - e como isto € apropriado para 0s nossos
propositos! - que, além de significar quebrado ou partido, fractus também
significa irregular. Os dois significados estao preservados em fragmento”.

Foi através dos estudos realizados no final do século XIX e inicio do século XX,
que se tornou possivel fundamentar esta nova teoria que, influiu decisivamente para o
rompimento do determinismo, ampliou a abrangéncia da geometria e possibilitou ao
homem trabalhar com partes das complexidades da natureza. Figuras que no inicio
do século passado eram vistas como “monstros mateméticos”, ja que desafiavam
as nocoes comuns de infinito e para as quais nao havia uma explicacao objetiva,
tém hoje um papel notavel na interpretacao da realidade. Para os bidlogos, ajuda
a compreender o crescimento das plantas. Para os fisicos, possibilita o estudo de
superficies intrincadas. Para os médicos, dd uma nova visao da anatomia interna do
corpo. Enfim, nao faltam exemplos.

As imagens fractais sao caracterizadas por repetir um determinado padrao com
constantes variacoes e a Geometria Fractal, segundo Janos [2], é uma linguagem
matematica que descreve, analisa e modela as formas encontradas na natureza. O
conceito de um fractal é bastante discutido no mundo académico e nao se tem uma
formalizacao por completo. Inicialmente Mandelbrot o definia de acordo com a



dimensao de Hausdorft-Besicovitch. Para ele o fractal era o conjunto no qual a
dimensao de Hausdorff excede estritamente a dimensao topologica. Ainda em Janos
[2] podemos encontrar as seguintes referéncias sobre a definicao de fractal. J. Feder
em sua obra considerou como razoavel uma caracterizacao de Mandelbrot para que
nao fossem excluidos alguns objetos da fisica considerados fractais: um fractal é uma
forma cujas partes se assemelham ao seu todo sob alguns aspectos; e K.J. Falconer,
autor de duas obras importantes sobre fractais, sugeriu o entendimento de fractal
por caracterizagoes: um conjunto F' é fractal se, por exemplo:

e I possui alguma forma de “autossimilaridade” ainda que
aprorimada ou estatistica;

o A dimensao fractal, definida de alguma forma, € maior que a sua
dimensao topoldgica;

e O conjunto F pode ser expresso através de wum procedimento
recursivo ou iterativo.

Independentemente da definicao dada, os estudiosos tém um ponto em comum
diante das principais propriedades que caracterizam e que permitem definir os
conjuntos fractais. Sao elas:

e Autossimilaridade, que pode ser exata ou estatistica, ou seja, mantém a mesma,
forma e estrutura sob uma variacao de escala (esta varia¢ao reduz ou amplia
o objeto ou parte dele);

e Complexidade infinita, isto é, qualquer que seja o nimero de amplificacoes de
um objeto fractal, nunca obteremos a “imagem final”, uma vez que ela podera
continuar a ser infinitamente ampliada;

e Irregularidade, no sentido de rugosidade (ndo-suavidade) ou fragmentagao;

e Possuir em geral, dimensao nao-inteira. A dimensao fractal quantifica, de certo
modo, o grau de irregularidade ou fragmentacao do conjunto considerado.

Através da Fig. a seguir podemos ilustrar um fractal natural e as suas
ampliacoes (figuras laterais) que possuem o mesmo formato da figura inicial. Em
outras palavras, temos uma auto-semelhanca aproximada.

Para explicar melhor a definicdo de dimensao fractal, Mandelbrot (veja [19]
péagina 92|), utilizou o seguinte exemplo:

Qual € a dimensao de um novelo de fio? Mandelbrot respondeu que isso
depende do ponto de vista. Visto de grande distancia, o novelo nao é
mais do que um ponto, com dimensao zero. Visto mais de perto, o novelo
parece ocupar um espago periférico, assumindo assim trés dimensoes.
Visto ainda mais de perto, o fio torna-se visivel, e o objeto torna-se de
fato unidimensional, ainda que essa dimensao unica se enovele em volta
de si mesma de tal forma que ocupa um espaco tridimensional. A no¢ao
de quantos niumeros sio necessdrios para especificar um ponto continua
a ser util. De muito longe, nao € preciso nenhum - o ponto € a unica



Figura 1: Fonte [18]

coisa que exriste. Mais perto, sao precisos trés. Mais perto ainda, um €
suficiente - qualquer posicao especifica ao longo do fio € unica, por muito
que o fio esteja enovelado.

A geometria fractal traz consigo um forte apelo visual e artistico, mas por
tras desta beleza visual se esconde muita matematica. Essa é uma das principais
motivacoes para o presente estudo e elaboracao deste trabalho. Nao podemos falar
em fractal sem analisar suas raizes, suas caracteristicas e seus padroes. Para tanto,
necessitamos de conhecimentos prévios, que apresentaremos nos capitulos a seguir.
Pelo fato deste conhecimento ser, na maioria das vezes, de facil compreensao e
entendimento, é possivelmente interessante mencionar a geometria fractal no ensino
fundamental e médio, seja nas aulas de funcoes, de geometria, de progressoes,
padroes matemaéticos e etc.

Este trabalho serd apresentado em 4 capitulos. No primeiro capitulo
apresentamos um breve estudo sobre os fractais conhecidos como classicos; tratando
em particular de quatro fractais especificos e seus padroes matematicos, a saber:
Conjunto de Cantor, Curvas de Koch, Triangulo de Sierpinski, Curva de Peano e a
Curva de Hilbert. Na segunda parte citamos sugestoes de atividades que poderao ser
aplicadas no ensino fundamental e médio que farao possivelmente dos fractais uma
importante ferramenta mateméatica para despertar o raciocinio dedutivo, ampliar
a capacidade do aluno em intuir niveis e imaginar figuras infinitas, construindo
tabelas, generalizando e formalizando seu conhecimento. Em um terceiro momento
analisamos os padroes matematicos por tras da construcao de um fractal, nesse ponto
recorremos a geometria das transformagoes para fundamentarmos as propriedades
particulares dos fractais. Por fim, destacamos a dimensao fractal, caracteristica que
coloca a dimensao de um fractal como um nimero nao inteiro.



Capitulo 1

Fractais Elementares Classicos

Neste primeiro capitulo, apresentamos alguns fractais matemaéticos elementares
e seu precesso iterativo. Também analisamos alguns pontos interessantes que podem
ser levados em consideracao na insercao da geometria fractal como ferramenta da
educagao basica. Construimos este capitulo com o auxilio de [I], 2} [4] [TT1, 12} 13, [15].

1.1 Conjunto de Cantor

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 — 1918), nasceu em Sao
Petersburgo, na Rissia, a 3 de marco de 1845. Aos 11 anos, mudou-se para Frankfurt
e foi na Alemanha que passou quase toda a vida. Estudou em Zurique, Berlim e
Gottingen, sendo diplomado em Matematica, Fisica e Filosofia pela Universidade
de Berlim, onde foi aluno do matemaético Karl Weierstrass. Fm 1872 foi nomeado
professor assistente de matemética na Universidade de Halle, assumindo a direcao
da cadeira no ano de 1879. Dedicou-se as pesquisas relativas & fundamentacao
matematica, hoje popularizada como Teoria dos Conjuntos. Seu sonho de ensinar em
Berlim, entao um dos melhores centros matematicos do mundo, jamais se realizou,
principalmente devido & forte oposicao que Leopold Kronecker (1823 — 1891) fazia
a suas ideias nada convencionais. Infelizmente, Cantor sofria de uma enfermidade
mental que, pelos sintomas registrados a época, os médicos de hoje identificam
como Sindrome Bipolar, em que o paciente alterna estados de normalidade com
outros de desequilibrio. A primeira crise aconteceu em 1884, em um periodo em que
ele concentrava suas energias sobre a Hipdtese do Continuo e julgava estar sendo
perseguido por Kronecker, que o impedia de trabalhar em Berlim. Apoés ter sido
internado em um hospital de Halle, ele se recuperou por algum tempo mas, com a
morte do filho em 1899, suas internacoes repetiram-se em 1902, 1904, 1907 e 1911.
No dia 6 de janeiro de 1918, novamente internado em um hospital de enfermos
mentais, ele morreu sem ainda ter tido sua obra unanimemente reconhecida.

Cantor publicou em 1883 um trabalho no qual legou-nos um conjunto
denominado Conjunto de Cantor. E talvez o primeiro objeto reconhecido como
Fractal. Apesar de nao possuir o mesmo apelo estético que a maioria dos fractais,
representa um modelo de imaginacao abstrata na matematica, e é peca fundamental
no estudo dos Fractais e Sistemas Dinamicos.

Para a construgado do Conjunto de Cantor, apresentado na Fig. [I.1] iniciemos
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Figura 1.1: Etapas de construgao do conjunto de Cantor

com um segmento de reta unitario. O primeiro passo serd dividi-lo em trés partes
iguais e retirar a parte do meio, processo conhecido como “remocao do terco médio”.
Apos esta remocao, aplicaremos 0 mesmo procedimento e este repete-se fazendo o
namero de etapas (ou niveis) tender a infinito.

Observa-se que em cada etapa, o numero de segmentos (ou extremos) dobra,
ou ainda, mantém-se o niamero de extremos da fase anterior, adicionando os novos
gerados pelas divisdes. Assim, em uma linguagem simples, pode-se dizer que o
Conjunto de Cantor é o conjunto de pontos (nimeros) que permanecem apods as
infinitas fases, o que significa que o conjunto de Cantor é uma série de pontos

pulverizados, transmitido uma ideia intuitiva de “Poeira”.

Como varia a quantidade de segmentos e o comprimento de cada com as
transformacgoes do conjunto de Cantor.

Proposicao 1.1. Na etapa n da construcao do conjunto de Cantor, o numero de

- . . n
segmentos € 2" e o comprimento de cada um deles é (%) .

Demonstracao. Provaremos por inducao matematica. Sejam nj; o nimero de
segmentos e [ o comprimento de cada segmento na k-ésima etapa. Na etapa k = 0,
temos ny = 2° = 1; o que podemos conferir no conjunto esbocado acima, no qual
tomamos um segmento. Agora, considerando k > 0 arbitrario e supondo que a
proposicao seja verdadeira para k, isto é, n, = 2. Devemos determinar o termo
seguinte, ny,1. Sabemos que ngy; = 2.ng, uma vez que a quantidade de segmentos
dobra a cada etapa. Com isso,

Nii1 = 2.np = 2.2F = 21

De modo analogo, temos que [y = 1. Supondo que [, = (%)k Como em cada etapa

o comprimento de cada segmento é reduzido a % do anterior, temos:

1 1,1 1
ley1 = =0 = = (5)F = (5)F
e =g =3(3)7=(3)

Y

completando a demonstracao. O]



Observe que o conjunto de Cantor é obtido fazendo-se o ntmero de etapas
infinito, £ — o0, logo
lim ny, = lim 2F = 00
k—o00 k—o00

1\ *
lim [, = lim (=] =0;
k—o0 k k—o0 (3) ’
isto ilustra a denominacao de conjunto de pontos pulverizados e Poeira de Cantor,
comentada anteriormente.

1.2 Curvas de Koch

Helge Von Koch(1870-1924) nasceu em Estocolmo, na Suécia, em 25 de janeiro
de 1870. Depois de completar sua primeira educacao naquela cidade, em 1887, ele
passou a estudar na Universidade de Estocolmo. La, teve a oportunidade de estudar
com Gosta Mittag-Leffler, que foi professor da primeira escola matemética. Em
1888 von Koch tomou algumas aulas na Universidade de Uppsala, onde trabalhou
em equacoes lineares. Seu primeiro artigo importante, publicado em 1891, foi
sobre a aplicacao dos determinantes infinitos para resolver equacoes diferenciais
com coeficientes analiticos. Von Koch obteve seu doutorado em Matematica pela
Universidade de Estocolmo, em 1892, onde escreveu uma tese que contribuiria para
o desenvolvimento da analise funcional. Em 1905 o Royal Institute of Technology
em Estocolmo ofereceu a Von Koch a cadeira de professor de matematica pura. Em
1904, ele lancou seu trabalho em curvas e flocos de neve. No dia 11 de marco de
1924 ele morreu em Estocolmo, tendo lecionado na maior parte do resto de sua vida.

A curva de Koch foi apresentada por Helge Von Koch em um artigo de 1904
intitulado “Sur une courbe continue sans tangente, obtenue par une construction
géométrique élémentaire” (em traducgao livre: Sobre uma curva continua sem
tangentes, obtida por uma construgdo geométrica elementar). A cosntrugao baseia-
S€ num processo recursivo.

Iniciemos a construcao da Curva de Koch com um segmento de reta unitério.
Dividimos o segmento em trés partes, e no seu terco médio substituimos por um
triangulo equilatero sem sua base. Na iteracao seguinte, repetimos o passo anterior
em cada um dos quatro novos segmentos. E assim repetimos infinitamente. A Fig
mostra 1sso geometricamente.

Partindo da mesma idéia da Curva de Koch, temos a chamada Ilha de Koch ou o
floco de neve. Esta é uma versao das Curvas de Koch, em que usamos um poligono
regular como ponto de partida para sua construcao. Esta curva tem uma simetria
perfeita, diferentemente do floco de neve da natureza, por isso é considerada como
um floco de neve ideal.

Partindo de um triangulo equilatero, vamos dar atencao ao floco de neve ilustrado
na Figll.3|

Iniciamos a construcao, desenhando um triangulo equildtero. Em cada lado do
triangulo, dividimos em trés partes iguais, e retiramos a parte central, subtituindo-a
por um tridngulo equilatero sem sua base, obtendo assim quatro segmentos iguais
para cada lado do triangulo, ou seja, 12 segmentos idénticos. Novamente em cada um
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Figura 1.2: Niveis de construcao da curva de Koch

dos 12 segmentos, dividimos em trés partes iguais, retiramos a do meio e substituimos
por um triangulo equilatero sem sua base, obtendo quatro novos segmentos em cada
parte, ou seja , (3 x 4) x 4 = 48 novos segmentos. E assim, seguimos os mesmos
passos infinitamente.

Note que o processo de construcao é equivalente a Curva de Koch, porém ¢ feita
nos trés lados do triangulo equilatero. Em cada passo desta construcao, a figura vai
mudando de forma, e a medida que os passos avancam essas modificacoes tornam-
se cada vez menos visiveis. Quando estas mudancas se tornam invisiveis ao olho
humano, diz-se que o processo se tornou visualmente estavel.

Analisemos agora alguns aspectos referentes ao floco de neve de Koch.
Desprezemos o interior da figura e consideremos apenas a curva limite do floco
de neve. Tendo em conta o seu processo de construcao, é facil de perceber que a
medida que se vao fazendo transformacoes o nimero de lados da curva aumenta,
mas o comprimento de cada um deles diminui. Por cada nova transformacao que se
faz, cada lado da origem a quatro lados. Temos o quadro a seguir:

Passos Numero de lados
Figura de partida 3 — | 3 x4Y
1 3x4d | = 12 = | 3x4!
2 12x4 | = 48 = | 3x4°
3 48 x 4 | = 192 = | 3x43
4 192 x4 | = 768 = |3 x4*
5 768 x 4 | = 3072 = | 3 x4°




Figura 1.3: Uma versao das Curvas de Koch: o Floco de Neve

Podemos entao concluir que o nimero de lados de cada figura em fungao do
ntmero de transformacoes é dado pela progressao geométrica

M, = 3 x 4".

E evidente que esta sucessao € mondtona crescente e que, a medida que o nimero
de transformagoes cresce (isto é, n — oc0) a sucessdo também tende para +o00. Isto
significa que a curva vai ter um nimero infinito de lados.

Como varia o comprimento dos lados da curva com as transformacoes

Suponhamos que o lado do tridngulo equilatero inicial meca uma unidade. Os
lados de cada nova figura sao trés vezes menores em relagao a figura anterior.

Passos Medida de cada lado
Figura de partida 1
] % SEISER
2 % SFIaE
3 1 SIEE
i ! SEIEE.
; = E I

A medida dos lados de cada figura em funcao do nimero de transformagcoes é dada
pela progressao geométrica de termo geral

N, = —.
3n

Esta sucessao ¢ monotona decrescente e quando o nimero de transformagoes n tende
para 400, a sucessao tende para 0. O que significa que a medida de cada lado da
curva tende a zero.
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Figura 1.4: Area do Floco de neve de Koch

Como varia o perimetro da curva com as transformagoes?

Podemos definir a sucessao dos perimetros P, & custa das duas sucessoes
anteriores. Assim,

1 AN\"
P,,,:Mann:(szl")xg—n:Sx(g) )

Esta sucessdo é uma progressiao geométrica de primeiro termo 3 (exatamente o
perimetro do tridngulo inicial) e de razao %. Quando n tende para +oo, a sucessao
tende para +oo (pois o primeiro termo é positivo e a razao é maior do que um) logo
o perimetro do floco de neve de Koch tende ao infinito.

Qual é a area do floco de neve de Koch?

Comecemos por estimar a area da curva de Koch tracando um hexagono
envolvendo a Estrela de David (figura formada pela primeira transformagdo de
Koch), ver Fig. Ao continuar-se a construcao, constata-se que a figura resultante
da segunda transformacio ainda esta contida no hexagono. E imediato verificar que
isso vai acontecer em todos os passos, e que portanto o limite da area estard contido
no hexéagono.

Pode-se entao concluir que a area da curva de Koch é inferior a area do hexédgono
(a qual é igual ao dobro da area do tridngulo inicial). Considerando a area do
triangulo inicial igual a 1, a area delimitada pela curva estard compreendida entre
1 e 2. Determinando o seu verdadeiro valor, sabe-se que a area do poligono, em
cada passo, é obtida adicionando & &rea do poligono do passo anterior a area de um
triangulo equilatero, cujo lado é % do anterior, multiplicada tantas vezes quantas o
ntimero de lados do poligono anterior.

Como foi dito anteriormente, na figura inicial o tridngulo tem area igual a 1.
Denotemos, Ay = 1.

Pela semelhanca de figuras planas, sabe-se que, se o lado de um poligono sofre
uma reducio de razio i, a area sofre uma reducdo de %.

37
Sendo assim, tem-se:

e Passo 1:



N\ & B

Figura 1.5: Formacao do Floco

e Passo 2 como se obtém 3 x 4 segmentos de reta, tem-se

1+

O >

+1><
3

1 1\?2 1
Ay =1+-4+(3x4 — -
2 +3+(><)><(9) 3

e Passo 3, a quantidade de segmentos de reta agora é 3 x 42, entao

1 1 4 1\° 1 1 4 1 4\ 2
3 +3+3x9+(x )xQD +3+3x9+3x(J

Continuando, sucessivamente, no passo n + 1, obtém-se

RIS S SUE S 42+ IR
m 37370 3°\9

1+4+ 42+ + N
9 9 9
4 4\? 4\"
S, =1+ — i Z
40

¢ uma progressao geométrica de primeiro termo 1 e razdo 4/9, tem-se que a soma
infinita é:

—1+1
N 3

Desde que

1 9
S=——=-.
1— g 5
Assim, a area delimitada pela Curva de Koch é
1 9 8
A=1+-x-=-=1,6.
35757

Observacao 1.2. Note que embora o perimetro do floco de neve de Koch seja infinito
quando construcao inicia-se por um triangulo de drea 1, a drea do floco de neve é
finita, sendo extamente 1,6. Mais geralmente, se a drea do tridngulo inicial for A,
a drea do floco de neve de Koch dai resultante serd 1,6 x A.

O fato de termos um perimetro infinito delimitando uma &rea finita pode
parecer contrario a nossa intuicao geomeétrica, mas é caracteristico de muitas formas
importantes na Natureza.
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1.3 Fractais de Sierpinski

Waclaw Sierpinski (1882-1969), matematico polonés, teve grande reputagao nos
anos de 1920-1930, onde teve seu nome batizado numa das crateras lunares. Foi
professor de matemética e fisica da Universidade de Varsovia. Com os conflitos
da Primeira Guerra Mundial, em 1914, Sierpinski mudou de cidade para fugir
das perseguicoes e passou os ultimos anos estudando junto com outros colegas.
Dedicou parte de sua trajetoria principalmente ao estudo da teoria dos conjuntos,
mas também no ponto de ajuste da topologia e funcao de uma variavel real, entre
outros. Fez seu estudo em figuras geométricas que ficaram conhecidas por Triangulo
de Sierpinski, Tapete de Sierpinski ou Fractal de Sierpinski, que se obtém como
limite de um processo recursivo.

1.3.1 Tapete de Sierpinski
Procedimento da construcao do tapete de Sierpinski:
e Figura Inicial: quadrado unitério;

e Primeiro passo: dividimos o quadrado em 9 quadrados congruentes, cujo lado
é igual a % e retira-se o quadrado central;

e Segundo passo: aplica-se o procedimento anterior a cada um dos 8 quadrados
obtidos apds o primeiro passo,

e n-ésimo passo: aplicar o procedimento inicial a cada um doa quadrados obtidos
no passo n — 1. Fazendo n — oo obtém-se o Tapete de Sierpinski.

Observacao 1.3. Note que o niumero de quadrados nao retirados em cada passo do
tapete de Sierpinski ¢ dado pela sucessao de termo geral

T, =8"

(logo o numero de quadrados tende obviamente para o infinito).

Area do Tapete de Sierpinski

Considerando A como sendo a area do quadrado inicial e observando como area
varia ao longo das primeiras transformacoes, temos:

e Figura inicial — Area — A

Primeiro passo — Area — 8 x (%)2 x A

Segundo passo — Area — 82 x (%)2X2 x A =8 x (%)4 x A

Terceiro passo — Area = 8 x (

e n-ésimo passo — Area = 8" X



Entao, no passo n, a figura tera area dada por

2n n n
1 1 8
8" x | = XA=8"x[=)] xA=|=-] XA
3 9 9
Obtemos assim uma progressao geométrica de razao % e primeiro termo positivo o

que significa que a progressao geométrica tende para zero quando n — oco. Entao a
area do tapete de Sierpinski é zero.

Perimetro do Tapete de Sierpinski

Consideremos o triangulo inicial com perimetro igual a P e vejamos como varia
o perimetro ao longo dos primeiros passos:

e Passo 0 — Perimetro = P
e Passo 1 — Perimetro :P+% x P = (1+%)P
. 1 8 1 22
. PassoQ—>Per1metr0:P—|—§><P+§><P:<1+§+2><(§) ) x P

e Passo 3 — Perimetro = P +
(1rir2x (@42 x (3)') <P

x P+ & x P+ 8 xP =

1
3 27

23n

e Passon — Perimetro — (1+ 1 +2x (2)"+ 20 x (3) 4.+ 25 + .. ) x P

Entao, no passo n, a figura terd perimetro dado por

1 2\* o [2)° 23
1+-+2%x (=) +22x || +...+ +... | xXP
Um somatoério de uma sequéncia infinita, de termo geral 32:_:1, que permite concluir
que a sequéncia possui termos cada vez maiores, ja que o termo geral tende para

o infinito quando aumentamos indefinidamente o n. Desta forma, o perimetro do
tapete de Sierpinski é infinito.

1.3.2 Triangulo de Sierpinski

O procedimento que podemos adotar para a construcao do triangulo de Sierpinski
¢ o seguinte (ver Figura [1.6):

e Figura Inicial: a figura de partida é um triangulo equilatero;

e Primeiro passo: a primeira transformacgao consiste em determinar os pontos
médios de cada um dos lados de um triangulo; une-se por segmentos esses
pontos médios (2 a 2) e considera-se os 4 tridngulos resultantes; retira-se o
triangulo central; ficamos assim com 3 triangulos;

e Segundo passo: aplica-se o procedimento anterior a cada um dos 3 triangulos
resultantes; obtemos 9 triangulos solidos;

12



Figura 1.6: Triangulo de Sierpinski

e n-ésimo passo: aplicar o procedimento inicial a cada um dos triangulos obtidos
no passo n — 1. Fazendo n — oo obtém-se o Triangulo de Sierpinski.

Observacao 1.4. Note que o niumero de tridngulos nao retirados em cada passo
triangulo de Sierpinski € dado pela sucessao de termo geral

T, =3""
(logo o numero de tridngulos tende obviamente para o infinito).

O triangulo de Sierpinski é a figura limite deste processo e nao qualquer um dos
passos finitos referidos anteriormente e ilustrado na Fig[I.6]

Area do Triangulo de Sierpinski

Consideremos A como sendo a area do tridngulo inicial e vejamos como varia a
area ao longo das primeiras transformagoes:

e Figura inicial — Area — A
e Primeiro passo — Area = % X A

e Segundo passo — Area = & x A = (

W

' _ 3
e Terceiro passo — Area = g X A= (%) x A

L. < n
e n-ésimo passo — Area — (%) X A

Entao, no passo n, a figura tera area dada por

3 n
Ax (=] .
4
Obtemos assim uma progressao geométrica de razao % e primeiro termo positivo o

que significa que a progressao geométrica tende para zero quando n — oo. Entao a
area do triangulo de Sierpinski é zero.

13



Figura 1.7: Triangulo de Sierpinski e Triangulo de Pascal

Perimetro do Triangulo de Sierpinski

Consideremos o triangulo inicial com perimetro igual a P e vejamos como varia
o perimetro ao longo dos primeiros passos:

e Passo 0 — Perimetro = P

Passo 1 — Perimetro =P + % X P = % x P

xP=2xP=3)°xP

Passo 2 — Perimetro = P+% X P+ 3 x

=

><P+9><§><P:(%)3><P

Passo 3 — Perimetro = P+% X P+ 3 x

=

Passo n — Perimetro = P X (%)n

Entao, no passo n, a figura tera perimetro dado por

P, = (§) x P.
2

Obtemos assim uma progressao geométrica de razao % e primeiro termo P positivo,
o que significa que a progressao geométrica tende para infinito quando n — oo.
Portanto, o perimetro do triangulo de Sierpinski ¢ infinito.

O triangulo de Sierpinski e o triaAngulo de Pascal

Pascal (1623 — 1662) estudou e demonstrou, no Tratado do Triangulo Aritmético
publicado em 1654, diversas propriedades do triangulo que ficou conhecido com o
seu nome e aplicou-as também no estudo das Probabilidades. Antes de Pascal, ja
Tartaglia (1499 — 1557) usara o triangulo aritmético e, muito antes, também os
matematicos Arabes (séc. XIII) e Chineses (séc. XIV) o utilizavam. Além da
semelhanca geométrica, podemos reparar que sobrepondo estes dois tridngulos, os
ntmeros fmpares, do triangulo de Pascal, ficam sempre sobre os tridangulos pretos
do triangulo de Sierpinski, enquanto os nimeros pares ficam sobre os triangulos
retirados no processo de construgao (ver Figura . Por exemplo, na Figura
consideramos o terceiro passo do triangulo de Sierpinski e as oito primeiras linhas
do tridngulo de Pascal (FiglL.7)

14



Passo 0

Passo 1

Passo 2

Figura 1.8: Os dois primeiros passos da construcao da curva de Peano

1.4 Curva de Peano

Giusepe Peano (1858 — 1932), italiano, foi professor da Academia Militar
de Turim, onde concebeu enormes contribuicooes a Mateméatica, principalmente
relacionada as preocupacoes dos mateméaticos da época. Autor de iniimeros livros
e artigos, Peano foi o fundador da moderna logica matematica e teoria dos
conjuntos, para cujos conceitos e notacoes contribuiu de forma decisiva. Na obra
“Arithmetices Principia Nova Methodo Expositade” de 1889, Peano desenvolveu os
famosos axiomas de Peano, considerados até hoje como a axiomatizacao padrao dos
ntimeros naturais. Nesta obra observa-se o alto nivel de precisao e rigor logico,
que surpreenderam os matematicos contemporaneos. Aprofundando as nocoes de
continuidade e dimensao, Peano publicou em 1890, seu “monstro matematico”,
a Curva de Peano, com a proposta de cobrir totalmente uma superficie plana
quadrangular.

A curva de Peano, apresentada em 1890, é um exemplo de um fractal que
preenche toda uma regiao do plano. O ponto de partida para a construcao da
curva de Peano é um segmento. No primeiro passo, o segmento é substituido por 9
segmentos de comprimento igual a um terco do comprimento do segmento inicial, e
colocados conforme indicado na Figura[l.§ Esses 9 segmentos constituem o primeiro
passo da construcao recursiva da curva de Peano. Depois, o processo recursivo
aplica-se a cada um dos 9 segmentos, até ao infinito, como podemos obhservar na
Figura (1.9

Observe-se que as curvas obtidas nas diferentes iteracoes, a partir da primeira,
intersectam-se nos vértices dos pequenos quadrados que vao se formando em cada
iteracao.
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Figura 1.9: A Curva de Peano

O Comprimento da curva de Peano

Para analisar o comprimento da curva de Peano, vamos observar a quantidade
de segmentos existentes a cada iteracao e multiplicar pelo tamanho dos segmentos.
Peano desenvolveu uma estrutura partindo de um segmento tnico que iremos
considerar de comprimento inicial 1. Notemos seu comportamento ao longo das
primeiras iteragoes:

Passo 0 — Comprimento = 1

Passo 1 — Comprimento = 9 x % =3

Passo 2 — Comprimento = 9% x (%)2 =3 x (%)2 =32

Passo 3 — Comprimento — 9% x (%)3 =35 x (%)3 =33

Entao, no passo n, a figura terd comprimento dado por
C,=3".

Obtemos assim uma progressao geométrica de razao 3 e primeiro termo 1 positivo,
o que faz a progressao geométrica tender para o infinito quando n cresce
indefinidamente. Dessa forma, o comprimento da curva de Peano é infinito.

Area da Curva de Peano

Intuitivamente, observando a Figura [1.9] podemos verificar que a tendéncia da
curva de Peano é preencher a superficie quadrada com medida da diagonal igual
ao segmento inicial da curva de Peano. Agora, comprovaremos essa tendéncia
considerando o segmento inicial unitirio e o momento inicial apdés a primeira
iteracao, uma vez que é a partir desta transformacao que encontramos uma figura
poligonal plana. O procedimento adotado serd o de analisar a area que juntamente
com a 4rea interna a curva formam a area do quadrado de lado v/2/2 (ver Figura
. Como adotamos o segmento inicial sendo unitario, a area do quadrado teréa
1/2 unidade de area.

e Passo 0: o segmento inicial nao delimita area.

e Passo 1: a area interna delimitada pela curva é

2 2
—4><1><1>< 1 +2><1>< 1 :
2 3 4 3
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Figura 1.10: Procedimento para obtencao da area da curva de Peano

onde temos 4 lados, cada um deles dando origem a 1 triangulo de &rea
(1/2) x (1/3)%, e 2 tridngulos de area (1/4) x (1/3)2.

Passo 2: a area interna delimitada pela curva é

A—1 4><(3+1)><1>< 14+2><1>< 1y’
272 27 \3 47 \3
onde temos 4 lados, cada um deles dando origem a 3 + 1 tridngulos de area
(1/2) x (1/3)*, e 2 tridngulos de area (1/4) x (1/3)%.

Passo 3: a area interna delimitada pela curva é

1 1 /1\° 1 /1\°
A== — [4x (P +3+D)x=x|=) +2x=x|=
373 [ X343+ )sz(?)) - X4X(3)]
onde temos 4 lados, cada um deles dando origem a 32 + 3 + 1 triangulos de
rea (1/2) x (1/3)% e 2 triangulos de area (1/4) x (1/3)°.

Passo 4: a area interna delimitada pela curva é

1 1 1\® 1 1\®
A== — |4 34 32 Dx=x (= 2x —x (=
1= 5 [x(3+3+3+)><2><(3)+ ><4><(3)]

onde temos 4 lados, cada um deles dando origem a 33 4+ 32 + 3 + 1 triangulos
de area (1/2) x (1/3)%, e 2 triangulos de area (1/4) x (1/3)8.

Passo n: a area interna delimitada pela curva é

n—1 2n 2n
1 1 /1 1 /1
A”:§_ [4>< (ZZ’)) ><§>< <§> +2XZX (5)
k=0
onde temos 4 lados, cada um deles dando origem a 3" '+ +33+32+3+1
triangulos de drea (1/2) x (1/3)*", e 2 triangulos de area (1/4) x (1/3)*".
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Simplificando a expressao de A,, temos

B n—1 n n n
1 1 1 1 1
A, = ——12 k - e - -
S ( ’ ) 8 (3) 373 ] “\3
i k=0
i n—1 n n n
1 1 1 1 1
= - |2 3k Z - - -
> |7 ( 8 <3> o 3> “\3
k=0
n—1 n n
1 1 1 1 1
= —— |2 — - — 1.1
> | 3n—k+zx(3)lx(3> (11)
L k=0
Como podemos ver,
n—1 n
1 1 1 1 1 1 1
_ e H e —. 1.2
; 3n—k 3n + 3n—1 + + 33 + 32 + 31 ; 3k ( )

Assim, usando (1.2)) em (.1, obtemos
1 ~1 1 1 1
A, == — |2 S x| x = 1.3
2 [X;3k+2x3nlx3n (13)

Dessa forma, podemos concluir que area interna A delimitada pela curva de Peano
¢ obtida fazendo n tender a infinito. Logo,

1 1 1 1
A=-_19 3 Zx0 0= —-. 14
2 [X1—§+2X}X 2 (14)

1.5 Curva de Hilbert

David Hilbert nascido em Koénigsberg no ano de 1862 foi um dos mais notaveis
matematicos. Os topicos de suas pesquisas sao fundamentais em diversos ramos
da matematica atual. Hilbert é frequentemente considerado como um dos maiores
matematicos do século XX, no mesmo nivel de Henri Poincaré. Devemos a ele
principalmente a lista de 23 problemas, alguns dos quais nao foram resolvidos até
hoje, apresentada em 1900 no Congresso Internacional de Matematicos em Paris. Em
1891, Hilbert torna piblico a sua curva de cobertura da superficie de um quadrado,
apresentada preliminarmente num encontro em Bremen. Por se tratar de uma curva
que tende a preencher uma superficie, podemos considerar que a curva de Hilbert
pertence a familia da curva de Peano.

A construcao da curva de Hilbert tem, como ponto de partida, um quadrado.
Na primeira iteracao, o quadrado é dividido em quatro quadrados congruentes e
os seus pontos centrais sao unidos, conforme observamos na Figura Nesta,
ainda é possivel verificar o comportamento da curva, na segunda iteracao: cada
um dos quatro quadrados sao divididos em quatro novos quadrados congruentes e
seus centros sao unidos. Continuando o processo iterativo, encontramos a curva de
Hilbert.
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Passo 0 Passo 1 Passo 2

Figura 1.11: Os dois primeiros passos da construcao da curva de Hilbert

M1 []

Figura 1.12: A curva de Hilbert

O Comprimento da curva de Hilbert

Para verificarmos o comprimento da curva de Hilbert, vamos observar a
quantidade de segmentos existentes a cada iteracao e multiplicar pelo tamanho
dos segmentos. Podemos observar que o tamanho desse segmento corresponde
ao tamanho do lado de cada quadrado apresentado pela curva de Hilbert a
cada iteracao. Hilbert desenvolveu uma estrutura partindo de um quadrado que
consideraremos de lado unitario. O processo de formacao da curva de Hilbert
consiste em dividir o quadrado existente a cada nivel em quatro quadrados e unir
seus centros. Notemos seu comportamento ao longo das primeiras iteracoes:

e Passo 0 — Comprimento = (4° — 1) =0
e Passo 1 — Comprimento = (4 — 1) (%)
e Passo 2 — Comprimento = (4% — 1) (%) =15

e Passo 3 — Comprimento — (4% — 1) x (%)3 = 63

Entao, no passo n, a figura tera comprimento dado por

1\" 221 |
Co=@"—1)x (=] = .
( )X<2) on on

Obtemos assim uma diferenca de termos em que o primeiro termo 2" cresce
indefinidamente e o segundo termo 2%1 apresenta-se de forma limitada, tendendo

a zero. Dessa forma, o comprimento da curva de Peano é infinito.

Observacao 1.5. Nao trataremos de drea no caso da curva de Hilbert por ela ser
uma curva aberta, que nao delimita drea. Note porém que, como a curva de Cantor,
a curva de Hilbert “preenche” todo o quadrado inicial.
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Capitulo 2

Introducao do estudo dos fractais
elementares na Educacao Basica

Apos conhecermos alguns fractais elementares classicos, mostraremos sugestoes
de como ¢ possivel inserir aplicacoes da geometria fractal na educacao basica.
Estas sugestoes foram elaboradas sob andlise das referéncias [6l, 12], 13], 14], 15], e
acreditamos que sua aplicacao permite melhorar o raciocinio dedutivo, sem esquecer
que, em alguns casos, pode tornar concreto o objeto matemético estudado.

A insercao do estudo elementar de fractais nos ensinos fundamental e médio vem
colaborar com o ensino da Matematica, preenchendo possiveis lacunas que foram
deixadas pela geometria euclidiana, principalmente no que diz respeito as formas
existentes na natureza. Fica facil para um aluno perceber que o tronco de uma
arvore se assemelha a um cilindro, o sol pode ter um formato esférico. Mas, qual o
formato de uma nuvem? Que forma podemos definir para uma montanha?

A introducao de fractais no ensino basico gera curiosidade de quantos alunos ja
tiveram conhecimento sobre eles. Além disso, cria oportunidades de trabalhar com
processos iterativos, construir formulas gerais, montar algoritmos, calcular areas e
perimetros de figuras com complexidade crescente, introduzir uma idéia béasica do
conceito de limite, bem como é um excelente tépico para aplicacao de sequéncias e
progressoes. Em outras palavras, esperamos que com ela seja possivel trabalhar de
uma forma mais pratica a interdisciplinaridade.

2.1 Atividades com Cartoes fractais

A atividade de construcao de cartoes fractais tridimensionais é uma forma
motivadora e interessante de apresentar a geometria dos fractais para os estudantes
de Ensino Fundamental. Devido ao apelo estético, aos contetidos matematicos e
a vantagem de usar materiais manipulaveis, a construgao destes cartoes envolve e
captura a atencao dos alunos.

Nesta secao, descreverei as atividades de construcao dos cartoes Degraus Centrais
e Triangulo de Sierpinski, pois eles possuem caracteristicas diferenciadas. Para
construcao sao necessarios: folha de oficio, régua, tesoura, lapis e borracha.
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2.1.1 Triangulo de Sierpinski

Um cartao que pode ser explorado é o cartao Tridngulo de Sierpinski. Sua
estrutura triangular pode ser comparada ao conjunto fractal que leva o mesmo nome.
Uma curiosidade que pode ser levantada com os alunos é que a estrutura do Triangulo
de Sierpinski possui uma conexao com os nimeros impares do Tridngulo de Pascal,
conforme vimos na Fig[1.7].

Construcao do Cartao de Sierpinski

Para a elaboragao deste cartao, consideremos os passos:

Passo 1 - Pegue uma folha de tamanho A4.

Passo 2 - Dobre a folha ao meio, ao longo de sua altura.

Passo 3 - Com a folha dobrada ao meio, marque o ponto médio na parte dobrada
de largura x e faca um corte vertical de altura y qualquer.

Passo 4 - Dobre um dos retangulos formado para cima, fazendo um vinco na
dobra.



Passo 5 - Volte o retangulo para a posigao inicial e dobre-o para “dentro da
folha”. Abra a folha e o retangulo estard em relevo. Esta é a primeira geracao do
cartao fractal.

Passo 6 - As geragoes seguintes serao obtidas nos dois retangulos formados no
cartao, aplicando a mesma regra do passo 3. Note que os retangulos possuem 7 de
base, logo os cortes verticais em seus pontos médios devem ter altura igual a .
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Procedimento: Tome a medida da largura da folha como L. e a medida de
comprimento como C. Caso nao seja possivel executar o nivel 5, deve-se reduzir os
valores e assim descobrir a forma geral para o nivel n. Apoés a atividade deve ser
feita a conexao entre o termo geral de cada item observado do fractal e o termo geral
de uma progressao geométrica, identificando o primeiro termo a; e a razao q.

Com base no diagrama da planificacao, percebemos que a cada iteracao temos
um paralelepipedo cercado por trés novos paralelepipedos, porém em escala menor,
que serao os paralelepipedos obtidos na proxima iteracao. Podemos assim concluir
previamente que este cartao possui um fator multiplicador igual a 3. Como a cada
iteracao triplica-se o nimero de novos paralelepipedos, podemos verificar que o
ntimero de paralelepipedos gerados ¢ descrito pela poténcia 3", onden = 0,1,2,3, ...
¢ o ntmero da iteracao.

Conceitos Matematicos Envolvidos na Construcao

Verifiquemos o conteiido que podemos abordar e sugestoes de como abordaremos.
Potenciacao

1. Quantos novos paralelepipedos podem ser formados a cada iteracao?

2. Complete a tabela a seguir com a quantidade dos novos paralelepipedos de
acordo com o nivel de iteragao.



Nivel de iteracao | Quantidade de novos paralelepipedos

WIN| D

3. Utilize a notacao de poténcia para representar a quantidade de mnovos
paralalelepipedos encontrado na questao anterior.

4. Generalizando a ideia de potenciacao definida, determine quantos
paralelepipedos novos encontraremos na iteracao 57 e na 67 e na 107

5. Em qual iteracao encontraremos 6561 novos paralelepipedos?

6. Serd possivel encontrarmos uma iteracdo que apresente 80 novos
paralalapipedo? Justifique.

Sequéncias e Progressao Geométrica

Atribuindo dimensoes genéricas para o paralelepipedo obtido na primeira
iteragao (como exemplo a altura foi escolhida como a e o lado da base quadrada
por §), pede-se que construa uma tabela semelhante a seguir, contendo o volume de
cada paralelepipedo novo gerado e o volume total do fractal.

Iteragao | Nimero de | Volume do novo | Volume total
paralelepipedos novos | paralelepipedo
0 1
1 3
2 9
3 27
n 3"

2.1.2 Degraus Centrais

Para a construgao deste cartdo, iniciemos com uma folha de oficio (A4) e os
seguintes passos:

Passo 1 - Dobre a folha ao meio, ao longo de sua altura e consideremos a reta
que se forma com medida x.
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Passo 2 - Com a folha ainda dobrada ao meio, marque dois pontos ao longo do
segmento a uma distancia 7 das extremidades da folha, e faga dois cortes verticais
com altura 7, sendo a = 7.

Passo 3 - Dobre o retangulo formado para cima, fazendo um vinco na dobra.

Passo 4 - Volte o retangulo para a posicao inicial e dobre-o para “dentro da
folha”. Abra a folha e o retangulo estard em relevo. KEsta é a primeira geragao
do cartao fractal. Podemos dizer que o retangulo aqui formado serd o gerador do
fractal.
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Passo 5 - Dobre a folha novamente conforme obtido no passo 3.

Passo 6 - Marque dois pontos sobre o segmento numa distancia § das

extremidades, e faca dois cortes verticais com altura %, sendo b = ¢.

Passo 7 - Dobre o retangulo formado para cima fazendo um vinco.

F

.
M i

Passo 8 - Volte o retangulo dobrando para “dentro da folha”, que ficard em
relevo. Agora ja temos duas iteracoes.
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Passo 9 - Para obter a proxima geracao, repetimos os passos de 2 a 4.

Passo 10 - Para obter mais geracgoes, repetimos o mesmo processo do item
2 ao 4 sucessivamente, enquanto for possivel realizar cortes e dobraduras, sempre
obedecendo o padrao estabelecido no passo 2, porém em escalas menores.

Conceitos Matematicos Envolvidos na Construcao

Com o cartao “pronto” podemos analisar suas caracteristicas e associé-las a
contetidos matematicos. As estruturas sao autossimilares, ou seja, mantém a mesma
forma sob uma transformacao de escala, e as figuras formadas a cada corte e
dobradura sao paralelepipedos.

A cada iteracdo aumenta o nimero de paralelepipedos, porém diminui o seu
tamanho. Assim, chamando a primeira geracao do cartao de iteracao zero, temos
um paralelepipedo. Na iteracao dois, aumentam dois paralelepipedos. Na iteracao
trés, aumentam quatro e assim sucessivamente. Mas podemos representar estes
dados numa tabela para melhor verificarmos.

Potenciacao

1. Quantos novos paralelepipedos podem ser formados a cada iteracao?
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2. Complete a tabela a seguir com a quantidade dos novos paralelepipedos de
acordo com o nivel de iteragao.

Nivel de iteracao | Quantidade de novos paralelepipedos

WIN|—=OD

3. Utilize a notacao de poténcia para representar a quantidade de mnovos
paralalelepipedos encontrado na questao anterior.

4. Generalizando a ideia de potenciacao definida, determine quantos
paralelepipedos novos encontraremos na iteracao 57 e na 67 e na 107

5. Em qual iteracao encontraremos 256 novos paralelepipedos?

6. Serd possivel encontrarmos uma iteracdo que apresente 500 mnovos
paralalapipedo? Justifique.

Sequéncias e Progressao Geométrica

Podemos verificar na tabela que a cada iteracao, o ntmero de mnovos
paralelepipedos dobra (surgem paralelepipedos reduzidos). Dai pode-se concluir
que o processo de construcao dos paralelepipedos se da por uma lei de poténcia 2",
onde n = 0,1,2,3,... é o numero da iteracao, e que seu fator multiplicador é 2.
Podemos ainda trabalhar os volumes dos paralelepipedos em cada iteracao, assim
vamos montar uma nova tabela para anélise.

‘ Iteracao ‘ Volume do novo paralelepipedos ‘ Volume total dos paralelepipedos ‘
0

1
2
3

n

Com estes dados podemos determinar o volume total dos paralelepipedos em uma
iteragao qualquer. Notemos também que a cada iteracao o volume total aumenta,
enquanto que o volume de cada paralelepipedo diminui. Note que o processo de
construcao nao para aqui, uma vez que o processo podera ser repetido infinitamente,
ou seja, nunca vamos obter o “cartao final”.
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Figura 2.1: Arvore Pitagorica

2.2 Atividade com o fractal Arvore Pitagorica

Esta atividade explora o padrdo fractal Arvore Pitagérica (ver Figura , e por
meio do padrao, podem ser trabalhados os conteidos matematicos sobre area de
quadrados, progressoes aritméticas, o teorema de Pitdgoras.

Nesta atividade, apos apresentacao do fractal a ser analisado e o padrao de
iteracao que ele apresenta, pode-se pedir aos alunos para preencherem as tabelas a
seguir analisando o nivel da iteracao pedida.

Quadrado | Area no nivel 0
Pequeno
Médio
Grande
Soma

Quadrado | Area no nivel 1
Pequeno
Médio
Grande
Soma

Quadrado | Area no nivel 2
Pequeno
Médio
Grande
Soma

Apo6s tabelas preenchidas, pode-se lancar aos alunos um questionamento
sobre possiveis padroes existentes nas tabelas, pedindo para tentarem generalizar
descobrindo as areas do préximo nivel.

Uma possivel aplicacao desta atividade para o ensino médio estd ligada ao
contetido de Progressao Aritmética. Podemos observar que a area do fractal Arvore
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Pitagorica cresce obedecendo a um padrao. De nivel pra nivel a drea aumenta um
valor fixo que chamaremos de razao. Desta forma conseguiremos que o nosso aluno
compreenda a nocao intuitiva de uma Progressao Aritmética bem como a de sua
razao.

Atividade 2 - Triangulo de Sierpinski

Nesta atividade exploraremos o padrao matematico existente no triangulo de
Sierpinski. Para tanto, utilizatemos o Cartao Fractal - Triangulo de Sierpinski como
Material concreto para anélise dos possiveis questionamentos a seguir.

1. Considerando a medida do fractal no nivel 0 como 1 unidade de comprimento,
o que vc pode afirmar sobre a medida do lado do tridangulo no nivel 1 em
relagao ao nivel 07

2. Ainda com relacao ao nivel 0, o que vocé pode afirmar sobre a medida do lado
do triangulo no nivel 2?7 E no nivel 3?7

3. Lembrando que perimetro ¢ o tamanho do contorno de uma figura, qual o
perimetro do triangulo no nivel 07

4. Qual o perimetro do triangulo obtido apo6s a 1? iteracao?” E apos a 227 E apos
a 3*7

5. Preencha a tabela com os valores do perimetro e dos lados dos triangulos
obtidos nos niveis 0, 1, 2 e 3. E, analisando a tabela, tente prever estas duas
medidas para o nivel 4.

Triangulo de | Nivel O | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 4

Sierpinski
Comprimento do
lado do
triangulo
Perimetro do
Triangulo

6. Pensando em todos os denominadores das fragoes da tabela anterior em
poténcias de base 2, busque uma expressao geral para o nivel n que descreva:

e a medida do lado do triangulo:

e 0 perimetro do triangulo obtido:

30



Capitulo 3

Transformacoes e Autosemelhancas
no Plano

Neste capitulo recorremos as propriedades matematicas, em especial a algebra
linear, para fundamentar a existéncia da geometria fractal e suas caracteristicas
peculiares. Analisamos, neste capitulo, a [5, 6 [7, 8, 12, 17], como fontes para a
apresentacao dos fractais elementares no plano euclidiano.

3.1 Transformacoes Lineares no Plano

Definigao 3.1. Dizemos que uma funcio T : R* — R? é um Operador Linear (ou
Transformagao Linear) quando
T(z,y) = (ax + cy, bz + dy),
onde a,b,c e d sao niumeros reais.
Exemplo 3.2. A funcio T : R? — R? definida por
T(z,y) = (v, 2z —y),
€ um operador linear, onde a =1, c=0, b=2 ed = —1.

Podemos estudar os operadores lineares do plano usando também a forma
matricial. De fato, se T': R? — R? um operador linear, entao por definicao

T(x,y) = (ax + cy, br + dy),

onde a,b, c e d sdo nimeros reais. Escrevendo o vetor (x,y) na forma matricial
7]
Yy
x a c x
o=l a]l ]

Exemplo 3.3. O operador linear do Exemplo pode ser estudado como T : R? —

R? definido por
x 1 0 x
3= A0
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3.1.1 A Geometria dos operadores lineares

De modo heuristico e objetivo, dependendo de como encaramos um par (z,y) do
plano, se como um ponto ou um vetor, o efeito geométrico de um operador linear
T : R? — R? ¢ o de transformar cada ponto (ou vetor) de R? em algum novo ponto
(ou vetor).

Reflexoes

O primeiro efeito geométrico que apresentamos aqui é a reflexao de pontos em
relacao a algum objeto geométrico do plano. A reflexdo é um exemplo de um
operador linear. Por exemplo, a reflexao de pontos do plano em relacao ao eixo
y é dada T : R? — R? definida por

T($7y> = (—x,y),

e seu efeito geométrico é aplicar cada vetor na sua imagem simétrica em relacao ao
eixo y (ver Figura[3.1). Na forma matricial,

Figura 3.1: Reflexao em Relacao ao Eixo y

(o130 )

Na Tabela apresentamos outras duas Reflexoes basicas de vetores no plano.
Na Tabela apresentamos o efeito geométrico do operador Reflexao sobre uma
superficie plana.

Projecoes

O segundo efeito geométrico aqui apresentado é a projecao de pontos em relacao
a algum objeto do plano. A projecao é mais um exemplo de operador linear. Por
exemplo, a projecao de pontos sobre o eixo x é dada por T : R? — R? definida por

T(z,y) = (x,0),

e seu efeito geométrico é aplicar cada vetor na sua imagem sobre o eixo x. A esta
imagem, dé-se o nome de projecao ortogonal sobre o eixo z. Na formato matricial,

EANERIIH]

Na tabela |3.3| apresentamos outra projecao basica sobre elementos do plano. Na
tabela visualizamos o efeito geométrico gerado pelo operador linear projecao,
em um quadrado unitério, sobre os eixos coordenados.
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Tabela 3.1: Reflexdes Bésicas

Operador

Tustracao

Equacoes

Matriz Canoénica

Reflexao em
torno do eixo x

Wy =T Wy = —Y

Reflexao
em torno da reta

y==x

Wy =Y Wy =T

)

Rotagoes

O terceiro efeito geométrico apresentado sobre um vetor no R? é a Rotacao. A
Rotacao também é um operador linear e seu efeito geométrico é girar cada vetor do
R? por um angulo fixado #. Considere o operador que gira cada vetor no sentido
anti-horario por um angulo positivo 6 fixado. Por exemplo, a rotacao do ponto u
para w = T'(u), sob o angulo 6, considerando ¢ o menor angulo entre u e o eixo x
positivo e r o comprimento comum de u e de w pode ser visualizada por Figura

Usando trigonometria basica, as componentes do vetor definido pelo ponto u

Figura 3.2: Projecao sobre o Eixo x

podem ser representadas por

T = rcoso,

e as componentes do vetor w, por

wy = rcos(0 + @),

Yy = rseng

wy = rsen(0 + ¢).

Aplicando as identidades trigonométricas, resulta

wy = rcosfcosp — rsenfsene

wq = rsenfcosp + rcosfseng.
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Tabela 3.2: Reflexdes de Regites Basicas

Operador Matriz Canénica | Efeito no Quadrado Unitario
Y, y
(1,1) 1, 1)
N ~1 0 '
Reflexao em torno do 01 ~__ 7
eixo y
y y
(1, 1)
(1,-1)
N 1 0 ~
Reflexao em torno do 0 —1 S~
eixo x
V! )
1,1 (1,1)
- 01
Reflexao em torno da 10 ~__
retay =x

Com isso, chegamos
wy = xcosh — ysenl

we = xsend + ycosh.

As equacoes finais acima sao lineares, de modo que 7' é um operador linear definido
em R? por
T(x,y) = (xcosh — ysenh, xsenb + ycost)

e que tem como matriz candnica

- |

Na Tabela [3.5] podemos visualizar o efeito geométrico do operador Rotagao sobre
uma superficie plana.

cosd —senb
senf  cosb '

Tabela 3.3: Projecao Sobre eixo y
Operador Tlustracao Equacoes Matriz Canonica

x
Projecao wy =0 wy =1y { 8 (1) }
ortogonal sobre
0 eixo y
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Tabela 3.4: Projecoes de Regioes Basicas

Operador Matriz Canonica Efeito no Quadrado Unitario
vh vh
(0, 1) (1,1 (0, 1}(0, 1)
©.0) G0 ¥ (0000 X
Projecao sobre o { 01
eixo y
vA v
©, 1) )
_ (0, 0) (1,00
(0, 0) (1,00 X (0, O) (1, 0) X
Projecao sobre o { 00
eixo

\
Nx=(x, )

Figura 3.3: Rotagao do ponto = sob angulo 6

Exemplo 3.4. Se cada vetor em R? ¢ rodado por um dngulo de 5(30°), entao a
imagem de W é um vetor
(3]
u =
Yy

. cos% —sen% T
w = _—
s ™
seng  Cosg Y

6

o V3

]
20T %Y

N DO
=l

Dilatagoes e Contracoes

Se k ¢ um niimero nao-negativo, entdo o operador T'(@) = k@ em R? ¢ chamado
uma homotetia de razao k. O efeito geométrico apresentado por este quarto operador
linear consiste em uma contragao de razao k se 0 < k < 1 ou uma dilatacao de razao
k caso k > 1, como podemos verificar na Figura [3.4!

O efeito geométrico gerado por uma contra¢ao consiste em comprimir cada vetor
por um fator k, em todas as diregoes, em direcao & origem e o efeito geométrico
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Tabela 3.5: Rotacao Regiao Basica

’ Operador \ Matriz Candnica \ Efeito no Quadrado Unitério

y y (cos® - sen®, sen® + cosO)
(1,1)
- . cosd —senb ’ ’
Rotacao  anti- ~_
. senf  cosb
horaria por um
angulo 6

T(x)= kx

Tx)= kx

Dilatagdo, 1 <k Contragdo, 0 <k <1

Figura 3.4: Efeito geométrico dos operadores lineares Dilatacao e Contracao

gerado por uma dilatacao é o de esticar cada vetor por um fator k, também em
todas as diregoes, para longe da origem.

Observacao 3.5. O efeito mais extremo ocorre com k = 0, caso em que o operador
T(@) = kil fica reduzido ao operador nulo T(d@) = 0. Geometricamente, vetor fica
comprimido a um unico ponto, no caso, G Origem.

Observacao 3.6. Se k = 1, o operador linear T(d) = ku reduz ao operador
identidade T(@) = u. Geometricamente, esta transformacio deiza o vetor
inalterado.

Observacao 3.7. Levando em consideracao uma superficie plana, se a coordenada x
de cada ponto do plano for multiplicada por uma constante positiva k, entio o efeito
geométrico aplicado na superficie serd uma expansao ou compressao da figura plana
na diregao x (ver Figura . Analogamente, caso a coordenada y seja multiplicada
por uma constante positiva k, nds obteremos uma compressao, ou expansao, pelo
fator k na direcao y. Para efeito de distingao, caso a constante k seja 0 < k <1, o
resultado serd uma compressao e caso seja 1 < k, serd uma expansao.

3.1.2 Composicao de operadores lineares

Apos conhecermos alguns dos operadores lineares que permitem compreendermos
as formacbes que alguns fractais basicos podem apresentar, analisaremos a
composicao destes operadores. Com isso, identificaremos que um ponto, um vetor
ou uma superficie poderao sofrer seguidas transformacoes lineares até atingir um
efeito geométrico resultante.
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(1.1 (0.5, 1) 2,1

Y
\

Quadrado Unitario Compressio k = 0,5 Expansdo k =2

Figura 3.5: Exemplo do efeito geométrico sobre uma superficie plana na direcao x

Seja @ um vetor em R? e os operadores lineares Ty : R? — R? e T : R? — R?
onde A e B denotam as matrizes associadas a T4 e T respectivamente. Se o vetor @
em R? sofre a transformacao T4 seguida da transformacao Tz, nés podemos calcular,
primeiro, T4 (@), que é um vetor em R? e depois calcular T(T4 (%)), que é um vetor
em R2. Assim, o operador de Ty seguido de Tz produz uma transformacao de R?
em R2. Esta transformacéao é a composicao de Tz com T4 e é denotada por TgoT4.
Assim,

T o Ta)(1) = Tp(Ta(a)). (3.1)

A composta T o Ty é linear e usando a representacao matricial temos
(T o Ta)(t) = Tp(Ta())) = B(At) = (BA)u
de modo que a matriz de Tz o Ty é a multiplicacao BA. Podemos assim denotar
TgoTy=Tga.

Exemplo 3.8 (Composigao de duas Rotagoes). Sejam T) : R? — R? e Ty : R? — R?
operadores lineares que rodam os vetores por dngulos 0, e 0, respectivamente.
Assim, a operacao

(T3 0 Th) (1) = To(T1 (1))

primeiro roda U por um dngulo 61 e entdo roda Ty (i) por wm dngulo 0y. Segue-se
que o efeito final de Ty o T € rodar cada vetor em R? por um dngulo 0, + 0. Logo,

yA

rae)y |

b1 +fa N

05 X

X

\J

Figura 3.6: Composicao de duas Rotacoes
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XY (xy) \ (X, y)

x-vig” | _ > OV EET(Tox)

Figura 3.7: Composicao de duas Reflexoes

as matrizes candénicas destes operadores lineares sao

1] = [ cost, —senb; ] Ty = { cosly, —senbs ]
1] — y 2] —

senb; cost, senfy,  cosly

Tyo Ty = { cos(0y + 03) —sen(6; + 6) }

sen(0; 4+ 03)  cos(0y + 65)

Exemplo 3.9 (Composigao de Duas Reflexdes). Sejam Ty : R* — R? a reflexdo
em torno do eizo y e Ty : R? — R? a reflexio em torno do eizo x. Neste caso,
Ty 0Ty e Ty 0Ty sao idénticas; ambas aplicam cada vetor @ = (x,y) em seu negativo

—i = (—z,—y):

(Tl © TQ)(:L‘7y) = Tl(x> _y) = (—ZE, _y)

(T2 © T1)(flf,y) = TQ(_ZB7y) = (—ZE, _y)
e seu feito geométrico pode ser observado na Figura [3.7 A igualdade de Ty o Ty e
Ty o T também pode ser deduzida mostrando que as matrizes candnicas de Ty e Ty

comutam:
mord =t = V[0 & ]=17 O]

mori=tnimi= o %[5 V)] 4

O operador T(@) = —u em R? é chamado reflexio em torno da origem. Como vimos
nas expressoes acima, a matriz canonica deste operador em R? é

A

Observacao 3.10. Em geral, ¢ importante a ordem pela qual compomos as
transformacoes lineares, ou seja, nem sempre a composicao € comutativa. Por
exemplo, a multiplicacao das matrizes

1 2 10| |5 0

3 4 2 0 |11 0

10 121 |12

20 340 |2 4
mostra que a multiplicacao ndao € comutativas e, portanto, as transformacoes também
nao sao.
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Composicao de Trés ou Mais Transformacoes Lineares

A composicao de operadores lineares também pode ser definida para trés ou mais
transformacoes lineares. Por exemplo, considere as transformacoes lineares

T.:R*=S R T,:R* 5 R? Ty:R? = R%
Temos a composta (T3 0 Ty o T}) : R? — R? dada por
(T3 0 Ty o TY ) (@) = T(To(T1(0))).

A composicao duas ou mais transformacao linear é uma transformacao linear e que
a matriz associada de (T3 o Ty o T}) esté relacionada com as matrizes associadas de
Ty, Ty e T3 de modo que

(T3 0 Ty o Th)] = [T3][ T3] [T1], (3.2)

onde as matrizes [T3),[Tz] e [T1] sdo as matrizes associadas a Ty Ty e Ts,
respectivamente.

3.1.3 Operadores Lineares Bijetores

Os operadores lineares que aplicam vetores (pontos) distintos em vetores (pontos)
distintos sao de especial importancia. Um exemplo de uma tal transformacao ¢ o
operador linear 7' : R? — R? que roda cada vetor por um angulo 8. E 6bvio,
geometricamente, que se i e ¥ sao vetores distintos em R? entdo também os vetores
girados T'(4) e T'(v) sao distintos.

Tw)
T(u)
é

A

Definicao 3.11. Um operador linear T : R? — R? ¢ dito Injetor se T aplica vetores
(pontos) distintos de R? em vetores (pontos) distintos de R%. Em outras palavras,
T € injetor quando T(4) = T(V) = u = .

Exemplo 3.12. A Reflexao de pontos do plano em relacao ao eizo y definida por
T(ZE, y) = (—Jf,y),

¢ um operador linear injetor. De fato, considerando dois vetores (x1,11) e (T2,y2) €
R2, temos:

T(xy,y1) =T(22,2) = (—21,y1) = (—T2,%2) = 2T1=22 € Y1 = .
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Definicao 3.13. Um operador linear T : R? — R? ¢ dito Sobrejetor quando para
cada U € R? existe 4 € R? tal que T(u) = 0.

A Reflexao do Exemplo [3.12| é uma operador sobrejetor.

Exemplo 3.14. A projecdo de pontos sobre o eizo x T : R? — R? definida por

T($7y> = (I,O),

¢ um operador linear nao sobrejetor. De fato, note que o vetor, por exemplo, (z,1)
ndao € imagem de nenhum vetor (x,y).

Definicao 3.15. Um operador linear T : R? — R? ¢ dito Bijetor quando for injetor
e sobrejetor.

A Reflexao do Exemplo é também um operador sobrejetor.

Definicao 3.16. Um operador linear T : R? — R? ¢ dito invertivel quando existir
um S : R? — R? tal que T(S(w)) = @ e S(T(w)) = @ para qualquer i € R%. Neste
caso, S € denotado por T—!.

Teorema 3.17. Um operator T : R? — R? ¢ bijetor se, e somente se, € invertivel.

Demonstragao. Consideremos i, 7 € R% Suponha agora que T seja bijetor. Dado
7 € R?, existe um tnico @ € R?, tal que 7 = T'(«). Defina S : R? — R? por S(v) = .
Verifiquemos que S é a inversa de T. Como ¢ € R?, entao T(S(v)) = T'(u) = v.
Além disso, como @ € R? entao S(T(w)), pela definigao de S, é o tnico elemento
up € R? tal que T'(uy) = T(@). Como T & injetor, temos que u; = 4 e, assim,
S(T(@)) = .

Suponha que T possua inversa. Se T(u) = T(v), entao ¥ = T YT(d)) =
T-YT(¥)) = ¢ e, portanto, T ¢ injetor. Dado v € R?, temos que T~'(7) € R?
e temos que T(T~1(¢)) = ¥. Logo, T também ¢é sobrejetor, e assim, o operador T é
bijetor.

[

3.1.4 Matrizes Elementares e Matrizes Invertiveis

Definicao 3.18. Seja k € R. As matrizes de ordem 2 x 2:

il Lov] Dol o) e Lokl

sao chamadas de Matrizes FElementares do R?.

Observacao 3.19. As matrizes elementares 2 X 2 sao obtidas da aplicacao de uma
unica operacao elementar sobre linhas na matriz identidade 2 X 2; as operacgoes
elementares sao aquelas usadas para a resolucao de sistemas lineares.

Definicao 3.20. Uma matriz A, 2 x 2, € dita intertivel quando existir uma matriz
B, 2 x 2, tal que AB =1 e BA = 1. Neste caso, B € denotada por A~
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Exemplo 3.21. Se A = [ }, a matriz B = { ] € a respectiva matriz

W=

INVETsSa, Pois:

10
s [0,

Definicao 3.22 (Determinante). Dada uma matriz

11 Q12
A= ,
Q21 A22

definimos seu Determinante, denotado por det(A), como sendo
det(A) = A11Q22 — Q12497 .

Observacao 3.23. Uma propriedade muito importante de determinantes de
matrizes ¢ a do determinante de um produto de matrizes. Mais especificamente,
dadas matrizes A e B, 2 X 2, temos

det(AB) = det(A) det(B).
De fato, sejam

A— 11 Q12 ,B: b1 b2 e AB — a11b11 + a12b91  a11b12 + a12b9o .
Q21 Q22 ba1  bao a21b11 + ag2ba1  ag1b12 + agabes

Assim,
det(A) = A11Q22 — A21Q12, det(B) = by1b92 — b21512,

det(A) det(B) = a11G22b11b22 — a11a92021b12 — a21a12011b22 + a21a12b21012

det(AB) = a11a21b11b12 + a11a22b11b22 + a12a21021019 + a12a22b21 022
—a11a21011b12 — a21a12011b22 — a22a11021b12 — a22a12021b22
= an1agbii1bay — a11a22b21b12 — a21a12011022 + az1a12b21b12
= det(A)det(B).
Teorema 3.24. Uma matriz A, 2 X 2, € intertivel se, e somente se, det(A) # 0.

Demonstragdo. (=) Seja A uma matriz invertivel, logo existe a matriz A~1, tal que
AA™' = I. Logo, pela Observacio [3.23]

det(AA™") = det([)

det(A)det(A™") = det(1)
det(A)det(A™ 1) =1

Logo, note que, se a matriz A tem inversa, det(A) # 0.
(<) Suponha agora que
a b
=[]

41



e det(A) # 0. Considerando a matriz

d —b
det(A) det(A)
(A ]

B: —C a

det(A) det(A)

e fazendo o produto entre a matriz A e B, temos:

ad—bc
_ | det(a) ad(zbc _ [ 10 ] .
0 Ja 0 1

Entdo, temos AB = I. Portanto, A é invertivel e B = A%

det(A) detCZA)

d b
Ap—|@® dot(A)  det(A)
c d —-

]

Teorema 3.25. Um operator T : R* — R? ¢ bijetor se, e somente se, [T] €
invertivel.

Demonstracao. Suponha que o T é bijetor. Entao, pelo Teorema [3.17] é invertivel.
Logo, T(T~'(w)) = 4, ou seja, T o T-! = Id onde Id : R* — R? definido por
Id(@) = 4. Sendo assim, [T o T7'| = [Id]. E por (3.2), concluimos que

[T = [1d] =1,

que significa que [T] é invertivel.
Suponha que agora [T] é invertivel. Considere T'(x,y) = (ax + cy, bz + dy) de

modo que
a b
m-e oy

Entdo, pelo Teorema [3.24] det([T]) # 0 e

—C a

d _=b
[T]fl _ [ det([T])  det([T]) ] )
det([T])  det([T])

Agora, considerando S : R? — R? definido por

S(z1,m9) = (dxy — bxe, —cxy + ays).

b
det([T])

Note assim aue T(S((z,9))) = (v.y) e S(T((x.y))) = (v.y). Logo, T &
invertivel. O

Exemplo 3.26. A Rotacdo representada por T é o operador linear definido em R?
por
T(x,y) = (xcost — ysenh, zsend + ycosh)

e que tem como matriz canonica

cosf) —senb
1] = [ senf  cosb } '

Como det([T]) = cos*0+sen®d = 1, temos que [T é invertivel e, portanto, a Rota¢do
¢ um operador linear bijetor.
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3.1.5 Cisalhamentos

Um cisalhamento de fator k£ na direcdo x é uma transformacao que move cada
ponto (z,y) paralelamente ao eixo x por uma quantia ky para a nova posicio
(x + ky,y). Com uma tal transformacao, os pontos do eixo z permanecem onde
estao, pois ¥y = 0. No entanto, & medida que nos afastamos do eixo x, aumenta a
magnitude de y, de modo que os pontos mais longe do eixo x sao movidos por uma
distancia maior do que os pontos mais perto do eixo.

Vi y Yi

x,¥) (x+ky,y) | (x+ky, y)

X | X X

Um cisalhamento de fator £ na direcao y é uma transformacao que move cada
ponto (z,y) paralelamente ao eixo y por uma quantia kxr para a nova posi¢io
(z,y + kzx). Com uma tal transformagao, os pontos do eixo y permanecem onde
estao e os pontos mais longe do eixo y sao movidos por uma distancia maior do que
os pontos mais perto do eixo.

Verifiquemos que os cisalhamentos sao transformacoes lineares. De fato,

T((z1,51) + (22, 92)) = T((@1+ 22,91 + 42)

T+ 22 + k(Y1 + v2), 1 + 42)

21+ 2o + kyr + kyo, y1 + y2)

w1+ Ky + 20 + kya, y1 + 1)

v+ by, 1) + (02 + kya, y2)

= T(z1,y1) +T(22,92) (3.3)

(
(
(
(

T(Mz,y)) = Tz, Ay)
= (Az+EkAy, \y)
Mz + ky,y)
= N'(z,y) (3.4)

Note que se T : R? — R? é um cisalhamento por k na direcdo x, entdo

ren=1([o]) =[] ¢ reo=r([7])=]1]

de modo que a matriz canonica de T' é
1k
L 0 1 -
Analogamente, a matriz candnica para o cisalhamento por k na direcao y é
10
L k 1 -
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Exemplo 3.27. Se T : R* — R? ¢ uma transformacio linear tal que [T) é uma
matriz elementar, entao T € uma das sequintes transformacoes:

(a) um cisilhamento na direcdo de um eizo coordenado;
(b) uma reflexao em torno da reta y = x;

(¢) uma compressao na direcio de um eizo coordenado;
(d) uma expansao na dire¢ao de um eixo coordenado;
(e) uma reflexao em torno de um eizo coordenado;

(f) uma compressao ou expansio na direcao de um eizo coordenado sequida de
uma reflexao em torno de um eixo coordenado.

De fato, as matrizes elementares 2 X 2 sao:

LRI O RS L B I E Y

As duas primeiras matrizes representam cisalhamentos na direcao de um eizo
coordenado e a terceira uma reflexao em torno de y = x. Se k > 0, as duas
ultimas malrizes representam uma expansao ou uma compressao na direcao de um
eizo coordenado, dependendo se 0 < k <1 ouk > 1. Se k < 0 e se expressarmos
k = —ky, onde ky > 0, entao as duas ultimas matrizes podem ser escritas como

IREH RN CHE

10 1 0 1 0 1 0
{o k}_{o —kl]_{o —1“0 kl] (3:6)
Como k1 > 0, o produto em representa uma compressao ou expansao na dire¢ao
x sequida de uma reflexao em torno do eixo y e representa uma compressao
ou expansao na dire¢cao y sequida de uma reflexao em torno do eixo x. No caso em
que k = —1, as transformacgoes e sao simplesmente reflexoes em torno
do eizo y e x, respectivamente.

Observacgao 3.28. As refiexoes, rotagoes, erpansoes, compressoes e cisalhamentos
sao todos operadores lineares injetivos. Isto é evidente geometricamente, pois todos
estes operadores levam pontos distintos em pontos distintos. Isto também pode ser
conferido algebricamente verificando que as matrizes candnicas destes operadores
s$ao0 invertivess.

Teorema 3.29. Se T : R? — R? ¢ a multiplicacio por uma matriz invertivel
A, entao o efeito geométrico de T ¢é o mesmo que uma sucessao apropriada de
cisalhamentos, compressoes, expansoes e reflexoes.
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Demonstracao. Por ser invertivel, A pode ser reduzida a identidade por uma
sequéncia finita de operacoes elementares sobre linhas. De fato, considere

A:{ZZ].

Para facilitar o entendimento, facamos operacoes por linhas com as matrizes

“ampliadas”™
a b1 0
l c d|0 1 } '

Vamos considerar aqui apenas o caso quando a # 0, pois se a = 0 trocamos as linhas
da matriz “ampliada” e fazemos o mesmo raciocinio (veja que nao podemos ter uma
coluna nula na matriz pois o determinante dela é diferente de zero, entao ou a # 0
ou ¢ # 0). Assim, multiplicando a primeira linha por é encontramos a primeira
matriz elementar a direita,

. 0 ]

0 11"

a bl o] 13
c d|0 1 c d

Multiplicando a primeira linha por —c, obtemos a segunda matriz elementar a direita

12010 1 2110

¢ d|0 1 0 e&be| ¢ 1"
Multiplicando a segunda linha por —“+- obtemos a terceira elementar

1 2110 121 0

0 e=teio 1 0 1|0 =% |

Multiplicando a segunda por _71’, encontramos a quarta elementar

Lajro]l ., [1Loj1 2
0 1/0 1 0 1{0 1 |

Desse modo, temos matrizes elementares F, F», ..., F} tais que

E,. .. EbEA=1
Resolvendo em A, obtemos
A=FE'E;' . BT

ou, equivalentemente,
A=E'Ey B!

Esta equacao expressa A como um produto de matrizes elementares. O Resultado
segue, agora, pelo Exemplo O

Teorema 3.30. Se T : R? — R? ¢é a multiplicacao por uma matriz invertivel, entdo:

(a) A imagem de uma reta é uma reta;
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(b) A imagem de uma reta pela origem € uma reta pela origem;
(c) As imagens de retas paralelas sao retas paralelas;

(d) A imagem do segmento de reta ligando P e Q) é o segmento de reta ligando as
mmagens de P e Q);

(e) As imagens de trés pontos sio colineares se, e somente se, 0s pontos sao
colineares.

Observacao 3.31. Segue das partes (c), (d) e (e) que a multiplicacdo por
uma matriz tnvertivel 2 x 2 leva tridngulos em triangulos e paralelogramos em
paralelogramos.

Exemplo 3.32. O quadrado de vértices Pi(0,0), P»(1,0), P3(1,1) e P,(0,1)
¢ chamado o quadrado unitdrio. Esboce a tmagem do quadrado unitdrio pela

WD
A= AT
AR A

a imagem do quadrado € um paralelogramo de vértices (0,0), (—1,2), (2,—1) e (1,1).

7 |
(-1, 2

YA
©1) (1,1) (1.1)

¥ =

\ B3

(0,0) (1,0) (0,0)

(2.-1)

3.2 Translacoes no Plano
A translacdo é uma transformacao geométrica responsavel por deslocar um objeto

para uma nova posi¢ao. A translagao de um vetor (z,y) ¢ dada por T : R*> — R? e
definida por

T(z,y)=(r+a,y+0).
-l

46

Na forma matricial,



Observacao 3.33. A translag¢io somente € um operador linear quando o vetor (a,b)
for nulo, pois caso (a,b) # (0,0), temos

7(0,0) =(0+a,04+b) = (a,b),

o que contradiz a definicao de um operador linear.

3.3 Conjuntos Autossimilares

Apresentaremos inicialmente algumas terminologias de conjuntos do plano R?
que precisaremos conhecer:

e Conjunto Limitado: dizemos que um conjunto do plano R? ¢ Limitado quando

pode ser englobado em um circulo suficientemente grande.

Circulo que y
engloba

e Fechado: dizemos que um conjunto é fechado quando contém todos os seus
pontos interiores e de fronteira.

e Congruentes: Dizemos que dois conjuntos sao congruentes quando pudermos
fazé-los coincidir exatamente usando translacoes e rotacOes apropriadas do
plano.

Conjuntos congruentes

e Conjuntos sobrepostos e nao sobrepostos: podem ser distinguiveis com a
presenca ou nao de regioes em comuin.
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Autossimilaridade é uma propriedade que encontramos em certas figuras geométricas
tradicionais, como um quadrado por exemplo, e também em alguns fractais, como
veremos no conjunto de Cantor. Consiste em obter réplicas menores da figura,
quando de sua divisao ou ampliagao.

Definicao 3.34. Um subconjunto fechado e limitado do plano R? € dito autossimilar
se puder ser escrito da forma

S=5USUSsU...US,

onde S1,S53,53,...,5, sao conjuntos ndao-sobrepostos, cada um dos quais €
congruente & contragcao de S pelo mesmo fator s, com 0 < s < 1.

Exemplo 3.35. Um segmento de reta em R? pode ser expresso como a unido de
dois segmentos de reta congruentes e nao-sobrepostos.

Cada um destes dois segmentos menores € congruente & contracao do segmento
original pelo fator % Deste modo, um segmento de reta € um conjunto autossimilar
comk=2es= %

Exemplo 3.36. Um quadrado em R? pode ser expresso como a unido de quatro

quadrados congruentes e nao-sobrepostos.

Assim, temos que cada um dos quatro quadrados € congruente o contra¢do do

quadrado inicial pelo fator % Podemos concluir que um quadrado é um conjunto
autossimilar com k =4 e s = %

3.4 Semelhanca

Definicao 3.37. Uma razao de semelhanca s, ou fator de escala s, é uma aplica¢ao
de R? em R? da forma

T x B cos) —sen 0 x " e
Y ~ | sen 6 cost Yy f
onde s, 0, e e [ sao escalares.
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Geometricamente, uma semelhanca é composta de tres aplicacoes mais simples:
uma homotetia de razao s, uma rotagao em torno da origem por um angulo 6 e uma
translagao (com e unidades na direcdo z e f unidades na direcao y).

¥ AY

o0 (1,1) /\(Homotetia)

>

1

g (Rotag@o)

(e.f) o —L
X (Translagao) x
(0,0)! 1,00 -

As semelhancas sao importantes no estudo de fractais por causa do seguinte fato:
Se T': R? = R? é uma semelhanca de razdo s e S é um conjunto fechado e limitado
em R? entdao a imagem T'(S) do conjunto S por T' é congruente a contragao de S

pelo fator s.

Exemplo 3.38 (Segmentos de Retas). Considere em R? o segmento de reta S
ligando os pontos (0,0) e (1,0) do plano zy.

(©,0)). s L0y

Considere as duas semelhancas

d(HIEIEHIH
n(3]) =zl v]1T) (6]

ambas com s = % e 06 = 0. Na figura sequinte, mostramos o efeito destas
duas semelhancas sobre o quadrado unitdrio U. A semelhanca Ty leva U sobre o
quadrado menor Ty(U) e a semelhanga Ty leva U sobre o quadrado menor To(U).
Simultaneamente, Ty leva o segmento de reta S sobre o segmento menor Ty(U) e Ty
leva o segmento de reta S sobre o segmento menor e nao-sobreposto To(U). A unido
destes dois segmentos de reta menores e nao-sobrepostos € precisamento o segmento

de reta original S; ou seja,
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(©,

B[

©@.0] 1y(5) + To(8) |
(3.0 @0

Exemplo 3.39 (Um Quadrado). Vamos considerar o quadrado unitdrio U do plano

xy e as quatro semelhancas a sequir, todas com s = % efd=0:

n([3D)=200 0110
n(G) =zl VL6
w3 =2le AL
n([B]) =2l )AL

As imagens do quadrado unitdrio U por estas quatro semelhancas sao os
quadrados abaizo:

©1) Ly @

©.3)

0,0 (1,0} {0,0)

Assim,
U=T1(U)UTy,(U)UT5(U)UTyU)

¢ uma decomposicao de U em quatro quadrados nao sobrepostos que sao congruentes

a contracao de U pelo mesmo fator (s = %)

Exemplo 3.40. O Tapete de Sierpinski Vamos considerar um tapete de Sierpinski
S sobre o quadrado unitdario U do plano xy.
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1.0

©.0]

As oito semelhancas a sequir, cada uma tendo s =
onde 0s oito valores de { 611 } 5.0
1 2 1 2
BRI EBRHALEHAN
3 3 3 3
As imagens de S por estas oito semelhancas sdo o0s oito conjuntos a mostrados na

()0 ) e
figura:

WI—wW o

T8~

T(8)

Assim,

S =Ty(S)UTH(S)UTy(S)U...UTx(S)

¢ uma decomposicao de S em oito conjuntos nao sobrepostos que sao congruentes a
contracao de S pelo mesmo fator
1
s==1.
3

Exemplo 3.41 (O Triangulo de Sierpinski). Considere um triangulo de Sierpinski

S encaixado no quadrado unitdrio U do plano xy, como ilustrado na figura abaizo e

as trés semelhancas a sequir, cada uma tendo s = % e =0.
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T 1{1 0 T
T — -
"\ 210 1]y ]|
x| _1 10 x| %
EB{ly])=2]01 [y_+_0
x| 1110 x|l [0
T — -
“\l v 210 1 {y_+_%

As imagens de S por estas trés semelhancas sao os trés conjuntos da figura abaizo:

©, T(S)

(EaO) (LO)

Assim,
S =T1(S)UTy(S)UT3(S)

¢ uma decomposicao de S em trés conjuntos nao sobrepostos que sao congruentes a
~ 3 _ 1
contragao de S pelo mesmo fator (s = 3)
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Capitulo 4

Dimensao de Fractais Elementares

No final do século XX e inicio do século XX comecaram a aparecer varios
conjuntos “estranhos” de pontos do plano euclidiano. Embora tenham sido
considerados curiosidades matematicas, estes conjuntos, denominados fractais, estao
crescendo rapidamente em importancia. Hoje reconhecemos que eles revelam uma
regularidade em fenémenos fisicos e bioldgicos que anteriormente eram descartados
como “aleatoérios”, “com ruidos” ou “cadticos”. Por exemplo, os fractais estao ao
nosso redor nos formatos de nuvens, montanhas, litorais, arvores e samambaias.
Recorremos, neste capitulo, a |1} 2, Bl 6, 1T], 12} 17|, como fontes para a apresentacio

dos fractais elementares no plano euclidiano.

4.1 Dimensoes

Em primeiro lugar, é preciso esclarecer que, antes de definir o que seja um
Fractal, necessitamos do conceito de dimensao. Pela definicao de Euclides, em
seu livro “Os Elementos”, um ponto tem dimensao 0, uma reta dimensao 1, um
plano dimensao 2 e um cubo no espaco, dimensao 3. Esta definicao é um caso
especial de um conceito mais geral, chamado Dimensao Topologica, que adotamos
porque é aplicavel a subconjuntos de R? que ndo necessariamente sio ponto, reta e
plano. Uma definicao precisa deste conceito é estudada nos ramos da Matematica
chamados Topologia e Teoria da Medida. Embora esta definicao fuja do escopo do
nosso trabalho, a grosso modo podemos enunciar informalmente que:

e um ponto em R? tem dimensao topolégica 0;
e uma curva em R? tem dimensdo topologica 1;

e uma regidao em R? tem dimensdo topologica 2.

93



Dimensao Euclidiana Dimensao de Hausdorff
. (ponto) 0 - - 04

w 14
E— 1

153
]

Em 1919, o matemaéatico alemao Felix Hausdorff deu uma definicao alternativa para
a dimensdo de conjuntos arbitrarios de R2. Em geral, sua definicio ¢ bastante
complicada, mas para conjuntos autossimilares reduz-se a algo mais simples, e essa
versao mais simples serd estudada na préxima secao.

4.2 Dimensao de Hausdorff e Fractais

Definicao 4.1 (Dimensdo de Hausdorff). Dado um conjunto S autossimilar do
plano, a Dimensao de Hausdorff de S é denotada por dy(S) e definida por

log k

onde k é o nimero de subconjuntos congruentes a S e s (0 < s < 1) é o fator de
contracao.

Observacao 4.2. Usando as propriedades do logaritmo na base s e a defini¢cao de
dimensao de Hausdorff de um conjunto S autossimilar do plano, podemos escrever

g3m(S) —

1
= (4.1)

De fato, pela defini¢ao de dy(S), temos

dy(S)log, (é) = log, k.

Jd que logx”™ = rlogx seque que

1 dH(S)
log, (—) = log, k.
5

Sendo log, x uma funcao injetiva, temos:

1 dH(S)
()
S

Observacao 4.3. A Equacao as vezes € mais ulil para interpretar a dimensao
de Hausdorff. Ela nos diz, por exemplo, que se contrairmos um conjunto por um
fator s = %, entao sua drea (ou, mais corretamente, sua medida) decrescerd por um
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fator de (%)dH(S). Assim, em particular, contraindo um segmento de reta por um

fator %7 sua medida (comprimento) diminuird por um fator de (%) e contraindo

uma regiao quadrada por um fator %, sua medida (drea) diminuird por um fator de
1\2 _ 1

(5) 1

Observacao 4.4. Conclusoes importantes a respeito da dimensao de Hausdorff:

o As dimensades topoldgicas e de Hausdorff de um conjunto nao necessariamente
coincidem;

o A dimensao de Hausdorff de um conjunto ndo precisa ser um numero inteiro;

o A dimensao topoldgica de um conjunto, denotada por dr(S), é menor do que
ou igual a dimensdo de Hausdorff, ou seja, dr(S) < dg(S).

Exemplo 4.5 (Tapete de Sierpinski). Vejamos o procedimento de construcao da
sequéncia iterativa do Tapete de Sierpinski S. Partimos de um quadrado preenchido
que € dividido em 9 quadrados iguais e retiramos o quadrado do meio. Ficamos,
portanto, com a figura geradora. A 1% iteracao € obtida através de uma aplicacao
da figura geradora a cada um dos quadrados preenchidos que a constituem. A figura
final deste passo de construg¢io é o elemento de construcao da figura sequinte (2%
iteragao), por aplicagao da figura geradora. O processo iterativo consiste em aplicar a
mesma regra o cada um dos quadrados preenchidos que resultam da iterada anterior.

1 iteragio 27 iteragio

O processo € repetido (iterado) indefinidamente obtendo-se a figura limite a que
chamamos de Tapete de Sierpinski. Esse pode ser erpresso como a uniao de 8
subconjuntos congruentes e nao-sobrepostos, cada uma dos quais € congruente a
contracao do conjunto original pelo fator %

Desse modo, temos que o Tapete de Sierpinski € autossimilar com k = 8 e fator
de contracao s = % Portanto, obtemos que a dimensdo de Hausdorff do Tapete de
Sierpinski é

1(s) — JoB) _ lox(®)
3

~ 1,892.

95



Figura 4.1: 8 Subconjuntos
Definicao 4.6. Um Fractal no plano R? é um subconjunto cujas dimensoes de
Hausdorff e topoldgica nao sao iguais.

Exemplo 4.7. A Dimensao Topoldgica do Tapete de Sierpinski € dp(S) = 1. Essa
afirmacdo nao € simples de verificar e assumiremos sem mais justificativas.

Conjunto S dr(S) | dy(S) ==k

~log =
Segmento de linha 1 1

Quadrado 2 2
Tapete de Sierpinski 1 1,892

A partir da tabela com as dimensoes e, de acordo com a definicao, o Tapete de
Sierpinski € um fractal, enquanto o segmento de reta e o quadrado nao sao fractais.

Exemplo 4.8. A Dimensao Topoldgica e a dimensao de Hausdorff do Conjunto de
Cantor:

dr(C)=0 e dy(C)= ~ 0, 6309.

Portanto, temos que o conjunto de Cantor é um Fractal.

Exemplo 4.9. Qual a dimensdo do floco de neve de Koch?

Em qualquer um dos passos da constru¢ao da curva de Koch, o coeficiente de
reducao € r = % (de cada um dos segmentos de reta do passo anterior), sendo o
numero de partes iquais obtidas em cada segmento de reta N = 4.

A dimensao da curva de Koch serd entao:

J— log 4 ~
log 3

1,6

Isto significa que a curva de Koch, por ser mais “enrugada’”, ocupa mais espaco do
que uma simples linha reta (dimensao 1), mas menos espago do que uma superficie
(que tem dimensao 2).

O floco de neve de Koch possui autossemelhanca exata.

Exemplo 4.10. Dimensao do tridngulo de Sierpinski

Em qualquer um dos passos da construcao do tridingulo de Sierpinski, o
coeficiente de reducio é r = %(do comprimento do segmento de reta do passo
anterior) sendo o numero de tridngulos obtidos o triplo do obtido no passo anterior,
1sto €, k= 3.
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A dimensao do tridngulo de Sierpinski serd entdo:

d_log3

= ~ 1,59.
log 2 ’

Repare-se que se considerdssemos, por exemplo, o terceiro passo, obteriamos o
mesmo resultado. O coeficiente de reducao é r = % (do comprimento do segmento
de reta inicial) sendo o nimero de trigngulos obtidos k = 27. Assim:

_log3® 3log3
T log23 3log2

1,59

Exemplo 4.11. A curva de Peano é o exemplo de uma curva, dimensao 1 sequndo a
Geometria Fuclidiana, que preenche uma superficie de dimensao 2. Em qualquer um
dos passos da construcao da curva de Peano, o coeficiente de redugao é r = %(do
comprimento do segmento de reta do passo anterior), sendo o nimero de partes
obtidas k = 9. A dimensao da curva de Peano serd entao:

_log9  2log3
~log3  log3

Temos assim uma curve cujo dimensao € dois, podemos dizer que a curva de
Peano é bidimensional.
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