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Resumo

Neste trabalho, propos-se uma abordagem didatica para o céalculo de volume dos
principais so6lidos vistos no Ensino Médio, numa linguagem acessivel aos estudantes e
mantendo um certo rigor matematico. Procurou-se enriquecé-la com atividades concretas
e com aplicagoes em situacoes-problema do cotidiano, buscando estimular a motivacao
e despertar o interesse do educando pelo tema. Nas aplicagoes concretas, os estudantes
podem manipular ou mesmo criar os objetos de estudo. Nas do cotidiano, ressaltou-
se fatos interessantes, curiosos e desafiadores relativos aos conceitos vistos. Apresenta-
se as atividades em dois momentos do estudo: algumas na introducao dos conceitos,
buscando despertar a ideia intuitiva do que sera tratado, e outras, apos a apresentacao
dos conceitos, buscando afirmacao, reforco e aplicacao do que fora tratado. Trabalhou-se
as defini¢oes e os aspectos mais relevantes de aprendizagem significatica e da motivacao
do educando, fator determinante para esse tipo de aprendizagem. Apresenta-se também
as etapas da metodologia de resolucao de problemas esquematizada por Goerge Polya,
a qual foi adotada na resolugao de alguns problemas, oferecendo, com isso, um modelo
para que os educandos possam segui-lo em situacoes-problema semelhantes. Ao tratar-
se dos conceitos da Geometria Espacial referentes ao célculo de volumes, seguiu-se as
recomendagoes e procedimentos vistos no Programa de Mestrado do PROFMAT, o qual
defendeu a seguinte metodologia para trabalhar esse tema no Ensino Médio: partir sempre
de resultados particulares e estendé-los para resultados mais gerais. Mescla-se também,
procedimentos e reflexdes didaticas, adquiridas na experiéncia como professor da rede
publica do Estado. E uma proposta metodolégica que visa tornar o enfoque desse topico
da Geometria Espacial mais interessante e motivadora de uma aprendizagem significativa.

Palavras-Chave: Geometria Espacial; Volumes; Poliedros; Resolugao de problemas.
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Abstract

This paper proposed a didactic approach to the calculation of volume of solid main
visas in high school students an accessible and keeping a certain mathematical rigor lan-
guage. Sought to enrich it with concrete activities and applications in problem situations
of daily life, seeking to stimulate motivation and arouse the interest of the student in
the subject. In practical applications, students can manipulate or even create objects of
study. In everyday, we highlight interesting, challenging and curious facts relating to visas
concepts. We present the activities at two times during the study: the introduction of
some concepts, seeking to awaken the intuitive idea that will be treated, and others, after
the presentation of the concepts, seeking affirmation, reinforcement and application of
what he had been treated. Worked the definitions and the most relevant aspects of signi-
ficatica learning and motivation of the learner, crucial to this type of learning factor. We
also present the steps of problem solving methodology outlined by Polya Goerge, which
was adopted in solving some problems offering thereby a model so that the students can
follow it in similar problem situations. When dealing with the concepts of spatial geome-
try of the calculation of volumes, followed the recommendations and visa procedures in
the Masters Program of PROFMAT, which advocated the following methodology to work
this subject in high school: always from particular outcomes and extend them to more
general results. Blends also, procedures and didactic reflections, experience acquired as
public school teachers in the state. It is a methodology that aims to make this topic the
focus of spatial geometry more interesting and motivating a significant learning.

Keywords: Space Geometry; Volumes; Polyhedra; Troubleshooting.
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Introducao

David Ausubel (1982) afirma que uma aprendizagem satisfatoria acontece quando
o educando consegue integrar o que lhe é oferecido pela instituicao escolar, de forma
conceitual e abstrata, com o que esté estritamente ligado ao meio em que vive, porque
¢ nesse meio, continua ele, que o educando relaciona e constréi os modelos concretos e
representativos do que aprendeu. Nesse aspecto, foi apresentado uma abordagem meto-
dologica de um topico da Geometria Espacial (o célculo de volume para poliedros), focada
em resolucao de problemas, aplicados em situagoes cotidianas mais proximas possiveis da
realidade vivida pelo estudante.

Destaca-se os aspectos mais relevantes na abordagem didatica e conceitual desse
assunto: reflexoes didaticas, defini¢oes, formulas, técnicas de resolucao, curiosidades e
propostas de atividades. A metodologia adotada apresenta certo rigor matemaético mas
numa linguagem acessivel aos estudantes do Ensino Médio (EM).

Ao propor situagoes-problema com fatos ligados ao cotidiano do estudante, visa-
se uma didatica de motivacao e de despertamento do interesse do estudante, aspectos
considerados como facilitadores de sua aprendizagem. Com isso, procura-se fazer com que
o estudante tenhan uma percepcao da Geometria Espacial um pouco além dos aspectos
numéricos e algébricos, uma vez que essa noc¢ao esta constantemente presente na sua vida,
pois o homem vive num mundo tridimensional.

Buscou-se aplicar os conceitos em situacoes-problema, das quais os estudantes te-
nham exemplos no dia a dia, estimulando o seu aprendizado e restringindo um pouco a
aversao que alguns apresentam em relagao a matematica, justamente por essa distancia
que, as vezes, ha entre o que se aprende na escola com a realidade em que se vive fora
dela.

Seguiu-se os conceitos e recomendagcoes sobre Geometria Espacial tratados no curso

de Mestrado do PROFMAT, com apoio de alguns livros didaticos descritos na bibliogra-
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fia. Apresentou-se uma linguagem acessivel aos estudantes do EM e seguindo o esquema
apresentado por George Polya (1995) para resolugao de alguns problemas, buscando sem-
pre os pontos relevantes de motivagao do estudante para uma aprendizagem critica e
significativa.

E uma metodologia que segue o que é recomendado nos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN) para Ensino de Geometria, os quais reforgam sobre a importancia dos
seus conceitos no Ensino Bésico (EB) e que por meio deles "o estudante desenvolve um
tipo especial de pensamento que lhe permite compreender, descrever e representar, de
forma organizada, o mundo em que vive". (BRASIL, 1998, p.49). Os PCN defendem que
a Geometria "é um campo fértil para trabalhar com situagoes-problema e um tema pelo
qual os alunos costumam se interessar naturalmente". (BRASIL, 1998, p.49) .

As reflexoes didaticas desenvolvidas ao longo de uma experiéncia como professor do
EM, balizaram toda a abordagem e metodologia apresentada neste trabalho. Fez-se uma
analise do que seria mais adequado para os estudantes nessa fase do ensino, ressaltando
os aspectos mais relevantes na busca de uma aprendizagem satisfatoria.

Sao propostas de atividades e aplicacoes no cotidiano relativas a cada topico traba-
lhado no célculo de volume dos principais poliedros. Trabalhou-se a determinagao desses
volumes, destacando os conceitos, as reflexoes didaticas, as definigoes, as formulas e curi-
osidades visando a motivacao do estudante.

Foi apresentado um projeto desenvolvido pelos professores da Escola Estadual Irma
Diva Pimentel no municipio de Barra do Garcas - MT. Esse projeto oportunizou a apli-
cagao do calculo de volumes quando houve a necessidade de tapar uns buracos em alguns
painéis decorativos nas paredes das salas para a instalagao dos condicionadores de ar. Foi
interessante e uma verdadeira aplicacao dos conceitos estudados em Geometria Espacial.

Em todos os capitulos em que tratou-se dos conceitos matematicos, foram apre-
sentadas propostas de atividades que retratassem aplicacoes concretas ou do cotidiano,
objetivando dois aspectos, de acordo com o momento em que os conceitos foram traba-
lhados: despertar o interesse e a motivagao do estudante para uma percepc¢ao intuitiva do
seré visto; buscar afirmagao e refor¢o dos conceitos abordados.

Foi feito também, ao longo de cada tépico tratado, a recomendagao de algumas ati-
vidades a serem desenvolvidas no laboratoério de informaética, como apresentado na Escola

Estadual Dr. Rubens Correia Aguirre, no municipio de Aragarcas-GO. Nessa atividade
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utilizou-se alguns programas: Geometria da Cidade, um programa no site do Ministério
da Educagdao (MEC), no RIVED (um site dedicado aos professores da Educacao Basica),
que permite trabalhar os conceitos e caracteristicas de alguns poliedros e o reconhecimento
de suas formas no cotidiano de uma cidade virtual, Geometry 2.1 PC, que permite con-
firmar os calculos do volume do principais s6lidos vistos no Curso; Geogebra e SketchUp
da Google, que possibilita construir e manipular os principais sélidos vistos no curso, em
3D.

Sao propostas de atividades na tentativa de trazer para o estudante um olhar dife-
rente da Geometria Espacial em situacoes presentes no seu cotidiano.

Espera-se que este trabalho possa contribuir para o ensino de Geometria Espacial no
EM. Afinal é uma tentativa de restinguir certa aversao que alguns estudantes apresentam
em relagao a matematica, diminuindo um pouco a distancia que hé entre o que se aprende
na escola e o que se vive fora dela. E uma proposta metodolégica com uma linguagem
acessivel aos estudantes do EM e enriquecida com aplicacoes em situacoes cotidianas
interessantes, curiosas e desafiadoras que podem despertar a motivacao e o interesse do

esdutante para esse tema.
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Capitulo 1

Aprendizagem significativa e resolucao

de problemas

Nos PCN (Brasil, 1999), as Orienta¢oes Curriculares para Ensino de Matemética,
defendem a ideia da construcao ativa dela pelo estudante. Sobre esse assunto, David
Ausubel (1982) afirma que a abstragao e compreensao adequadas sobre um novo conceito
que se pretende apresentar, devem ser precedidas da construgao de um exemplo do objeto
tratado, pois, desta forma, serd garantida a existéncia desse objeto para o estudante.
Esses sao aspectos do que ele caracteriza como uma aprendizagem significativa.

Com relagao a aprendizagem, sabe-se que é na escola que o estudante tem con-
tato com seus diferentes tipos: conceitual, verbal, social, de fatos, de procedimentos e de
condutas. Mas essa aprendizagem oferecida pela instituicao escolar nao constitui, obvia-
mente, a forma global e tnica de se aprender. Ela interage com o meio que o educando
convive e se relaciona.

Segundo David Ausubel (1982), uma aprendizagem ¢é dita significativa quando o
conhecimento pelo individuo se d& a partir da acao dele, com os esquemas ou estruturas
que ja traz, sobre o meio fisico ou social, onde abstrai deste meio o que é do seu inte-
resse e em seguida reconstroi o que ja tem, por forca dos elementos novos que acaba de
abstrair. Dessa forma, trabalhar com a metodologia de resolucao de problemas, busca-se
promover/despertar esse tipo de atitude, levando o educando a adaptar resultados que
j& internalizou em situagoes-problema vivenciadas e, integra-las como procedimentos a
serem adotadas em situagoes semelhantes.

Ressalta-se aqui, aspectos importantes dessa aprendizagem ao se propor ativida-
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des que colocam os estudantes em situagoes de desafio, despertando sua curiosidade,
motivagao e interesse em querer saber sobre os conceitos envolvidos. Sao vérias situacoes-
problema e questionamentos que valorizam a didatica de perguntas ao invés de respostas
tentando promover, em sala de aula, uma interacao entre contetudo, professor e estudante,

podendo, com isso, resultar em uma aprendizagem mais critica e menos passiva.

1.1 O aprendizado

Moreira (1999) considera que o fato de os seres humanos viverem numa sociedade
de constante aprendizagem, faz com que o processo de aprendizagem aconteca por meio
do exercicio cognitivo nas diversas atividades de interacao sociocultural. E nesse pro-
cesso desenvolve-se agoes e operagoes para se informar, compreender, criar, solucionar

problemas e avaliar os resultados.

Na aprendizagem significativa, o aprendiz nao é um receptor passivo,
ele faz uso dos significados que ja internalizou, de maneira substantiva e
nao arbitraria, para poder captar os significados dos materiais educati-
vos. Nesse processo, ao mesmo tempo em que esti progressivamente di-
ferenciando sua estrutura cognitiva, esta também fazendo a reconciliagao
integradora de modo a identificar semelhancas e diferencas e reorganizar
seu conhecimento. Em contraposicao & aprendizagem significativa, em
outro extremo de um continuo, esta a aprendizagem mecénica, na qual
novas informagoes sdo memorizadas de maneira arbitraria, literal, nao
significativa. Esse tipo de aprendizagem, bastante estimulado na escola,
serve para "passar'nas avaliacOes, mas tem pouca retencao, nao requer

compreensao e nao da conta de situagoes novas (MOREIRA, 1999, p. 4).

Portanto, estamos constantemente experimentando, ensaiando, acertando e errando
€ nesse processo a atencao, a percepcao, o pensamento, a imaginacao, a motivagao e outros
fatores se articulam de diversas formas para uma verdadeira aprendizagem. E, na escola,
deve-se buscar, como uma pratica didatica, todos esses aspectos ao tratar de qualquer

assunto.
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E fundamental que o professor exerca o papel de mediador dessa aprendizagem, ob-
servando a individualidade e o contexto dos educandos, pois cada um constréi e organiza
sua propria forma de aprender, mediante sua percepcao do meio. No entanto, o estudante
precisa se envolver no processo de construcao do conhecimento, pois na junc¢ao da von-
tade e decisao de querer aprender com a mediacao do professor é que a aprendizagem se
concretiza.

Entretanto, nem sempre os estudantes estao motivados para aprender certos con-
teudos, principalmente, aqueles que nao fazem sentido a eles. Sobre esse aspecto, Moreira
(1999) sugere que os professores podem intervir e propor, em suas aulas, a integragao dos
contetidos e das disciplinas, sempre que possivel, a situagoes vivenciadas no cotidiano,
criando, assim, o desejo no estudante de apropriar-se do conhecimento pelo prazer de
saber, e nao pela obrigacao.

Quando o estudante encontra fatos relevantes do que aprendeu na escola, que podem
ser estendidos a outros ambientes do coditiano, ele se interessa mais pelo contetido e
percebe que o ambiente escolar é parte fundamental na construcao do saber. Dessa forma,
o estudante tem a sensacao de que o que esta aprendendo lhe esta sendo tutil em algum

momento.

1.2 Motivacao

Na pratica docente depara-se com muitos estudantes que revelam ter uma boa ca-
pacidade intelectual, mas obtém resultados muito baixos no seu desempenho escolar. Isso
pode esté reclaionado & motivacao e nao a capacidade intelectual. Mostrar a aplicabilidade
da Matematica na resolu¢ao de muitas situagoes-problema do seu cotidiano, nas diferentes
atividades humanas, desperta um fator importante para o aprendizado: o interesse e, em
consequéncia, a motivacao.

A relagao entre a motivacao e a aprendizagem é evidente, pois, sem motiva¢ao, nao
ha aprendizagem. Aprende-se aquilo que corresponde a uma necessidade ou a um inte-
resse. Um estudante motivado foca sua atencao e seu interesse e intensifica sua atividade
aumentando sua energia e poder de concentracao, e entao orienta os seus atos em dire¢ao
a meta que pretende atingir.

Motivar o estudante ¢é criar condig¢oes para que ele desenvolva a capacidade de trans-
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feréncia de conhecimentos e habilidades a novas situagoes de forma que sintam que estao
fazendo progressos.

Na estratégia de resolucao de problemas, ha um esquema com etapas que, quando
adotadas pelos estudantes, constitui uma ferramenta, por meio de procedimentos meto-

dologicos que os farao perceber esse progresso em sua aprendizagem.

1.3 Metodologia de resolucao de problemas

A todo momento na vida se é inquirido a tomadas de decisoes, seja em situagoes
simples ou mais complicadas do cotidiano. Nesses momentos, geralmente, busca-se o
melhor caminho para se chegar a solugao. Percebe-se, entao, que a resolucao de problemas
é uma constante no dia a dia. Assim, tanto na vida cotidiana, quando se depara com
problemas praticos, quanto na matematica escolar, que apresenta problemas perfeitamente
formulados, deve-se considerar todas as condicionantes envolvidas na busca da solucao.
Nas duas situagoes, o processo de resolver o problema faz criar uma metodologia de agoes e
procedimentos que acaba se tornando uma pratica da qual adota-se sempre que se deparar
com situacoes semelhantes no futuro.

A busca pela solugao de um problema é facilitada quando procura-se, de forma racio-
nal e, as vezes, natural, seguir etapas proprias da resolugao de um problema: compreensao,
planejamento, execucdo e verificacdo do resultado. E nisso que se resume a metodologia
de resolugao de problemas esquematizada por Polya (1995). Quando se apropria de tais
procedimentos, a compreensao de todo o processo envolvido na situacao dara a oportu-
nidade de aprimorar e amadurecer tal metodologia, permitindo reforcar ou reformular o
método.

Nesse aspecto, a Matematica fornece, com sua linguagem, um padrao e um rigor
caracteristico na tomada de decisao. E defender esse carater pratico da Matematica no
cotidiano deve ser uma constante na didatica do professor do EM. E a defesa de um aspecto
que muitos ja tem da Matemética de ser um conjunto de teorias gerais e abstratas que se
aplica a uma situagao concreta.

Polya (1995) descreve, de forma bem detalhada, todos os aspectos da metodologia de
resolucao de problemas. Ele trabalha a técnica de resolucao em quatro fases: compreensao

do problema, estabelecimento de um plano de resolucao, execucao do plano e uma revisao
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dos resultados.

1.3.1 Problema

Considera-se problema como uma dificuldade a ser superada, uma situacao impre-
visivel que forca a adocao de uma estratégia de resolucao. Mas o que parece ser um
problema para uma pessoa, pode nao ser para outra, pois a dificuldade encontrada na si-
tuagao tem o seu grau de complexidade maior ou menor, conforme o conhecimento prévio
da pessoa sobre o assunto.

Dante (2004) define problema como qualquer situagao que exija o pensar do indivi-
duo para solucionéa-lo.

Para Pereira (1980), problema ¢é toda situagdo na qual o individuo necessita obter
novas informacoes e estabelecer relacoes entre elementos conhecidos e os contidos num
objetivo a que se propoe a realizar para atingi-lo.

Azevedo (2002) fala que problema é tudo aquilo que nao sabemos fazer, mas que
estamos interessados em fazer.

Pode ser considerado que cada vez que ha uma pergunta, ha um problema, pois,

para responder a qualquer pergunta, é necessario esfor¢o cognitivo.

1.3.2 Problema matematico

Problema matematico, para Dante (2004), é qualquer situacao que exija a maneira
matematica de pensar e conhecimentos matemaéticos para soluciona-la.

O que diferencia um problema matematico de um problema prético é que o matema-
tico vem perfeitamente formulado, ficando mais facil o levantamento dos dados relevantes
e, entao, parte-se de conceitos matematicos claros, que estao razoavelmente ordenados na
mente; ja o problema pratico apresenta uma multiplicidade de condicionantes e, geral-

mente, parte-se de ideias nao muito claras em sua relevancia de consideragao.

1.3.3 Classificagcao dos problemas

Para Dante (2004) os problemas mateméticos tem uma classificagdo que resumi-se

da seguinte forma:

1. Exercicio de reconhecimento: seu objetivo é fazer com que o estudante reco-
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nheca, identifique ou se lembre de um conceito, um fato especifico, uma definigao,

uma propriedade, etc.

2. Exercicios de algoritmos: sao aqueles resolvidos passo a passo. Geralmente,
no nivel elementar, sao exercicios que pedem a execucgao dos algoritmos da adigao,

subtracao, multiplicacao e divisao de niimeros naturais.

3. Problemas-padrao: sua resolugao envolve a aplicacao direta de um ou mais al-
goritmos anteriormente aprendidos, e nao exige qualquer estratégia. A solucao do
problema ja esta contida no préprio enunciado, bastando apenas identificar as ope-

racoes ou algoritmos necessarios para resolvé-lo.

4. Problemas-processo ou heuristicos: sao problemas cuja solu¢ao envolve ope-
ragoes que nao estao contidas no enunciado. Em geral, nao podem ser traduzidos
diretamente para a linguagem matematica, nem resolvidos pela aplicacao automé-
tica de algoritmos, pois exigem do estudante um tempo para pensar e arquitetar

um plano de agao, uma estratégia que podera leva-lo a solucao.

5. Problemas de aplicagao: sao aqueles que retratam situagoes reais do dia a dia.
Sao também chamados de situagoes-problema. Por meio de conceitos, técnicas e
procedimentos matematicos, procura-se associar um modelo matemaéatico a uma si-
tuacao real, organizando os dados em tabelas, tracando gréficos, fazendo operacoes,

etc.

6. Problemas de quebra-cabega: sao problemas que envolvem e desafiam grande
parte dos estudantes. Geralmente, constituem a chamada Matemética recreativa
e sua solucao depende, quase sempre, de um golpe de sorte ou da facilidade em

perceber algum truque, que é a chave da solugao.

George Polya (1995) descreve um esquema de resolu¢do de problemas, as quais

destacam-se, a seguir, os aspectos mais relevantes em cada etapa.

1.3.4 Compreensao do problema

Polya (1995) afirma ser incoerente responder a uma pergunta que nao tenha sido

compreendida. O estudante precisa compreender o problema identificando os seguintes
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pontos: Qual é a incognita? Quais os dados? Qual a condicionante (fatores a serem
observados como condi¢do na busca da solugdo)? E possivel satisfazer a condicionante?
A condicionante é suficiente para determinar a incognita? Ou é redundante? Ou é con-
traditoria?

Familiarizar-se com o problema gravando na mente seu objetivo, faz parte dessa
etapa de resolucao. Por onde comecar? E preciso comecar pelo enunciado, pelo exame
das partes principais do problema, e quando o estudante compreender e ter em sua mente
o escopo geral do problema terda uma memoria mais receptiva e nao correra o risco de

perder o foco durante o processo de resolugao.

1.3.5 Estabelecimento de um plano

Um plano, segundo Polya (1995), equivale & elaboracdo de estratégias para saber
quais as contas, os calculos ou desenhos que precisamos executar para obter a incégnita.
Conseguir uma boa ideia de resolu¢ao nao ¢é facil, ela pode surgir gradualmente ou apos
algumas tentativas infrutiferas. Essa boa ideia depende fortemente do que conhecemos do
assunto (conhecimento previamente adquiridos), de concentracdo em conectar os dados
relevantes e a incognita do problema e, as vezes, de uma boa intuicao. Na concepcao
de um plano, as vezes, é preciso considerar problemas correlatos mais acessiveis que ja
tenhamos resolvidos antes do qual possamos usar seu método; reformular o problema
de varias maneiras, voltando as defini¢oes; resolver uma parte do problema; variar a
incognita ou os dados ou ambos; comegar de tras para frente, numa tentativa de que fatos
antecedentes possam ser deduzidos do resultado desejado. Enfim, sao consideragoes que
podem dar partida a correta sequéncia de ideias para o estabelecimento de um plano de

resolugao do problema.

1.3.6 Execucao do plano

Executar o plano, destaca Polya (1995), é mais facil do que planejar, mas exige alto
grau de paciéncia para se verificar, claramente, se cada passo da resolugao esté correto.
E possivel que a concepcao do problema seja incompleta no comeco, mas depois de feito
algum progresso, a perspectiva se amplia e é modificada até chegar a solucao. Readaptar
o plano, inserindo mais detalhes para que fique mais claro a cada passo é uma constante

nessa etapa de execugao.
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E importante que o estudante tenha preparado o plano com influéncia minima do
professor, para que nao esqueca de detalhes de sua execug¢ao muito comum quando o
estudante apenas recebe o plano de fora e o aceita. Praticar bastante, observar e imitar
procedimentos e bons habitos quando resolvemos problemas, aprende-se a resolvé-los e

cria-se um habito e um interesse mental para esse tipo de desafio.

1.3.7 Reflexao ou retrospecto

Essa é a etapa de exame da solucdo obtida. E a verificacdo, do resultado, do argu-
mento e do caminho adotado na resolugao e da viabilidade da utilizacao desse método,
em algum outro problema. Nessa retrospectiva, o estudante tem a oportunidade de aper-
feicoar o método adotado na resolugao para validar o conhecimento adquirido no processo
aprimorando sua capacidade de resolver problemas.

Cada uma destas etapas, se seguidas adequadamente pelo estudante, frequentemente
o ajudard. Em comum, elas apresentam a caracteristica do bom senso, pois, as vezes, sur-
gem naturalmente e podem ocorrer ao proprio estudante. E geralmente inttil o estudante
atirar-se a fazer célculos e tracar figuras sem ter compreendido o problema, ou executar
detalhes sem perceber a conexao entre eles ou sem ter feito um plano. Muitos erros podem
ser evitados, e na pratica como académico no Curso de Mestrado no PROFMAT, mui-
tas dificuldades poderiam ter sido evitadas em resolver alguns problemas se nao tivesse

saltado etapas desse esquema de resolucao.
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Capitulo 2

Poliedros

2.1 Reflexoes sobre Geometria Espacial

Silva (2005) considera que o surgimento da Geometria, na histéria da humanidade,
se deu pela necessidade do homem em medir as terras e definir o limite das propriedades.
A chamada geometria demonstrativa tem sua origem no inicio do século VI a.C creditada
por Silva (2005) a, Tales de Mileto. Surgiu, segundo ele, como argumentos logicos neces-
sarios para que certas afirmacoes fossem aceitas como verdadeiras. Seu método, rigor e
sistematizagao foi notadamente estruturada por Euclides de Alexandria no século 11T a.C.
que expoe a geometria partindo de axiomas e postulado nao-demonstréaveis, mas essenciais
para a estrutura desse estudo, tendo importante papel em varios campos da ciéncia.

Como vivemos num mundo tridimensional, estamos rodeados de objetos de estudo
da Geometria Espacial. Temos modelos em varias formas na natureza: da composigao
molecular de algumas substancias, de virus e de cristais; nas formas dos objetos so6lidos
comuns no cotidiano; na harmonia geométrica revelada pelas obras de arte e nos grandes
projetos arquitetonicos e paisagisticos. Enfim, todos temos contato com formas e objetos
de estudo da Geometria.

A Geometria Espacial consiste de interpretacoes corretas das relagoes de conceitos
bésicos de Geometria: o ponto, a reta e o plano. Ela inclui, aos seus axiomas e postulados
proprios, os axiomas da Geometria Plana. Assim, muitas nog¢des de geometria no espago,
podem consistir apenas numa extensao natural dos conceitos bésicos de geometria no
plano. Um exemplo disso é a analogia que ha de poligono no plano e poliedro no espaco.

Lima et al. (2006, vol. 1) ressalta que o grande desafio de ensinar Geometria é
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levar o estudante a fazer a transi¢ao do plano para o espaco. Entretanto, essa dificuldade
de transcricao de objetos tridimensionais no plano é natural e ressalta que nao s6 os
calculos, mas também o desenho faz parte da Geometria Espacial. Familiariza-se com
a representagao espacial do sélido e sua perspectiva, sua projegao e sua planificacao no
plano é fundamental nesse estudo.

Uma consideragao que pode ser feita sobre o ensino de Geometria na Educacao Ba-
sica é que, para uma boa atuacgao do professor nesse tema, deve-se ampliar o espaco dado
a Geometria nos Cursos de Licenciatura. Dessa forma, evita-se que os futuros professores
cheguem com deficiéncias tanto de contetido como de metodologia nessa area. Considera-
se que alguns professores podem ensinar de forma inadequada ou mesmo nao ensinar
Geometria Espacial em suas aulas, por nao terem uma boa didatica ou conhecimento

adequado no assunto.

2.2 Definicao de poliedro

No estudo de poliedros é mais eficiente adotar uma definicao que cumpra os teore-
mas e as propriedades trabalhados numa etapa inicial do ensino e em outras etapas, se
precisar, acrescenta-se algo a essa definicao. O importante é nao dificultar a percepcao do
estudante, que a partir do conhecimento de Geometria Plana, pode compreender aquela
extensao para a Geometria Espacial, numa verdadeira analogia entre esses dois tépicos.
Uma vez dada uma definicao, o estudante deve sempre segui-la ao ter que detectar se um
s6lido é ou nao um poliedro.

Lima et al. (2006, vol. 2) define poliedro da seguinte forma:

Poliedro é uma reuniao de um ntumero finito de poligonos planos chamados faces,

onde:

1. Cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e apenas um, outro poli-

gono.

2. A intersecao de duas faces quaisquer ou é um lado comum, ou é um vértice ou é
vazia. Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, é chamado uma

aresta do poliedro e cada vértice de uma face é um vértice do poliedro.

3. E sempre possivel ir de um ponto de uma face a um ponto de qualquer outra, sem
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passar por nenhum vértice, (ou seja, passando s6 por arestas).

Todo poliedro (no sentido da defini¢ao acima), limita uma regiao do espago chamada
de interior desse poliedro. Dizemos que um poliedro é convexo se o seu interior é convexo
(contém todo o segmento com extremidades no seu interior).

Uma adocao ttil equivalente a essa para poliedro convexo é a que foi adotada no
Curso de Mestrado do PROFMAT, que resumimos: um poliedro é convexo se qualquer

reta (ndo paralela a nenhuma de suas faces) o corta em, no maximo, dois pontos.

Figura 2.1: Poliedro convexo e poliedro nao convexo

Portanto, no poliedro:
e As regioes poligonais que formam o poliedro sao chamadas "faces do poliedro";
e Cada lado de uma face qualquer é chamada "aresta do poliedro";
e Cada vértice de uma face qualquer é chamada "vértice do poliedro";

Um poliedro que tenha como faces apenas poligonos regulares, todos idénticos, e

que possui todos os angulos poliédricos iguais é um poliedro regular.

2.3 Atividade 1: Minicurso para construcao de polie-
dros

Uma atividade eficiente e bastante motivadora foi um Minicurso oferecido aos profes-
sores da rede Publica no Centro de Formacao Profissional (CEFAPRO-MT), no municipio
de Barra do Gargas, pela professora Wanderleya Nara e desenvolvido depois pelos acadé-
micos de Matematica da UFMT, em parceria com os bolsistas do Programa Institucional
de Bolsa para Iniciagao a Docéncia (PIBID). Elaboraram uma apostila com planificagao
de alguns poliedros (apéndice A) para que os estudantes do EM pudessem recortar, colar

e formar os poliedros mais comuns do estudo.
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Outra atividade com esse mesmo objetivo, ¢ um Minicurso de origami direcionado a
criacao dos poliedros. Alguns bolsistas do PIBID dominam essa técnica e podem ajudar
nesse projeto.

Sao atividades proprias para o ensino de Geometria Espacial em varias etapas da
Educacao Basica. Os estudantes percebem as limitacoes existentes na construcao de al-
guns poliedros e que a escolha de certos poligonos nao é totalmente livre, principalmente,
quando os poliedros sdo regulares. E uma proposta que demonstra os aspectos de uma
aprendizagem significativa, uma vez que o estudante trabalha sobre o concreto e, literal-

mente, constroi seu conhecimento sobre o objeto estudado.

2.4 Algumas relacoes

As relagoes entre vértices, faces e arestas de um poliedro, importante para avancar-
mos no estudo de poliedros, foram ressaltas por Lima et al. (2006, vol 2), as quais sao
interpretadas a seguir.

Considere um poliedro e represente: V' o niimero de vértices; A o niimero de arestas
e F o numero de faces. Como as faces podem ser de géneros diferentes, representaremos
por F, (n > 3), o numero de faces que possuem n lados. Da mesma forma, como os
vértices também podem ser de géneros diferentes, representaremos por V,, o nimero de
vértices nos quais concorrem n arestas, e observe que, pelo item 2 da defini¢ao do poliedro,

cada vértice ¢ um ponto comum a trés ou mais arestas. Portanto, ha a seguinte relacao:
F=Fs+F+.+F e V=V+V,+...4+V,

Para contar as arestas desse poliedro, basta multiplicar o nimero de lados de cada poligono
que o compoe: o nimero de tridngulos por 3, o niimero de quadrilateros por 4, o nimero
de pentagonos por 5 e assim por diante. Depois deve-se somar os resultados. Como cada
aresta do poliedro ¢ lado de exatamente duas faces, a soma anterior é igual ao dobro do

numero de arestas, ou seja,

Pode-se também contar as arestas observando os vértices do poliedro. Se em cada vértice
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contar quantas arestas nele concorrem, somar os resultados, obtem-se também o dobro
do namero de arestas (porque cada aresta tera sido contada duas vezes: em um extremo
e no outro). Logo,

2A =3V5 +4V, +5V5 + ... +nV,
Dessas relagoes entre os elementos de um poliedro podemos deduzir duas desigualdades:
1. 2A>3F e
2. 2A >3V

Observe a justificativa da primeira:

2A =3F3+4F, +5F5 + ... +nk,
=3(Fs+Fi+ s+ ...+ F,)+F,+2F;+ ...+ (n—3)F,
=3F 4+ F,+2F+ ...+ (n—3)F,
> 3F

Repare que a igualdade somente vale se Fy = Fy = ... = F,, = F,;; =0, (n > 3), ou
seja, se o poliedro tiver apenas faces triangulares. A segunda desigualdade se justifica
de forma analoga e, nesse caso, a igualdade ocorreré apenas quando em todos os vértices

concorrerem J arestas.

2.5 Teorema (Euler)

Em Lima et al. (2006, vol 2) pode ser encontrado o teorema de Euler para poliedros:

Em todo poliedro convexo, com V vértices, A arestas e F faces, vale a relagao
V—-A+F=2

Esse enunciado deve ser explorado seu resultado em desenhos de poliedros ou em
objetos do cotidiano nessa linha da aprendizagem significativa.
Justificativa da Formula

Uma justificativa desse teorema dada por Nilson (1989), apresenta um carater mais
intuitivo se sustentando matematicamente pela ideia que d& do Principio de Inducao
Matematica (PIM), pois consiste em compor por justaposi¢ao as faces uma a uma e, a

cada passo, calcular o nimero V — A + F.
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Tomando o primeiro poligono (face), qualquer que seja ela, se tiver m vértices, tera

exatamente m arestas. Assim,

Figura 2.2: 1° Poligono do poliedro

(

V=m
A=m
F=1

\
Dai, V-A+F =1
Tomando o segundo poligono (segunda face), ao grudéa-la & primeira, o nimero de
faces fica aumentado de 1. Nessa operacao, se acrescentadas n arestas, serao acrescentadas

n — 1 vértices em relagao ao que havia anteriormente. Assim, obteremos:

Figura 2.3: 1° e 2° Poligonos do poliedro

;

V=m+((n-1)
A=m+n

F=2
Dai, V- A+ F=1

Observe agora que, se grudarmos outra face de modo a ter uma ou duas arestas
comuns com a figura anterior, em qualquer dos casos, o niimero de arestas acrescentadas
¢ 1 a mais que o nimero de vértices acrescentados, como sugere a figura 2.4.

Assim, V — A diminui de 1 e F' aumenta de 1, de modo que V — A + F permanece
constante e igual a 1.

Logo, arelacao V—A+F = 1 é valida se acrescentarmos (ou retirarmos) uma face da
superficie, ou seja, é valida para toda superficie poliédrica convexa aberta. Continuando

dessa forma, até colocarmos a penultima face. Ao grudar a tdltima face nao alteraremos
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= o
Figura 2.4: 1°, 2° e 3° Poligonos do poliedro

o numero de vértices, nem o de arestas, apenas acrescentando F' de 1. Assim, ao inserir

a ultima face, ficaremos com V — A+ F' = 2.

Figura 2.5: Poliedro fechado

Podemos observar também que em uma superficie poliédrica convexa aberta, vale a
relacago V — A+ F = 1.

Observagoes:
1. Todo poliedro que satisfaz a férmula de Euler diz-se que é um poliedro eureliano;
2. Existem poliedros nao convexos que sao eurelianos.

3. Todas as relagoes que encontramos sao apenas condi¢oes necessarias. Isso quer dizer
que nao basta que os trés nimeros A, V e F satisfacam a elas para que se tenha

certeza da existéncia de um poliedro com essas caracteristicas.

2.6 Poliedros regulares

Em Lima (2006) encontra-se a seguinte defini¢ao e teorema:

Definigao: Dizemos que um poliedro convexo é regular quando:

e Todas as faces sao poligonos regulares iguais;
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e De todos os vértices partem o mesmo niimero de arestas.

Teorema: Existem apenas cinco poliedros regulares convexo.

Para demonstrar, seja n o niimero de lados de cada face e r o niimero de arestas que
concorrem em cada vértice. Cada aresta é comum a duas faces, entdao, nF' = 2A;

Cada aresta tem extremidades em dois vértices, entao, rV = 2A.

Esses fatos, juntamente com a formula de Euler, nos leva a seguinte conclusao rela-

tivo aos poliedros regulares:

( _2A
2A 2A 2A 2
b2 A A o
r r n 2r +2n — nr
V-A+F=2

\
Como A >0, n >3, r > 3, devemos ter 2r + 2n — nr > 0, ou seja,

2n
n—2

>

Essas relagoes s6 se verificam em cinco casos, pois como 7 > 3 teremos n < 6. Calculando,
em cada caso, obtemos:
°Yn=3,r=3— A=06, F=4eV =4, Tetraedro - 4 faces triangulares
29Yn=3,r=4— A=12, F =8 e V =6, Octaaedro - 8 faces triangulares
39

o

n=3,r=5—>A=30, F=20eV = 12, Icosaedro - 20 faces triangulares

W

n=4,r=3—>A=12, F =6 eV = 8, Hexaedro - 6 faces quadrangulares

)
)
)
)

5(.)

n=5r=3— A=30, F=12e V = 20, Dodecaedro - 12 faces pentagonais

Figura 2.6: Poliedros regulares
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2.7 Atividade 2: Problema do silo em forma de bola

Nesse exercicio, seguiu-se o esquema de resolucao de problemas como modelo para

os demais apresentados nas atividades seguintes.

1. (UFPei-RS, 2007) Na regiao onde hoje é o México, ha mais de mil anos, o povo
Asteca resolveu o problema da armazenagem de graos com um tipo de silo em
forma de uma bola colocada sobre a base circular de alvenaria. A forma desse silo
é obtida juntando 20 placas hexagonais e mais 12 placas pentagonais. Com base no

texto, quantas arestas e vértices tem o silo?

Figura 2.7: Silo em forma de bola

Resolugao:

Esse ¢ um problema simples mas, seguiremos as etapas de resolu¢ao de problemas

como um modelo do uso desse esquema:

Compreensao:

Qual a incognita? O nimero de arestas e de vértices.

Quais sao os dados? As quantidades de placas hexagonais e pentagonais.

Adotando uma nocao adequada, qual letra representard a incognita e os dados? A

e V para incognita e F;, para os dados.

Qual a condicionante que relaciona a incognita e os dados? A sao as aresta, V' sao

os vértices e F}, as faces do silo, onde n é o nimero de lados de cada face.

Plano: Nesse problema basta sabermos a relacao entre aresta e face de cada tipo
de poligono e a relacao de Euler. Portanto esta facil o estabelecimento do plano,
pois usaremos todas os dados e condicionantes e nao precisaremos de um problema

correlato mais facil.
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Execucao: Nesse problema o aluno ji tem a ideia da resolug¢ao bastando apenas
calcular a correta relacao entre aresta e faces, usando a denotagao correta para a

incognita e os dados. De acordo com a notacgao, temos: Fy = 12, Fgz = 20, logo:

Nuamero de faces,

F=12+20 = 32

Numeros de arestas,

2A =5F; 4+ 6F5 = 5.12 4 6.20 = 180

A =90

Numeros de vértices,

V-A+F=2
V —90+32 =2
V =60

Portanto, o silo tem 90 arestas e 60 vértices.

Retrospecto: Nesse problema podemos rever que usamos todos os dados correta-
mente; que esse foi realmente o melhor caminho para se chegar a solugao e que esse

método é o que serd utilizado em outros problemas semelhantes.

2.8 Atividade 3: Exercicios diversos

Em Lima et al. (2006, vol. 2) podem ser encontrados alguns exercicios recomendados

no material do Curso de Mestrado do PROFMAT para esse tema. Sao exercicos que

tém o carater da aprendizagem significativa tratada no capitulo 1. Alguns exigem que

o estudante calcule a quantidade de arestas, faces e vértices dos poliedros, analisando

algumas possibilidades e, em muitos casos, desenhando-as. Nessas etapas tem-se o enfoque

da construcao ativa do educando requerida para que se tenha aquele tipo de aprendizagem.

Sao exercicios nos quais os estudantes nao terao dificuldades em resolvé-los, principalmente

se seguirem o esquema de resolucao de problemas.

1. Descreva e mostre uma possibilidade para o desenho de um poliedro convexo que
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possui 13 faces e 20 arestas.
Solugao:

Imediatamente antes de concluir a desigualdade 2A < 3F tem-se a relagao,

2A=3F+ F,+2Fs+ ...+ (n—3)F,

ou seja,

2A—3F =Fy+2F5+ ...+ (n—3)F,

Como A=20e F =13, temos 1 = Fy +2F; + ...+ (n — 3)F,, (n > 3), 0 que 86 é
possivel se Fy =1e Fs=Fs=..=F,=F,.1 =0, (n > 4), . Isto quer dizer que
este poliedro deve possuir uma tnica face quadrangular e todas as outras 12 faces
triangulares. Como pela relagao de Euler ele deve possuir 9 vértices, um desenho

possivel é o que esta abaixo.

y

Figura 2.8: Resposta do Ezercicio 2

2. Mostre que para todo poliedro convexo valem as desigualdades

a) A+6<3F

b) A+6 <3V
3. Mostre que se um poliedro convexo tem 10 arestas entao ele tem 6 faces.
4. Descreva todos os poliedros que possuem 10 arestas.
Solugoes:

1. (Solugio do 2) Sabe-se que valem as desigualdades: 24 > 3F e 2A > 3V. Da
relacao de Fuler temos

A4+2=F+V

38



3A+6=3F+3V <3F +2A

Dai, A+ 6 < 3F e a outra é analoga.

2. (Solug¢ao do 3) Reunindo a desigualdade 2A > 3F com o exercicio anterior tem-se
que

A+6<3F <24

Se A = 10 entao, 16 < 3F < 20 e, portanto, F = 6.

3. (Solugao do 4) J& sabe-se, pelo exercicio anterior, que um poliedro com 10 arestas
possui 6 faces. Temos 24 = 3F + Fy + 2F5 + ... + (n — 3)F,, (n > 3), logo F, +
2F54+ ...+ (n—3)F, =2,

Porém, isto s6 é possivel em dois casos:

a) F4 = 2, F5 = FG = ... = Fn = Lpt1 = 0 e, portanto, F3 =4

b) Fs=1,F,=Fy=..=F,=F,.; =0e, portanto, F3 =5

Existem poliedros de dois tipos: um com duas faces quadrangulares e quatro trian-
gulares e outro com uma face pentagonal e cinco triangulares podendo facilmente

fazer o desenho.

2.9 Atividade 4: Laboratorio de informatica

2.9.1 Rived: Geometria da cidade e classificagao de poliedros

No laboratoério de informatica, em visita ao site do MEC no Rived, tem-se algumas
atividades de Geometria Espacial: Geometria na Cidade, Classificacao dos poliedros e
Reconhecendo Formas. Sao programas onde os estudantes interagem reconhecendo os ob-
jetos de estudo da Geometria Espacial numa cidade virtual, classificando seus elementos
e suas propriedades. Sao atividades que tém por objetivo motivar os educandos a estu-
dar as formas espaciais levando-os a um olhar diferente do cotidiano e permitindo-lhes,
concomitatimente, revisarem os conceitos e contetidos abordados em séries anteriores.

Apresenta-se a seguir um modelo do Plano de Aula Pratica (PAP) que desenvolvemos
para essa atividade. E apenas um exemplo simples mas que pode ser bastante melhorado

pelo professor que se dispor a realizar uma destas atividades propostas nesse trabalho.
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PAP - Plano de Aula Pratica

Instituigao: Col. Estadual Dr. Rubens C. Aguirre

Turma: 3° Ano EM Turno: Matutino

Data: 01/10/2012 Duragao: 1 hora/aula

Professor: Mauro Sergio Santana

Disciplina: Matematica

Contetdo: Geometria Espacial - Poliedros

Objetivo Geral: Compreender e perceber as formas geométricas planas e espaciais como
parte integrante do cotidiano, sendo capaz de identificar sua presenca nas construcoes
arquitetonicas.

Objetivo especifico: Reconhecer na cidade os objetos de estudo da Geometria Espacial,
destacando seus elementos e propriedades.

Competéncias e habilidades que se pretende desenvolver:

e Perceber as formas geométricas planas e espaciais nas construgoes;

e Desenvolver a capacidade de posicionamento e orientagao no espago;

Conceitos envolvidos: Poliedros - composicao, classificacao, propriedades, elementos e
caracteristicas.
Pré-requisitos: Reconhecer e classificar as figuras planas.

Acoes:

e No preparo da atividade, solicitamos aos estudantes varias formas geométricas que

possam identificar numa cidade em imagens de revistas e fotos;
e Divisao da turma em grupos de dois estudantes;

e Interacao com o programa Geometria da Cidade, onde os estudantes clicam no menu

principal o nome da atividade indicada na descricao das telas abaixo;

e Interferéncia do professor sempre que achar conveniente quanto a utilizacao do pro-

grama;

e Os estudantes deveriam anotar as informagoes desconhecidas ou que acharem con-

venientes.

Descricao das telas vistas no programa:
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[Tipo de | Atividade Rived

Objeto

| Titulo | Classificagdo de poliedros
» &y | Seérie | 1®série (Ensino Médio)

s ) ‘ & W & W [Categoria | Matemidtica

e 9 b ‘-.'-S'u-t}categor.i'a:éeumet'ri'a espaﬁ'iall.
Sl |Geometria Plana
Objetivo: Desenvolver a capacidade de sintese e de analise por meio da
observacio dos corpos tridimensionais: poliedros regulares, irregulares e corpos
redondos; prismas, antiprismas e outros poliedros.

iTipo de Objeto |Atividade Rived

[Titulo [Relacienando formas
[Série |12série (Ensino Média)
e |Categoria | Artes. Matematica
— e | = : .
E | Subcategoria Artes, Geometria,
Geometria espacial,

Geometria Plana
Objetivo: Perceber e classificar as formas espaciais nas construces

larquitetdnicas; comunicar suas ideias espontdneas e matematicas: participar de
atividades em grupo.

Tipo de Objeto| Atividade Rived

Titulo | Geometria da Cidade
. 1Série | 1%série l[lEnsinu Médio}l
i o (111l Categoria | Artes, Matematica
&) [ el Tl | |Subcategoria | Geometria espac.i.él e Geometria|
-~ v |Plana

f
Objetivo: Perceber as formas geomeétricas planas e espaciais nas censtrugtes; adquirir|
uma compreensdo do mundo no gual as formas geométricas sdo pare integrante.

Figura 2.9: Telas do Rived

Avaliacao

Podem ser avaliados os seguintes aspectos:
e O interesse e o desempenho das duplas na utilizacao do programa.

e O nivel e rigor das percep¢ao das formas encontradas no programa com o contetido

estudado, relacionando todas as caracteristicas dos poliedros.
e Relatorio das informacoes que acharam convenientes nos programas;

e Avaliacao do que a atividade contribuiu na construcao e desenvolvimento da capa-

cidade de abstracao dos conceitos envolvidos.

Bibliografia
RIVED - Rede Internacional Virtual de Educagao. Disponivel em:

http://rived.mec.gov.br/| (Acessado em 01 de outubro de 2012).
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2.9.2 GeoGebra e SketchUp

Uma outra atividade é o uso do software GeoGebra, no laboratorio de informatica.
Os estudantes podem interagir construindo os principais poliedros, manipulando-os em
3D na versdo 5.0 Beta do programa. E uma atividade simples, mas que pode ser bastante
melhorada quando se vai aprimorando no conhecimento dos recursos desse software.

Um outro programa nessa mesma proposta do GeoGebra, é o SkechUp da Google:
um editor grafico que permite modelagem virtual em 3D, onde o usuario constroi e visua-
liza os desenhos de diferentes dngulos. Sao oportunidades para os estudantes vencerem a
dificuldade que as vezes tém da percepcao desses solidos no espaco, pois nesses programas,
podem manipular esses solidos em 3D.

Esse programa esta recomendado em alguns livros didatico mais recentes, justamente
ao tratarem desse topico de poliedro em Geometria Espacial, devido a essas possibilidades
de interacao e e manipulagoes oferecidas.

Apresenta-se uma das telas dos programas:

T 7 = |
P e L =
-

Figura 2.10: Telas do GeoGebra e SketchUp
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Capitulo 3

O calculo do volume

Areas e volumes sdo as primeiras nocoes geométricas a despertarem o interesse do
homem com a necessidade que tinham em medir as terras e definir o limite das proprie-
dades. E um assunto rico em sua aplicabilidade no cotidiano e em trabalhos com objetos
concretos. Varias situagoes do cotidiano nos apresentam a indagacao sobre a capacidade
volumétrica de algo. Talvez, por esses aspectos, a maioria dos estudantes demonstram
enorme interesse quando é tratado esse assunto no Ensino Médio. E esse interesse deve ser
mantido pelo professor ao introduzir esse conceito. Apresentar as defini¢bes conceituais e
regras sob forma de receita para calcular volume, como, as vezes, é feito em alguns livros
didaticos, pode desmotivar o interesse do estudante pelo tema. Se, de inicio, apresentar
uma ideia intuitiva de volume e ir agucando a curiosidade do estudante com atividades
com objetos solidos de varias formas, nas quais eles possam comparar e decidirem qual
tem maior ou menor volume, pode ser mais proprio, motivador e mantém a curiosidade.
Nesse sentido o estudante, sentindo a dificuldade de uma anélise mais adequada nessas
comparagoes, se interesse pelas formas de se determinar o volume desses sélidos.

Para um estudo mais aprofundado de volume, inevitavelmente, tem-se que usar o
recurso do célculo infinitesimal (Limites, Derivadas e Integrais), que é uma linguagem
muito rigosa para o Ensino Médio. Talvez, por essa razao, alguns autores de livros dida-
ticos, tentando evitar essa linguagem, as vezes, pecam por apresentarem as féormulas de

forma direta, sem se preocuparem em mostrar como foram obtidas.
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3.1 Meétodo para o calculo do volume

Para uma conceituacao de volume tem-se algumas alternativas nos métodos de de-

monstra¢ao das formulas, interpretadas da descrigdo dada em Lima (2006):

1) Passagem ao limite

Trabalha-se a ideia do infinito. E uma abordagem classica, na qual o volume dos
"corpos redondos" (cilindro, cone e esfera) é obtido por aproximagées do volume de outros
s6lidos. O volume da esfera, por exemplo, é obtido por rotagoes em torno do diametro de
um circulo equatorial circunscrito a poligonos regulares.

Nesse método usa-se a ideia intuitiva dada pela fungao volume (que veremos mais a
frente), a qual se calcula o volume por aproximagoes que, passando o limite, faz-se o nt-

mero de lados dos poligonos considerados nessas aproximagoes aumentar indefinidamente.

2) O conceito de Integral

E um estudo mais avancado e proprio para volumes. A integral de funcoes ele-
mentares é mais eficiente na deducao das féormulas e no calculo do volume de sé6lidos.
Tem a vantagem da variedade de aplicagoes em outras dreas como em Fisica, mas tem a
desvantagem de ser uma linguagem muito rigorosa e de dificil acesso no EM.

O Calculo Integral e Diferencial ja fez parte do curriculo do Ensino Médio, mas foi
abandonado justamente pela linguagem pouco acessivel nessa fase do ensino. Nos Traba-
lhos de Conclusao de Curso de Mestrado do PROFMAT, na minha turma, um dos temas
busca introduzir o Calculo no Ensino Médio em uma linguagem mais suave, tentando pas-

sar justamente essas vantagens de se trabalhar com integrais no calculo de areas e volumes.

3) O Principio de Cavalieri

E um principio de enunciado simples, de facil acesso aos estudantes do EM, per-
mitindo trabalhar de forma mais intuitiva e mantendo um certo rigor matematico. E
a melhor alternativa para as justificativas das férmulas de volume dos principais sélidos

estudados no EM.
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3.2 Definicao de volume

A ideia intuitiva de volume é a seguinte:
Volume ¢ a medida de espaco ocupado por um sélido.

Para uma definicao mais formal de volume, partiremos da func¢ao volume, dada em
Lima (2006):
Fungao volume ¢é uma funcdo que a cada solido X associa um namero real v(X), com
as seguintes propriedades:
i) v(X) > 0;
ii) v(X) ¢é invariante de movimento do solido;
iii) Se X é um cubo de aresta unitaria, entao v(X) = 1;
iv) Se o solido for decomposto como reuniao de duas partes, X; e X, de tal modo que a

parte comum entre elas seja uma superficie, entao:

v(X) = v(Xy) + v(Xa)

Dai resulta que se, X; C X, entao, v(X;) < v(X3).

Dessa funcao, pode-se definir volume como sendo:

Um nimero real cujas aproximagoes por falta sao volumes dos poliedros

retangulares contidos nele.

Dessa forma, reduz-se a determinacao do volume de um sélido qualquer ao do bloco
retangular, o qual decorre da simples nogao de proporcinalidade entre suas dimensoes e

as dimensoes do cubo unitario.

3.3 Proporcionalidade

3.3.1 Atividade 5: Blocos de madeira e recipientes com base ho-

rizontal

Como a nogao de proporcionalidade ¢ fundamental na determinagao do volume do

bloco retangular que veremos a seguir, pode-se induzi-la ao estudante, usando exemplos
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concretos com blocos retangulares de madeira, nos quais o estudante pode perceber a
relacao do volume desses blocos com cada uma de suas dimensoes.

Usando recipientes cujas bases horizontais sejam sempre as mesmas em todo o re-
cipiente, como um copo cilindrico, por exemplo, e enchendo-os com agua, pode levar o
estudante a percepcao natural de que o volume é proporcional & altura do recipiente. E
uma boa forma de induzi-lo a perceber a ideia que o volume de alguns sélidos pode ser
calculado comparando-os com o volume de sélidos mesma base e mesma altura, porém
mais simples de calcular o volume. E também uma boa oportunidade de mostrar ao es-
tudantes a ideia que Arquimedes teve de calcular o volume de alguns sélidos macigos, por
imersao comparando o deslocamento proporcional da altura do liquido no recipiente.

Proporcionalidade ¢ um dos conceitos mais antigos e mais importantes da mate-
mética elementar. Um erro comum é pensar que duas grandezas crescentes entre si sao
proporcionais, o que nem sempre é verdade.

Duas grandezas, x e y, sao proporcionais quando existe uma correspondéncia que associa

a cada valor de x de uma, um valor y a outra, de tal forma que:
1. Quanto maior for x, maior sera y.

2. Se dobrarmos, triplicarmos, etc. o valor de x entao o valor de y serd dobrado,

triplicado, etc.

Com essa noc¢ao de proporcionalidade, inicialmente definida para ntimeros naturais
(ou até mesmos racionais), pode-se determinar o volume do bloco retangular. Estender
essa no¢ao para numeros reais requer a utilizagao do recurso do Teorema Fundamental da
Proporcionalidade. O professor pode usa-lo como um fato, deixando sua demonstracao
para outro momento. Esse Teorema diz o seguinte:
Teorema: Sejam z e y duas grandezas positivas. Se x e y estao relacionados por uma

funcao crescente f tal que para todo natural n, f(nz) = nf(x), entdo, para todo real r,

tem-se f(rx) =rf(z).
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3.4 Bloco retangular

Da funcao volume e da nog¢ao de proporcionalidade, pode-se determinar o volume
do bloco retangular no esquema a seguir.
Considere um paralelepipedo cujas arestas sao mutualmente perpendiculares e vo-

lume V' como fungao de suas coordenadas no espaco, sendo V(z,y, 2).

Figura 3.1: Coordenadas no bloco retangular

Fixando duas de suas coordenadas, por exemplo y e z, o volume V' é proporcional a
x. A expressao matemética dessa proporcionalidade, para cada coordenada, é uma fungao

linear v(z) = ax, onde a é fator de proporcionalidade. Tomando a = 1, temos:

Vi(z,y,z) =V(la,y,2) =2V(1l,y,2)

Assim por diante, para as coordenadas y e z.

V(z,y,z) =2V (1,1.y,z2)
=zyV (1,1, z2)
=zyV(1,1,1.2)
=zyzV(1,1,1)
=xyz.1

= xyz

V(1,1,1) é definido como volume 1, volume do paralelepipedo tomado por (z,y, z) =
(1,1,1) (cubo de aresta de uma medida de unidade).

Com o auxilio do Teorema Fundamental da Proporcionalidade o fator de proporci-
onalidade a é um ntimero real. Assim o volume de um bloco retangular é proporcional a

cada uma de suas coordenadas com relagao ao cubo unitario.

47



Em resumo:

O volume do bloco retangular é uma composigao de blocos unitéarios (cubo de aresta
de medida uma unidade de comprimento), sendo, respectivamente, proporcional a cada
uma de suas dimensoes (comprimento, largura e altura). De uma forma mais direta: se

dobrar, triplicar, etc. uma de suas dimensoes, o volume dobra, triplica, etc.

Figura 3.2: Proporcionalidade do volume do bloco retangular

Dominado esse assunto de obter o volume dos blocos retangulares, pode-se avancar
para o volume de os outros soélidos. Para isso, define-se volume como sendo um ntumero
real sujas aproximagoes por falta sao volumes dos poliedros retangulares nele contidos,

cujos volumes ja sabemos determinar. Veja no esquema da figura 3.3.

Figura 3.3: Aproximagoes por poliedros retangulares

O problema dessa defini¢cao est4 em nao consegui, em alguns poliedros, realizar esse
processo utilizando uma quantidade finita de pegas. Isso forga, inevitavelmente, o uso
o célculo infinitesimal numa interpretacao mais geral de volume. Pode-se, no entanto,
recorrer a uma forma também simples e muito forte em sua conceituacao matematica,
o Principio de Cavalieri. E um principio que decorre do Célculo mas numa linguagem

acessivel aos alunos do EM. Esse principio seréd visto no capitulo 4.
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3.5 Atividades para bloco retangular

Neste momento do estudo ja se pode propor problemas onde o conceito de volume
seja aplicado a paralelepipedo retangular, bem como aplicar todas os outros conceitos
da Geometria Espacial, caracteristicas desse solido: Relagao de Euler para esse poliedro,
diagonais etc.

Dessa forma, propoe-se problemas que focam a contextualizacao, fator importante
na motivacao para uma boa aprendizagem. No problema 1 da atividade 6, que envolve as
diagonais do bloco retangular, segue-se o esquema de resolugao de problemas detalhado

por Polya (1995), como um exemplo para a resolu¢ao de demais.

3.5.1 Atividade 6: Diagonal do paralelepipedo
1. Calcular a diagonal de um paralelepipedo retangulo do qual sao conhecidos o com-

primento, a largura e a altura.
Resolucgao:
No esquema de resolugao de problemas, temos:
Compreensao:
Qual a incognita? O comprimento da diagonal de um paralelepipedo.
Quais os dados? O comprimento, a largura e altura do paralelepipedo.

Adotando uma notacao adequada. Qual letra representara a incognita e os dados?

x para incognita e a, b e ¢ para os dados.

Qual a condicionante entre a, b e ¢ com 7 x é a diagonal do paralelepipedo no qual

a, b e ¢ sao, respectivamente, o comprimento, a largura e a altura.

A condicionante é suficiente para determinar a incognita? Sim, se conhecermos a, b

e ¢, conheceremos o paralelepipedo e sua diagonal poderé ser determinada.

Plano: Neste problema basta conhecer o teorema de Pitagoras e algumas das apli-
cagoes a Geometria Plana e um conhecimento mesmo que superficial de Geometria
Espacial. Um desenho indicativo explicita a ideia de resolucao que é a introducao

de um triangulo retangulo destacada na figura 3.4.
Execucao: Tem-se ja a ideia da resolucdo. E facil perceber que ja se tem o triangulo

retangulo no qual x é a hipotenusa e ¢ € um do catetos; o outro cateto é a diagonal de

49



Figura 3.4: Diagonal do paralelepipedo

uma face, a qual denotamos por y. Dessa forma esté-se introduzindo um problema

auxiliar cuja a incognita é y. Calculando um triangulo apés o outro teremos:

2? = y? + ¢

y? = a? + b?

E dai, eliminando a incégnita auxiliar y,

2=’ +b+

T =vVa?+ b2+ c?

Retrospecto: Nesse problema pode-se apresentar varias indagagoes numa revisao
sobre possiveis falhas no resultado e também para aproveitar para explorar questoes
relevantes para conceitos futuros ou mesmo em problemas semelhantes. Exemplos

dessas indagagoes:

e Utilizou todos os dados? Todos os dados aparecem na férmula que exprime a

diagonal?

e O comprimento, largura e altura desempenham func¢oes no problema? A dia-

gonal é simétrica em relacao a a, b e ¢?
e Conforme aumenta ou diminui ¢ a diagonal aumento ou diminui também?

e Se substituir a, b e ¢ por 2a, 2b e 2¢ a diagonal também sera multiplicada por

27

e Se a, b e c estiverem expressas em metros a diagonal também seré expressa em

metros?
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3.5.2 Atividade 7: Aproveitamento da dgua da chuva

Foram escolhidos alguns problemas envolvendo volume mas que também possam
envolver outros conceitos matematicos ou de outras disciplinas.

O problema a seguir cumpre o aspecto da aplicagao no cotidiano e envolve outros
conceitos matematicos além de volume, como a interpretagao de graficos e o célculo de

porcentagem.

1. (VUNESP - 2010) Prevenindo-se contra o periodo anual de seca, um agricultor
pretende construir uma cisterna fechada que acumule toda a agua proveniente da
chuva que cai sobre o telhado de sua casa, ao longo do periodo de um ano. As
figuras e o grafico representam as dimensoes do telhado da casa, a forma da cisterna
a ser construida e a quantidade medida mensal de chuva na regiao onde o agricultor

possui a casa.

grafico

quantidade meéd

Figura 3.5: Aproveitamento da dgua da chuva

Sabendo que 100 milimetros de chuva equivalem ao acimulo de 100 litros de dgua
em um superficie plana horizontal (perspectiva do topo) de 1 metro quadrado, de-
termine a profundidade (h) da cisterna para que ela comporte todo o volume de
agua da chuva armazenada durante um ano, acrescida de 10% desse volume (apro-

ximadamente o que a cisterna absorve do solo).
Solucao;

O total de precipitacao de chuva no ano considerado, de acordo com o grafico, foi
de:
100 4 100 + 300 + 100 + 50 4+ 50 = 700 mm
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De acordo com o enunciado, cada 100 mm de chuva equivale ao aciimulo de 100 litros

2

de 4gua em uma superficie plana de 1 m®. Como a &area da superficie horizontal

correspondente ao telhado é de:
8.10 =80 m?*

Essa chuva representa um volume de: 700.80 = 56000 litros de agua.

Portanto, na cisterna estarao armazenados:
56000 + 10% de 56000 = 56000 + 560 = 61600 litros

Se l=1 dm? logo 1000l =1 m?, assim: 61600l = 61,6 m>.

Com isso, como V = 4.2.h, a altura h é tal que:
4.2.h = 61,6

8.h = 61,6

616

h
8

h=177 m

Assim, profundidade da cisterna é 7,7 m.

3.5.3 Atividade 8: Concentracao de cloro na agua da piscina

O problema a seguir envolve, além dos conceitos matematicos de volume, regra
de trés, fungao tipo exponencial (em sua caracterizagao) e nogao de derivada (taxa de
variagao), envolve também o conceito da Fisica (velocidade de vazao), e da Quimica

(concentragao de cloro). E, portanto, uma atividade interdisciplinar.

1. (IMPA - 2009) Uma piscina tem capacidade para 100 m® de adgua. Quando esta
cheia é colocado 1 kg de cloro. A agua pura continua a ser colocada com uma vazao
constante, sendo o excesso eliminado na mesma vazao. Sabe-se que apds uma hora,

restam 900 g de cloro. Pergunta-se:

a) Qual a concentragao de cloro apo6s dez horas?
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b) Qual concentracao de cloro apds meia hora?

¢) Qual a concentracao de cloro apés t horas?

Solucao:
Para cada instante ¢, tem-se um volume de dgua v. Na figura 3.6 tem-se o esquema

da divis@o do tempo em intervalos constantes At para os estagios: entrada de agua

pura, mistura e dgua retirada.

Av

—» . — 5
entrada mistura retirada

Agua pura Av = v.Af
Volume (v+ Av )

Agua retirada Av = v.A¢
Violume v

Figura 3.6: Esquema dos estdgios da dgua na piscina

A quantidade de cloro retirada é proporcional a quantidade Av de d4gua misturada

que sai em funcao do tempo.

Quantidade de cloro | Volume da agua

Antes da saida c(t) v+ Av
Depois da saida c(t + At) v
Assim
c(t+At) ¢t
v v+ Av
logo
v

c(t + At) = c(t).v T Au

A variagao Ac de cloro no intervalo At é dada por, Ac = ¢(t + At) — ¢(t), logo:

clt + At) — c(t) = c(t) +U ——c(t)

c(t + At) — e(t) = c(t). (U +“ - 1>

c(t +At) —c(t) —v.At
c(t) v+ Av
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—v.At

v+ Av
mento At é nao de instante ¢ em que ¢ medida, o que caracteriza a fungao c(t) como

Portanto a variagao relativa de cloro ( ) é constante e depende s6 do incre-

sendo do tipo exponencial. Logo,

c(t) = co.a’

onde ¢, ¢ a quantidade inicial de cloro e a é a taxa de variagao da concentragao

de cloro no instante t.

Assim:

a) Como no instante inicial ¢ = 0 a quantidade de cloro era 1000 g, temos, entao
¢o = 1000. Assim para o instante t = 1 h, temos ¢(t) = 900 g, logo a taxa

de variagao sera:

c(t) = co.a’

¢(1) = 1000.a*

900 = 1000.a
900
a=——
1000
a=20,9

Assim,

c(t) = 1000.(0,9)"

Para o instante ¢ = 10 A, teremos

c¢(10) = 1000.(0,9)™
c¢(10) = 1000.(0,349)

c(10) =349 ¢
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b) Para o instante t = 0,5 h, teremos

¢(0,5) = 1000.(0,9)°°
¢(10) = 1000.(0,948)
c(10) =948 ¢

c) Para o instante ¢, teremos

¢(t) = 1000.(0,9)"

3.5.4 Atividade 9: Desafio de trazer agua do rio

Um problema envolvendo volume na forma de um desafio, tornando-o interessante
pode ser proposto em qualquer fase do ensino. E um exemplo de problema em que a
estratégia de inverter o processo de resolugao, comecando de tras para frente, se mostrou

o melhor caminho.

1. Como ¢é possivel retirar de um rio exatamente seis litros de dgua se s se dispoe,

para medir a dgua, de dois recipientes, com quatro e nove litros de capacidade?
Solucao:

Pelos dados do problema, imagina-se com clareza os instrumentos que se dispoe: os
dois recipientes. Admitindo que sao vasos retangulares, de bases quadradas de 1 dm
de comprimento cujas alturas sao 9 dm e 4 dm conforme a figura 3.7. Assim tem-se

recipientes com as capacidades do enunciado

9dm

4 dm

1dm 1
1dm 1dm om

Figura 3.7: Recipientes de 9 e 4 litros

Como nao se sabe medir 6 litros, tenta-se comecar com os recipientes vazios, ex-

perimentar isto e aquilo, enchendo e esvaziando, e quando nao consegue, recomeca
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por tentar alguma outra coisa, caminhando para frente, dos dados para a incognita
e acidentalmente, ter bom éxito. No entanto, pode-se, numa reversao da situagao,
imaginar o vaso maior ja com 6 litros e o menor vazio (figura 3.8) e tentar obter

situagoes antecedentes dessa situagao final.

6 dm

Figura 3.8: Recipiente com 6 litros

Pode-se encher o vaso maior o que significa completa-lo com 3 litros. Para conseguir
isso deve-se ter exatamente 1 litro de dgua no vaso menor, o que é uma situagao

antecedente mais facil de se chegar (figura 3.9).

1dm

Figura 3.9: Recipiente com 1 litro

Chegar nessa situagao sao passos facilmente reconhecidos, pois podemos obter 1 litro
enchendo o vaso maior de 9 litros e desejando a agua no vaso menor de 4 litros duas
vezes seguidas (1 = 9—4—4). Assim teremos a situagao desejada que é ilustrada na
figura 4.9, bastando encher o vaso de 9 litros e transferir a d4gua para o vaso menor

contendo 1 litro, restando, assim, 6 litros no vaso maior (6 =9 — 3).

Nesse momento do estudo pode-se propor exercicios mais usuais para a fixagao
dos conceitos envolvidos no bloco retangular (paralelepipedos retangulares, mais preci-
samente), para os célculos de volume e demais caracteristicas da Geometria Espacial

envolvidas nesse solido: diagonais, Relagao de Euler e outras curiosidades e desafios.
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Capitulo 4

O Principio de Cavalieri

Para seguir na determinagao do volume precisa-se desta ferramenta adicional que
ajudara, reduzindo os argumentos na obtengao das féormulas para alguns solidos: o Prin-
cipio de Cavalieri. Deve-se adotar esse principio como axioma no EM, uma vez que té-lo
como um teorema, requeria conceitos do Calculo Integral em suas demonstragdes o que

fugiria do contetido ensinado nessa fase do ensino.

4.1 Atividade 11: Sélidos formados por folhas de papel

Antes do enunciado do Principio de Cavalieri, apresentamos uma experiéncia moti-
vadora, sugerida em Lima et al. (2006, vol 2), que induz ideia intuitiva desse Principio.
Usando uma pilha de folhas ou cartas de baralho para formar um bloco retangular (figura
4.1 a). Inclinando o bloco obliquamente com uma régua transformamos o bloco retangulo
em obliquo (figura 4.1 b) ou, usando as maos, pode-se moldar solidos de formatos bem
diferentes (figura 4.1 ¢). Sabe-se que os trés solidos tém volumes iguais. O estudante,
nessas comparacoes, pode perceber a ideia que esse principio traz, onde o volume de al-
guns solidos mais diferentes pode ser calculado comparando-os com o volume de sélidos

mais simples de mesma base e de mesma altura, porém mais faceis de serem calculados.

Essa é a intuicao que conduz o Principio de Cavalieri. A situacao vista nessa expe-
riéncia constitui um caso particular desse principio. Cada folha, sao fatias de mesma area
que estao na mesma altura nos trés solidos, portanto, formam soélidos diferentes mas com

mesmo volume.
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Figura 4.1: Solido formado por pilha de papel

Numa situa¢ao mais geral, considerando dois sodios quaisquer A e B (figura 4.2), se
as duas fatias que estiverem na mesma altura tiverem também mesma area, entao, como
possuem mesma espessura, terao muito aproximadamente volumes iguais. Tanto mais
aproximado quanto mais finas forem. Sendo o volume de cada sé6lido a soma dos volumes
das respectivas fatias, e a aproximagao entre os volumes das fatias podendo tornar-se tao

precisa quanto se deseje, concluimos que os volumes de A e B sao iguais.

SOy —
A L )

Figura 4.2: Secoes planas de dois solidos

4.2 Enunciado do Principio de Cavalieri

Em Lima et al. (2006, vol. 2) é enunciado o Principio de Cavalieri, que diz o
seguinte:

Sejam A e B dois solidos. Se qualquer plano horizontal secciona A e B segundo figuras
planas de mesma area, entao, estes soélidos tém volumes iguais.

Esse principio, na verdade, ¢ um teorema, mas, como dissemos no inicio, sera adotado
como um axioma, porém os argumentos anteriores sao bastante intuitivos e convincentes
de que esse principio é verdadeiro.

Nos capitulos de 5 a 9, veremos que o Principio de Cavalieri diminui bastante os
argumentos no calculo do volume de alguns soélidos, pois reduz o calculo de volume ao

calculo de éreas.
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4.3 Atividade 12: Manipulacao de s6lidos no GoeGebra
e no SketchUp

Uma atividade interessante nesse sentido de introducao e de despertar a intuicao que
o Principio de Cavalieri conduz é, novamente, o uso dos programas GeoGebra 5.0 JOGL
e do SketchUp do Google. Os estudantes interagem manipulando os solidos e criando
formas diferentes para os solidos em 3D. Percebem, com isso, que quando mantida as
areas das bases constantes nos solidos, seus volumes nao se alteram. E uma atividade
simples mas que pode ser bastante melhorada quando se vai aprimorando o conhecimento
dos recursos desses softwares, pincipalmente para aplicacoes no calculo do volume dos
s6lidos que veremos nos capitulos de 4 a 9, tais como prisma, piramides, cilindros, cones

ete.

L

Figura 4.3: Tela do GeoGebra e do SketchUp
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Capitulo 5

Volume de um prisma qualquer

Dominado o assunto de obter o volume dos blocos retangulares, o avango na de-
terminacao do volume para os outros solidos, serd bem mais facilitado com a nocao de
semelhanca na ideia dada pelo Principio de Cavalieri. Veremos que os argumentos para o
calculo se reduzirao ao calculo de éareas.

Como todo prisma é formado por duas figuras paralelas e iguais chamadas bases e
por arestas paralelas e iguais, que ligam essas bases, o seu volume pode ser facilmente
calculado pelo Principio de Cavalieri usando, para comparagao nas congruéncias das areas
das bases, o bloco retangular do qual ja sabemos calcular o volume.

Assim, seja um prisma P de altura h, possuindo como base um poligono de drea A
contida em um plano horizontal «. Contamos com um bloco retangular (paralelepipedo
retangulo, prisma reto de base retangular) com base em «, com altura h onde sua base

seja um retangulo de area A, conforme figura 5.1.

Figura 5.1: Principio de Cavalieri para prismas

Supondo um plano paralelo a «, corte os prismas em sec¢oes de areas A; no prisma

P e A, no bloco retangular. Como no prisma toda seccao paralela & base é congruente
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com ela, as secgoes tém areas iguais.
Al =A= A,

Pelo Principio de Cavalieri, os dois sélidos tém mesmo volume. Como o volume V
do bloco retangular é dado por V= A.h, o volume do prisma é também o produto da
area da base pela altura.

‘/prisma = Abase-h

5.1 Atividades para prismas quaisquer

Varias atividades que foram propostas para os conceitos vistos anteriormente sao
proprias agora mas voltadas para o célculo de volume de um prisma qualquer, agora que

j& o determinamos.

5.1.1 Atividade 13: Minicurso, GoeGebra e SketchUp

Ao tratar de cada sélido novo, propomos retomar seus aspectos trabalhados no Mini
Curso oferecidos pelo académicos de Mateméatica da UFMT na parceria do projeto PI-
BID. Nesse momento a planificacao e a construcao dos diversos prismas fard o estudante
perceber as relagoes entre areas e volumes envolvidas nos itens caracteristicos dos pris-
mas: areas laterais e das bases, altura etc. E uma atividade motivadora e propulsora da
aprendizagem significativa por ser uma construgao concreta dos referidos poliedros.

No laboratorio de informatica poderemos retomar o uso dos programas GoeGebra,
SketchUp e Geometry 2.0. No GeoGebra, podemos construir e manipular, sobre varios
aspectos, os diversos prismas. No SketchUp da Google, podemos modelar ambientes
virtuais em 3D usando os diversos solidos ja trabalhados. Sao 6timas oportunidades para
os estudantes vencerem a dificuldade que, as vezes, tém de perceberem esses solidos no
espaco. No programa Geometry, os estudantes podem calcular o volume dos prismas
apresentados no programa e verificar os resultados dos calculos feitos em sala.

Na figura 5.2, apresentamos algumas telas desses programas.
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Figura 5.2: Telas do GeoGebra, SketchUp e Geometryc 2.0

5.1.2 Atividade 14: Volume da piscina com profundidades dife-

rentes

O seguinte problema, apresentado em Telcurso aula 67 (2014), envolve o calculo de
volume de prismas e tem esse carater da aplicacao em situagoes cotidianas defendidas

nesse trabalho.

1. Na figura 5.3, vé-se uma piscina de 10 m de comprimento por 6 m de largura. Existe
uma parte rasa, com 1,20 m de profundidade, uma descida e uma parte funda, com

2 m de profundidade. Com as medidas que aparecem no desenho, calcule o volume

da piscina.
10m
6m
2m
Figura 5.3: Piscina com duas profundidades
Solugao:
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Inicialmente, pode-se constatar que essa piscina é um prisma. Por qué? Vamos
recordar: todo prisma é formado por duas figuras paralelas e iguais chamadas bases
e, por arestas paralelas e iguais, que ligam essas bases. Observe que a piscina esta de
acordo com essa definigao. A figura que aparece na frente é uma das bases e qualquer
uma das arestas de comprimento 6 m ¢é a altura, porque elas sao perpendiculares as
bases. O volume do prisma ¢é igual a &drea da base multiplicada pela altura. Como,
no nosso caso, a altura é igual a 6 m, s6 nos falta calcular a area de uma das bases.

Para isso, pode ser dividida em figuras menores, como mostrado na figura 5.4.

12 A

Figura 5.4: Diwvisao da base da piscina

A base do nosso prisma foi dividida em trés partes: um retangulo (A), um retangulo
menor (B) e um tridngulo retangulo (C). Com as medidas que estdo no desenho,

poderemos facilmente calcular as areas das trés partes:

Sy =10.(1,2) =12 m?

Sp=3.(0,8) =24 m?
3.(0,8
Se = (2’ ) =12 m?

A soma das areas das trés partes é 12 +24 + 1,2 = 15,6 m?. Essa é a area da
base do nosso prisma. Como o volume ¢é o produto da area da base pela altura 6 m,

tem-se que o volume da piscina é:

V = (15,6).6 = 93,6 m?

Conclui-se, entdo, que cabem dentro dessa piscina 93,6 m> de agua, ou seja, 93 600

litros.

Foi considerado que alguns exercicios recomendados no material do Curso de Mes-

trado do PROFMAT, para esse tema, tém esse carater de uma aprendizagem significativa,
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pois alguns exigem que o aluno calcule o volume de alguns prisma envolvendo também
outros conceitos de matematica, como porcentagem, angulos, proporgoes, etc e, em muitos
casos, um desenho esquemaético do problema, ou dos resultados, caracterizando as etapas
do esquema de resolucao de problemas vista nesse trabalho.

Os exercicios usuais dos livros didaticos relacionados a esse topico também cumprem
o carater de serem exercicios de reconhecimento e de algoritmos. Faz com que o estudante
relembre, aplique e reforge os conceitos vistos. Sao varios exercicios e de facil acesso
a qualquer professor, por isso relatamos apenas os problemas anteriores para os quais

percebemos algum carater daquela aprendizagem dita significativa trabalhada no capitulo

1.
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Capitulo 6

Volume do cilindro

Um aspecto interessante sobre cilindro, que raramente é dito nos livros didaticos,
é o fato da base desse prisma ser qualquer figura plana e nao s6 um circulo como é,
frequetemente, trabalhado nesses livros. O cilindro cuja a base é um circulo é um caso

bem particular da sua definicao.

6.1 Definicao do cilindro

Em Lima (2006) ¢ dada a seguinte defini¢ao de cilindro:
Cilindro C' é formado por uma figura plana F', base do cilindro, e da reuniao dos segmentos
tomados, por cada ponto de F', paralelos e do mesmo comprimento e de um segmento g,

geratriz do cilindro, ndo paralela ao plano da base (figura 6.1).

Figura 6.1: Cilindro

O argumento do capitulo 5, usado para determinar o volume do prisma, pode ser
generalizado para o volume do cilindro. O prisma é um caso particular de cilindro quando
sua base é um poligono ficando o solido C' limitado por faces planas. Dessa forma as
deducoes feitas anteriormente para prisma podem ser particularizadas para cilindro, uti-

lizando para isso o bloco retangular ao lado de um cilindro, ambos com area da base A e
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altura h (figura 6.2). Pelo Principio de Cavalieri, conclui-se, que o volume do cilindro é o

produto da area da base pela altura.

II T A

Figura 6.2: Principio de Cavalieri para cilindro

V::ilindro = Abase h

Essa opcgao de se determinar o volume do prisma e estender o resultado para o caso
mais geral do cilindro, é o caminho adotado pela a maioria dos professores do Ensino
Médio. Em Lima (2006), ha concordancia com esses professores, justificando que os
estudantes dessa fase do ensino, em seu primeiro contato com a Geometria Espacial, sente-
se mais seguro quando compreende bem os resultados obtidos em situagoes particulares,

para depois estendé-las em casos mais gerais.

6.2 Cubicar ou cubar a madeira

Para a proposicao de algumas atividades para explorar esse assunto de volume do
cilindro apresenta-se um curioso método praticado por alguns madeireiros no calculo do
volume da tora obtida de uma arvore. E um método pratico e que alguns costumam
chamaé-lo de "cubar"ou "cubicar"a madeira.

Para cubar a madeira, ou seja, obter o volume da tora em m?®, mede-se o "rodo"da
arvore (circunferéncia da arvore a altura do peito de um homem (1,30 m)), sua altura e

usa-se a formula:

V = rodo®.altura.(0,06)
Observagoes:

1. O rodo e altura da arvore deverao ser medidos em metros. O coeficiente 0,06 foi

obtido experimentalmente.
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2. Nessa formula teremos uma diferenca no volume das toras quando feito num calculo
geométrico, no qual o volume da tora é aproximado pelo volume de um cilindro,
a partir de um ponto central da tora, com o feito num célculo usando o rodo da

arvore. Essa diferenca é dada por:

Erro entre os wvolumes = Vigmar — Viodo
= m.r’.h — rodo®.h.(0,06)
= (3,14).7%.h — (2.7.7)%.h.(0,06)
= (3,14).r*.h — 4.(3,14)*.r*.h.(0,06)

=0,78m> por tora

3. Essa diferenca no volume de uma tora parece grande quando comprada ao célculo
geométrico do volume do cilindro. Na pratica, em uma floresta, ndao se mostra tao
grande. Na formula usando o rodo, a altura da arvore é relativa a tora que sera
aproveitada e, geralmente, nao tem um formato uniforme. Ja no calculo geométrico,
o cilindro considerado é, por defini¢ao, uniforme. Dessa forma a compensacao dessa

diferenca é dada, experimentalmente, pelo coeficiente 0,06.

Esse método pratico para se calcular o volume da tora de uma arvore a partir do
rodo tem uma "formalizacao"semelhante no chamado método de Francon. Nele aparece
a origem da relagao de 0,78 entre os calculos geométricos descrito acima e calculo em que
se usa o rodo das arvores.

Esse método também consiste em medir o rodo da tora da arvore na parte central

de onde se vai aproveita-la como tora, sua respectiva altura e aplica-se a férmula:

rodo *
= .h
=)

Dai se da a origem da palavra cubar o cubicar a madeira, pois, nesse método, o

célculo do volume da tora (forma cilindrica) é feito transformando-a, intuitivamente, em

um prisma reto de base quadrada (bloco retangular), conforme a ilustragao na figura 6.3.
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h
rodo
4
rodo

4

Figura 6.3: Tora

6.3 Atividades para cilindro

6.3.1 Atividade 15: Minicurso, GoeGebra e SketchUp

Ao tratar de cada solido novo, propomos retomar seus aspectos trabalhados no
Mini Curso oferecidos pelo académicos de Matemética da UFMT na parceria do projeto
PIBID. Nesse momento, a planificacao e a construgao dos diversos prismas faré o estudante
perceber as relagoes entre areas e volumes envolvidas nos itens caracteristicos dos prismas:
areas laterais e das bases, arestas laterais e das bases, altura etc. E uma atividade
motivadora e propulsora da aprendizagem significativa por ser uma construcao concreta
dos referidos poliedros.

No laboratoério de informética poderemos retomar o uso dos programas GeoGebra,
SketchUp e Geometry 2.0. No GeoGebra, podemos construir e manipular, sobre varios
aspectos, os diversos prismas. No SketchUp da Google, podemos modelar ambientes
virtuais em 3D usando os diversos so6lidos ja trabalhados. Como foi dito, sao oportunidades
para os estudantes vencerem a dificuldade que, as vezes, tém de perceberem esses solidos
no espaco. No programa Geometry, os estudantes podem calcular o volume dos prismas

apresentados no programa e verificar os resultados dos calculos feitos em sala.

6.3.2 Atividade 16: Manejo florestal

Como exemplo do uso desse método pratico para cubar a tora e onde o conceito de

volume e densidade é também aplicado, propomos o seguinte problema:

1. Um técnico em manejo florestal recebe a missao de cubar, abater e transportar cinco

toras de madeira, de duas espécies diferentes, sendo:

e 3 toras da espécie I, com 3 m de rodo, 12 m de comprimento e densidade 0,77
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toneladas/ m®

e 2 toras da espécie II, com 4 m de rodo, 10 m de comprimento e densidade 0,78

toneladas, m?

Apos realizar seus calculos, o técnico solicitou que enviassem caminhoes para trans-

portar uma carga de, aproximadamente, quantas toneladas?
Solugao:
Calculo do volume e da massa da tora da espécie I:

Rodo = 3 m, altura = comprimento = 12 m

Vi =3%12.(0,06) = 6,48 m?

Sendo 3 toras, o volume total das toras de espécie I é:

3.(6,48) = 19,44 m?

Como a densidade das toras de espécie 1 & 0,77 toneladas/m?

D, = % = 0,77.(19,44) = 14,9688  toneladas
1

Calculo do volume e da massa da tora da espécie II:

Rodo = 4 m, altura = comprimento = 10 m

Vi =4%10.(0,06) = 9,6 m®

Sendo 2 toras, o volume total das toras de espécie II é:

2.(9,6) =19,2 m?

Como a densidade das toras de espécie II & 0,78  toneladas/m?

Dy = % e = 0,78.(19,2) = 14,976 toneladas
2
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Portanto a carga a ser transportada é de:

14,9688 + 14,976 = 29,9448 toneladas

Aproximadamente 30 toneladas de toras para transportar.

6.3.3 Atividade 17: O volume de um cilindro inclinado

Um exercicio interessante que envolve volume do cilindro e porcentagem, exigindo
também paralelismo e congruéncia de tridngulos num raciocinio mais pratico de resolugao,

¢ proposto em Lima et al. (2006, vol. 4), interpretado a seguir.

1. Um copo cilindrico tem 6 cm de diametro e 12 cm de altura. Estando inicialmente
cheio d’agua o copo ¢ inclinado até que o plano de sua base faca 45° com o plano

horizontal. Calcule o volume de d4gua que permaneceu no copo.
Solugao:

No copo inclinado imaginamos uma secao paralela a base pelo ponto P, médio da
geratriz (figura 6.4). Como fica dividido em dois cilindros iguais, um dos quais esta
metade vazio, o volume de d4gua que permanece no copo é 2 do volume original, ou
seja,

3 3
V= ZLAbmh = Z7r32.12 =817 cm?

Figura 6.4: Copo derramando dgua

6.3.4 Atividade 18: O peso de cano de ferro

Um exercicio muito bom envolvendo volume do cilindro e densidade do ferro, para
o calculo do peso de um cano de duas polegadas é apresentado em Telecurso aula 67

(2004). E uma atividade excelente na linha da interdisciplinaridade e da aplicacio em
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situagoes do cotidiano. Como veremos na solugao, envolveu o fato da realidade do cano
ser oco, em que nao basta considerar o didmetro externo, pois o seu interior nao sera
considerado no calculo do peso e o fato de ter-se sempre as "bitolas" (didmetro) dadas em
. . 3 .
polegadas, contraponto com comprimento em metro e densidade em g/cm?, necessitando

de transformacao de unidades.

1. Na construcao de um prédio, para levar a agua da cisterna até a caixa superior,
foram usados canos de ferro de duas polegadas (figura 6.5). Quanto pesa um desses

canos, considerando os dados seguintes?

Diametro externo = 2 polegadas
Diametro interno = 1,7 polegadas
Comprimento = 6 m

Densidade do ferro = 7,8 g/cm?

cilindro

cilindro externo

Figura 6.5: Cano de ferro

Solucao:

A densidade de um objeto feito de um mesmo material é dado pelo quociente entre
o seu volume pela sua massa. Assim, para obtermos a massa do cano precisamos
calcular seu volume, pois temos ja temos a densidade do cano ja que ele é feito de

ferro cuja a densidade é 7,8.

O cano tem a forma de um cilindro oco, cujo o espaco vazio no seu interior tem
a forma de um outro cilindro. Logo o volume de ferro nesse cano é a diferenca
entre os volumes de dois cilindro: um externo, de raio R ~ 2,5 ¢m (1 polegada)

e um interno de raio r ~ 2,2 ¢m (0,85 polegada). A altura dos dois cilindro é
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h=6 m=600 cm.

Volume de ferro = (cilindro externo) — (cilindro interno)
=m.R*h —m.r’h
= 3,14.(2,5)%.600 — 3,14(2,2).600

= 2656,44 cm?

Esse é o volume de ferro que héa em um cano. A sua massa sera entao:

Massa do  ferro = (densidade).(volume)
— 7.8.(2656,44)

~20720 ¢ (20,72 kg)
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Capitulo 7

O volume da piramide

O volume da piramide é um assunto que considerou-se ter mais falhas na aborda-
gem dadas pelos livros didaticos no Ensino Médio. A maioria deles apresenta apenas
as formulas nao se preocupando em dar mais detalhes sobre como foram obtidas. Con-
sideramos nao ser muito dificil uma abordagem, como feita aqui, na qual, adotamos o
procedimento de definir o volume a partir do bloco retangular e ir avancando nos ar-
gumentos que conduzem as féormulas classicas dos demais volumes, onde o Principio de
Cavalieri, os simplificam notavelmente.

Para o volume de uma piramide seguiremos a abordagem dada em Lima et al. (2006,
vol. 2) onde os pontos mais relevantes formaram uma sequéncia de argumentos para que o
estudante possa entender o processo na determinagao de tal volume. Seguiu-se o caminho
de partir de uma situacio particular e estender os resultados para um caso mais geral. E

o que faremos na abordagem adotada na secao 7.3.

7.1 Atividade 19: Sélidos de madeira, Geo(Gebra e Sket-
chUp

Uma atividade introdutéria para as demonstragoes dos teoremas que seguirao nesse
capitulo é trabalhar com s6lidos de madeira em forma de pirdmides e do prisma triangular.
Sao solidos seccionados em pirdmides triangulares nas formas que faremos na demonstra-
cdo dos teoremas sobre esse tema. E uma forma do estudante perceber concretamente
concreto aquelas implicagoes que serao trabalhadas. Nao sao tao dificeis de se obter esses

solidos em papelarias ou lojas de matérias didaticos.
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No mesmo sentido dessa atividade, a retomada do uso do GeoGebra e do SketchUp
no laboratorio de informatica é importantissimo. A compreensao das demonstracoes do
teoremas desse capitulo ficam bem mais facilitadas, na medida em que os estudantes po-
dem manipular, no GeoGebra, o vértice da piramide em um plano paralelo e verificar, mais
fortemente, as implicagoes resultantes desse fato. Podem também, manipular as pirami-
des e o prisma triangular em 3D e secciona-lo em piramides triangulares naquela forma

feita na demonstracao dos teoremas, verificando mais facilmente aquelas implicagoes.

7.2 A piramide

A piramide é o sélido formado pelo conjunto dos segemntos que tém extremidade
em um poligono convexo, contido num plano «a, e em um ponto V fora de a.

Um resultado importante relacionado em Lima et al. (2006, vol. 2) ¢ o de ter-se a
certeza de que o volume da piramide nao se altera quando se move o vértice dessa piramide
em um plano paralelo a base. Isso decorre da relagao de semelhanca, que trataremos com

mais detalhes no capitulo 10, onde os seguintes resultados se apresentam:

1. Um plano paralelo a base de uma piramide de altura H (figura 7.1), ao secciona-la

em uma altura h, produz nela uma se¢ao, onde:

a) A segdo e a base sdo figuras semelhantes e a razao de semelhanga é T

b) A razao entre as suas areas ¢ o quadrado da razao de semelhanca.

Figura 7.1: Pirdmides hexagonais semelhantes

2. Teorema: Duas piramides de mesma base e mesma altura tém mesmo volume.

Na figura 7.2 temos duas pirdmides de mesma base e mesma altura, em que um
plano paralelo a base e distando h dos vértices, produzem se¢oes S; e Ss nas duas

piramides.
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Figura 7.2: Pirdmides semelhantes

Sendo A a area da base das piramides e A; e Ay as areas das segoes S7 e Ss,

respectivamente, pelos argumentos de 1, temos que:
A R\ A
A \H) A

De onde se conclui que A; = A,. Pelo Principio de Cavalieri as duas piramides tém

o0 mesmo volume.

Esse fato de podermos mover o vértice de uma piramide em um plano paralelo sem
que seu volume se altere é a base para a demonstracao do item 3, seguinte.

. Teorema: O volume de uma piramide triangular é igual a um terco do produto da
area da base pela altura.

Demonstragao: Considere um prisma triangular cujas bases sao os triangulos ABC

e A'B'C’, decomposto em trés piramides, como mostra a figura 7.3.

Figura 7.3: Prisma triangular decomposto em trés pirdmides

Como o volume do prisma é produto da base pela altura, basta mostrar que o volume

de cada uma das piramides e igual ao da piramide ABC'B’. As trés pirAmides sao a

75



propria ABC' B, a piramide A’ B'C" A (com base congruente a base da primeira e com
mesma altura) e a piramide ACC'B’, cuja base ACC" é congruentes a base AA'C’
da segunda e cuja altura, a partir do vértice B’, e igual a altura da segunda piramide

AA'C'B’, a partir do mesmo vértice B’. Isto, por 2, conclui a demonstracao.

7.3 Volume de uma piramide qualquer

Com o teorema anterior podemos obter um resultado mais geral para volume de
piramide. O teorema a seguir estende esse resultado para uma piramide qualquer.
Teorema: O volume de uma pirdmide qualquer € igual a um terco do produto da drea da
base pela altura.

A justificativa dada em Lima et al. (2006, vol. 2) é de que uma pirdmide qualquer
pode ser dividida em piramides triangulares, onde a base dessa piramide ¢ dividida em
triangulos justapostos por meio de diagonais e definindo cada plano de divisao da piramide

por uma dessas diagonais da base e pelo vértice da piramide (figura 7.4).

Figura 7.4: Piramide dividida em pirdmides triangulares

Supondo que a piramide tenha altura h e a area da base A, foi dividida em n

triangulos de areas

Ala A27 ) An

Como o volume da piramide é a soma dos volumes das piramides triangulares, temos

que o volume é:

1 1 1
= —Ah+ —Ash+ ...+ -A,h
V 31+32+ +3

1
1

= -Ah
3
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Assim, fica estabelecido que o volume da piramide é igual a um terco do produto da

area da base pela altura.

1
‘/piramide = g Abase h

7.4 Volume do tronco de piramide

Um solido decorrente da piramide cujo o célculo de seu o volume também decorre
da férmula do volume da piramide é o tronco de pirdmide. A determinacao do seu volume
geralmente é apresentada como uma atividade para os estudantes, mas apresentamos
aqui como um item desse capitulo pois, como veremos, as nogoes de trigonometria que
poderiam ser usadas na demonstragao podem ser evitadas com o uso da relagao da razao
de semelhanca e area que trabalharemos com mais detalhes no capitulo 10, uma vez que
14 veremos todos os aspectos de semelhanca de figuras.

Considere o tronco de piramide de bases paralelas de altura h, area da base maior

Ap e area da base menor A,, conforme mostra a figura 7.5.

Figura 7.5: Tronco de piramide

O volume desse tronco sera dado pela diferenca dos volumes das pirdmides de base

maior e altura x pela de base menor e altura y. Assim,

1 1
V= gAB.I’ — gAb Yy
1
= g[AB Tr — Ab(SC — h)]
1
1
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Da razao de semelhanga de area, temos:

Logo
VAB . T
vV Ab N z—h
Dai

De (7.1), temos

PR

\/A_B_ \/_ \/A_B+\/_ \/— \/—+Ab]
—[(\/A_B+ VA /Ay + Ay
= g(\/AB.Ab + Ap+ A)

+Ab h]

Assim o volume do tronco de piramide de bases paralelas, com area da base maior Ag e

area de base menor A, e altura h é dado por:

h
= g(\/AB.AI, + Ap + Ap)

7.5 Atividades para piramides

Nesse momento do estudo um grande nimero de atividades ja podem ser propostas,
pois ja trabalhamos quase todos os poliedros classicos. Para o caso da piramide temos
muitos exercicios classificados como de fixacao dos conceitos ou exercicios de algoritmos
presentes nos varios livros didaticos, nos quais o estudante aplica e reforca os conceitos
vistos sobre o assunto. Sao exercicios que envolvem as nocoes de trigonometria relacio-
nando os varios itens (apotema, aresta lateral, aresta da base e altura) da piramide e do

poligono que forma a base. Aplica¢oes em situacoes do cotidiano estao mais relacionadas
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aos conceitos do tronco de piramide, pois a piramide nao é uma forma muito relacionada

nessas situagoes.

7.5.1 Atividade 20: Minicurso para construcao de piramides

Retomar os aspectos relativos a piramide trabalhados no Minicurso oferecidos pelo
alunos de Matemética da UFMT na parceria do projeto PIBID, como estamos fazendo ao
tratar de cada novo solido definido, é importantissimo. Nesse momento a planificagao e a
construcao de varias piramides pelo estudante ¢ uma atividade motivadora e propulsora
da aprendizagem significativa no aspecto da construcao concreta do referido poliedro. As
caracteristicas das piramides quando planificadas deixa claro as relagoes das areas laterais

e das bases dos seus respectivos poligonos formados.

7.5.2 Atividade 21: Transporte de entulho e exercicios diversos

A maioria dos livros didaticos traz bastante exercicios ditos de fixagao dos concei-
tos ou exercicios de algoritmos e até mesmo demonstragoes de alguns lemas relacionando
piramides. Sao exercicios faceis de serem encontrados nesses livros e no material do PROF-
MAT. Os exercicios que envolvem as nog¢oes de trigonometria nas relacoes dos vérios itens
da piramide (apotema, aresta lateral, aresta da base e altura) dependendo do poligono
que forma a base sao bons para a finalidade fixacao e refor¢o dos conceitos. Aplicagoes em
situacoes do cotidiano, como dissemos, estao mais relacionadas aos conceitos do tronco
de piramide, pois a piramide nao é uma forma muito relacionada nessas situagoes.

Relata-se um exercicio adaptado de Souza (2010) numa contextualizagdo com o

cotidiano.

1. Lucas contratou um servico de remocao de entulhos com cagambas estacionarias
durante uma reforma em sua casa. A quantidade de entulho gerado na reforma foi
transportada em quatro cagambas com forma e dimensoes (em cm) representadas
na figura 7.6. Quantos metros ctubicos de entulho, no méaximo, foram gerados na

reforma da casa de Lucas?
Resolugao:

Como a cagamba pode ser decomposta em duas partes com de paralelepipedo reto

retangulo e um tronco de piramide de bases paralelas, teremos o volume de uma
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260

180

Figura 7.6: Cag¢amba para transporte de entulho

cagamba dado por:

V;fotal = V;r)aral. + ‘/tronco

h
=a.b.c + g(\/AB.A,, + A+ A4)

100
= 20.170.260 + ——(v/(170.260) (120.180) + 170.260 + 120.180)

100

= 884000 + —~(v/954720000 + 44200 + 21600)
100

= 884000 + —(30898,5 + 65800)
100

= 884000 + —=(96698,5)

=4107283,3 cm®

=41 m?

Assim para as quatro cacambas transportardo no méaximo 16,4 m?
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Capitulo 8

Volume do cone

Da mesma forma como prisma se relaciona com cilindro, a piramide se relaciona
com cone, ou seja, um ¢ um caso particular do outro. E o cone cuja a base ¢ um circulo

é um caso bem particular de sua defini¢ao.

8.1 Definicao do cone

Em Lima (2006) ¢ dada a seguinte defini¢ao de cone:
Um cone C' é formado por uma figura plana F', base do cone, e da reuniao dos segmentos

que ligam cada ponto de F' a um ponto fora do plano base, chamado vértice do cone

(figura B.T])

Figura 8.1: Cone

Assim a piramide é um caso particular de cone, quando a base F' é um poligono.
O volume do cone segue, entao, o mesmo caminho das dedugoes feitas anteriormente
no calculo do volume de uma pirdmide. Considerando um cone com altura H e base de

area A contida em um plano horizontal ao lado de uma piramide de mesma altura e
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mesma area da base (figura 8.2).

Figura 8.2: Principio de Cavalieri para cone

Se um outro plano horizontal, distando A do vértice desses s6lidos secciona ambos

segundo uma figura de areas A; e A, entao:

Ou seja, A; = Ay. O principio de Cavalieri nos garante que os dois solidos tem o
mesmo volume, portanto, concluimos que o volume do cone ¢ igual a um tergo do produto
da area da base pela altura.

1
Vopir = A ase~h
P 3 b

8.2 Volume do tronco de cone

Como na piramide, tem-se o tronco de pirdmide como um sélido decorrente de sua
defini¢cao, da mesma forma temos como decorréncia do cone, o tronco de cone. Assim como
relatamos no capitulo 7, a determinagao do volume desse s6lido geralmente é apresentada
como uma atividade para os estudantes, mas apresento aqui como um item desse capitulo
pois, como veremos, as noc¢oes de trigonometria que poderiam ser usadas na demonstracao,
podem ser evitadas com o uso da relagao da razao de semelhanca e drea que trabalharemos
com mais detalhes no capitulo 10, uma vez que 14 veremos todos os aspectos de semelhanca
de figuras.

Considere o tronco de cone de bases paralelas de altura h e area da base maior Apg
e area da base menor Ay, conforme mostra a figura 8.3.

O volume desse tronco segue o mesmo caminho do tragado no célculo do tronco de
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Figura 8.3: Tronco de cone

piramide, onde a diferenga dos volumes dos cones de base maior e altura x pela de base
menor e altura y pelas as dedugoes feitas 14, concluimos que o volume do tronco de cone

de base paralelas é dado por:

h,
V:§< AB.Ab—f-AB—f-Ab)

No caso das bases serem circulos de raio maior R e raio menor r, teremos:

h
V = g(\/ AB'Ab + AB -+ Ab)
h
= g(\/ TR2.7r2 + nR? + nr?)
h
= g[er + (R +r?)]
mh

= ?(Rr + R* +1?)

Assim, o volume do tronco de cone circular de bases paralelas, com raios da base

maior R e raio da base menor r e altura h é dado por:

h
V= (Br 4 B4 17)

8.3 Atividades para cones

No caso do cone e tronco de cone temos varias aplicacoes no cotidiano, pois suas

formas sao largamente encontradas nas formas de diversos objetos no dia a dia: nos copos
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descartaveis e de diversos recipientes, em funis, nos cones utilizados nas demarcagoes nas

estradas, etc.

8.3.1 Atividade 22: Minicurso, GoeGebra e SketchUp

Como estamos fazendo ao tratar de cada novo sélido definido, poderemos retomar os
aspectos relativos ao cone, trabalhados no Minicurso oferecidos pelo alunos de Matematica
da UFMT na parceria do projeto PIBID. Nesse momento do estudo a planificacao e
a construcao desse solido fard o estudante perceber as relacoes entre areas e volumes
envolvidas nos itens caracteristicos do cone: geratriz, altura, raio da base e setor circular.

No laboratorio de informatica poderemos retomar o uso dos programas GoeGebra,
SketchUp e Geometry 2.0. No GeoGebra, podemos construir e manipular, sobre varios
aspectos, os diversos cones. E no SkechUp da Google, modelar ambientes virtuais em 3D
usando os diversos solidos ja trabalhados. Sao oportunidades para o estudante vencer a
dificuldade que, &s vezes, tem na percepcao desses solidos no espago. No programa Geo-
metry, os estudantes podem calcular o volume dos cones e tronco de cones apresentados

no programa verificando os resultados dos célculos feitos em sala.

8.3.2 Atividade 23: Serrando um cone de madeira

Uma atividade que cumpre perfeitamente o aspecto do trabalho com material con-
creto, ressaltado nos topicos de uma aprendizagem significativa, é trabalhar com cones de
madeira em que os estudantes podem serra-los de forma a obter tronco de cones e assim

aplicar os conceitos trabalhados em sala, tais como:

e confirmar os volumes do cone original baseando-se nos volumes do cone e do tronco

de cone obtidos, usando as féormulas dos respectivos solidos.

e calcular a massa de cada peca obtida, usando a relacao de semelhanca e volume dos

solidos obtidos.

E uma 6tima experiéncia e certamente contara com a motivacgao que buscamos nos

estudantes para uma aprendizagem dita mais significativa.
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8.3.3 Atividade 24: Exercicios e aplicacoes diversas

Para o caso de cone e tronco de cone temos muitas aplicagdes dos conceitos, nao sé
em exercicios classificados como de fixagao ou exercicios de algoritmos, em que o estu-
dante reforga esses conceitos. Os livros didaticos, nesse ponto, trazem bastante aplicagoes
em situagoes do cotidiano. Sao diversas aplicagoes no dia a dia, as vezes em simples con-
textualizacoes para os exercicios usuais envolvendo, no entanto, nogoes de trigonometria
na obtencao dos dados e muitas vezes em situacoes cotidianas em que o estudante pode
realmente aplicar os conceitos vistos.

Tivemos algumas atividades nesse trabalho onde aplicamos as féormulas para o cal-
culo de volume do tronco de cone, como no caso da atividade 28, calculando o volume dos
copos de refrigerante para uma andlise do volume indicado nos rétulos. No item 11.1 do
capitulo 11, no calculo do volume dos paineis tivemos uma figura na forma do tronco de
cone. Apresentamos, entao, apenas mais um problema em que o contexto com o concreto

é vivenciado.
1. Um cone é feito com um semicirculo de papel de 12 cm de raio, onde serao juntados
os extremos do diametro AB. Qual o volume desse cone?
Solugao:

Uma figura representativa dessa situagao ajudara no esquema de resolugao desse

problema (figura 8.4).

12

Figura 8.4: Cone de papel

Como o perimetro do circulo é 27 R, o perimetro do semicirculo serd 7R. Quando
juntamos os pontos A e B do papel, o semicirculo de raio 12 cm transforma-se em

uma circunferéncia completa de raio r, Temos entao:

w.12 = 27r
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logo

r=6 com

O cone de papel tem, na base, uma circunferéncia de centro C' e raio r. Assim a

altura do cone, aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo OCA, sera:

122 = 62 + h?
144 = 36 + h?
h? =108

h=+v108 ~ 10,4 cm
Como o volume do cone é dado por:

1
V = g?TTh

1
= g(3,14)62(10,4)

=3915 cm?

Concluimos, entao, com semicirculo de papel de 12 cm de raio formaremos um cone

de, aproximadamente, 391,5 cm?.
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Capitulo 9

Volume da esfera

O volume da esfera também serd obtido pela aplicagao do Principio de Cavalieri.
Consideramos que esse procedimento na determinagao desse volume, juntamente com os
da piramide, sejam uma espécie de consagracao desse Principio no Ensino Médio. De
outra forma seria muito dificil uma justificativa que obedecesse o rigor matemético para
esses volumes sem recorrer ao Célculo Integral. O que, se adotado, dificultaria bastante a
compreensao pela sua linguagem bastante rigorosa para essa fase do ensino. O caminho
adotado nesse trabalho é de razoavel compreensao para esses estudantes, uma vez que
ja sabem calcular os volumes dos solidos envolvidos nas demonstracoes e das nocgoes de

trigonometria requeridas.

9.1 A esfera

A defini¢do e teorema sobre esfera dada em Lima et al. (2006, vol. 2) sdo os
seguintes:

Definicao: A esfera de centro num ponto O e raio R é o conjunto dos pontos do espaco
cuja distancia ao ponto O é menor do que ou igual a R.
Teorema: O volume da esfera de raio R é igual a %’NR?’.

Para demonstragao interpretada de Lima et al. (2006, vol. 2), deve-se imaginar
um certo soélido de volume conhecido tal que, se¢oes produzidas por planos horizontais
na esfera e nesse solido tenham mesma area. Considerando, entao, uma esfera de raio R,
uma secao dista h do centro é um circulo de drea 7(R* — h?). Mas esta também é a &rea

de uma coroa circular limitada por uma circunferéncia de raios R e h.
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Considerando, entao, uma esfera de raio R apoiada em um mesmo plano horizontal, e
ao lado, um cilindro equilatero de raio R com base também sobre esse plano. Do cilindro,
vamos subtrair dois cones iguais, cada um deles com base em uma base do cilindro e

vértices coincidentes no centro do cilindro (figura 9.1).

2R \’(

Figura 9.1: Clépsidra e esfera

Este solido C' (clépsidra) é tal que, qualquer plano horizontal distando h do centro
(ou do centro da esfera que é o mesmo), produz uma se¢ao que é uma coroa circular cujo
raio externo é R e cujo raio interno é h. Logo, o volume da esfera ¢ igual ao de C.

O volume de C' é o volume do cilindro de raio R e altura 2R subtraido de dois cones
de raio R e altura R. Isso da:

1 4
TR*2R — 2§7TR2R = §7TR3

que, pelo Principio de Cavalieri, é o volume da esfera.

4
‘/esfera = §7R3

9.2 Volume do segmento esférico de uma base

Da mesma forma como no tronco de cone que decorre do cone, um sélido chamado
segmento esférico de uma base, decorre da esfera cujo o caminho para se obter o seu volume
também segue o mesmo raciocinio para o volume da esfera. E um solido formado por uma
das partes que se obtém quando cortamos a esfera por plano. Esse solido, erroneamente,

as vezes, é chamado de calota. Mas calota se refere somente & superficie desse solido.
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O volume do segmento esférico de uma base é obtido da mesma forma como fizemos
para o volume da esfera, onde consideramos num mesmo plano a esfera de raio R e a
clépsidra obtida do cilindro equilatero de altura 2R, com a diferenca que consideramos
apenas o solido C' formado na clépsidra, a uma distancia x do centro da esfera com se¢ao
produzidas pelo plano horizontal e a altura h desse plano, agora, é a distancia dessa se¢ao

ao plano da base (figura 9.2).

Figura 9.2: Clépsidra e segmento esférico de uma base

O volume do segmento esférico de uma base é igual ao volume do sélido C' dado
pelo volume do cilindro de raio R e altura h subtraido de um tronco de cone de raio da

base menor x e raio base maior R e altura h. Assim o volume do s6lido C sera:
2 Th, o 2
Ve=7R h—?(R +2° + Rx)

Como, x = R — h, fazendo as substitui¢oes teremos:

2
Vo= T (3R~ )

que, pelo Principio de Cavalieri, é o volume do segmento esférico de uma base.

wh?
Viegesf. = T(3R —h)

9.3 Atividades para esfera

Nesse momento do estudo ja se pode propor atividades relacionadas a todos os

solidos vistos e, assim, a gama de atividades propostas nao sofre as restrigoes que, as vezes,
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se tinha quando nos deparavamos com problemas bons, mas que envolviam conceitos de
alguns solidos que nao ainda nao tinhamos vistos. As vezes temos varios exemplos de
problemas de volumes de objetos compostos de varios outros solidos nos quais precisamos
decompo-los para resolvé-los. Assim, tendo ja conhecido as féormulas de todos eles, esses
tipos de exercicios ja podem ser propostos.

Considera-se que alguns exercicios recomendados no material do Curso de Mestrado
do PROFMAT para o calculo de volume, tém o carater de uma aprendizagem significativa,
pois alguns envolvem também outros conceitos matemaéticos, como porcentagem, angu-
los, proporcoes e exigem, em muitos casos, desenhos esquemaéticos do problema ou dos
resultados obtidos, tornando-os componentes dessa aprendizagem significativa e critica.

Os exercicios usuais dos livros didaticos relacionados ao calculo de volume também
cumprem o carater de serem exercicios de reconhecimento e de algoritmos em que o
estudante lembre, aplique e reforce os conceitos vistos. E isso também é importante
na aprendizagem. Sao varios exercicios e de facil acesso a qualquer professor, por isso
relatamos apenas um problema na atividade 27 onde envolveu o volume de esfera em uma
aplicagao contextualizada de uma situacao pratica, defendida nesse trabalho como parte
de uma aprendizagem significativa e no qual, em sua resolucao, retomamos as etapas de

resolucao de problemas esquematizadas por Polya (1995).

9.3.1 Atividade 25: GeoGebra, SketchUp e Geometry 2.0

Novamente o uso do GeoGebra e do SketchUp no laboratoério de informética é uma
atividade para que os estudantes possam superarem as dificuldades de visualizacao desses
sOlidos no espaco. Podemos rever ou até mesmos refazer o esquema que utilizamos na
determinacao do volume da esfera e do segmento esférico onde o acompanhamento fica
bem mais facilitado com a dinamica da manipulacao permitida por esses softwares. O
estudante pode visualizar melhor os cortes feitos na esfera e na clépsidra. Nesse momento
do estudo ja podemos trabalhar com todos os sélidos vistos, criando uma dinamica de
construgao e manipulagao desses sélidos em 3D, nos mais variados aspectos. Sera uma
atividade revisora dos conceitos e caracteristicas de todos esses solidos estudados.

No Geometry 2.0 poderemos rever todos os calculos feitos no curso e confirmar os

resultados.

90



9.3.2 Atividade 26: Problema do peso da esferas macicas na caixa

Utilizando o esquema de resolugdo de problema proposto por Polya (1995), vamos

resolver o seguinte problema apresentado em Schoenfeld (1985):

1. Um fabricante produz bolas macicas em dois tamanhos, mas dispoe de um tnico
modelo de caixa para transporta-las. Felizmente, essa caixa acondiciona perfeita-
mente uma bola grande, ou 216 pequenas. Sabendo que, independentemente do

tamanho, as bolas sao feitas do mesmo material, qual a caixa que pesara mais?
Solucgao:
Compreensao

Qual a incognita? Qual das caixas pesard mais, a que contém as bolas pequenas ou

a bola grande?

Quais sao os dados? Tem-se informacao de que uma bola grande é acondicionada
perfeitamente dentro de uma caixa; noutra caixa, do mesmo tamanho, cabem 216

bolas pequenas e todas as bolas sao macicas e feitas do mesmo material.

Adotando uma notagao adequada, qual letra representard a incognita e os dados?
A para aresta das caixas, R para o raio da esfera maior e r para o raio das esferas

menores.
Plano

Num desenho representativo do problema encontra-se mais facilmente a ligacao entre
os dados e a incognita. Observa-se a distribuicao das bolas pequenas no interior de

uma das caixas e concluiu-se que:

o A=2R=2(6r);

e a caixa grande pode ser dividida em 216 caixas pequenas, cada uma acondici-

onando perfeitamente uma bola pequena.

Figura 9.3: Esferas maci¢as na caixa

91



Percebe-se que existem pelo menos trés maneiras distintas de solucioné-lo:

a)

utilizando-se proporgoes (fazendo a comparacdo entre o volume das esferas e

suas respectivas caixas);

calculando-se o volume das esferas grande e pequena (aplicando as formulas do

célculo do volume);

por semelhanga (que veremos com mais detalhe no capitulo 10 e, que entao,

deixaremos para resolver dessa maneira nesse capitulo).

Execucao

2)

solugao: utilizando proporcoes.

Imaginando-se cada bolinha inscrita em uma caixinha, nota-se que a caixa
grande fica dividida em 216 caixinhas imaginarias do mesmo tamanho. Como
a razao entre o volume da esfera (bola) grande e o volume da caixa ctbica é a
mesma que a razao entre o volume da esfera pequena e o volume da caixinha

cuibica imaginaria, tem-se:

‘/;sf.grande o Vvesf.pequena . 216 Vvesf.pequena o 2 16‘/;5f.pequena
‘/caia:a grande ‘/caixa pequena 216 ‘/caixa pequena chaia:a grande
portanto,

‘/esf.grande _ 2 16‘/esf.pequena

‘/caixa grande ‘/caixa grande
dai,

‘/esf.grande =2 16‘/;sf.pequena

Assim, conclui-se que, como todas a bolas sao feitas do mesmo material e
possuem o mesmo volume, entao as caixas terao o mesmo peso.
solucao: usando féormulas.

Aplicando-se a férmula do volume da esfera calcula-se o volume das esferas

grande e pequenas, resultando que:

4 4 4
TR = §7T(67’)3 - 216§7Tr3 = 216Ves s pequena

‘/esf.grande = 3

Como todas as bolas sao feitas do mesmo material e possuem o mesmo volume,
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entao as caixas terao o mesmo peso.

Revisao ou retrospecto

Pode-se verificar o resultado construindo bolas dos dois tamanhos, com material
concreto, constatando com isso que a conclusao que se obteve é verdadeira. Podemos
rever todas os argumentos e as manipulagoes algébricas feitas e verificar se houve

algum erro.

Nesta etapa pode-se indagar se é possivel utilizar o resultado, ou o método, para
resolver algum outro problema analogo, quando se fazem altera¢des no enunciado
do problema, como por exemplo, se as bolas fossem ocas de uma espessura z, qual

caixa seria mais pesada?
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Capitulo 10

Razao de semelhanca

Semelhanca de figuras é um assunto importantissimo na Geometria Espacial. E uma
das bases para conceituacao de areas e volumes e é consequéncia da proporcionalidade da
area de uma figura e do volume do sélido com relagao a cada uma de suas dimensoes.

A nocao de semelhanca de figuras corresponde & ideia de mudanca de escala, ou
seja, ampliacao ou redugao onde alteramos o tamanho da figura mantendo suas propor-
coes. E um assunto riquissimo em aplicacoes e curiosidades no cotidiano. Pela razdo de
semelhanca que temos, por exemplo, a perfeita harmonia das propor¢oes encontradas em
certos objetos quando comparados com suas réplicas em miniatura, na harmonia entre as
dimensoes e as areas, volumes e, as vezes, nos pregos de alguns produtos que compramos
em diferentes embalagens (grande , média e pequena). Essa, alids, € uma 6tima aplicagao
dessa nocao de semelhanca. pois podemos verificar se o preco cobrado por um produto é
realmente proporcional ao seu volume com relagao a cada embalagem apresentada.

Semelhanga é um conceito largamente aplicado pelas empresas na fabricagao dos
seus produtos, em varias situacoes: na apresentagao estética, no aproveitamento de mate-
riais e nas relacgoes prego e volume das embalagens. Em todas essas aplicagoes necessitam,
obviamente, do conhecimento matematico da razao de semelhanca. E também uma no-
¢ao base nos estudos com maquetes de prédios, de pontes, de navios e de outras obras da
engenharia. Nesses estudos, precisam avaliar o desempenho da construcao, criando situa-
¢oOes, nas maquetes, que se refletirao proporcionalmente em sua representagao em tamanho
real. O sucesso nesses estudos de comportamento depende fortemente dos conhecimentos
matemaéticos de razao de semelhanca.

Esses exemplos, alids, sao 6timas oportunidades de explorarmos as relacoes da ra-
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zao de semelhanca nos volumes dos solido, em aplicagoes praticas. Véarias aplicagoes do
cotidiano e varios problemas exigem o conhecimento de proporcionalidade para sua suas

corretas justificativas.

Figura 10.1: Produtos semelhantes

Por conta da nao linearidade da razao de semelhanca entre areas e volumes dos
solidos (é, respectivamente, o quadrado e o cubo da razao de semelhanga dos lados,
como veremos), temos consequéncias que se mostram interessantes e curiosas em varias
situagoes vivenciadas no cotidiano dos estudantes. Por exemplo, a possibilidade ou nao
da vida real de personagens de varios filmes de ficcao: gigantes, dinossauros, monstros,
maquinas e construcoes gigantescas. E também uma 6tima oportunidade a ser explorada

como aplicagao desse conceito de semelhanca no dia a dia.

Figura 10.2: Miniatura e monstro em ficgio

Podemos propor varias situagoes e problemas nos quais esse conceito possa ser explo-
rado envolvendo também varios outros conceitos matematicos: porcentagens, proporgoes
em ampliagoes ou redugoes de figuras; conceitos de outras disciplinas, como em Fisica na
relacao peso-poténcia dos motores, quando alteramos, proporcionalmente, o tamanho de
carro ou barco. Essa nogao de semelhanca pode ser explorada até mesmo na determinacao

da area da circunferéncia e no volume do circulo, pois dois circulos quaisquer, assim como
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dois quadrados, dois tridngulos equilateros etc, sao sempre semelhantes. Enfim o conceito

de semelhanca é um assunto importantissimo da Geometria.

10.1 Figuras semelhantes

Tem-se varios exemplos de objetos semelhantes: dois quadrados, duas circunferén-
cias, dois cubos, duas esferas etc (objetos matematicos), miniaturas e maquetes, quando
comparadas com suas respectivas representacoes em escala real. Enfim, temos semelhanca
sempre que encontramos dois objetos em que um seja uma ampliacao ou reducao de outro.
Essa, alids, ¢ a ideia natural correspondente a nocao de semelhanca.

A defini¢ao de semelhanca interpretada de Lima et al. (2010) é a seguinte:
Definicao: Sejam as figuras F' e 7, do plano ou do espaco, e r um nimero real positivo.
Diz-se que I e F’' sao semelhantes, com razao de semelhanca r, quando existe uma
correspondéncia biunivoca 6 : ' — F’, que associa a cada ponto I de uma um ponto
F' da outra, tais que:

Se X, Y sdo pontos quaisquer de F'e X' = 0(X), Y’ = 6(Y) sdo seus correspondentes

em F' entao

XY =r. XY

A correspondéncia biunivoca 6 : F — F’  com esta propriedade de multiplicar as
distancias pelo fator constante r, chama-se uma semelhanca de razao r entre F' e F’. Se
X' =0(X), diz-se que os pontos X e X' sao homdlogos.

Tem-se que:

1. Toda figura é semelhante a si propria, pois a funcao identidade 6 : ' — F’ é uma

semelhanca de razao 1, chamada isometria e diz-se que F e I’ sao congruentes.
) / ~ ~ v, U
2. Se F & semelhante a F”’ de razao r entao F' é semelhante a F' com razao — (inversa).

r

3. Se F é semelhante a F’ com razao r e F’ é semelhante a F” com razao r’ entao F

é semelhante a F” com razao r. r' (transitividade).
Descreve-se as propriedades de semelhanga interpretadas de Lima (2006):
1. Toda semelhanga transforma pontos colineares em pontos colineares.
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2. Uma semelhanca 0 : F' — I, de razao r, transforma:

a) Todo segmento de reta contido em F num segmento de reta contido em F.
b) Um circulo de raio a contido em F num circulo de raio r.a contido em F".
c¢) Pontos interiores a F' em pontos interiores a F".

d) Pontos de contorno de F' em pontos de contorno de F'.

e) Vértices de F' em vértices de F' (se F' e F' forem poligonos).

10.2 Homotetia

Um tipo de semelhanca particular é homotetia, onde cada figura de um plano II
(ou de um espago E) é transformada em outra que emana da primeira de acordo com a
defini¢ao a seguir interpretada de Lima (2006).
Definigao: Homotetia de centro O e razao r é a fun¢ao 6 : II — Il (ou § : £ — F)

definida do seguinte modo:
1. 0(0)=0

2. Para todo ponto X # O, §(X) = X' é o ponto da semirreta OX tal que:

XY =r XY

Toda homotetia é uma correspondéncia biunivoca, cuja a inversa é a homotetia de
mesmo centro O e razao —.
r

Duas figuras F' e F’ chama-se homotéticas quando existe uma homotetia 6 tal que

O(F)=F'
Se § : F — F’ ¢ uma semelhanca que transforma o segmento AB, contido em F,
no segmento A’'B’, contido em F’, estes segmentos se dizem homdlogos.

Algumas propriedades de homotetia:

1. Toda homotetia é uma semelhanca que transforma qualquer reta em si propria ou

numa reta paralela.

2. Toda paralela a um lado de um triangulo determina um triangulo parcial semelhante

ao total.
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Figura 10.3: Homotetia

A

X ¥

Figura 10.4: Homotetia no triangulo parcial e total

3. (Semelhanga de tridngulos) Dois triangulos semelhantes tém é&ngulos iguais e

lados homologos proporcionais.

4. (Semelhanga no Circulo) Dois circulos quaisquer sao figuras semelhantes e a

razao de semelhanca é a razao entre seus raios.

Figura 10.5: Homotetia no circulo

o<

10.3 Razao de semelhanca e area

Esse é o ponto objetivado nesse capitulo, do qual ressaltamos sua importancia nos
aspectos da aplicabilidade e curiosidades descritas no inicio deste capitulo. Juntamente
com a relagao da razao de semelhanca e volume, que detalharemos mais adiante, podemos
explorar essas relagoes.

A relagao da razao de semelhanca e area resulta imediatamente da formula da area
do retangulo do qual se obteve a area de um poligono qualquer e deste se chegou a area
de uma figura pela definicao dada por aproximagoes da area de poligonos nela inscritos,
seguindo os procedimento descrito capitulo 3. Portanto é suficiente obtermos a relagao de

semelhanca e area de figuras semelhantes quaisquer a partir da area do retangulo.

98



Seja entao o retangulo B(x,y) de base x e altura y de drea A(B) = xy. Se multiplicarmos
a base e a altura do retdngulo pelo mesmo ndimero positivo r (razao de semelhanga)
teremos o retangulo semelhante B'(rxz, ry) cuja drea A(B') = r’zy, que fica multiplicado

por r* (figura 10.6).
A razao entre as areas de figuras semelhantes e o quadrado da razao de seme-

lhanga.

Figura 10.6: Retdngulos semelhantes

10.4 Razao de semelhanca e volume

O mesmo comentério acima é analogo na sua versao tridimensional para soélidos,
onde a relacao entre semelhanca e volume também resulta imediatamente da féormula
para o volume do paralelepipedo (bloco retangular) do qual se obteve o volume de s6lido
qualquer pelo definicao dada pela aproximacao do volume do poliedro retangular nele
contido, seguindo os procedimentos descritos no capitulo 3. Portanto é suficiente obtermos
a relacao de semelhanca e volume de sélidos semelhantes quaisquer a partir do bloco
retangular.

Seja P (x, y, z) um bloco retangular de dimensées x, y e z cujo volume ¢ V(P) = xyz. Se
multiplicarmos suas dimensoes por um nimero positivo r (razao de semelhanga) teremos
o bloco retangular P’(rx, ry, 1z) cujo Volume V(P') = r* xyz, que fica multiplicado por

r? (figura 10.7).

A razao entre os volumes de solidos semelhantes é o cubo da razao de seme-

lhanca.

Esse ¢ um resultado muito importante no aspecto da aplicabilidade e curiosidades
descritas no inicio deste capitulo. Juntamente com a relacao da razao de semelhanca e

areas, podemos explord-la em varias situagoes do cotidiano. Daremos alguns exemplos
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Figura 10.7: Solidos semelhantes

dessa aplicabilidade.

10.5 Atividades para razao de semelhanca

Para explorar essas relagoes da razao de semelhancga com a areas e volumes do objetos
semelhantes podemos usar produtos fartamente encontrados no supermercado em que suas
embalagens, as vezes de forma intencional dos fabricantes, apresentam uma semelhanca.
Podemos, entao, verificar se essas relagoes entre semelhanca e area e ou volumes do
produtos se verificam. E uma 6tima oportunidade para explorarmos as férmulas para o
calculo de areas e volumes das formas dos solidos encontradas nesses produtos. Podemos
comparar esses resultados, pelo menos para o caso do volume, uma vez que nas embalagens

desses vem especificado o volume liquido do produto contido.

10.5.1 Atividade 27: Analise do volume nos copos de refrigerante

Um exercicio pratico, proprio para essa relagao de semelhanca:

1. Dois copos com refrigerante, cujas embalagens sao sélidos semelhantes, indicam nos
rotulos volumes liquidos de 700 ml no maior e de 300 ml no menor conforme a
figura 10.8. Tomando alguma medida, em centimetros, em uma das embalagens e
comprando com sua medida homologa na outra, compare os volumes com a razao

de semelhanca entre as embalagens.
Solugao:

Como os copos tém a forma de um tronco de cilindro, para o calculo do volume

temos a férmula dada por:
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8.5

{700 mi)
298 cal

{300 mi)
128 cal

106 14,4

Figura 10.8: Copos semelhantes

h
V= (R 417+ Rr)

Para o célculo do volume do copo menor temos, R = 3,5 cm, r = 25 cm e

h =10,6 cm. Logo:

~ (10,6)(3,14)
V= T

= 11,09(12,25 4 6,25 + 8,75)

[(3,5)% 4 (2,5)* + 3,5 + 2,5]

= 11,09(27,25)
=302,20 cm?

= 302,20 mi (10.1)

Para o calculo do volume do copo maior temos, R = 4,2 cm,r =3 cmeh =

12,8 cm. Logo:
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y_ (128)(3.14)

[(4,2)% + (3)* + 4,2 + 3]
= 15,07(22,09 + 11,56 + 15,98)

= 15,07(49,63)

=7479 cm?

= 7479 mi (10.2)

Como a razao entre os volumes de sélidos semelhantes é o cubo da razao de seme-

lhanca, podemos fazer algumas comparagoes.

Razao de semelhanca k, tomando as alturas:

ot e
102

Cubo da razao de semelhanca r* = 2,51

Volume do copo maior pela razao de semelhanca, considerando o rétulo nas emba-

lagens:

Vmaior = 2a5lvmenor
— 2,51(300)

=753 ml

Volume do copo maior pela razao de semelhanca, considerando os calculos geomé-

tricos:

Vmaior - 2751vmenor
— 2,51(302,2)

=758,5 ml
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Temos uma diferenca nos volumes que pode ser analisada nos seguintes aspectos:

a) A semelhanca dos copos nao obedece a razao de semelhanga em todas as di-

mensoes;

b) Por uma aproximagcao errada nas medigoes, considerando os copos realmente

semelhantes;

¢) O volume informado no rétulo considera somente o liquido, o qual nao ocupa

completamente o copo (que é o mais provavel);

d) Por ma fé da empresa, que é bastante comum nesses casos.

10.5.2 Atividade 28: Comparagao entre volumes de recipientes

semelhantes

Varios outros exemplos, como no modelo anterior, podem ser explorados das mais
diversas maneiras, analisando os resultados como feito anteriormente, inclusive usando
porcentagem nas relagoes entre os volumes encontrados nos produtos com as embalagens
semelhantes. Sao atividades praticas onde o aluno desenvolve os conceitos matematicos
vistos sobre volume, areas, porcentagens e outros, como a relagao do preco do produto
com a respectiva proporcionalidade nos volumes. Na analise dos resultados encontrados
pode ser explorado o carater critico que leva em conta a honestidade das empresas, pois
como vimos quase sempre tem uma diferenga entre os volumes informados nas embalagens
quando comprado com a real propor¢ao da razao de semelhanca.

Exemplos simples de comparacao dos volumes dos produtos semelhantes encontrados
nos supermercados, sem ter que necessariamente calcula-los, podem ser trabalhados, pois
basta aplicar somente a relagao de semelhanca e volume em uma medida qualquer de suas

dimensoes homologas. Veremos um exemplo desse procedimento.

1. Verificar quantas vezes o volume do recipiente maior comporta o volume dos recipi-
entes menores, sabendo que sao semelhantes e de diametros 20 ¢m, 12 cm e 9 cm,
respectivamente (figura 10.9)7?

Solugao:

20
Razao de semelhanca entre o maior e médio: k = T 1,66
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Figura 10.9: Recipientes semelhantes

Q

Logo, a razdo de semelhanca entre os volumes do maior e do médio: k* = (1,66)*

4,57 vezes

20
Razao de semelhanga entre o maior e menor: k£ = 9= 2,22

Q

Logo, a razao de semelhanca entre os volumes do maior e do menor: k* = (2,22)*

10,9 vezes

Podemos, nesse caso, comprovar os resultados fazendo a transposicao do liquido dos

recipientes menores para o maior e verificar se de fato essas sao as relagoes.

Na atividade 26, do peso da esfera macica na caixa do capitulo 9, deixamos para
) )
que resolvéssemos a terceira opc¢ao de solugao aqui nesse capitulo quando faldssemos

de razao de semelhanga. Voltando entao ao problema:

Um fabricante produz bolas macicas em dois tamanhos, mas dispoe de um tnico
modelo de caixa para transporta-las. Felizmente, essa caixa acondiciona perfeita-
mente uma bola grande, ou 216 pequenas. Sabendo que, independentemente do
tamanho, as bolas sao feitas do mesmo material, qual a caixa de bolas que pesara

mais?
Solugao:

Como as esferas sao sempre semelhantes, e no desenho representativo do problema

(figura 10.10) percebe-se que a relagao entre os raios ¢ R = 6r, temos entao:

Figura 10.10: Esferas macicas na caiza
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Razao de semelhanca: k = E =—=50
r r

Logo, a razdo de semelhanca entre os volumes: k% = 6% = 216
Dai,

‘/esf.grande = 216~‘/;sf.pequena

Como todas a bolas sao feitas do mesmo material e possuem o mesmo volume, entao

as caixas terao o mesmo peso.

10.5.3 Atividade 29: Relacao peso-poténcia

Esse procedimento na atividade anterior é rico em aplicacoes do mesmo modelo e
em anélise de situacdes curiosas de semelhanca. E um procedimento simples, pois nao
exige o célculo de volume por féormulas as vezes complicadas, pois basta que os objetos
em analise sejam semelhantes e, entao, obtendo medidas homoélogas temos a razao de
semelhanca entre os objetos e, assim, poderemos obter a relagao entre seus volumes ou
obter o volume de um, conhecendo o do outro. Podemos também relacionar essa relagao de
semelhanca a massa ou peso dos objetos semelhantes quando esses forem constituidos de
mesmo material, pois a relagao de densidade tera a mesma razao de semelhanca do volume,
enriquecendo mais ainda os exemplos de aplicacao desse procedimento, pois poderemos,
entao, considerar a relagao de peso e poténcia de motores de um veiculo e assim avaliarmos
o desempenho quando alteramos proporcionalmente essa relacao. Enfim, sao varias as
situacoes onde esse procedimento pode ser aplicado.

Apresenta-se a seguir um exemplo dessa relagao peso-poténcia.

1. Uma caminhonete com uma carroceria de 1,5 m de comprimento, tem um motor
que desenvolve uma poténcia de 120 hp. Foram feitas modificagoes em sua estrutura
aumentando sua carroceria proporcionalmente, ficando com 2 m. Desejando manter

seu desempenho, qual seré a poténcia de um novo motor?
Solucao: Razao de semelhanca k = 15 = 1,33

Assim, a razdo de semelhanca entre o peso k* = (1,33)% = 2,35

Logo o novo motor terd que desenvolver um poténcia p = 120.2,35 = 282hp
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Ou seja um aumento de 33% no tamanho da carroceria corresponde a um aumento

125% na poténcia do motor.

10.5.4 Atividade 30: Relacao altura-peso

Um curioso exemplo desse procedimento é a relacao de semelhanca e massa também
se aplicar a pessoa aproximadamente semelhantes como pai e filho. Obtém-se obtem

resultados muito proximos do real.

1. Um pai que tenha o dobro da altura do filho (razao de semelhanga k = 2) tera oito
vezes o peso dele (cubo da razdo de semelhanca k&* = 8). Ou num exemplo mais
préatico, se o pai tem uma altura de 1,8 m e pesa 70 kg, quanto sera o peso do filho,
em condi¢oes normais de crescimento, quando tiver 1,4 m?

Solucao:

1,4
Razao de semelhanca k = 1_’8 =08
Assim, a razdo de semelhanca entre o peso k* = (0,8)° ~ 0,51

Logo o peso do filho com 1,4 m de altura sera p = 70.(0,51) ~ 36kg

10.5.5 Atividade 31: Realidade da ficcao

Varias outras situagoes nesse modelo podem ser exploradas e que certamente des-
pertara interesse dos alunos por serem situagoes curiosas e as vezes surpreendentes, como

no exemplo a seguir.

1. Discutir a possibilidade da existéncia de gigantes nos filmes de fic¢ao, como "King
Kong"ou nos desenhos animados, como "Joao e o pé de feijao", considerando as
proporgoes nas relacoes de semelhanca e area e semelanca e volume. Por exemplo,
considerando um gigante com 15 metros de altura semelhante a uma pessoa de 1,8

m e de 70 kg.

Discussao:

Razao de semelhanga entre as alturas £ = 8,33
Cubo da razao de semelhanca k* ~ 578

Logo, seu peso tera de ser p = 578.70 ~ 40 toneladas
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e Assim, se o gigante for constituido das mesmas substancia de um ser humano,
sua estrutura Ossea nao suportaria tal peso, pois a area da secgao transversal
do osso da perna aumentaria no quadrado da razio de semelhanca k? =~ 70 (ou
seja, sua estrutura 6ssea aumenta 70 vezes mais seu peso aumenta 578 vezes,

o que fica totalmente desproporcional, contrariando a fisica da engenharia).

e Essa despropor¢ao no aumento da area com o aumento do volume também
se verificaria no que o gigante teria que comer para se manter vivo. Seu seu
peso aumentou 578 vezes mas o seu estomago aumentou sua area em apenas
70 vezes, sendo, nessas proporgoes, impossivel a absor¢ao de comida necessaria

para manté-lo vivo.

e Poderia existir um gigante com medidas dentro do razoavel relacionado aos
calculos que foram feitos e as observagoes fisicas que a sustentam. Por exem-
plo, um gigante semelhante aos seres humanos é razoavel até 5m de altura.
Para outras criaturas como elefantes e até mesmo dinossauros, seu peso é su-
portavel por sua estrutura 6ssea por ter uma forma diferente do ser humano
onde seu centro de massa e outras caracteristicas fisicas sao proporcionalmente

distribuidas ao longo de suas diferentes formas.

10.5.6 Atividade 32: O problema das luas

Um exemplo da aplicacao da relacao de semelhanga e areas no problemas das
"luas" (Problema de Hippocrates), onde se a aplica o teorema de Pitagoras estendido para
figuras semelhantes aplicando a relagao de semelhanca e areas em figuras semelhantes sob

lados de um triangulos retangulos.

1. Trés semicircunferéncias foram construidas com diametro iguais aos lados de um
triangulo retangulo dado, como na figura 10.11. Mostre que a soma das areas das

suas "luas"é igual a area do triangulo.
Solucao:
a) Em primeiro lugar vamos estender o teorema de Pitagoras para figuras seme-
lhante sob os lados de um triangulo retangulo. Dado o triangulo retangulo de

lados a, b e ¢, onde sao construidas figuras semelhantes conforme indicado na

figura 10.12.
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Figura 10.11: Problemas das luas

Figura 10.12: Teorema de Pitdgoras para semelhanga

Indicando A, B e C' as figuras e suas respectivas areas, temos entao:

Como A, B e C sao figuras semelhantes, da relagao de semelhanga e area temos

que:
A a\ 2 A a\ 2
B (B) cc- (E)
logo,
A B C
2 2
assim,
A B+C

a2 b2+ 2
como, pelo teorema de Pitagoras b* + ¢ = a?, temos: A= B+ C

No esquema da figura 10.13, indicamos por A, B, C, X, Y e T as figuras e

suas respectivas areas.
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Figura 10.13: Esquema do problema das luas

Do teorema de Pitagoras para figuras semelhantes, temos:

A=(B+X)+(C+Y) (1)

Do arco capaz descrito pelo triangulo retangulo, onde a hipotenusa é didmetro, onde

A é, entao, semicircunferéncia, temos:

A=T+X+Y (2

De (1) e (2), temos:
T'=B+C

10.5.7 Atividade 33: Exercicios diversos

As atividades propostas nesse trabalho buscaram a aplicabilidade dos conceitos ma-
tematicos em situacoes concretas. Sao propostas de atividades que despertam o interesse
e a intuicao do aluno para a introducao de certos conceitos. Elas buscam motivar o aluno
e consequente facilitar sua aprendizagem. Se tomadas seguindo um planejamento didatico
adequado onde os procedimentos de cada passo (objetivo, competéncias e habilidades que
se pretende desenvolver, recursos didaticos, metodologia, conceitos envolvidos, preparo e
avaliacdo) sao claramente definidos, podem cumprir seu objetivo.

Varios exercicios podem ser propostos e no material do PROFMAT teve-se varios
exercicios usando a relacao de semelhanca com areas e volumes. Propoe-se os exerci-

cios dos livros didaticos referidos nesse trabalho bem como os exercicios do material do
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PROFMAT relacionados a esse topico.

1. Conversao de unidades de volumes

Exercicios bésicos envolvendo transformagoes das unidades de volume sao importan-
tes para que o estudantes tenham nocao das unidades de volume e saibam trabalhar

com elas, pois em muitos problemas terao que converter os dados para as mesmas

unidades.

Apresentando uma tabela de conversao de unidades e aplicando-a em alguns exem-

plos é suficiente para que o aluno possa resolver os exercicios propostos:

Tabela de conversao de unidades

Unidade Simbolo | Equivaléncia
Ay 3 3
metro cubico m 1 m
litro I, L dm?® = 107%m?
Assim:
X 1000 X 1000 X 1000 X 1000 X1000 X 1000
: | v <9 q v <
[ km* | hm* | dam?® m> [ dm? cm? mm?
A f A
LS *\,_ A *\, o L N o X
1000 : 1000 : 1000 : 1000 1000 1000
Valendo também para litro trocando m por [, na tabela.
Figura 10.14: Tabela de conversao de unidades
Exercicios:

1. Expresse em litros:

a) 70 dm?

b) 83,6 dm?
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2. Complete:

a) 8 kl=__1

b) 25 hl=__ ml

¢) 60000 ¢l = hl

d) 48 ¢l =__dal

e) 3,5 m®=__ dam®
f) 456 mm® =__ dm®
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Capitulo 11

Projeto tapa buraco

Na Escola Estadual Irmé Diva Pimentel, na cidade de Barra do Garcas-MT, teve-se a
oportunidade de aplicar, na prética, o calculo de volume num projeto "tapa buraco". Com
a instalacao dos condicionadores de ar que a escola recebeu do Governo do Estado, houve-
se a necessidade da adaptacao das salas de aula, pois todas tinham painéis decorativos de
concreto vazados nas paredes (figura 11.1), que precisavam ser tapados. Alguns professores
se prontificaram, entao, a realizar essa operacao com a seguinte davida: o quanto de

material (4rea, cimento e tijolos) precisa ser comprado?

Figura 11.1: Corredor da Escola IDP

Fez-se as medigoes para o calculo do volume a ser tapado em cada painel e, entao,
calculou-se a quantidade de material gasto para todas as salas.

Em cada painel, as figuras das bases internas e externas eram semelhantes mas com
dimensoes diferentes, formando portanto, um tronco de piramide em cada figura. Fez-se
os calculos das bases de cada painel de duas formas: uma mais direta, de forma mais

intuitiva, e uma mais precisa, com um célculo geométrico que foi descrito adiante.
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11.1 CaAlculo geométrico do volume dos painéis

Cada painel continha nove figuras com trés formatos: um circulo, uma simetria de

um segmento circular e uma na forma de gota, como na figura 11.2.

Figura 11.2: Painel com esquema das figuras

1. A figura na forma de circulo:

Figura 11.3: O circulo
Area do circulo ¢ dado por:

AC(ezzterna) = 7’
= 3,14(0,05)?

=0,00785 m?

2
AC(interna) =TT

= 3,14(0,04)*
=0,00502 m?

2. A figura formada por uma simetria de um segmento circular:
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Figura 11.4: O segmento circular

(a — sena)r?

Como a érea do segmento circular é , logo a area dessa figura sera:

(o — sena)r?
2
= (70° — 5en70°)(0,19)?

AS(externa) =2

= (1,22 — 0,939)(0,0361)
=0,01014 m?

2
a — sena)r
AS(emterna) = 2%

= (50° — sen50°)(0,17)?
= (0,8722 — 0,7657)(0,0289)
=0,003074 m?

3. A figura na forma de gota.

AT
o /

el

Figura 11.5: A gota

3
H

Como no célculo geométrico da éarea dessa figura hé a necessita da aplicacao de
conceitos de Integral e, para tanto, a fungao caracteristica da parte em que ela
forma o "bico", dificultando bastante o célculo, procurou-se, num célculo menos

formal, compo-la da area de um de circulo e da média das areas de dois triangulos
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isosceles, um com base tangente ao circulo (Az) e outro com base secante ao circulo

(A3) A - area de circulo:

2
Al (externa) — TT

= 3,14(0,046)*

=0,006644 m?

2
Al(interna) =T7r

= 3,14(0,037)?
=0,003213 m?

Ag - area do triangulo com base tangente ao circulo:
bihy

AQ(@xt@rna) - 9

(0,076)(0,024)
2

=0,000912 m?

bih
A2(interna) = %

(0,057)(0,02)
2

=0,00057 m?

As - area do tridngulo com base secante ao circulo:

A3(externa) = %
~(0,085)(0,042)
2
=0,001785 m?
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bshs
2
(0,068)(0,03)
2

=0,0024 m?

AS(interna) =

Foi considerado que, dessa forma, aproximou-se bastante da &area real da figura.

Assim, para a area dessa forma de gota, tem-se:

Ay + A
AG(externa) = Al + 2 9 ’
12 1
— 0.006644 — 0,000912 + 0,001785
2
=0,0079925 m?
A+ A
AG(interna) = Al + 2 D) ’
0,00057 + 0,00204
— 0,003215 = o2 E D
2
=0,00452 m?

Dessa forma, a area da base de cada painel (Ag), composto de 1 circulo, 4 gotas e

4 segmento circular ¢ dada por:
AB(ezterna) = Ac + 4143 + 4AG = 0,08038 m2

AB(inteTna) = Ac + 4143 + 4AG = 0,03538 m2

Como cada painel tem espessura 0,05 m, e cada buraco a ser preenchido tem a forma

de um tronco de cone, tem-se o volume (V') para cada painel dado por:

h
V})ainel = g ( \/AB(ewte’/‘na) -AB(interna) + AB(e:cterna) 'AB(interna))

0,05
=~ (/(0,08038)(0.03538) + 0.08038 + 0,03538)

0,05
= —5~(0169090)

=0,00282 m?
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Como sao 260 painéis, o volume total sera:

V = (0,00282).260 = 0,7332 m*

11.2 CaAlculo mais direto do volume dos painéis

Cada painel tem como formato da base um quadrado com uma decoragao de figuras

relativamente simétricas em relagao as linhas centrais e em relagao aos quadrantes que se

dividem essas bases (figura 11.6).

Figura 11.6: Triangulagao do painel

Dividiu-se um quadrante em dois triangulos congruentes, ficando mais facil perceber
que a area a ser preenchida é aproximadamente igual a édrea da parte preenchida. Assim
a area das figuras de cada painel serda metade da area do painel.

Como o painel tem base quadrada, sua area sera dado por:

Assim, cada painel com espessura h = 0,05 m, tera o volume a ser preenchido dado
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por:

‘/painel = ABh
— 0,0722(0,05)

=0,00361 m®
Como sao 260 painéis, o volume total:
V = (0,00361).260 = 0,9386 m*

Com o célculo do volume pronto, o diretor fez a compra dos materiais: 1 m? de
areia e 3 sacos de cimento.

Em dois dias conclui-se o projeto. Foi trabalhoso mas muito divertido e todos se
dedicaram bastante. Foi proposto a professora de Artes uma participagao nesse projeto
envolvendo o seus educandos na pintura dos painéis com motivos da Copa do Mundo de
2014. Era uma proposta interdisciplinar, envolvendo: Matematica, no célculo dos volumes
dos paineis; Artes, na pintura dos paineis; Geografia, direcionando uma pesquisa sobre os
aspectos geograficos, econdmicos e socias dos paises envolvidos na Copa. Nao foi possivel
contar com Artes e consequentemente com Geografia, pois a coordenac¢ao da escola nao
permitiu a pintura dos paineis fora das cores padroes do Estado.

Professores envolvidos no projeto: Mauro, Arimathéia, Edlucio, Anicesar, Pedro,

Renato, Jonas, Dianatan e Odair.

Figura 11.7: Professores envolvidos no projeto
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Capitulo 12

Consideracoes finais

A proposta desse trabalho objetivou apresentar o célculo de volume dos principais
solidos vistos no EM numa linguagem acessivel, mas mantendo um certo rigor matematico
e apresentando aplicagoes dos conceitos em situagoes problemas focadas no cotidiano. Foi
uma tentativa de tornar esse topico da Geometria Espacial mais interessante e motivador,
facilitando o entendimento desse tema. Foram propostas atividades consideradas promo-
toras de uma aprendizagem significativa, com aplicagdes concretas ou em situagdes mais
proximas possiveis vivenciadas pelo estudante.

Nos problemas propostos, ao resolvé-los, seguiu-se as etapas esquematizadas por
Polya (1995), as quais facilitaram bastante a compreensédo e a estratégia na execugao do
que foi planejado. Serviram de modelos para que os estudantes os adotem como uma
ferramenta e uma metodologia de procedimentos em situagoes-problema semelhantes.

Foram destacados os pontos mais relevantes na determinacao desses volumes. Seguiu-
se a linha do que foi apresentado no Curso de Mestrado do PROFMAT, na qual partia
sempre de resultados particulares para, entao, estendé-los para resultados mais gerais.
Foi assim quando definiu-se volume partindo do bloco retangular para os demais s6lidos.
Nesse caminho, o Principio de Cavalieri foi determinante e facilitou bastante os argu-
mentos, por sua linguagem intuitiva e de facil acesso aos estudantes do EM, uma vez
que reduziu o célculo de volume ao célculo de area. E um procedimento apropriado e
recomendado para o EM, pois é, concomitantemente simples e forte matematicamente.
Tentou-se vencer, de certa forma, a dificuldade desafiadora do ensino de Geometria que é
levar o estudante a fazer a transi¢do do plano (do calculo de area) para o espago (para o

célculo de volume). Entendeu-se que esse caminho desfruta de uma melhor seguranca e
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aceitagao no aprendizado no EM.

Quando buscou-se situagdes concretas ou virtuais (no laboratério de informatica)
oportunizou ao estudante a criagao ou manipulacao dos aspectos relativos aos conceitos
trabalhados, o que foi considerado ser determinante na motivacao e despertamento do
interesse do aluno pelo tema.

Foi apresentado, nesse sentido, situagoes introdutoérias dos conceitos, acreditando
que essa manipulacao facilita a compreensao dos conceituais que virao. Nas situacoes
propostas para depois dos conceitos, acreditou-se que confirmarao e reforcarao o aprendi-
zado do que foi tratado. Foram situacoes com fatos interessantes, curiosos e que colocam
o estudante em posicao de desafio tendo grande chance de fazé-lo querer aprender mais
sobre o tema. Considerou-se que essa contextualizacao é um fator importantissimo nesse
aspecto da aprendizagem.

Foram propostas trinta e trés atividades, distribuidas ao longo desse trabalho con-
forme cada topico fora sendo abordado e do objetivo que se busca. Sao propostas de
atividades que, quando tomadas seguindo um planejamento didatico adequado onde os
procedimentos de cada passo da atividade (objetivo, competéncias e habilidades que se
pretende desenvolver, recursos didaticos, metodologia, conceitos envolvidos, preparo e
avaliagao) sdo claramente definidos, podem cumprir os seus objetivos.

Considerou-se que a metodologia trabalhada, segue o que orientam os PCN para o
ensino de Geometria Espacial no EM e cumpre o que foi exigido no Curso de Mestrado do
PROFMAT. Acredita-se ter um impacto na pratica didatica em sala de aula, uma vez que
tenta dar mais firmeza e consisténcia matematica nos conceitos trabalhados nesse tema
no EM.

Constitui-se numa busca de mudanca na conduta didatica de muitos professores do
EM. Tentou-se tornar esse topico da Geometria Espacial mais interessante, prazeroso e
motivador, resultando em um aprendizado mais critico.

Convém ressaltar, porém, que dinamicas alternativas nao nos obriga a desconsiderar
o livro didatico, mas té-lo apenas como mais um dentre varios materiais instrutivos. E
buscar valorizar mais a participacao ativa do estudante e fugir um pouco do contexto
daquela aprendizagem mecanica predominante na escola.

E mais uma acdo na tentativa de diminuir a distancia do que se ensina na escola

com o que é vivido no dia a dia, afastando aquela aversao, tratada na introducao, do o
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estudante pela matematica e desfazendo a ideia que alguns tém de que a matemaética é
dificil e para poucos. O que nao é verdade, quando adotamos uma metodologia adequada

para cada fase de ensino.
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Apéndice A

Planificacao de poliedros

A.1 Dodecaedro nao regular

Figura A.1: Dodecaedro nao reqular
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A.2 Octaedro regular

Planificacdo-02

Figura A.2: Octaedro regular
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A.3 Paralelepipedo reto

Planificacdo-3a

Figura A.3: Paralelepipedo reto
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A4

Um so6lido vasado

Planificacdo-3b

Minicurso de Laboratéario
de Matemdtica
Andrea Aratjo / Carlos Eduardo

Figura A.4: Um sdlido vasado
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A.5 Paralelepipedo obliquo

Planificacdo-04

Minicurso do Laboratdrio
do Matematica
Andrea Aradjo / Carfos Eduardo

Figura A.5: Paralelepipedo obliquo
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A.6 Pentaedro

.

Planificacdo-05

Figura A.6: Pentaedro
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A.7 Hexaedro nao regular
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Minicurse de Laboratério
de Matematica
Andrea Amujo / Carlos Eduardo
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Figura A.7: Hexaedro nao reqular
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A.8 Tetraedro regular
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Figura A.8: Tetraedro reqular
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A.9 Cubo
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Figura A.9: Cubo
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A.10 Dodecaedro regular
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Figura A.10: Dodecaedro reqular
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A.11 Icosaedro regular
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Figura A.11: Icosaedro regular
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A.12 Relacao entre volumes: prisma e piramide: peca

le?2

Relacao entre volumes:
Prisma e Piramide
Peca 1

Planificacao-11

Relacao entre volumes:
Prisma e Piramide
Peca 2

Figura A.12: Relacao entre volumes: prisma e pirdmide: peca 1 e 2
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A.13 Relacao entre volumes: prisma e piramide: peca
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Figura A.13: Relacdo entre volumes: prisma e pirdmide: peca 3
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A.14 Relacao entre volumes: prisma e piramide: peca
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Figura A.14: Relagao entre volumes: prisma e pirdmide: peca 4
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A.15 Relacao entre volumes: prisma e piramide: peca
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Figura A.15: Relagao entre volumes: prisma e pirdmide: peca 5
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A.16 Cilindro

Planificacdo-15

Figura A.16: Cilindro
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