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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo evidenciar os problemas de otimizacao, com apli-
cagao imediata nos contetidos do ensino médio, desenvolvendo no aluno a capacidade de
resolver situagoes praticas do cotidiano, caracterizando e mostrando a fungao a ser otimi-
zada, fazendo com que o aluno ponha em evidéncia conhecimentos prévios e a habilidade
de resolver situagoes-problema, pois geralmente a questao nao evidencia a func¢ao a ser
otimizada. Nos cursos superiores de Matematica, problemas de otimizacao costumam ser
resolvidos com o uso do céalculo diferencial. No contexto de ensino médio, a maioria dos
problemas de otimizacao conduz a uma funcao polinomial do segundo grau, mas é claro
que ha uma ampla gama de problemas elementares que nao se enquadram nessa simpli-
ficacao. No entanto, mesmo no ensino médio podem ser tratadas situacoes relativas a
otimizacao que normalmente so seriam abordadas no ensino superior, pois a desigualdade

entre as médias aritmética e geométrica mostra-se eficiente na resolugao de tais problemas.

Palavras-chave

Resolugao de problemas. Otimizagao. Matematica no Ensino Médio.



Abstract

This work aims to show the optimization problems, with immediate application in the
content of high school students in developing the ability to solve practical everyday situ-
ations, characterizing and showing the function to be optimized, so that the student put
in evidence prior knowledge and the ability to solve problem situations, usually because
the issue does not show the function to be optimized. The upper courses of mathema-
tics, optimization problems are usually solved with the use of differential calculus. In
the context of high school, most optimization problems leads to a polynomial function
of the second degree, but of course there is a wide range of basic issues that do not fall
into this simplification. However, even in high school related situations can be dealt with
optimization that would normally only addressed in higher education, since inequality

between arithmetic and geometric averages proves efficient in solving such problems.

Keywords

Optimization; problem solving; mathematics in secondary education.
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1 Introducao

O desenvolvimento de novas metodologias, baseadas em métodos classicos para a oti-
mizagao, mostra um objetivo para aplicacao a problemas interdisciplinares e tem um
grande potencial a ser explorado. A Matematica Aplicada é um ramo da matemaética
que trata da aplicacao do conhecimento matematico a outros dominios, porém é pouco
ou mal explorada nas atuais orientagoes curriculares para o Ensino Médio. A otimizacao,
por exemplo, é uma de suas aplicagoes que auxilia na resolucao de problemas ligados a
economia, & administracao, as engenharias, e as outras ciéncias, e que pode perfeitamente
ser explorada, em um nivel mais elementar, na Educacao Basica. Diante desta realidade,
este trabalho tem como objetivo principal apresentar alguns métodos algébricos acessi-
veis ao estudante do Ensino Médio, para resolucao de problemas simples de otimizagao.
Dentre estes, destacam-se a otimizacao de fungoes quadraticas, além de aplica¢oes da de-
sigualdade das médias. A aplicacao dos métodos apresentados é exemplificada por meio
de varios problemas, escolhidos de maneira a mostrar uma ampla e significativa diversi-
dade que permite a utilizacao dos métodos aqui desenvolvidos. Consequentemente, estes
métodos podem apresentar alguns contetidos do Ensino Médio de uma forma interessante,
despertando o interesse dos alunos, pois, uma vez bem assimilados podem tornar-se pode-
rosas ferramentas na solucao de véarios problemas, frequentemente encontrados no proprio

cotidiano dos alunos e, inclusive, em olimpiadas de matematica, vestibulares e concursos.

O professor deve expor seus alunos a situacoes-problema que estimulem o desenvolvi-
mento da competéncia matematica. No desenvolvimento desta competéncia, os problemas
sao fundamentais, pois permitem ao aluno colocar-se diante de situac¢oes que possibilitem
o exercicio do raciocinio l6gico, pensando por si proprio, sem a utilizagao de regras e formu-
las padronizadas. O Ensino da Matematica deve, dentre os principais objetivos, desafiar
os alunos e incitar a curiosidade através da apresentagao de problemas compativeis com os
conhecimentos destes. Assim, o professor deve auxilid-los por meio de indagagoes estimu-
lantes que objetivem o desenvolvimento de um pensamento critico e autonomo. Mais do

que o simples dever de ensinar, o professor encontra-se diante de um novo contexto socio-
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cultural em que o aluno possui facil acesso a informacao, tornando-se desafiador mostrar
e ressaltar a importancia da Matematica. Utilizar problemas desafiadores que instiguem
a curiosidade e o raciocinio-loégico pode ser uma maneira de aumentar o interesse pela
Matemaética. A forma de o professor questionar o aluno deve leva-lo a uma melhor com-
preensao do problema que consequentemente abre as portas para que o mesmo estabeleca
uma boa estratégia de resolugao. Assim, a escolha de bons problemas é fundamental para
o sucesso do processo ensino-aprendizagem, estes devem ser desafiadores e interessantes,
mas nao tao complexos ao ponto de desmotivar os alunos. Logo, cabe ao professor es-
tabelecer corretamente o nivel de dificuldade dos problemas para seus alunos, pois, caso

contrario, isto pode tornar-se mais um obstaculo no processo ensino-aprendizagem.

A resolugao de problemas como método de ensino em Matemaética tem como objetivo
principal colocar o aluno diante de questionamentos que possibilitem o mesmo exercitar
o raciocinio e desenvolver uma autonomia que o ajudard em outras situagoes na sua
vida cotidiana e nao simplesmente reproduzir conhecimentos repassados, que tornam o
ensino da matematica monoétono e improdutivo. E importante ressaltar a diferenca entre
exercicio e problema. O exercicio sustenta-se num procedimento padrao, onde o aluno

coloca em pratica um conhecimento adquirido ou memorizado.

A escolha dos problemas de otimizagao como objetivo de estudo deste trabalho deu-se
pelo crescente desenvolvimento deste ramo e a diversidade de suas areas de aplicagao, além
do fato que tais problemas apresentados neste trabalho tém como foco despertar a vontade
do aluno em conhecer e investigar a utilizacao de determinados contetudos estudados no
Ensino Médio como, por exemplo, as nogoes de estatistica e as fungoes quadraticas em
situagoes que envolvem outros dominios promovendo assim atividades contextualizadas
e/ou interdisciplinares. Tais problemas ajudam a responder algumas indagagoes feitas

constantemente por alunos da Educacao Béasica como, por exemplo:

Para que estudar funcao quadratica? Por que estudar a desigualdade das médias?.
A rotina do processo ensino-aprendizagem de Matematica quase sempre segue o modelo:
definicao, exemplos e exercicios de fixagao. Porém, os problemas de aplicacao devem ser
usados como uma motivacao para aprender determinado contetudo, pois diversas vezes o
ensino esta se desenvolvendo muito abstratamente, sem exibir a relevancia dos concei-
tos introduzidos. A utilizacao de problemas de aplicacao, normalmente tem procurado
inovar com situagoes-problema interessantes, contextualizadas e/ou interdisciplinares que

propiciem a vontade nos alunos de aprender determinados contetidos.

Um dos principais objetivos deste trabalho, que nao pode deixar de ser mencionado
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é mostrar uma ideia a respeito do tema escolhido, que possa ser inovadora e ter impacto
na pratica didatica em sala de aula, uma vez que os contetidos explorados neste trabalho
geralmente sao mal e/ou pouco explorados no Ensino Médio, que é o caso principalmente
do contetido Médias, cuja abordagem quase sempre se restringe ao seu calculo propri-
amente dito o que nao auxilia no desenvolvimento do raciocinio légico-matemaético. A
forma de apresentacao deste trabalho tem inicio na exibicao de alguns conceitos e de-
monstragoes de algumas propriedades, que diferem das aulas rotineiras, uma vez que,
devido & grande quantidade de contetdos exigidos pelas orientagoes curriculares nacio-
nais e & pequena carga horaria disponivel no Ensino Médio para as aulas de matematica,
geralmente os professores simplesmente fazem uso de determinados resultados (proposi-
goes, teoremas, formulas, etc) sem demonstra-los. Tais propriedades, serdo posteriormente
utilizadas como ferramentas na resolugao de varios problemas aqui expostos. Em seguida,
serao apresentados alguns problemas de otimizacao, cuja as solugoes remetem a contet-
dos do Ensino Medio, este tema geralmente ¢ intitulado como Problemas de Méaximos e
Minimos, assim diante deste contexto tem-se um novo termo para este assunto, encon-
trar /extrair um ponto “6timo” ou “ideal” para uma determinada situagdo. Fazendo uma
busca nos sites de pesquisa sobre Otimizacao, destaca-se a definicao apresentada por uma
enciclopédia livre e colaborativa, a Wikipédia, que define este termo da seguinte forma:
Em Matemética, o termo otimizacao refere-se ao estudo de problemas em que se busca
minimizar ou maximizar uma funcao através da escolha sisteméatica dos valores de varia-
veis reais ou inteiras dentro de um conjunto vidvel. Observa-se que em diversas areas do
conhecimento humano existem problemas ou situagoes nas quais o principal objetivo é
determinar o ponto “6timo” de uma fung¢ao, encontrar qual a alternativa mais viavel para
um investimento financeiro. Problemas como este possuem uma grande aplicabilidade
em situagoes cotidianas. Minimizar gastos, maximizar lucro, obter a melhor maneira de
se programar um dispositivo eletronico qualquer, como, por exemplo, um elevador para
reduzir o tempo e o consumo de energia em seu deslocamento, distribuir adequadamente
agua, luz e esgoto a uma regiao habitacional reduzindo os gastos, sao alguns exemplos
de situagoes cotidianas em que a otimizagao ¢ o ramo da mateméatica responsavel por

estudé-las.

Como o Calculo Diferencial, mais especificamente a derivada, é muito utilizada em
problemas de maximos e minimos como, por exemplo, problema de modelagem, proble-
mas de crescimento populacional e decaimento radioativo ligados as func¢oes exponencial
e logaritmica. Uma vez retirado o Célculo dos programas de ensino, tem-se uma menor

quantidade de problemas que podem ser resolvidos e explorados usando a Matematica



ensinada na Educagao Bésica. Entretanto, existem alguns métodos que podem ser apli-
cados a problemas muito interessantes e perfeitamente adequados ao atual curriculo do
Ensino Médio, alguns destes métodos serao explorados, e, em seguida, serao apresentados

alguns problemas que podem ser resolvidos usando tais técnicas.



2 Meétodos Algebricos para a
Otimizacao de Funcoes

2.1 Maximos e Minimos de Funcoes Quadraticas

Nas atuais orientagoes curriculares para o Ensino Médio, os problemas de maximos

e minimos usualmente explorados quase sempre estao ligados as funcoes quadraticas.

Nestes, a tarefa mais dificil é achar a funcao que modela o problema, feito isso, resolver o

problema resume se a encontrar as coordenadas do vértice do grafico da fungao. A seguir

sera apresentada uma breve anélise da forma canonica destas fungoes com o objetivo de

encontrar as coordenadas do vértice, consequentemente, o seu valor maximo ou o seu valor

minimo.

Dada a funcao quadratica f(x) = ax? +bx + ¢ com a, b e ¢ niimeros reais e a # 0,

note que valem as seguintes igualdades:

f(x) ax? +bx +c
(s 25
a(x" + =x+ =
a a
a<x2+—x+b—2—b—2 E)
a 4a?2 4a®> a
a<x2—i——x+b—2> — (b—2+£)
4a? 4a?  a
(e 8) (5
2a 4a
Como x € R, o primeiro termo na expressao anula-se apenas para x = —b/2a. Logo,

conclui-se que:

i) Se a > 0, o menor valor de f(x) ocorre quando x = —.

ii) Se a < 0, o maior valor de f(x) ocorre quando x = —.
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A funcao quadratica f(x) = ax?+bx+c, como ja foi observado anteriormente, satisfaz

a identidade

b\ A
24D — — ] == 2.1
ax*+bx+c=a x+2a 1o (2.1)

onde A = b? —4ac. O valor minimo (maximo) da fungao quadratica f(x) é o menor
(maior( valor possivel que pode assumir f(x) quando fazemos x percorrer o conjunto dos

reais.

Da igualdade (2.1) segue-se que, quando a > 0 o valor minimo do trindémio é obtido

b b A
quando x = —— e este vale f [ —— | = ——. Similarmente, quando a < 0 o valor
2a 2a 4a
. A : b ) b A
maximo do trindémio é obtido quando x = ——, valendo também f | — | = ——
2a 2a 4a

Exemplo 2.1. Na figura abaixo ABCD € um retdngulo inscrito dentro do circulo de raio

T. Encontre as dimensoes que nos dao a maior drea possivel do retdngulo ABCD.

Figura 1: Exemplo 2.1

Solugao: A area do retangulo vem dada pela féormula
A =2x -2y = 4xy.
Usando o teorema de Pitagoras, temos que

y=vrZz—x2 (2.2)



logo, substituindo esta tultima igualdade na féormula de area anterior, obtemos
A = 4xV1r? —x2

Nao é muuito dificil nos convencermos de que as dimensoes, que nos dao a maior area
possivel para o retangulo ABCD, sao as mesma que nos dao o méximo para o quadrado
desra area, ou seja, basta encontrar as dimensoes que maximizam A2. A vantagem que

esta reformulacao do problema é que A? tem uma expressao mais simples, dada por
A? = 16x*(r* — x*) = 161°x* — 16x",
Agora fazemos a mudanca z = x2, para obter
2
A? = —162% + 16m%z = —16 (z — 5) + 4rt,

2
.
de onde segue que o menor valor de A? é obtido quando z = 5 e portanto quando x =

-

Usando agora a igualdade (2.2) temos que

-
Entéo, o retangulo de maior area possivel é o quadrado de lado — = 1v/2.

V2
Exemplo 2.2. Um aviao de 100 lugares foi fretado para uma excursio. A companhia

exigiu de cada passageiro R$ 800,00 mais R$ 10,00 por cada lugar vago. Para que nimero

de passageiros a rentabilidade da empressa € mdxima?

Solugao: Seja x o niimero passageiros na excusao, tem-se que a receita(R) é dada, em

reais, pela funcao:
R(x) = x[800 + 10(100 — x)] = —10x? + 1800x.

Logo, a solugao do problema se resume a determinar o valor de x para que a funcao
atinja seu maior valor, isto ocorre quando x = —1800/2 - (—10), ou seja, quando x = 90.
Portanto, o ntimero de passageiros que devem estar presentes na excursao para que a

receita seja maxima é 90, neste caso a receita serd igual a R$ 81 000, 00.

Exemplo 2.3. Com 80 metros de cerca um fazendeiro deseja circundar uma drea retan-

gular junto a um rio para confinar alguns animaris.



/ '{é\xﬁ ) ! TVﬂ
‘vz;f;’ AR %,_;i:’
. v & ) TS
Rio TS A S
Uy o
6‘(’};&’5\ ETE I:\{{: 5 (J
T L gl
“ - 80m de cerca

Figura 2: Exemplo 2.3

Quais devem ser as medias do retangulo para que a drea cercada seja maior possivel?

Solugao: Se os lados sao x e y, temos 2x +y = 80, y = 80 — 2x. A area ¢é
xy = x(80 — 2x) = —2x? 4 80x

—b
e deve ser maxima. Devemos ter x = 2q = 20. Dai, y =80 —2-20 =40. A cerca deve
ter os lados perpendiculares ao rio medindo 20 metros e o lado paralelo ao rio medindo

40 metros.

Nos cursos superiores de Matematica ou areas afins os problemas de otimizagao costu-
mam ser resolvidos com o uso de derivadas, ja no Ensino Médio a maioria destes problemas
conduzem a uma fung¢ao quadratica, cuja solucao foi analisada nesta se¢ao. Porém, existe
uma ampla quantidade de problemas que podem ser resolvidos usando outros recursos
algébricos, tipicamente expressos por meio de desigualdades. Algumas destas serdao dis-

cutidas a seguir.

2.2 A Desigualdade das Médias

A desigualdade das médias, por exemplo, mostra-se muito tutil na solucao de alguns
problemas de otimizagao. Geralmente, no Ensino Médio, estas médias sao tratadas no
contetudo de Nogoes de Estatistica, onde as aplica¢oes restringem-se ao seu simples calculo
com base em informacoes dadas em graficos ou tabelas. A definicao destas médias sera

apresentada a seguir:
Definicao 1. Sejam ayi,qq, ..., a, numeros reais positivos. Define-se:

a1+a2+...—{—an

i) A média aritmética (my) de ay,as,...,a, como o nimero
n
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ii) A média geométrica (mgy) de a1, as, ..., an como o nimero /a0y ... dy.
eee .7 A . . n
iii) A média harmonica (mn) de ay, as, ..., an como o nimero R TR
Tttt

2 2 2
, . o ) cC+ai+...+a
iv) A média quadrdtica (mq) de ay,Qs,...,an como o nimero \/ 1 2 Ly

n

Uma vez definidas, existe uma importante relagao entre estas médias, apresentada no

seguinte teorema:

Teorema 1 (Desigualdade das Médias). Para toda cole¢io de nimeros reais positivos

a, ds,...,0n 1 € A, verificam-se as sequintes desigualdades:
mp(ag, az, ..., an) < Mglag, ay,...,an) <mylag, as, ..., an) <mglag, az, ..., ay).
Além disso, em cada caso a igualdade ocorre se, e somente se, a; = dy = ... = Ap.

Varias e interessantes demonstracoes destas desigualdades para n ntimeros podem ser
encontradas em Oliveira [9]. Porém a demonstragao aqui apresentada sera restrita ao caso

que envolve apenas dois ntimeros reais positivos, sendo perfeitamente acessivel aos alunos

do Ensino Médio.

Demonstrag¢ao. Sejam a; e as dois ntimeros reais positivos quaisquer. Para mostrar que

my < Mg, basta observar que

a;+a a; +a, —2/q;a Jag — /ay)?
Me—m _Gta = 1 2 1 2:( 1 2) > 0.

g 92 - 2 2

Como m, — m, é nao negativo, segue que m, < M, para quaisquer a as e a
g ) g

igualdade ocorre quando a; = as.

Para mostrar que m, < my, observa-se que

(a;—a)?*>0 <= a]—2a1a;+a; > 0<= 2aj+2a35>aj+2a,a, + a;
2 2 2 2 2
aj + aj a; + ap a;j+a; _ a;+as
> — > .
2 ( 2 ) 2 >

Observe que esta tultima implicacao é valida porque a; e a; sao nimeros positivos,

nota-se também que a igualdade ocorre quando a; = as.

E, finalmente, para mostrar que my, < my, aplica-se a desigualdade mgy < mq aos
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numeros positivos 1/a; e 1/a,, de onde tem-se que

1 1
-_ + -_
1 1 a a 1 a; + as 2a;as
i G S IR < — —— < /aias,
a; Qo = 2 A/ a10as = 2(11(12 a; + as = 1m2
que completa a demonstracao, pois
2(11(12 2

a; + as GLI‘I‘L

2.2.1 Desigualdade das Médias Generalizada

Se X1,Xa,...,Xn Sa0 ndmeros positivos Q, A, G e H sao suas médias quadréaticas,
aritmética, geométrica e harmonica, respectivamente, entao Q > A > G > H. Além

disso, duas quaisquer dessas médias sao iguais se, e somente se, X; = Xg = ... = Xp,.

Exemplo 2.4. Mostre que, entre todos os retingulos de drea A, o quadrado € o de menor

perimetro.

Solugao: Se os lados do retangulo sao x e y, temos xy = A, isto €, a média geométrica

de x ey éigual a vA. O perimetro do retangulo é 2(x +1y). Temos
2(x+y) = 4% > 4/xy = 4VA

Portanto, 2(x+y) > 4V/A e a igualdade s6 é obtida quando x = y. Portanto, o retangulo

de menor perimetro é o quadrado de perimetro 4v/A.

Exemplo 2.5. Uma lata cilindrica é feita para receber 1 litro de dleo. Encontre as di-

mensoes que minimizarao o custo do metal para produzir a lata.

Solugao: A ideia é tentar exprimir uma funcao de acordo com a situagao proposta
pelo problema, e, se possivel, coloca-la em fun¢ao de uma tunica variavel dependente.

Finalmente, escolhe-se um método algébrico que permita minimizar a funcao encontrada.

O volume da lata cilindrica ¢é fixo e igual a 1 litro, ou seja, 1000 cm?. A expressao
que determina o volume do cilindro é V = mR%h, onde R representa o raio da base e h a

altura do cilindro. Consequentemente,

mR*h = 1000 (2.3)
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Por outro lado, a area da superficie cilindrica é dada por:
A = 2nR*+2nRh (2.4)

assim isolando h na equagao (2.3) e substituindo em (2.4), tem-se

1000

A = 2nR?>+27R-
TIR® 4+ 271 R?

2000

— 9RZ 4+

IR + R

1
= 2(7{R2+$),R>0

Logo, o objetivo é determinar o valor de R que minimiza 7tR%2+1000/R, que pode ser adap-

tada para uma aplicacao da desigualdade das médias geométrica e aritmética, observando

que
1000 500 500
R+ —— =mR*+ — + —.
TIR* + R TIR® + R + R
Assim,
<R2 4 200 500
= TR 1
‘; R 2i/ﬂRI%-%{:)ﬂRz%—%}BO\?QT{,

e a igualdade, que minimiza a expressao, vale exatamente quando os trés termos sao

iguais, ou seja, R? = 500/R. Dali,

nR3:500<:>R3:@<:>R: ¥ @
T T

Substituindo o valor de R encontrado em (2.3) e simplificando, encontra-se h = 2¢/500/7,
ou seja, a altura do cilindro deve ser o dobro da medida do raio da base para que a area

da superficie cilindrica seja minima e igual a 300v/27t.

Algumas indagacoes sao pertinentes, com base nesta solucao, como: Quando pode-
mos usar a desigualdade entre as médias para resolver problemas com fung¢bes como a
encontrada neste problema? Qual é a relagao, na expressao que precisava ser minimizada,
entre a divisao de um dos termos em n partes e o grau do outro termo, para que seja pos-
sivel usar a desigualdade das médias? Dentre as caracteristicas do problema tem alguma

condicao que contradiz o teorema da desigualdade das médias?

Diante do exemplo anterior, é importante observar que a desigualdade das médias
aritmética e geométrica é muito util para estudar fungdes que envolvem somas de poténcias
positivas e negativas de x com coeficientes positivos. Neste caso, pode ser conveniente

decompor um mesmo termo em duas ou mais parcelas de modo que o produto de todas



as parcelas resulte em uma constante. Observe esta ideia na seguinte fungao:

2 1
f(x) =x34+x*+ =2 + 2 parax > 0.

Para que o produto dos termos seja independente de x, escreve-se

3 9 2 1 3 9 1 I 1
X+XF S+ o=+ S+ 5+
XX X* XX

de onde tem-se, pela desigualdade das médias aritmética e geométrica, que

R D B |
X°+ X +—2+—2+— 1 1 1
X X X}i/xﬁ.x? ..... —:1
5 x2 xZ x

Consequentemente, f(x) =5 é o valor minimo da fungao, que ocorre quando

3 2 1

ou seja, quando x = 1.

13
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3 Aplicacoes

Sao apresentados, a seguir, outros exemplos de problemas de otimizagao que permitem
aplicar os métodos desenvolvidos nas se¢oes anteriores. Tais problemas podem servir como

material didatico de apoio para tratar deste assunto em turmas do Ensino Médio.

Problema 1 (UESPI). Um agricultor tem 140 metros de cerca para construir dois currais:
um deles, quadrado, e o outro, retangular, com comprimento igual ao triplo da largura. Se

a soma das dreas dos currais deve ser a menor possivel, qual € a drea do curral quadrado?

Solugao: Seja x o lado do quadrado, logo para construir o curral retangular restaram
(140 — 4x) metros de cerca, ou seja, o comprimento sera 3(140 —4x)/8 e a largura (140 —

4x)/8. Assim a funcao A(x) que determina a soma das areas dos dois currais ¢ dada por:
Alx) =x"+ §(14O —4x) - §(14O —4x).
Logo,

Alx) = x*+ 34 (19600 — 1120x + 16x?)

64
= x*+ S 105, + 3075
- 4 2 4

7x? — 210x + 3675
4

(x? — 30x + 525)

(x — 15)% + 525.

NN IEN|

Assim analisando a forma canonica de A(x) observamos que a func¢ao é minima quando

x = 15. Portanto, a area do curral quadrado ¢ 225 m?.

Neste problema algumas indagacoes sao relevantes: Por que minimizar e nao maxi-
mizar a area como seria o objetivo de uma situacao real? Quando é possivel utilizar este

procedimento em algum outro problema?

Problema 2. Um pedago de arame com comprimento L serd dobrado para formar um
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circulo ou um quadrado ou ambos, dividindo-se o arame em dois pedacos. Determine

como dividir o arame para que a drea das figuras contornadas pelo arame seja:

a) minima;

b) mdzima.

Solugao: Deseja-se cortar um fio, formando duas figuras: um circulo e um quadrado,
com objetivo de minimizar e maximizar a soma das duas areas. Uma maneira de tentar
resolver este problema é transformar a situagao descrita em uma fungao que possa ser
otimizada. Sejam l; e ly, respectivamente, os comprimentos dos fios utilizados para

formar o circulo e o quadrado. Assim, temos que l; + ly = 1, consequentemente:

L5 1
Ally) = 1 © Aly) = 16’

onde A(l;) e A(ly), sdo respectivamente, as areas do circulo e do quadrado obtidos pelo

corte do fio. Logo,

Al = AL +A(lL)

_ 4.8

4T 16
_ 413 4 713

167t

Al - )2 + 73
N 167t
A1 — 8y + 413 4 7l
- 167
_ (44m13 -8l +412
- 167 '

Como 1 é um numero real positivo fixado, observa-se na expressao anterior que tratase
de uma funcao quadratica na variavel 1y, sendo positivo o coeficiente do termo quadratico,
consequentemente o valor minimo ocorre quando

8l 41

l, = = )
T o4+m)  4d+m

Consequentemente, 1; = ml/(4 + 7), de onde conclui-se a resposta do item (a), ou
seja, o fio deve ser cortado em dois pedacos medindo 7tl/(4 + 7) e 41/(4 + 71) onde com o

primeiro pedago forma-se o circulo e com o segundo pedaco o quadrado.
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Ja para responder o item (b), observa-se que A(l) pode ser colocado na forma

L[(4 + m)l, — 81] + 417

Al = 167

Analisando o sinal de (4+ 7)1, — 81, tem-se que o mesmo é negativo pois (4+ 7)1y < 8ly <
8l. como no item(b) deseja-se maximizar A(l) entao deve-se ter l, = 0 para que A(l) seja
méaxima, consequentemente, o fio deve ser usado somente com um circulo de raio 1/27

para que a area seja maxima, ou seja, o fio nao deve ser dividido.

Problema 3 (1* prova de qualificacio do PROFMAT - Turma 2011).

a) Dado um nimero a > 0 quanto medem os lados do retingulo de perimetro minimo

cuja drea € a?

b) Justifique matematicamente por que nao se pode responder a questio anterior se tro-

carmos “minimo” por “mdximo”.

Solugao: Deve-se encontrar medidas x e y respectivamente do comprimento e da
largura de um retangulo com é&rea fixa, que minimize o perimetro do mesmo. E, em
seguida, mostrar que nao é possivel maximizar o perimetro de um retangulo de area fixa.
A desigualdade entre as médias geométrica e aritmética pode ser usada para resolver este
problema uma vez que para calcular a drea de um retangulo usa-se o produto entre os
seus lados e para calcular o perimetro usa-se o dobro da soma dos seus lados nao opostos.

Assim, isto conduz a ideia de usar a desigualdade entre as médias geométrica e aritmética.

a) Sejam x ey respectivamente as dimensoes do comprimento e da largura do retangulo
de area a. Dal, tem-se que xy = a, consequentemente /Xy = /a. Aplicando a
desigualdade entre as médias aritmética e geométrica aos ntimeros reais positivos x
ey tem-se que

x—i2—y > /Xy =+a.

Como pretende-se minimizar o perimetro P = 2x+2y, usa-se a igualdade, que ocorre

quando x =y, ou seja,

X;X:\/E@x:\/a.

Logo, o perimetro P é minimo quando x =y = 1/a, ou seja, um quadrado de lado

J/a.

b) Precisa-se mostrar que nao existe retdngulo de perimetro maximo com area a > 0

fixada. Para isso basta observar, que se xy = a, multiplicando x por N tao grande
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quanto se queira e dividindo y pelo mesmo N, a area A = Nx-y/N é mantida igual
a a, porém o perimetro P = 2Nx + 2y/N pode tornar-se maior do que qualquer

numero fixado, ou seja, o perimetro nao possui um valor méximo.

Problema 4 (AV2 da disciplina MA12 - PROFMAT - Turma 2011). : Uma caiza retan-
gular sem tampa tem dimensoes X, Y e z representando respectivamente o comprimento,

a largura e a altura.

a) Exprima a drea e o volume da caiza em fungao de x, y e z.

b) Use a desigualdade das médias para mostrar que, se o volume da caiza é igual a 32,

entao sua drea € maior ou tqual a 48.

c) Determine as medidas das arestas da caiza de drea minima com volume igual a 32.

Solugao:

a) O volume da caixa é V = xyz e a area total é A = xy + 2xz + 2yz.

b) Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica tem-se

Xy + 2xz + 2yz
3

> f’/xy -2xz - 2yz = \3/4x2y2z2,

como xyz = 32 (volume da caixa) conclui-se que:

xy + 2xz + 2yz

3 > V4 - 322 = /4096 = 16.

Consequentemente, xy + 2xz + 2yz > 48 como pretendia-se mostrar.

c) Como xy+2xz+2yz > 48 tem-se pela desigualdade das médias aritmética e geométrica
que a igualdade s6 ocorre quando xy = 2xz = 2yz, ou seja, x =y = 2z. Fazendo
x = a obtem-se que a-a-a/2 = 32, consequentemente a® = 64 = a = 4. Portanto,
as dimensoes do comprimento, da largura e da altura que minimizam a area total

da caixa sao respectivamente iguais a 4, 4 e 2.

E importante ressaltar que as indistrias (principalmente do setor alimenticio) fazem
este tipo de calculo para minimizar o custo das embalagens de determinados produtos.
Pode-se utilizar esta ideia para minimizar o material gasto em alguma embalagem, por
exemplo, uma caixa de leite, com volume fixo igual a 1l e fazer alguma indagag¢des com

base na resposta encontrada.
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Problema 5. Mostre que entre todos os retdngulos de mesmo perimetro o quadrado € o

de drea mdxima.

Solug¢ao: Uma vez que o célculo de area envolve produto e o de perimetro envolve
soma, a desigualdade entre as médias geométrica e aritmética pode ajudar a mostrar que o
quadrado determina area méxima dentre todos os retangulos de perimetro fixado. Outra
alternativa é usar a ideia de funcao, pois caso a funcao associada a este problema seja a

quadratica, por exemplo, pode-se maximizar a fun¢ao sem o uso do Calculo Diferencial.

Seja R um retangulo de dimensoes x e y. Logo o perimetro é dado por P = 2x + 2y
e area da sua regiao é dada por A; = xy. O quadrado Q de mesmo perimetro que R
tem lado medindo (x +y) = 2, e sua area é dada por Ay = [(x +1y)/2]?>. Pretende-se
mostrar que Ay > Aq, isto é equivalente a mostrar que Ay — Ay é nao-negativo. Usando

a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica tem-se que

) 2
X;y 2\/x_y<:><x—;y> 2\/@@(%) —xy 2 0= Ay — Ay 20,

da tdltima desigualdade conclui-se que Ay > Ay, consequentemente o quadrado é o retan-

gulo de maior area fixada.

Outra solugao: Sendo R um retangulo de dimensoes x e y seu perimetro é P = 2x 42y
e a sua area ¢ A = xy. Dali,

P —2x

P=2x+2y=vy= 5

e,

P—2 Px—2x? —2x24P P
A:xy:>A(x):x-( X): X — 2x x* + Px 9

2 2 T 2 T tapx

Observe que trata-se de uma funcao quadratica em que o coeficiente do termo quadra-
tico é negativo, logo o maximo desta func¢ao ocorre em —b/2a. Como neste caso b = P/2
e a = —1 tem-se que x = P/4 é o ponto maximo de A(x), ou seja, a area serd méaxima

quando o retangulo for um quadrado.

As duas solugoes apesar de usar ferramentas distintas levaram ao mesmo resultado,
sempre que isto acontecer pode-se ter certeza quanto ao resultado encontrado? Qual a
principal conclusao deste problema, ou seja, esta situagao pode ser generalizada? Se a

resposta for sim, em quais situagoes este resultado pode ser utilizado?

Problema 6. Prove que, de todos os triangulos de mesmo perimetro, o equildtero possui

a maior dreq.

Solugao: A desigualdade entre as médias aritmética e geométrica pode ajudar a re-
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solver este problema, pois o perimetro envolve soma dos lados e a drea envolve o produto
entre estes (formula de Herén).

at+b+c

2
Usando a féormula de Héron para calculo de area de tridangulos tem-se

Sejam a, b e c os lados do triangulo e p = , Ou seja, p o semi-perimetro.

A=+plp—a)lp-bllp—c)=p-[p—a)lp-bl(p—c).

como p € fixo, entao A serd méaximo quando (p — a)(p — b)(p — ¢) for maximo. Pela

desigualdade entre as médias aritmética e geométrica tem-se

p—af+p—-b+p—c_p
3 -3

Yplp—a)(p—Db)(p—c) <

e, ainda mais, a igualdade s6 ocorre quando p—a = p—b = p—c, ou seja, a = b = ¢, como
pretendia-se demonstrar. O resultado deste problema traz uma importante propriedade
valida para triangulos, este resultado também ja tinha sido observado para retangulos.
Seré que este resultado é véalido para um poligono com n lados? Em caso afirmativo, é
possivel ser mostrado usando simplesmente a desigualdde das médias geométrica e arit-

mética?

Problema 7. Determinar as dimensoes do paralelepipedo de menor diagonal possivel,

sabendo que a soma dos comprimentos de todas as suas arestas € 12.

Solucao: A desigualdade entre as médias quadratica e aritmética pode ajudar a resol-
ver o problema. Pois, o comprimento da diagonal de um paralelepipedo de dimensoes a,
b e c é dado por: d =+va? + b2+ ¢2, o que sugere o uso da média quadratica. Por outro

lado, a soma de todas as arestas pode ser associada & média aritmética.

Sejam a, b e ¢ as dimensoes do paralelepipedo, logo pretende-se minimizar
Q= VI T
onde d representa o comprimento da diagonal do paralelepipedo. Por outro lado, tem-se
4da+4b+4c=12<=a+b+c=3.

Assim, usando a desigualdade das médias quadratica e aritmética tem-se quer

24 b%+c? b+c
\/a+3+ >a+3+ =1= a’4+b%+c?>3.

Portanto, para minimizar d usa-se a igualdade que ocorre quando a =b =c =1, ou

seja, quando o paralelepipedo for um cubo de lado 1, a diagonal serda minima e igual a
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V3.

Algumas questoes sao pertinentes a respeito deste problema: Quando usar a desigual-
dade entre as médias quadratica e aritmética? E possivel usar este mesmo resultado para

outros poliedros regulares?

Problema 8. Suponha uma estdtua de altura h sobre um pedestal de altura p. Um
observador de altura m (m < p) enzerga do pé ao topo da estditua sob um dngulo «, que
varia de acordo com a distdncia d entre o observador e a base do pedestal, conforme figura

4. Determinar a distincia d para que o dngulo de visao seja o maior possivel.

fi

i

Figura 3: Problema 8

Solugao: O observador vé a estiatua sob o angulo « = 0; — 05 onde 0, e 05 sao os
angulos entre a horizontal & altura do observador e os segmentos que ligam ao topo e ao

pé da estatua, respectivamente. Logo tem-se

_ _ tg(01) —tg(02)
tale) = el 0 = ) - a0

Como d é a distancia entre o observador e a estatua, tem-se

—m
tg(0,) = P,

_h+p—m

tg(01) a



21
assim fazendo H; =h+p—-—meHy; =p—m:

o H
tgla) = -4 H,i
14+ —

dz2

_ Hi—H,
H H,

d
T

Sabe-se que tg(«) é crescente no intervalo [0; 7t/2[, portanto maximizar « é equivalente
a maximizar tg(a). Por outro lado, para maximizar tg(o) deve-se minimizar a expressao
d+ (H{H>)/d uma vez que H; — Hy é constante. Para achar d que minimiza a expressao
d + (H1H5)/d, basta usar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica.
Portanto:

H,H
d+ — 2

—d> .H1H2
2 > \/d d

HiH,

— d+

> 24/ HiH,.

Assim d + (H;H3)/d é sempre maior do que ou igual a 24/H;Hs, a igualdade s6 ocorre

quando d = (H;Hs)/d, ou seja, quando d = v/H;H,. Dai conclui-se que o angulo de visao
o« ¢ maximo quando d = /(h+p —m)(p — m).
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4 Nocoes de Derivadas

4.1 Derivada

O conceito de derivada esta intimamente relacionado a taxa de variagao instantanea
de uma funcao, o qual estd presente no cotidiano das pessoas, através, por exemplo, da
determinacao da taxa de crescimento de uma certa populacao, da taxa de crescimento
econdmico do pais, da taxa de reducao da mortalidade infantil, da taxa de variacao de
temperaturas, da velocidade de corpos ou objetos em movimento, enfim, poderiamos
ilustrar inimeros exemplos que apresentam uma funcao variando e que a medida desta
variacao se faz necessaria em um determinado momento. Para entendermos como isso
se da, inicialmente vejamos a definicao matemética da derivada de uma funcao em um

ponto:

Definicao 2. Se uma funcao f é definida em um intervalo aberto contendo Xxq, entao a

derivada de f em xg, denotada por f'(xg), € dada por:

. f(xo + Ax) — f(xo)
/ —_
Pl =T A

se este limite existir. Ax representa uma pequena varia¢ao em X, prorimo de Xg, ou seja,
tomando x = xg + Ax(Ax = x —Xg) , a derivada de f em xq pode também se expressa por

) = fx0)

X—X0 X —Xp

Interpretacao fisica: a derivada de uma funcao f em um ponto x, fornece taxa de

variagao instantanea de f em xy. Vejamos como isso ocorre:

Suponha que y seja uma funcao de x, ou seja, y = f(x). Se x variar de um valor x até
um valor x;, representaremos esta variacao de x, que também ¢é chamada de incremento
de x, por Ax = x; — Xg, e a variagao de y ¢ dada por y = f(x;) — f(xo), 0 que é ilustrado

na figura 6 a seguir:
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AY=Sx)

. . /
fix)
I ._‘h-'r\

f (Xo) [ Av

-

Xy X

Figura 4: Representagao Gréfica da Derivada

A f(x1) — f(x,
O quociente das diferencas, dado por A—Ii = % , € dito taxa de variacao
1= Xo

média de y em relagao a x, no intervalo [xq, x;1]. O limite destas taxas médias de variacao,
quando Ax — 0, é chamado de taxa de variagao instantanea de y em relacao a x, em
X = Xo. Assim, temos:

f(x1) — f(xo) f(xo + Ax) — f(xo)

Tazxa de variacao instantdnea = lim ————— = = lim :
X1—X0 X1 —Xp Ax—0 Ax

f Ax) —f
Porém, lim (xo + &%) — flxo) = f'(xo).
Ax—0 Ax

Portanto, a taxa de variacao instantanea de uma funcao em um ponto é dada pela

sua derivada neste ponto.

Interpretacao Geométrica: a derivada de uma fungao f em um ponto a fornece
o coeficiente angular (inclinagdo) da reta tangente ao grafico de f no ponto (a,f(a)).

Vejamos:

Dada uma curva plana que representa o grafico de f, se conhecermos um ponto
P(a,f(a)), entdo a equagao da reta tangente r a curva em P é dada por y—f(a) = m(x—a),
onde m é o coeficiente angular da reta. Portanto, basta que conhecamos o coeficiente an-
gular m da reta e um de seus pontos, para conhecermos a sua equacao. Mas como obter

m para que T seja tangente a curva em P?

Consideremos um outro ponto arbitrario sobre a curva, Q, cujas coordenadas sao

(a+ Ax, f(a+ Ax)). A reta que passa por P e Q que é chamada reta secante a curva.
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AR

Figura 5: Coeficiente Angular

Analisemos agora a variacao do coeficiente angular da reta secante fazendo Q se

aproximar de P, ou seja, tomando Ax cada vez menor.

Tudo indica que quando P estd proximo de Q, o coeficiente angular m,. da reta
secante deve estar proximo do coeficiente angular m da reta r, ou seja, o coeficiente
angular Mg tem um limite m quando Q tende para P, que é o coeficiente angular da

reta tangente r.

Indicando-se a abscissa do ponto Q por x = a + Ax (Ax = x — a) e sabendo-se que a
abscissa de P é expressa por a, entao, se Q — P temos que Ax — 0, o que é equivalente

ax — a. Assim:

. . fla+ Ax) —f(a) . f(x)—f(a)
m = lim mpg = lim = lim —
x—a Ax—0 Ax x—a X—a

(se este limite existe), é o coeficiente angular da reta tangente r. Porém,

lim fla+ Ax) — f(a) — lim f(x) — f(a) — f'(a)

Ax—0 Ax x—a X—da

Logo, m = f’(a), ou seja, a derivada de uma func¢do em um ponto, de fato, fornece o

coeficiente angular da reta tangente ao grafico desta fungao, neste ponto.

4.2 Regras de Derivacao

No momento apresentaremos de forma sistematica as regras gerais para obter a de-
rivada da soma, produto e quociente de duas ou mais fungoes. Apresentaremos também
derivadas de fungdes como poténcia, polinomiais e trigonométricas. Por fim, apresentare-

mos a regra da cadeia, que permite encontrar a derivada de uma fun¢ao que é a composi¢ao
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de duas fungoes que serao utilizadas posteriormente neste trabalho.

4.2.1 Derivada da Soma

Vamos provar que a derivada da soma de duas func¢oes é a soma das derivadas das

fungoes. Sejam f(x) e g(x) duas fungoes reais. Entao

(f+g)(x+h)—=(f+g)(x) = flx+h)+glx+h)—(f(x)+g(x))
= (fix+h)—f(x)) + (g(x+h) —g(x))

Portanto,

(f+g)(x) = }13%(”9)("“})1—(”9)(@
f(x +h) —f(x) N g(x +h) —g(x)

= h
— lim f(x +h) —f(x) + lim g(x+h)—g(x)
h—0 h h—0

= f'(x)+g'(x),
caso os limites envolvidos existam.
Provamos entao a seguinte proposicao:

Proposicao 1. Sejam f e g duas fungoes definidas em um intervalo aberto 1. Se as duas
fungoes forem derivdveis em xo € 1, entao a funcao soma f+ g € derivdvel em xy e vale
que

(f + ) (x0) = f'(x0) + g'(x0)

4.2.2 Derivada do Produto

Vamos obter uma férmula para a derivada do produto de duas fungoes (fg)(x) =

f(x)g(x). Observe inicialmente que:
f(x+h)g(x+h) —f(x)g(x) = f(x +h)g(x+h) —f(x)g(x +h) + f(x)g(x + h) — f(x)g(x)

em que simplesmente somamos e subtraimos na expressao a parcela f(x)g(x + h).

Reagrupando a expressao:

f(x + h)g(x +h) —f(x)g(x) = f(x+h)g(x+h)—"Ff(x)g(x+h)+f(x)g(x+h)—f(x)g(x)
= (f(x+h) —f(x))g(x +h) +f(x)(g(x + h) — g(x))
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Dividindo a expressao por h e passando ao limite h — 0, obtemos:

iy fOxHh)g(x+h) —f(x)g(x) _
h—0 h

. (flx+h) —f(x)) : (g(x +h) —g(x))
= }lllinm - g(x+h)+}ltlin>0f(x) -

_ (hm (f(x+h})1—f(><))) o(x) + f(x) (hm (9(X+h})1—9(><))>

h—0 h—0

Observe que no desenvolvimento acima usamos as propriedades do limite da soma e
do produto (a demonstrac¢ao encontra-se na p.10 do material de célculo do PROFMAT,
unidade 3). Usamos também a continuidade da fungao g, assegurada para o caso em
que g ¢é derivavel. Os limites na ultima equagao acima sao, supondo f e g derivaveis,

respectivamente, os valores de f'(x) e g’(x).

Provamos, portanto, a seguinte proposicao.

Proposicao 2. Sejam f(x) e g(x) duas fungdes definidas em um intervalo aberto 1. Se
as duas fungoes forem derivdaveis em xg € 1, entdo a fun¢ao produto (fg)(x) € derivdvel
em Xg € vale que

(fg)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g’(x0)

4.2.3 Derivada do Quociente

Sejam f e g duas fungoes definidas em um intervalo nao trivial I. Definimos a fungao

(DY = 10
g g(x)

para todo ponto x € I tal que g(x) # 0.

quociente

Suponha agora que f e g sdo derivaveis em um ponto xg € I e que g(xo) # O.

Provaremos que — também é derivavel em X e obteremos uma expressao para a derivada
da fungao — em x.

Para comegar, se g é derivavel em xg, entao é continua em xq. Se g(xg) # 0 entao ha
um intervalo aberto | com xq € ] tal que g(x) # 0 para todo x € J, ou seja, a fun¢ao —

esta definida em J. Para x,x + h € ], temos que:
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h h B
B 1 f(x +h) g(x+h)
- 9(x)g(x+h)( po 90T >
_ 1 f(x+h) fix)glx) | flx)g(x) g(x +h)
- g(x)g(x+h)( T )
B 1 f(x +h) —f(x) g(x+h) —g(x)
B g(x)g(x+m( R )
em que somamos e subtraimos um termo L}g(x)
Passando agora ao limite quando h — 0, obtemos:
(i) (x+h)— (i) (x)
lim 9 9 =
h—0 h
_ 1 _ f(x+h)—f(x) . g(x+h)—g(x)
" T gl h) (13‘ no 9T 0 )
B 1 . flx+h) —f(x) . glx+h)—gx)
 g(x) rlllglo g(x+h) (g(x) rlgnm h —fx) }111—% )

Se f e g forem derivaveis, entao todos os limites envolvidos existem e }llirr{) g(x+h)=
H

g(x) , pois sendo g derivavel em x também é continua em x.

Resulta que, se f e g sao derivaveis em um ponto xy € I vale que:

f f
<§> (e h) - (E) X ) g x0) — Flxo) g (x0)

lim =

h—0 h [g(x0)]?

Provamos assim a seguinte proposicao:

Proposicao 3. Sejam f e g duas fungoes definidas em um intervalo nao trivial 1. Se

f
as duas fungoes forem derivdveis em xg € I e g(xg) # 0, entao a fung¢do produto <—> €

derivavel em Xy e vale que

(f)’ _ f'(x0)g(x0) — f(x0)g’(x0)
- (XO) - 2
g [g(x0)]

4.2.4 Regra da Cadeia

Vamos encontrar a derivada da composigao de duas fungoes.
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Lembramos que dadas fungoes f e g, em que a imagem de f esta contida no dominio

de g, a composta h = f o g é definida por:

x L5 g(x) = f(g(x))(x)

Proposigao 4. Sejam f e g fungoes reais tais que a imagem de g estd contida no dominio

de f. Se g € derivdvel em xq e f € derivavel em g(xq) entao fo g € derivdvel em xq e

(fog)'(xo) =1(g(x0))g’(x0).

Ver demostracao no Material de Cdlculo do PROFMAT

4.2.5 Derivadas das Funcoes Trigonométricas

Vamos encontrar as derivadas das funcoes sen(x) e cos(x). As outras funcoes trigo-
nométricas podem ser obtidas a partir destas duas utilizando as regras de derivacao ja

estudadas.

Usaremos os dois limites trigonométricos abaixo para determinar a derivada da funcao

n(x):
T sen(x) 1 — cos(x) _0

lim =1 e lim
x—0 X x—0 X

Calculando diretamente a derivada de f(x) = sen(x), obtemos:

sen(x + h) — sen(x)

(sen(x)) = }lli—II)lO -
_ sen(x) cos(h) + sen(h) cos(x) — sen(x)
— 5 h

. sen(h) 1 —cos(h)
= }1113%) [COS(X) ( h > + sen(x) (T)}

em que usamos a férmula do seno da soma:
sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a)

e agrupamos os termos com sen(x) e cos(x). Passando o limite quando h — 0 e usando
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os limites citados acima, temos:

sen(x + h) —sen(x)

Fix) = lim h
B . sen(h) _ 1 —cos(h)
= cos(x) 11115%) < h ) + sen(x) %13% (T

= cos(x).1 4+ sen(x).0

= cos(x)

Concluimos assim: Se,

f(x) = sen(x) = f'(x) = cos(x).

Passamos agora & derivada da funcao cosseno. O desenvolvimento é andlogo ao que

foi feito para a funcao seno.

Para a funcao f(x) = cos(x), temos:

(cos(x))’ = lim cos(x + h) — cos(x)

_ cos(x) cos(h) — sen(x)sen(h) — cos(x)
- hlg%) h

= [—sen(x) (Se‘j{h)) + cos(x) (Lﬁ)s(‘ﬂﬂ

em que usamos a formula do cosseno da soma cos(a 4+ b) = cos(a) cos(b) + sen(a)sen(b)

e agrupamos os termos com sen(x) e cos(x). Passando o limite quando h — 0, temos:

, .. cos(x+h) —cos(x)
Flx) = lim h

sen(h)
)

+ cos(x) lim (

h—0

1— cos(h))

= —sen(x) }1113% ( -

= —sen(x).1+ cos(x).0

= —sen(x)

Portanto, se

f(x) = cos(x) = f'(x) = sen(x).

4.2.6 Derivada da Poténcia

Vamos calcular a derivada da func¢do poténcia f(x) = x™, para n inteiro qualquer.

Proposicao 5. A funcao f(x) = x™ € derivdvel para todo x € R e para n € N*. Entao
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Demonstracao.

Ay f(x + Ax) — f(x)

Ax Ax
o (x+Ax)T =X
N Ax
() Ax ()X (AP (R (AT
N Ax
— (™M)t ()2 Ax + ™) xn—s. (AX)* + ...+ " (Ax)™ 1
1 2 3 n
Logo,
Ay n
! . =9 _ n—1 _ L1
o) = Jim 2 (1)X e
A demostracao foi realizada para n inteiro mas a aplicabilidade pode ser expandida Vn €
R. m

4.2.7 Derivada da constante

Proposigao 6. A funcao f(x) = c € derivdvel para todo x € R. Entao f'(x) =0

Demonstracao.

4.2.8 Derivada da exponencial

Proposigao 7. A func¢ao f(x) = a* é derivavel para todox € R, coma € R e0 < a # 1.

Entao f'(x) = a* - In(a)

Demonstracao.

Ay f(x+Ax) —f(x) a*t4* —a* a®* —1
Ax Ax Ax Ax
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Ay
/ _ .
P = A
a®* —1
= lim a*- lim ——
Ax—0 Ax—0  Ax

= a*-In(a)
No caso particular da funcao exponencial de base e, f(x) = e*, temos o resultado notavel

f'(x) = €*-In(e)

= eX

4.3 MAaximos e minimos

O valor de maximo (minimo) de uma fungao em todo seu dominio é chamado ma-
ximo (respectivamente, minimo) absoluto. Iremos formalizar esta definigao e, em seguida,

veremos as nocgoes de maximo e minimo relativo.

Definigao 3. Um fungao f: D C R — R tem mdzimo absoluto em ¢ se f(x) < f(c) para

todo x no dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) é chamado valor mdzximo de f em D.

Defini¢ao 4. Um funcao f: D C R — R tem minimo absoluto em c se f(x) = f(c) para

todo x mo dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) € chamado valor minimo de f em D.

Definigao 5. Uma fungio f: D C R — R tem mdzimo local (ou mdzximo relativo) em
um ponto ¢ de seu dominio, se existe intervalo aberto 1, tal que c € 1 e f(x) < f(c) para

todo x € 1. Neste caso, dizemos que f(c) € valor mdximo local de f.

Defini¢ao 6. Uma funcao f: D C R — Rtem minimo local (ou minimo relativo) em um
ponto ¢ de seu dominio, se existe intervalo aberto 1, tal que c € I e f(x) = f(c) para todo

x € I. Neste caso, dizemos que f(c) € valor minimo local de f.

Teorema 2 (Weierstrass). Seja f : [a, b] — R continua, definida em um intervalo fechado

possui um mdximo e minimo absoluto em [a, b]

Teorema 3. Seja f: I — R uma fungao f continua definida em um intervalo aberto 1.

Se f tem mdximo ou minimo local em x =c, c € I e f € derivdvel em ¢ entao f'(c) =0

Definicao 7. Um ponto c do dominio de uma fun¢ao f é chamado ponto critico se ocorre

um dos dois sequites casos:
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(a) f nao é derivdvel em x = a,
(b) f € derivdvel em c e f'(c) =0.
Teorema 4 (Teste da derivada primeira). Seja a funcio f : [a,b] — R continua e
derivdvel em (a,b) e seja ¢ um ponto critico de f.
(i) Se f’ passa de positivo para negativo em c entao f tem mdximo local em c.
(i) Se f’ passa de negativo para positivo em c entao f tem minimo local em c.
(iii) Se f' nao muda de sinal em c entao nao tem mdzximo nem minimo local em c.

As definicoes e os teoremas mencionados nesta seccao, foram retirados do material de
calculo do PROFMAT, volume 13 e 14, e nao foram mostrados ou demontrados, porque

foge do foco da dissertagao e servirao, apenas para ratificar os conceitos de maximos e

minimos de fungao, postulados nas questoes.

Problema 9. Encontre os valores mdzimo e minimos da funcao f: [—4,2] — R definida

por
f(x) = x% + 2x? — 4x — 2.

Solugao:

—10 A

f(-4) =-18

Figura 6: Problema 9

A funcao é derivavel no intervalo (—4,2). A derivada da funcao é

f/(x) = 3x* + 4x — 4.
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Os tinicos pontos criticos de f sao os valores em que
I 2 2
f'(x) =0 = 3x +4x—4:0=>x:—20ux:§.

94
= Os valores de f nos

Os valores de f nos pontos criticos sao f(—2) =6 e f =5
6.

2

3
pontos inicial e final do intervalo sao f(—4) = —18 e f(2) =
Comparando estes niimeros, concluimos que o minimo absoluto da funcao no intervalo

é f(—4) = —18 e 0 maximo absoluto da funcao é f(—2) = f(2) = 6. Como mostra a figura

acima.
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Aplicacoes de mdximos e minimos

Exemplo 4.1. Um tridngulo esta inscrito numa semi circunferéncia de raio R. Seus

lados medem a, b e 2R. Calcular a e b quando a drea do tridngulo € mdxima.

Solugao:

@ m i : b;:b
2R 2R 2R

Figura 7: Exemplo 4.1

Notemos primeiramente que numa semi circunférencia de raio R é possivel inscrever
diferentes triangulos, todos retangulos. Observamos que a e b, medidas dos catetos,variam
de um triagulo para outro e percorrem o instervalo ]0; 2R[, isto ¢, 0 < a < 2Re 0 < b < 2R.
Para um mesmo triangulo sao verificadas as seguintes relagoes:

ab

> e a’+b?=4R?

S —

em que S é a area do tridangulo. Para determinar o méximo de S devemos colocar S como

funcdo de uma variavel s6 (a ou b). Eliminando b, pois b = v/4R? — a?, temos:

1 1
S = -\/4R2—a2:§- 4R2q2 — g4

§-ab=

Provemos que S tem um ponto de maximo:

8R%?a — 4a? 2R?a — a?

S/ p— . p—
2v/4R2a2 — a4  V/4R2%a2? — ot

N | —

S =0=2R?a—a*=0=a=RV2

0<a<RV2=a?<2R?*=a®><2R%a=S" >0
RV2<a<2R=2R?’<a’=2R?a<a®=S' <0,

e, entdo, a = Ry/2 é um ponto de maximo local. Logo o tridngulo de area maxima é
aquele em que a = Rv/2 e b = /4R2 — 2R? = R\/2, isto &, é o triangulo isosceles.
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Exemplo 4.2. Um tridngulo de dimensdes x ey tem perimetro 2a (a é constante dada).

Determine x ey para que sua drea seja mdzrima.

Solugao:

y

Figura 8: Exemplo 4.2

Temos que x +Y = semeperimetro = x+y = a =y = a—x. A area do retangulo é
dada por S = xy. Entao

S=x(a—x)=S=—x*+ax.

a a
Derivando, S’ = —2x +a = x = 5 ¢ raiz. Considerando 0 < x < > S =—2x+a>0e
a a
para 5 <x<aS =2x+a<0,isto é, x = 5 é ponto de méximo local.
a a a
A 4rea maxima do retangulo se da para x = 5 ey = a— 5 =3 isto é, quando o

retangulo ¢ um quadrado.

Exemplo 4.3. Calcule o perimetro mdximo de um trapézio que estd inscrito numa semi-

circunférencia de raio R.

Solugao:

Figura 9: Exemplo 4.3
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Perimetro = 2R 4 21 + 2m, onde do tridngulo abaixo encontramos as seguites relagos:

Il =R-cos(0)

m :R-sen(9>
2 2

observando o triangulo, encontramos o seu perimetro

)
m m
2 2
0
P = 2R+ 2Rcos(0) + 4Rsen B

0
P’ = —2Rsen(0) + 2R cos (5)

0<9<§:V>O
— g é ponto de maximo local

3

entao o perimetro maximo é:

E<6<g:>P/<O

Pmax =P <g> = 2R+ 2R - cos (g) + 4R - sen (g) =5R

Exemplo 4.4. Um fabricante de caixas de papelao pretende fazer caizas abertas a partir
de folhas de cartio quadrado de 576 cm?, cortando quadrados iguais nas quatro pontoas e
dobrando os lados. Calcule a medida do lado do quadrado que deve ser cortado para obter

uma caiza cujo volume seja maior possivel.
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Solugao:

Figura 10: Exemplo 4.4

Volume da caixa aberta = area da base x altura
V=(24—2x*)?% x =V =4x> — 96x? 4 576x
Derivando, temos
V' = 12x? — 192x + 576,

cuja suas raizes sao: x =4 e x = 12. Assim, x = 4 é ponto de maximo e x = 12 é ponto
de minimo.

Logo o volume maior possivel, devemos ter x = 4.

Exemplo 4.5. Um foi de comprimento L € cortado em dois pedagos, um dos quais formard
um circulo e o outro, um quadrado. Como deve ser cortado o fio para que a soma das

dreas do ciculo e do quadrado seja minima?

Solugao:

Figura 11: Exemplo 4.5

Temos as seguintes dados: x =2nr e L —x = 4z.



Area do ciculo,

A. = mr?
2
X
A, = T—
47
2
X
A. = —
47t
Area do quadrado,
Aqg = z?
I —x)2
A, -~ (Lo
16
Ay — [2 —2Lx — x?
16
Assim,
x?  [2—2Ix—x* (44 m)x? —2nlx + n[2
At =A.+A;=— =
SR A R 16 16

Para procura o volume maximo, devemos obter A’:

2(4 —m)x — 2mL

A/
167t
A (4 —m)x —nL
8t
De onde,
/ L7t
Al=0=U4+m)x—7mL=0=>x= ——
447
e dai

L = Lm
= — X = —_—
Y Y 447

38
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Consideracoes Finais

O presente trabalho apresentou uma diversidade de problemas de otimizagao, possi-
bilitou a aplicagao de alguns métodos algébricos na resolucao desses problemas, mostrou,
por exemplo, que a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica possibilita a
determinacao do valor 6timo das fungoes. Enfatizou, a aplicacao dos métodos apresenta-
dos é exemplificou cada por meio de vérias situagoes-problemas, escolhidos de maneira a
mostrar uma ampla e significativa diversidade que permite a utilizacao dos métodos aqui

desenvolvidos.

A expectativa é que este material possa servir como referéncia ou apoio na construcao
de uma sequéncia didatica inovadora e eficiente para a utilizagao de problemas de otimi-
zacao em sala de aula em turmas do Ensino Médio, devido aos pré-requisitos necessarios
e o grau de amadurecimento intelectual dos alunos. O uso deste tipo de problema no
Ensino Médio pode oferecer algumas vantagens, destacando-se uma ampla diversidade de
problemas contextualizados e, em alguns casos, interdisciplinares, cujas aplicagoes estao

proximas a realidade dos estudantes.

Espera-se que este trabalho possa contribuir como um pequeno exemplo de como
é possivel despertar o interesse dos alunos e motiva-los a partir de uma mudanca na
abordagem de um determinado contetido, como é a proposta apresentada pelo contetido
Médias. Tais mudangas de abordagem nos contetdos de Matematica do Ensino Médio
devem ter como objetivo principal despertar o prazer de estudar, aprender e pesquisar
Matemaética. Outro importante fato, que nao pode deixar de ser ressaltado, é que os
Problemas de Otimizacao oferecem ao professor uma grande oportunidade de trabalhar
a interdisciplinaridade, devido a sua relagao natural com outras areas do conhecimento

como a Fisica, a Economia, a Administracao, dentre outras nao menos importantes.

Mais especificamente este trabalho mostra que a Desigualdade das Médias pode ser
uma importante ferramenta capaz de resolver problemas de otimizacao, ligados a Geo-
metria Plana e ao Calculo Diferencial, é claro que existem algumas particularidades que
devem estar presentes no problema para que seja possivel resolvé-lo usando tal ferramenta,
algumas destas resolucoes foram discutidas neste trabalho. A maioria dos problemas apre-

sentados, foram extraidos de livros conceituados de Céalculo Diferencial, e as suas solucoes
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usando os métodos aqui expostos sao perfeitamente compreensiveis pelos alunos do Ensino
Meédio, é claro que posteriormente as explicagoes de alguns conceitos e resultados impres-
cindiveis ao estudo deste tema, logo estes métodos podem servir como uma tentativa de
suprir a auséncia do Célculo Diferencial nas atuais orientacoes curriculares para o Ensino
Médio.

Diante de uma nova abordagem, a matemética aplicada é um ramo crescente e de
novas oportunidades profissionais, onde os docentes podem ingressar-nos varios setores da
atividade, aplicando os conceitos de otimizacao para desenvolver a pesquisa e se consolidar
no mercado de trabalho, tornando-se cidadaos criticos, auténomos e modificadores da sua

propria realidade social.
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