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Resumo

Este trabalho contempla no¢des de diferenciabilidade de aplicagbes lineares
de R™ em R™. Definimos a derivada de fun¢cdes em R, desenvolvendo algumas das
propriedades de diferenciacdo e aplicacdbes das derivadas. Posteriormente,
introduzimos diferenciabilidade no R™ como aplicacdo linear e ndao como valor
numérico, assim como algumas propriedades de diferenciabilidade de func¢bes
definidas em abertos de R™. Também demonstramos o Teorema da Func¢édo Implicita
e o aplicamos para obter o Teorema da Funcao Inversa em R", além de exemplos
de aplicacdo na resolucao de sistemas e inversao de fun¢des. Concluimos fazendo
uma introducdo ao estudo do limite e da derivada no ensino médio, com aplicacéao

nas fungdes polinomiais combinado com reta tangente.

Palavras-chave: Derivadas; Diferenciabilidade; Implicita; Inversa.



Abstract

This work focuses on the study of differentiability of vector functions defined in
subset of R" into R™. First, we define the derivative of functions in R, developing
some proprieties of differentiation and applications. In the sequel, we introduce
differentiability in R™ as a linear application instead of a numerical value, and we give
some properties of the differentiability in R™. We prove the Theorem of Implicit
Function and apply it to obtain the Theorem of Inverse Function in R® and we use
such theorems to obtain applications for the resolution of systems and inversion of
functions. We conclude this work giving an introduction to the study of limits and the
derivatives to the high school level in the Brazilian scholar system, combined with the

study of tangent line to the polynomial functions.

Keywords: Derivate; Differentiability; Implicit; Inverse.
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Introducéo

Este trabalho contempla o estudo de diferenciabilidade de fun¢des definidas
em um dominio de R™ a valores em R™.

No PROFMAT cursamos a disciplina de Introducdo ao Célculo, na qual foi
estudado o conceito de derivada de uma funcédo de uma variavel. Assim, o objetivo
deste trabalho foi o de estender o conceito de derivada a funcfes vetoriais de varias
variaveis, suas consequéncias e propriedades, acompanhados dos conceitos sobre
derivacdo em R™ com n > 1. E importante notar a diferenca entre o conceito de
derivada de uma fungcdo em um ponto (como um nimero) e o conceito e derivada de
uma funcao vetorial de varias variaveis como uma transformacao linear. Procuramos
ir em direcdo aos objetivos do PROFMAT para que os professores “busquem
aprimoramento em sua formacéao profissional, com énfase no dominio aprofundado
de conteudo matematico relevante para sua atuacao docente.”

Outro objetivo é a recomendacdo do PROFMAT de fazer uma conexdo da
dissertacdo com o Ensino Basico. Neste caso, preparar 0os alunos do 3° ano para a
universidade para quando cursarem uma disciplina de introducdo ao calculo nao
terem mais o “choque” inicial que leva ao insucesso de muitos alunos.

No primeiro capitulo, levamos em conta o conhecimento prévio de limites e
definimos a derivada de fungbes em R, desenvolvendo algumas propriedades de
diferenciabilidade, tais como a regra da cadeia, e resolvemos alguns exercicios de
aplicacdo das derivadas. No segundo capitulo, introduzimos diferenciabilidade no R™
como aplicacdo linear e ndo como valor numérico, assim como algumas
propriedades de diferenciabilidade em espacos de dimensdao finita (R™). Também
calculamos a matriz representacao da derivada de uma funcéo vetorial, chamada de
matriz Jacobiana. Vimos que o Teorema do Valor Médio é estendido diretamente
para funcionais reais (funcdées sobre um dominio de R™ a valores em R), porém para

7

fungbes f:R"™ - R™, m > 2, somente é valido uma desigualdade, chamada de
Desigualdade do Valor Médio, que € demonstrada neste trabalho. Definimos
também o gradiente de uma funcdo f em x,, assim como a derivada direcional na
direcdo de um versor h, e mostramos que ela existe para toda funcéo diferenciavel.

Por fim, definimos derivadas parciais e vimos que para f:Ac R" - R™, se as



derivadas parciais de suas componentes existem em qualquer ponto do conjunto
aberto A4, e sdo continuas em A, entdo f é diferenciavel em A. No terceiro capitulo,
demonstramos o Teorema de Func¢do Implicita, utilizando a Desigualdade do Valor
Médio e o Teorema do Ponto Fixo. Como aplicacdo, provamos o Teorema da
Funcao Inversa e fazemos aplicacdo em sistemas envolvendo func¢des. Ao final do
capitulo, trabalhamos com exemplos de aplicagBes do Teorema da Funcéo Inversa.
No Capitulo 4, apresentamos uma introdu¢édo ao Conceito de Limites e Derivadas no
Ensino Médio como forma de apresentacéo inicial do calculo nesse nivel de ensino,
com definicdes basicas intuitivas, algumas propriedades e fechando com exemplos e

aplicacoes.
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Capitulo 1

Derivada de uma funcéo real

Neste capitulo tratamos do conceito de derivagdo de uma funcéo real de
variavel real, suas propriedades e interpretacbes geométrica e fisica. A motivagcao
vem do conceito de taxa de variacdo. Naturalmente, para ndo estender demais o
trabalho, assumimos bem conhecido o conceito de limite de uma funcdo e suas

propriedades.
1.1 O conceito de derivada

Apesar de conhecido, faz-se necessario introduzir nesta secdo uma breve
lembranca do conceito de limite de uma funcdo real de variavel real, objetivando
uma melhor compreensdo do conceito de derivada. Para isso consideramos uma
funcao

fi(a,b) > R
com (a, b) um intervalo aberto de R, x, um ponto de (a, b) € R 0 conjunto dos
nameros reais.

Diz-se que o limite de f, quando x tende a x,, € um certo nimero L, se para

cada € > 0 dado, existe um niamero 6 > 0 tal que
If(x)— Ll <e se |x—x4| <6 comx € (a,b).

Quando isso ocorre se escreve
lim f(x)=L.

X—Xo

Agora, vamos considerar o conceito de taxa média de variacdo e o conceito

da derivada de uma fun¢cdo num ponto.
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Definicdo 1. (Taxa Média de Variacao)

Seja f: A - R uma fungdo, A um intervalo real e a € A. Quando a variavel
independente da funcdo f passa do ponto a € A ao ponto x € A, sofrendo um
acréscimo (ou incremento) Ax = x —a (que pode ser positivo ou negativo), 0s
correspondentes valores dados pela funcéo passam de f(a) para f(x) = f(a + Ax),
sofrendo também um incremento Ay = f(x) — f(a) = f(a + Ax) — f(a).

A Taxa Média de Variacdo da funcao f, no intervalo [a,a + Ax], se Ax > 0 ou
[a + Ax,a], se Ax < 0, € o quociente

By _fG)-f@ _fla+80)-f(@

Ax X—a Ax

comx =a + Ax.

AY=f(x)

filx)

f@)

E muito importante conhecer a taxa de variacdo em intervalos muito
pequenos, isto €, Ax bem proximo de zero. Na verdade, mais importante ainda é
saber o que ocorre com a taxa de variagdo média quando o tamanho Ax do intervalo
tende a zero. Isso leva ao conceito de taxa de variacdo instantanea.

Assim, o limite da taxa média de variacdo, quando Ax — 0, é chamado de
Taxa de Variacdo Instantanea de f em relacdo a x, em x = a. Ou seja, a taxa de

variacao instantanea de f em a, € dada por

’ f)—fl@ . fla+Ax)—f(a)
im———— = lim :

x—a X—a Ax—0 Ax

A taxa de variagao instantanea é simplesmente chamada de taxa de variagao.
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Definicdo 2. (Derivada de uma funcéao)

Se f é uma funcdo definida em um intervalo aberto contendo x,, entdo a

derivada de f em x, , denotada por f'(x,), € dada por:

f(xo + Ax) — £ (x0)
Ax

f'(xo) = Al};zlo

se esse limite existir.

Quando existe o limite acima, entédo existe f'(x,) e dizemos que f € derivavel
no ponto x,.

Dizemos também que f é derivavel no intervalo aberto A quando existe f'(x,)
para todo x, € A.

Comparando as definicbes anteriores, notamos que a Taxa de Variacao
Instantanea de f em x, é igual a derivada de f no ponto x,.

A derivada de f em um ponto é um numero, isto &, f'(x,) € R. Entretanto, se
f €& derivavel em um subconjunto B de seu intervalo de definicdo A, pode-se
considerar a funcéo derivada de f representada por f' que € definida em cada ponto
x de B por f'(x).

Desse modo, sendo f: A —» R, entdo:

f'"B-R

com B algum subconjunto de A que pode, dependendo de f, ser igual a A.
Exemplos:

1) Seja f(x) = x> com dominio A = R. Vamos calcular a derivada de f no

ponto x,. Temos:

5 flo+Ax) = f(x) . (g +Ax)* = (x0)*
im = lim =

Ax—0 Ax Ax—0 Ax

X% + 2x0Ax + Ax? — x,?
= lim
Ax—0 Ax
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5 ZxOAx+Ax2_l, ) A = 2
= fim =g = dim 2+ 49 = 23

Assim, para todo x, € R, o limite acima existe, e, portanto temos que
f'(x0) = 2x,.
Entdo f' € a fungéo dada por f'(x) = 2x, para qualquer x € R.

Neste exemplo, A = B, isto é, para essa funcao a funcao derivada f' mantém

o dominio de f.
2) Determine a derivada da funcdo f(x) = vx , cujo dominio é A = [0, +).
Calculando sua derivada, temos para x > 0:

A= f() _ Vx T Ax—Vx
lim =lim ——

Ax—0 Ax h—-0 Ax

.y Vx + Ax —vx Vx + Ax +/x
= lim .
h~0 Ax Vx + Ax + Vx

" (x+Ax) —x ” Ax
= lim = lim
8x=0 Ax. (Vx + Ax ++vx ) 8220 Ax. (Vx + Ax +Vx )

1 1
lim = :
Ax=0 (Vx + Ax +vx)  2Vx

1
2Vx '

tem dominio B = (0, +). Observe que para essa funcédo, o dominio de f néo se

Logo, f'(x) existe para todo x > 0 e a derivada que é dada por f'(x) =

. . . 1 ~
manteve para a derivada, pois ao substituirmos x por 0, teremos a forma = que n&o

esta definida nos reais.
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Observacao:

A derivada de f no ponto x, pode ser indicada por diversas notacoes:
f'(x,) (de Lagrange),
Df (x,) (de Cauchy),

%) e | eibnitz),
dx

f(xo) (de Newton).

dy

Outras notac¢des bastante utilizadas sdo y' e =

1.2 Interpretacdo Geométrica da Derivada

Dada uma curva plana que represente o grafico de uma funcdo f, se
conhecermos um ponto P(a, f(a)), dessa curva, entdo a equacgéo da reta € dada por

y — f(a) =m.(x —a), onde m €& o coeficiente angular da reta dado pela taxa de
variacdo media i_Z' Portanto, basta que conhecamos o coeficiente angular m da reta

e um de seus pontos, para conhecermos a sua equacao.
Consideremos outro ponto Q arbitrario sobre a curva, cujas coordenadas sao

(a + Ax, f(a + Ax)). A reta que passa por P e Q que é chamada reta secante a curva.

fl@a+Ax) [

f@ | e

/ a: (a-;-Ax) \

Facamos variar o coeficiente angular da reta secante s, fazendo Q percorrer o

grafico de f na direcdo de P. Isso é feito tomando Ax cada vez menor. Note que
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guando Q esta proximo de P, o coeficiente angular da reta secante m, parece que se
aproxima do coeficiente angular da reta tangente m,, ou seja, parece que mg tem
como limite m,. (m,. existe, pois estamos supondo que existe a reta tangente) quando
Q tende para P.
Indicando-se a abscissa do ponto Q por x = a+ Ax, e sabendo-se que a
abscissa de P € a, entdo, se Q — P, temos que Ax — 0, que € equivalente a x — a.
Sabemos que o coeficiente angular da reta secante &

_ fla+Ax) - f(a)
m

ms - Alag—>0 Ax
Assim:
. flatdx)—f@) . fx)—f(a)
m= lim = lim ——————
Ax—0 Ax Ax—0 X—a

é o coeficiente angular da reta tangente r. Também sabemos que:

i fla+Mx)—f(a) . f(x)—f(a)
im = lim ——————
Ax—0 Ax Ax—0 X—a

=f'(@)

Portanto, m = f'(a), ou seja, a derivada de uma funcdo em um ponto fornece

o coeficiente angular da reta tangente ao grafico desta funcéo, neste ponto.

Nota importante:

A interpretacdo geomeétrica da derivada nos fornece uma consequéncia
imediata: uma funcéo sé é derivavel (ou diferencidvel) em um ponto de seu dominio,
se existir uma reta tangente ao seu grafico neste ponto. Para que figue mais
explicito, podemos dizer que o grafico da funcdo neste ponto ndo tera
comportamento pontiagudo. Com essa conclusdo, podemos afirmar que o grafico de
uma funcdo diferenciavel é uma “curva suave”. E, caso a fungdo tenha “ponta”,
notamos que por este ponto passam infinitas retas, logo a funcdo nao é diferenciavel

neste ponto.

Exemplo:

Calcular a reta tangente ao gréafico de y = f(x) = +/x no ponto (4,2). Sabemos

do exemplo 2 que



16

1
f(x)=ﬁ-
Entéo
F) =——=1
WG &

Portanto, a reta tangente dada por y = mx + b tem m = %Y. E para calcular b

substituimos o ponto (4, 2) na equacao da reta:

2—1 4+b
_4| O

O que nos fornece b = 1. Logo, a reta tangente € dada por y = %x + 1.

1.3 Continuidade e Derivabilidade

Proposigéo 1:

Se uma funcao é derivavel em um ponto a, entéo ela € continua em a.

Demonstracéo:
Para todo x que pertence ao dominio da funcdo, e x # a, a seguinte

identidade pode ser escrita:

f&x) = f()—M( - a).

Fazendo o limite quando x — a, e como a funcéo f é, por hipétese, derivavel
em a, e como o lim,._,, (x —a) = 0, teremos:

tim (£G) ~ f@) = lim T IO iy 0y = priay0 = 0

Logo,
)lcijgf(x) = f(a).

Portanto, f € continua em a.
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Nota importante: Podemos observar que a reciproca da Proposicdo 1 ndo é
verdadeira, pois uma funcdo pode ser continua em um ponto sem ser derivavel
nesse ponto. Para ver isso, consideramos o exemplo da funcdo f(x) = |x|, que é

continua no ponto x = 0, mas nédo é derivavel nesse ponto. De fato, temos

f&) —£O) _ Jx[—10] _ I«

={_1 se x<0

x—0 x—0 X 1 se x>0
Logo,

. f)—f(0)

lim ————=1

x—0% x—0

e

. fx)—=f(0)

lim ———=—-1.

x—0~ x—0

Portanto, f(x) = |x| ndo € derivavel em x = 0.

1.4 Regras e Propriedades de Derivagéao

1. Derivada da funcéo constante

Se f € a funcdo constante definida por f(x)=b, entdo para todo x

€R,f'(x)=0.

Demonstracéo:

= lim =Ilim0 =
x->a X —a x-a

f&) = fa) b-b
x—a

f(a) = lim
isto é,
f'(a) = 0.

2. Derivada da poténcia

Se f(x) = x™, onde n é inteiro positivo, entdo f'(x) = n.x" 1.
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Demonstracéo:
) = i f(X+AX)—f(x)_l, (x + Ax)" — x™
FOo=fm™ & T &
oy X @ A+ (M. "2, A%% + -+ + (). Ax" — x7
Ax—0 Ax
—_ n pa— —_
=Al£1rlo [(1) x" 1+(2).x" 2.Ax+---+( ) Ax™ 1]
- ()
ou seja,

f'(x) =n.x"L
3. Se f é diferenciavel em x e g(x) = c. f(x), entédo g'(x) = c. f'(x).
Demonstracéo:

c.f(x+Ax)—c.f(x) _ ¢ lim f(x+Ax) — f(x) _

Ax Ax—0 Ax

g'(x) = lim c.f'(x).
4. Derivada da soma

Se f e g sao diferenciaveis em x, entdo (f + g)'(x) = f'(x) + g'(x).

Demonstracéo:

[f(x + Ax) + g(x + Ax)] — [f(x) + g(x)]
Ax

(f +9) () = Jim

Ax—0 Ax Ax

_ i {f(x+Ax)—f(x) g(x+Ax)—g(x)}
= lim +
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+ lim
Ax—0

T Ax—0 Ax

_ {f(x + Ax) — f(X)}
m
Ax

{g(x +Ax) — g(x)}

= f'(x) + g’ (x).
5. Derivada do Produto
Se f e g séo diferenciaveis em x, entdo (f.g) (x) = f(x).g'(x) + g(x). f'(x)
Demonstracéo:

(f.9)(x +Ax) — (f. 9)(x) _ f(x +Ax). g(x +Ax) — f(x). g(x)
Ax a Ax

_ flx +Ax). g(x +Ax) — f(x +Ax). g(x) + f(x +Ax). g(x) — f(x). g(x)
Ax

_ [ +A%). [g(x +4%) — 9G] + g(0). [f (x +4x) — f ()]
Ax

g(x +Ax) — g(x) N

fx +Ax) — f(x)
Ax | )

Ax

= f(x +Ax). g(x)

Tomando o limite com Ax - 0 em ambos os lados, teremos:

f. 9 +a) - (f.9) ™)
m

-0 Ax

(f-9)(0) = Ji

= fim [ a0 T

Ax) — Ax) —
g(x + Ax) g(x)l+Al£% lg(x)_f(x+ ;C))C f)

= f(x).9'(x) + g(x). f' ().

pois f e g sd@o derivaveis por hipétese e f € continua (Proposigéo 1).



Logo, o produto f. g é diferenciavel e

f.9) =f9'+g.f
6. Derivada do Quociente
Se f e g séo diferenciaveis em x e g(x) # 0, entéo

(i)l ) = IS~ /(). 9'()
g [9COT? '

Demonstracéo:

Primeiro notamos que:

1 1 1 1
g @I =70) TR0 T 1k
Ax N Ax

gx) — glx +Ax)
g(x +Ax). g(x)

Ax
gx +Ax) — g(x) 1
- Ax "g(x +Ax). g(x)

Como g é diferenciavel, portanto continua e g(x) # 0, resulta que:

Lxsan -1 ) .

g gl _
Aly—tlo Ax =—9'(0). g*(x) g% (x)

Isso quer dizer que

Agora, é suficiente aplicar a formula acima e a formula da derivada do produto:

(-2 - res -
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=f.

1oe(-9
g+f.< gz)

_flg—f.9
g

7. Derivada da funcdo composta (Regra da Cadeia)

Considere f e g funcdes diferenciaveis, onde f = f(x) e g = g(x), tal que a

composic¢ao f,g esteja definida no dominio de g, onde y = f(g(x)).

Entao,

dy _ ,
T f'(g(x).g'(x)

para x no dominio de g.
Demonstracéo:

Para Ax # 0 temos que

(fo9) (x +Ax) — (fo.9) (x)
Ax

_ (o) (x +Ax) = (fo9)(x)  g(x +Ax) — g(x)
g+ —gx) Ax

_flg(x+Ax) — f(g(x)) g(x +Ax) — g(x)
o gx+A) —gx) Ax '

Tomandou =g(x)eu+1=g(x+ Ax),isto é, 1 = g(x + Ax) — g(x), temos:

(fog)(x +Ax) — (fo9)(x)  flu+1) —f(w) glx+Ax) —g(x)
Ax B l | Ax
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Note que [ - 0 se e somente se Ax - 0 pois g € continua ja que, por

hipotese, g é diferenciavel. Passando o limite para Ax — 0, da hipotese de que f e g
sao diferenciaveis, resulta que

(fo9)' () = f'(W).g'(x)
ou seja,
(fo9)' () = f'(g(x)). g' (%)
8. Derivada de funcao polinomial
Seja f(x) = ap.x"+a,_1.x" 1+ .. + a;.x + a,.

Usando as propriedades 2, 3 e 4 apresentadas anteriormente, temos que

f'(x) =n.a,.x" 1+ (n— 1).an_1.x"‘2 + .. + ay.

1
9. Derivada da funcéao racional ™

Seja f(x) = xin onde n é inteiro e positivo.

Usando a propriedade 6 de derivacdo do quociente, temos que, para x # 0:

d () = d ( 1 ) _0.x" —1.nx"!
dx x T dx \xn) x2n
-1
— _n';;l — _n.xn—l—Zn
= —n.x "L

Assim, se f(x) = x™™,n = 1 inteiro, entdo

f'(x) = —n.x™™"1 parax # 0.



10. Derivadas das funcdes trigonométricas

Séo dadas por:

(i) f(x)=senx - f'(x) =cos x

(i) f(x) =cos x - f(x) = —senx

(iii) f(x) =tgx - f'(x) = sec?x

(iv) f(x) = cotg x — f'(x) = —cosec?x

(V) f(x) =sec x » f'(x) =secx.tg x

(Vi) f(x) = cosec x = f'(x) = —cosec x.cotg x.

Essas derivadas séo faceis de comprovar.

Temos

sen(x +Ax) — sen x
Ax

sen x.cos Ax + sen Ax.cosx — sen x
Ax

_sen Ax cos Ax—1

= .COSX + ———.senx
Ax Ax

Como temos os limites fundamentais

sen Ax cos Ax—1
lim =le lim —— =0
Ax—-0 Ax Ax—0 Ax

obtemos:

d ( )= 1 sen(x+Ax)—senx_
5 (senx) = lim A = Ccos X

para todo x real.

23
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Analogamente se mostra que

—(cos x) = —sen x.
dx

As outras derivadas trigopnométricas sdo obtidas usando a regra 6 de

derivacao de quociente.

11. Derivada de funcao exponencial

d
a(ax)=ax.lna,a>0ea¢1

Em particular

d
a(ex) =e*,x ER.

Demonstracéo:

Dado o limite

x+Ax _ 4%
lim
Ax—0 Ax

Sabemos que do limite fundamental

an _
lim = Ina ,obtemos:
Ax—0 Ax
i a -1 x x
lim .a*=a*.lna
Ax->0  Ax

ou seja,

o (a*) = a*.Ina.

12. Derivada da funcéo inversa

Seja f:1 - R injetiva, sendo I intervalo aberto de R, e diferenciavel com

f'(x) #0 e f'(x) continua em [. Entdo sabemos que existe a funcao inversa
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fh:Imf - I, de modo que (fof 1)(x)=x para xeImf e (flof)(x) = x, para

x € 1. Além disso f~! existe e é continua.

Usando a regra da cadeia se tem que

d d _ PN ,
1=— () =——(foN@) ="' (f@)f'x)

Logo,
1
F () = 0
com x € I. Ou, fazendo y =f(x):
IO |
D= 00’
com x = (f")(),y€Imf.
Assim,
L) =
iy’ T E)

com y €Imf =domf~L

13. Derivada da funcao logaritmica

Seja f(x) = log,x ,a> 0,a # 1 e x > 0. Vamos mostrar que

x > 0.

filx) =

x.lna’
Sabemos que
l0gg x : (0,00) = (—00, +00)
€ a inversa da funcdo exponencial
a*: (—oo,+00) - (0, +),

cuja derivada é a*.Iln a.

Logo, pela regra de derivacdo da funcéo inversa, temos, para y = a* que:

d
@(loga y) = Yy >0,

y.Ina

ou ainda

x > 0.

d
&Gc’g“ x) = x.Ina’

Em patrticular
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d 1

com e = 2,718... a base do logaritmo neperianoe x > 0.
A férmula de derivagdo da funcado inversa pode ser usada para calcular as
derivadas das funcdes trigonométricas inversas.

Por exemplo, é facil perceber que:

VxeR.

d( (g x) = 1
dx arctg x T 14 x2’

Sendo
T T
arc tg: (—o, +) — (_E'E)
a inversa da funcao

tg: (—%,g) - (—00,+m).

14. Vale a propriedade

d
prpe (x*) =oc. x*71,

com x € R fixado.

De fato, usando (11) e (7) temos, aplicando propriedades dos logaritmos, que:
d d « d
— (v = —(pInxTy = (pxInxy —
ax 0 = g (") = g e

«.Inx d «.Inx x
=¥ —(x.Inx) = e*'"¥ —
dx

Exemplos

Vamos calcular algumas derivadas aplicando algumas férmulas de derivacao
e propriedades apresentadas.
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1) f(x) =x*-2x3
f'(x) = 4x*1 —3.2x371
f'(x) = 4x3 — 6x2.

2) gx) = (x* —2)°
g'(x)=6.(x3—2)°"1 (x3-2)
g'(x) = 6.(x3—2)°.(3x31) (usamos a regra da cadeia)
g'(x) =6.(x3—2)5(3x%)
g'(x) = 18x2. (x3 — 2)5.

3) f(x) =x3.(sen x + x?)*
f'(x) =3x% (senx + x2)* + x3.4. (sen x + x?)3. (sen x + x?)’

onde usamos novamente a regra da cadeia.

Assim,
f'(x) = 3x%(sen x + x2)* + 4x3(sen x + x%)3. (cos x + 2x) .

Exemplos elementares de aplicacdes das derivadas

1) A posigéo de um corpo no instante ¢ é dada por: S(t) = 3t3 + 4t> —t + 3, onde t é
dado em segundos e S em metros. Determinar a velocidade e a aceleracdo desse
corpo no instante t = 1s. Sabe-se que a velocidade € a taxa de variacdo do espaco
percorrido em funcdo do tempo e a aceleracdo € a taxa de variacdo da velocidade

em funcdo do tempo.

Solucéo:
Pela definicdo sabemos que a velocidade é a taxa e variacdo do espaco em
funcdo do tempo, ou seja, € a derivada de S(t). Logo,
v(t)=S5"(t) =333 1+ 24271 - 1.1+ 0
v(t) =9t2+8t—1
v(1) =9(1)2+8(1) -1
v(1) =16 m/s.
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Também sabemos que a aceleragédo é a taxa de variacdo da velocidade em
funcdo do tempo, ou seja, a derivada de v(t). Logo,
a(t) =v'(t) =29t 1 +18t1"1 -0
a(t) =18t +8
a(l) =18.1+8
a(1) = 26 m/s>.

2) Se f(x) = x3, determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f, no ponto
P(2,4).
Solucdo: Sabemos que a inclinagdo da reta tangente € a derivada de f em x = 2.
Assim:

f'(x) = 3x?

f'(2) =3.(2)? = 12 = m (coeficiente angular).

A equacdao da reta tangente é y — y, = m. (x — x,), OU S€ja,
y—4=12.(x — 2)
y—4=12x — 24
y=12x+4 - 24
y=12x— 20

3) Um projétil € lancado formando certo angulo 8 com a horizontal. Sabendo que

g.t2
y=Yo+ (vosenf).t + "

x = (vy.cos 0).t
Sendo y e x altura e distancia, respectivamente, t o tempo, v, a velocidade
inicial, y, a altura inicial e g a aceleragdo da gravidade, calcule qual o angulo que

tornard a altura maxima.
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Solucgéo:

Para encontrarmos o angulo que tornara a altura maxima, apenas derivamos
a funcdo da altura y = f(6) =y, + (vy.sen8).t +g'7t2, em relagdo a variavel 6,
ficando com f'(0) = v,.t.cos 8 (consideramos v, € t como constantes).

Fazendo f'(6) = v,.t.cos @ =0 — cos 6 =0, onde concluimos que o Unico

angulo que torna o cosseno igual a zero é o de 90° ou seja, o angulo de

lancamento, para que a altura seja maxima, deve ser de 90°.
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Capitulo 2

Diferenciacdo em R"

2.1 A Diferencial como Aplicacao Linear

Definicdo 2.1 Uma aplicacdo T: R™ - R™ ¢é linear se e somente se possui a
seguinte propriedade:

T(px +qy) = pT(x) +qT(¥)
quaisquer que sejampeq € Re x,y € R™.

Definicdo 2.2 Dizemos que uma aplicagdo f:A € R"™ - R™ é diferenciavel em x,
pertencente ao interior de A, se existe uma aplicacdo linear T:R"™ - R™, denotada

por Df (x,), € que sera chamada a derivada ou diferencial de f em x, , tal que

i |[1f () = f(x0) = Df (x0) (x = x0)I| _
im =

0.
X=X [lx — xol|

Note que Df(xy)(x —x,) € o valor da aplicacdo linear Df(x,) aplicada no
vetor (x — x,) pertencente a R™, e por consequéncia, concluimos que Df (xy)(x — xg)
pertence a R™. Escreve-se frequentemente Df (x,)h em vez de Df(x,)(h). Também
podemos escrever f'(x,) ao invés de Df (x,). Resumindo, Df (x,) € L(R™, R™), onde

L(R",R™)={T:R" - R™/ T é linear} ,

isto é, L(R",R™) é o conjunto das aplicagdes lineares de R em R™.

Definicdo 2.3 Uma aplicacgéo linear é dita ser limitada se existe uma constante
positiva C tal que
ITxllgm < C.llxllgn,  Vx € R",

onde Tx = T(x).

Observacao:

1
lx||gn = norma de x € R™, dada por ||x|| = (x? + xZ + ...+ x2)z, x = (X1, X3, ..., Xp)-



Lema 2.1 Uma aplicagdo T: R™ - R™ linear é limitada se e somente se € continua.

Demonstracéo:
Se T é linear e limitada, entdo por definicdo, existe € > 0 tal que
|ITx|| < Cllx||, Vvxe€R"
Em particular

ITx =Tyl = ITx = I < Cllx = yll, vx,y e R™

Isso diz que f é Lipschitz e, portanto continua.

Esse lema diz que a aplicagéo ||.|| : L(R", R™)— [0, ) dada por
IT]| = inf {C / ||Tx||gm < C||x||gn paratodo x € R"}
esta bem definida.

Essa aplicagdo € uma norma sobre L(R", R™).
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A prova da reciproca é bem conhecida, ndo havendo necessidade de demonstracéao.

Observacao:

Se f: A< R - R, A aberto, entdo a derivada de f em x, € A, é a aplicacdo
linear T = f'(xy) = Df (xy): R > R dada por T(h) = m(x,). h, para h pertencente a R,

onde

flxg+t) — f(xo)
. .

m(xy) = ltl_T){)l

Assim, a derivada do Calculo 1 pode ser vista como Transformacao Linear.

Exemplo:
f:(a,b) » R, onde f(x) = x3.
Se x, pertence a (a, b) sabemos (do capitulo 1) que m(x,) = 3.x,2. Entdo,
f'(xo): R —> R
h - m(xy)h

onde m(x,)h = 3.x,2. h, € uma aplicacdo linear em h.

E facil ver que f'(x,) é limitada e que
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”f’(xo)”L(]R,]R) = |m(xo)|.

1 ~
Sexy = p entao

Podemos verificar diretamente que a definicdo de derivada é satisfeita.

Verificacao:

o W) = f(x0) = DF Gro) (o = o)l _

li lim

XX lx — xoll x_,% |x _ %|
NGRS & PN &

=2 o] =3 g
:mI(x—%)-(le%—l)l_lm%lx—%l-lx?%—él
Tz Jx-3 e | -]

. x 1
= 453 =

Note que na definicdo nada foi dito sobre o conjunto A ¢ R", mas temos:

Teorema 2.1 Se A é um conjunto aberto em R"e f:A S R" - R™ é diferenciavel

em x,€ A, entdo Df (x,) esta4 unicamente determinada.

Demonstracao:
Suponhamos que existam T; e T, € L(R", R™) e que satisfacam a definicdo de

derivada de f em x,.
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Seja x pertencente a R™ com ||x|]| =1 e t € R, t # 0. Tem-se, da definicdo de

derivada, que (x, + tx) € A para t pequeno pois A € aberto.

t(Tyx — Tyx)
0 <||Tyx — Tyx|| = llm | Ty x — Tox|| = llm ||—||
_||tTx — tTox Ty (tx) — T, (tx) Ty (tx) — To (&)l
=lim [|———|| = = lim
t-0 t-0 t-0 [l

m W Cro +t2) = £ (o) = To(tx) = [f (o + ) — f(xo) = Ta(@)]l|

t—0 |t]

I1f (xo + £x) — f(x0) — T (&)l +lim I1f (xo + tx) — f(x0) — Ti (@)l

<lim

t—0 |t t—>0 ]
- lim If (xo + tx) — fxo) — To(tx)|| +lim |f (x0 + tx) — f(xo) — Tl(tx)”
T 50 [ltx]| t—>0 [|tx]|

Assim, [|T;x — T,x|| = 0.
Portanto T, x = T,x para todo x € R" com ||x|| = 1.

Agora, seja z € R", com z # 0. Entdo, como x =

" () =™ ()

Como T; e T, séo lineares,

7 () =

mn(z) ﬂTz( z) 2>

” T — ¢ tal que ||x|| = 1, resulta

T2 i)

T1(z) = T,(2)
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para todo z pertencente a R", z # 0.
Se z = 0, pela linearidade
T;(0) = 0 = T,(0).
Logo
T1 = T2.
Assim, verificamos que, Df (x,) € unicamente determinada, se A for aberto.
Exemplos:

1) Seja A = {x,}. Assim, A é constituido de um Unico ponto e, portanto ndo € aberto.

Vejamos que qualquer T € L(R™, R™) satisfara a definicao, pois dado ¢ > 0,

tomando & > 0 qualquer, temos

If G = f(xo) = T(x = xp)ll = 0

para todo x que pertence a B(x,, 6) N A, onde B(a,r) € a bola aberta de centro a e

raio r, jA que B(xy,8) N A = {xy}.
Portanto, qualquer T linear de R® em R™, atende a definicéo.

Isso contradiz o Teorema 2.1? A resposta € ndo, porgue aqui A € um conjunto

fechado.

2) Seja 4= {(x,y) € R*/ —1<x <1, y = 0}.

Sendo f: A c R? - R dada por f(z) = 0, para todo z pertencente a A, temos

que

T,: R? » R
h _)T1h=0
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T,: R? > R
h - T,h=h,, h = (hy, hy) € R?
sdo aplicacdes lineares de R? em R e atendem a definicdo de diferencia¢éo no ponto
(0,0) € A.

De fato, seja (hqy, h,) € A. Temos, usando as definicdes de f e T, que

.’ |£((0,0) + h) = £(0,0) = Tih||  |If(hy, hy) = £(0,0) = Tih|l
im =lim

h=0 Al h=0 lIAll
- lim | Tuhll imM—O
oo |l rso RIS

Isso quer dizer que T; atende a definicdo de Df(0,0).

Também para h € A:

i W (©0) + 1) = £(0,0) — Tyh]
B Inl

IIf (hy, h2) = £(0,0) — Toh||

= lim

h=0 lIAll
_ i MR el
oo Rl koo [IRIE

pois para h € A tem-se h, = 0.

Portanto, pela definicdo de derivada, T; e T, sdo derivadas de f no ponto
(0,0), com Ty # T,.

De novo, isso ndo contradiz o Teorema 2.1, pois aqui o dominio A de f nédo é

aberto.



36

2.2 Matriz Representacéo

Em adic&o a definicdo de Df(x,), existe uma maneira simples de diferenciar

uma funcéo de varias variaveis f: A € R" - R™.

Podemos escrever f em componentes, do seguinte modo:
f(x1, %2, 0, xp) = (fl(xl,xz, v X )y f2 (%61, X2y ey X)),y wons firn (X1, X2, ...,xn)),
. . . Of; . .
e calculamos as derivadas parciais a—)’:f para i=1,2,...,m e j=1,2,..,n onde a
]

~ _ Of; , ~ , .
notacgéo _— representa a derivada comum de f; em relacdo a sua respectiva variavel
j

x;, sendo as outras variaveis restantes x; xp, ..., Xj_1,Xj41, ..., X, COnsideradas como
constantes.
A definicdo de derivada parcial € a seguinte:

Definicdo 2.4 (Derivada Parcial):

A derivada parcial de f = f(xq,x2, ..., x,), f:A € R" - R, em relagéo a x;, que

€ denotada por %(x) para x € A, é dada pelo seguinte limite, quando esse limite
]
existir:
af of Cf (g xRy x) = f(xg, e, %)
E)_xj(x) = (')_xj(xl' v Xp) = é@g( - _

Teorema 2.2 Se B c R™ € um conjunto aberto e f: B - R™ ¢é diferenciavel em B,
entdo as derivadas parciais

%(x), X €E€B

existem, e a matriz da aplicacao linear Df (x) nas respectivas bases candnicas do

R™ e R™ é dada por:



37

oh o oh
0x, 0x,  0x,
o o oh |
Df(x)=| 0x, 0x, ~~ 0xp
U Un O
ox, 0x,  0xy

Esta matriz é chamada Matriz Jacobiana de f, representada por J(Df(x)) ou

de Matriz Representacéo de Df (x).

Demonstracéo:
Pela definicdo de matriz A de uma aplicacéo linear de R" em R™, tem-se que

um elemento generico de A: (a;;) € dado pelo produto interno

a; = (e_i 'L(ej))’
onde,
{é;}i~, é a base canbnica de R™ ,

{ej}j-1 € a base candnica de R™.

Justificativa: Seja L: R™ - R™ linear.
Seja x pertencente a R", assim, x = ¥, x;e;, donde L(x) = Y-, x;L(e;), pois
L é linear.

Como cada L(e;) pertencente a R™ resulta que

(* ) L(e]) = Zﬁl aije_i = (alj, azj, ,amj)

n n n
L(x) = 2 xiL(e;) = Z x(ar), azj, o amj) = () xa4j, ) Xjaz;, ...,ijamj)
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
Dai, se A € a matriz cuja j-ésima coluna € L(e;), isto &, A = (L(ey) ... L(ey)),
entao
X1 ai1 A1z e Qun X1
ax=al )= T o SR ),
Xn Am1 Amz2 - Amn Xn

Note ent&o de (*) que a;; = (e‘i ,L(ej)).
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Agora sejay = x + he;, h pertencente a R. Entao

If ) = f(x) = DF () (y = 2l

|ly — xl|
_ o) - £ - pFGo(he)|
||hej||
_ o) - £ - pF GO (he)|
Id '

Observe que Df(x)e; € a j-esima coluna da matriz representacdo da
transformacéo linear Df (x). Na verdade, as j-ésimas colunas sdo as componentes
de Df(x) na base canonica (é;) de R™.

Note que se

y = (x + he;) = (x1, %3, e, %) + (0,0, ..., 0,1, 0, ..., 0)
= (X1, X2, s Xj—1, Xj + M, Xj1 1, 0, X))

entdo parax E Aeh €R, |h| <6 (6 >0 talque x + he; € A, Aaberto), tem-se

If ) — f(x) = Df(x)(y — )|
[ly — x|

G e xR, e x) = f (X e, X0) — RDF(X) (&)
B || '

Sendo f diferenciavel, tem-se que

lim ||f(x1, v X R Xjg, e, X)) — (X, e, X)) — th(x)(ej)” _

0.
h—-0 |h|

Dai segue que cada componente no limite acima também tende a zero, isto €,

lim 1fiCers o 25 + oo, 2n)— fi (1, oy %0) — hE DF GO (g _
h-0 |h| —

parai=1,2,..,m.

0

Logo, por definicdo, conclui-se que as derivadas parciais existem e

df; _
3 = &:-DF(I(e) = ay.

Com isso concluimos a demonstracao do teorema.



39

Quando m = 1, sendo f uma fungéo real de n variaveis, entdo a derivada de f
em x € A é representada pela matriz linha
of of of

Isto €, param = 1:

Df(x)a = Z%(x)aj, paraa = (a4, ...,a,) € R™ (D
j=1

Veja que Df(x) € uma aplicacdo linear para cada x pertencente a A. Note
também que a definicdo de Df (x) independe da base usada. Se trocarmos as bases
canbnicas por outras bases, os elementos da matriz representacdo de Df(x)
também mudardo. Examinando a matriz da transformacédo linear, veremos que as
colunas da matriz referente as novas bases serdo dadas por Df (x) aplicada na nova

base do R", com o vetor imagem sendo expressado na nova base do R™.

Exemplo:
Seja
f:AcR? - R?

() = (x, g)

onde 4 = {(x,y) € R%,y > 0}.

Na base candnica do R? temos:

0h 9
Df(x)h = aa;fz g}; h
ax 3y
y X
_ hq
=<l —f>(h2)
y v

(h txhy, xh2>
= xh,,— ——-).
y 1 2 y yz
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2.3 Continuidade de AplicacBes Diferenciaveis

Proposicdo: Seja f:ACR"->R™ onde Aé um conjunto aberto. Se f é

diferenciavel em x, pertencente a A entéo f é continua em x,,.

Demonstracéo:
Seja x, € A, entdo como A é aberto, existe § > 0 tal que x, + h € A para todo

h € R™ com ||h|]| < §. Dai segue-se que:

lf (xo + R) — f(xo)Il = [If (xo + h) — f(xo) = Df (xo)h + Df (xo)hll
< |If(xo + h) — f(x0) = Df (xp)hll + IDf (xo) |
< |If(xo + h) = f(xo) = Df (xo)hIl + ClIRl|
onde C = ||Df (xo)l.
Pela diferenciabilidade de f em x,, dado ¢, > 0, seja §, > 0 tal que 0 < §, < &

If (xo + h) — f(x0) — Df (xo)hl| <.
||l -0

se ||h|| < &,.

Assim,
If (xo + h) — f(x0) — Df (xo)hll < &llAl.

Somando C||h|| em ambos os lados da desigualdade temos
lf Cxo + h) — f(x0) — Df (xo)hll + ClIRIl < (g0 + O)lIAI.

Mas sabemos que

If (xo + h) — fF(x)ll < [If (x0 + h) — f(x0) — Df (x0)hll + Cl|Rl.

Portanto existe §, > 0 tal que
If (o +h) — f (oIl < (0 + ORI
para todo h, com ||h|| < &,.

Logo, f € continua em x,.
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Observacao: Se L:R™ - R™ é uma aplicacdo linear entdo L € diferenciavel em
qualquer x, € R" e L'(x,) = DL(xy) =L, isto é, L'(x,) € a mesma para qualquer
X, € R™.

De fato, veja que dado ¢ > 0,queremos mostrar que existe § > 0 tal que
llx — xoll < & implica

IL() = L(xo) — L(x — xo)II < £llx — x.
Podemos notar que
IL(x) = L(x0) — L(x — xo) |l = lIL(x) — L(x0) — L(x) + L(xo)l

=0 < ¢llx — xll,

Para |[x — x,|| < § com § > 0 arbitrario. Assim L'(x,) = L satisfaz a definicdo

de derivada da aplicagéo linear L.

Exemplo:
Seja f:R-R
X — ax.
f é uma aplicacgéo linear, portanto sua derivada em x,, f'(x,) é dada por
f'(x): R—>R
h = f'(xo)h = ah.

Nota Importante:

Em dimensao finita, se f € linear entdo f é continua. Por esse motivo, 0s
livros sobre diferenciabilidade de uma funcdo de R™ em R™ definem a diferencial
D(f(x)) como sendo uma aplicagéo linear de R" em R™. De fato, a continuidade sai
de graca. Quando se estd em dimensao infinita isso ndo ocorre. Portanto, nesse

caso, é necessario pedir na definicdo de diferencial a continuidade da aplicacéo

D(f(x)).
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2.4 Regras de Diferenciabilidade

a) Se f,g: A € R" - R™, A aberto, sédo diferenciaveisem x, € Aentdo f + g €

diferenciavel e (f + g)'(xo) = f'(x0) + g’ (x0).

Demonstracéo:

b)

Como f e g sao diferenciaveis em x,, entdo

i W) +9(0) = f(x0) = g(xo) — [f'(x0) + 9'(x0)1(x — x0)
m
X=X llx = xoll

i W) — f(x0) — f'(x0)(x = x0) + g(x) = g(x0) — g'(x0) (x — %)

X—Xo ll2x — xoll

< I If () = flxo) = fr(xo)x —x)Il . Nlg(x) — g(xp) — g' (o) (x — x0) |l
im + lim
X—Xg ||x - xOII X—=Xo ”x - xO”

=0
Portanto f + g é diferenciavel em xy e (f + g)'(xo) = f'(x) + g’ (xp).

Seja f:AcR" > R™ diferencidvel em x, €4 e a€R, entdo af €

diferenciavel em x, e (af)'(xy) = af’(x,).

Demonstracéo:

Como f é diferenciavel em x,, entdo

i NS () — af (xo) — af’ (xo) (x — x0)ll _
im =

X2 llx = xoll

_ i la(f () = f(x0) = f (o) (x — x))l
= im

x=% [l = xoll
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_fG) = fxo) = f1(x0) (x = xo)ll _
im =

0.
X% llx = xoll

Portanto af é diferenciavel em x, e (af)'(xy) = af'(xo).

Teorema 2.3 Sejam g:A c R" - R™ diferenciavel em x, €A e f:Bc R™ - RP

diferenciavel em g(x,) € B, sendo A e B abertos e g(4A)c B.

[Rn

Entdo, a fungcdo composta:
F=f,g:AcR" > RP
x = F(x) = f(g(x))

é diferenciavel em x, e

F'(x) = f’(g(xo))-g’(xo)-

Observacao:
Lembrar que
F'(xy): R"™ - RP
g'(xp): R* > R™
f'(x0): R™ > RP

séo aplicacdes lineares.
Demonstracao:
Sejam:

y(h) = g(xo + h) — g(xo) — g'(x0)h

p(h) = f(g(x0) + h) — f(g(x0)) — f'(g(xo))h.



Como g e f sao diferenciaveis em x, e g(x,) respectivamente, temos que

h
ly (W -0 quando h - 0

lIAll

k
”(/|)|§€||)” -0 quando k — 0.

Calculando temos
F(xo +h) — F(xo) — f'(g(x0)). g’ (xo)h
= f(g(xo + 1) — F(g(x0)) — f'(g(x0)). g’ (x0)h

= flg(xo) + h —y(R) +y(W)] = f(g(x0)) = f'(g(x0))- 9" (xo)h
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= flg(xo) + h) — g(xo + h) + g(x¢) + g’ (xo)h + y(W)] — f(g(x0)) — f'(g(x0)). 9" (x0) R

= flg(x0) + g'(x0)h +y(M)] = f(g(x0)) — f'(g(x0))- 9" (xo) R

= flg(xo) + g'(xe)h +y(W)] = f(g(x0)) — f'(9(x0))-[g' (x0)h + ¥ (h) — y ()]

= flg(xo) + g' )b + y(W] = F(g(x0)) — f'(g(xo))-[9' (i) +y (W] + £ (g (x0) )y (R

= ‘P(g’(xo)h + Y(h)) + f'(g(xo)))/(h)-
Dai, e como f'(g(x,)) e g'(x,) séo aplicacOes lineares e limitadas, temos:

IF(xo + h) — Fxo) — £7(g(x0))- g' (xo)All
lIAll

- le(g’ (xo)h + ()| N If'(gCxo))y ()|
- Al Al
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 le(g’Gon +ym)| | elly @l
1Al Il

_lle(g'Gh+ym)|| llg'Goh + vyl clly(®l
g’ )b +y(WIl Al Al

- lo(g' Co)h +y )| llg' Gkl + Iy W cllyWl
= g’ xdh+yMWI llAll l|All

< lo(g' )k +v ()| C1||h||+||V(h)||+C||)’(h)||
g’ Gy lIAll llAll

Mas podemos perceber que a expressao

lo(g’ )h +yW)||  cillnll + llyWI - clly)l
lg'(xp)h +y(WII Al IRl
tende a zero quando h — 0, pois g'(xg)h + y(h) = 0 quando h = 0 e também porque

@ao,comkao.

Portanto F é diferenciavel em x, e F'(xy) = f'(g(x)). g’ (x0).

O Teorema esta provado.

2.5 Desigualdade do Valor Médio

Nesta secdo, queremos introduzir e demonstrar a desigualdade do valor
médio para fungbes com imagem em R™, m > 2. O Teorema do valor médio que

mostraremos a seguir vale, em geral, somente param = 1.

Teorema 2.4 (Teorema do Valor Médio) Seja f: C < R" — R, diferenciavel em cada
ponto de um conjunto convexo C de R™. Entdo, dados x,, x, pertencentes a C, existe

X pertencente ao segmento [x,, x,] tal que f(x;) — f(x3) = f'(X)(x1 — x3).

Observacao:

[x1,x5] = {x; + t(x, —x;) \ 't €]0,1]} é 0 segmento de reta que liga x; e x, .
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Demonstracéo:

Sejam x,e x, pertencentes a C.

Seja g(t)= x; + t(x, —x1), t em [0,1].

Entdo g:[0,1] c R —» R™" é diferenciavel e g'(t,) = x, — x4, para todo t, € (0,1).
Tem-se

9'(t): R* >R
y= g'(t)y = (2 —x1)y.

De fato g'(ty)y = (x, — x1)y , pois

lg(to +y) — g(to) — Tyl

lim
y=0 Iyl
— lim |(x1 + (to +y) (X — x1) — x1 — to(xy — x1) — y(x — x|

y—0 [yl

o +y) O — x1) — (to + ) (2 — x|

= lim

y—0 Iyl

0

= limu =0.

y-0 |lyll

Agora, consideremos a composicao:
F(t): [01]-R
t—>F() =f(g(®)

g f
Z .

4 Y

R R"™ R

Entdo pela regra da cadeia, F é diferenciavel em t, pois feg sé&o

diferenciaveis. Assim, pelo Teorema do Valor Médio para fungdes reais,
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F(1) - F(0) =F(©)(1-0)
com t pertencente a (0,1). Isto é:
flx2) = f(x1) =F(1) —F(0) = F'(H)(1 - 0)
=f'(9®)g'® = f'(®) (xz — x1)

com x = g(t) pertencente a [x; x,] € C.

Isso provou o teorema.

Nota: Para fungbes f: A c R™® - R™, em geral, o teorema n&o € valido se dimenséo
m> 1.
De fato, considere o contra-exemplo:
f®): R-R?
t - f(t) = (t%,t%)
Neste exemplo, a dimensédo do contradominio de f, isto é, Y = R?, é m = 2.
Para esta f temos
f'(ty): R - R?
y = f'(t)y = (2ty, 3to°y).
Notamos que

f) = f(0) =(1,1) - (0,0) = (1,1),

f'(®[1 - 0] = (2t,3t%), t € (0,1).
Assim,
fQ) = £(0) # f'(O1—0]
para todo t pertencente aos reais. Portanto, ndo vale o teorema do valor médio para
essa fungao f.
Para funcbes f: A c R™ - R™, o0 que € valido em geral € uma desigualdade,

chamada de Desigualdade do Valor Médio.

Teorema 2.5 (Desigualdade do Valor Médio) Seja f: A € R" - R™, A aberto. Se
A é um conjunto convexo e f é diferenciavel em A, entdo para x; e x, pertencentes a

A, tem-se que
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1fCe) = fxDdll = sup (I (®)Hxz — x4 l.

X€[xq, x2]

Demonstracao:

Tomemos x; € x, pertencentes a A.

Consideramos F: R™ - R, um funcional linear.

Seja g: [0,1] - R dada por g(t) = F (f(x1 +t(x, — x1)))-

Podemos notar que g € uma funcdo bem definida. Além disso, g €
diferenciavel, pois f e F sé&o diferenciaveis (a derivada de uma aplicacao linear é ela
mesma).

Pelo Teorema do Valor Médio para fun¢des reais, obtemos:

g -g(0)=g9'OA-0 =g, (2

com t pertencente a (0, 1).

Observacao: Podemos aplicar o Teorema do Valor Médio para g, pois ela é a
composta de trés funcdes diferenciaveis.

Agora, notamos que:
9() = F (f (2 + 10, — 1))
= F(f(x1 +Xx; — X1)) = F(f(xz)),

e que
9(0) = F (f (1 + 0, — x1))) = F(f (x1)).
Logo, pela linearidade de F e a expressao (2), resulta:
F(f(xz) - f(x1)) = F(f(xz)) - F(f(xl)) =g(1) —g(0)
e

g @) =F (f(x1 + t(x, — x1))) f’(x1 + t(x; — X1))[x1 + tGo—x)] ;

=F (fl(x1 +t(x; — x1))) (x2 — x1).
pois F'(y,) = F para todo y, € R™.

Portanto,
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|F(F () — FxD)| = IF(F/ () (2 — x1)|
< IFIIF @) (o — x )

com x = x; + t(x, — x;),t pertencente a (0,1). Isto é,

IF(f () = FGD)| < NFILIF GO Ge =20l . (3)

Seja M o subespacgo de R™ gerado por f(x,) — f(x,),isto é,
M = {A(f(x2) = f(x1)) / 2 € R}

SejaF,: M c R™ - Rtal que F, (A(f(xz) — f(xl))) = ). Entdo F, é linear e,
portanto continua.

Note que [|Foll = || (F(x2) — FGD)|| se F(x) # F(xo).

De fato, para f(x;) # f(x;), tem-se

|Fo (A(F () = F(x1) )| = 141 = A(f G2 = FGeD)|

- |
If (xz) — FlxepIl

Observagao: Se f(x;) = f(x;) entdo || (xz) — f el < sup [[f'GOl llxz — x4]], isto
€, a Desigualdade do Valor Médio é satisfeita trivialmente.

Mas,
m

folm) = ey — F )
para todo m pertencente a M.
Logo,
1

1f Ce2) = f eIl

I1Foll =

Seja F a extenséao de F, a todo R. Assim
m

Fm) = ey~ 7y ™€

R

1
=G —rel
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De (3), obtém-se para F, que

1= |F(fCx2) = FG) < IFIIF NN Gez = 20l
IF GO Cez = 2l

1
TG = FGl
Disso, resulta que
If Ce2) = FOeD < NIFCOITCez — )l

com ¥ pertencente ao segmento [x;, x,].

Portanto,

1f(x2) = fxD)ll = sup  [If" (D Illxz — x4

X€E[xq, x3]

e a Desigualdade do Valor Médio esta provada.

2.6 Gradiente e Derivada Direcional

Gradiente

Para funcdes f:A € R™ - R, a derivada f'(x,) tem uma forma simples. Essa

formula é dada em termos o vetor gradiente de f.

Definicdo 2.5 Seja f: A € R™ — R diferenciavel em x, € A. Ent&o o vetor

af (xo) af (xo) )

0x, 0xy,

Vf(xo) = <

€ chamado Gradiente de f em x,.

Lema: Se f: A € R™ — R é diferenciavel em x, € A, entdo

f'(xo)h = (h; Vf(xo)) =h-Vf(x)

para todo h pertencente a R".

Demonstracéo:

Da férmula (1) da sec¢éo (2.2) da pagina 39, temos que



51

Df (xo)h = Z%(xo)hi . Vh=(hg,.. h)ER

Da definicdo de produto interno em R"™ segue que
Df(x)h = (h,Vf(xy)), VheR™

Esse lema fornece uma relacao entre Df (x,) e Vf (x,).
Exemplo:

Seja f:A € R™ - Rdiferenciavel em x,. Assim, f'(xo)x = (x, Vf(x,)) para

todo x € R™, onde

d 0 0
ORI e s )
Isto €&,
0 0 9
f'Go)x = (x,Vf (xo)) = ( ];(xxlO) x1 + I(;ZO) X, + .+ ](;Sch) xn>

para x = (xq, X5, ..., Xp).
Derivada Direcional

Definicdo 2.7 Seja f : AC R" - R com A aberto. Para todo x, € Ae h € R™ com
h # 0 e ||h]| =1, se o limite

o FGoo t th) = £(xo)
m

t—0 t

existir, ele € chamado de Derivada Direcional de f em x, na direcdo de h e é

representado por
df (xq, h) .

Proposi¢éo: Suponhamos f : A € R" — R diferenciavel em x, € A. Ent&o existe
df (x, h) para todo h € R" com ||| = 1.

Demonstracéo:
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Sabemos que existe f'(x,), logo se

r(xo, 1) = f(x0 + D) — f(x0) — f'(x0)!
Entéo

lIr(xo, D
1211

quando [ — 0, pela definicdo de f ser diferenciavel em x,.

-0

Seja h € R™ com ||h|| = 1. Entdo

li fCxo + th) — f(xo) g f(xo +th) — f(xo) = f'(xo)th + f'(xo)th
m = lim

t—0 t t—0 t

r(xo + th) + f'(xo)th
= fim t

’ r(xo+th)+l. f'(xo0)th
= _— m
T 150t

! th tf' h
= 04 1im LEOR _ gy, LX)

t—0 t t-0 t
= f'(x)h = (h, Vf (xo)).
Logo existe df (xo, h) € df (xo,h) = (h, Vf(xy)) -
Concluséo: Se f: A € R" - R é diferenciavel em x, entdo
f'(xo)h = df (xo, h) = (h, Vf(xo)),
para todo h € R™ com ||h|]| = 1.

Nota importante: A derivada direcional df (x,, h) é a taxa de variagdo de f em x,, na

direcdo de h. Note que sendo h = e; vetor da base canonica de R", entdo
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d
Af (x0,) = (6,97 0)) = 22 (xp).
]

. 0 ) : o L
Isto &, Ef.(xo) € a derivada direcional de f, em x,, na dire¢do do vetor e;.
J

of . . L s
a—; € a taxa de variacao de f, em x,, na direcao e;.
]

Assim,

Observacao: Note que, paran=20u n =3

df (xo, ) = (h, Vf (x0)) = IlAll [IVf (o)l cos 6
onde 6 € o angulo entre os vetores h e Vf(x,).

Entdo a menor variagédo de f em x, € quando cos 6§ = 1, isto é, quando
h = _Vf(xo) ou h = Vf(xO)

Portanto, a derivada direcional € a direcdo de menor variagdo de f em x,.

De fato,

df (xo, ) = (B, Vf (x0)) < =lIAll. IIVf (xo)II.

Tomando h = —Vf(x,), entdo

df (xo,h) = df(xo' _Vf(xo)) = (_Vf(xo)'vf(xo)) = —||Vf(x0)||2.

Portanto, se h = —Vf(x,) entdo atingimos a igualdade na desigualdade

df (xo,h) < =Rl IVF Cxo)ll

Nota: O fato acima é usado para minimizar f: A € R" — R, ou para resolver

equacdes do tipo f(x) =0.

Observe que a existéncia de todas as derivadas direcionais de f ndo implica que f &

diferenciavel.

Exemplo 1:

Seja a funcéo f: R? - R dada por
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se 0 <y < x?
se y=x?ou y<0

ey ={,

Notamos que f tem a seguinte representacdo geomeétrica:

f=0|f=0
f=1 f=1
f=0|f=0

Em particular observamos que f = 0 sobre 0s eixos.

Agora tomemos uma reta r passando por (0,0) que ndo coincida com um dos
eixos. Sobre essa reta r existe uma vizinhanca de (0,0) tal que f =0 nessa
vizinhanca.

Seja h pertencente areta r, ||h|| = 1. Dai

HOD ) -FO8 om0
t t—0 t t>0 t

df((0,0),h) = Lim

E 6bvio que df((0,0), ei) = 0 (e; sendo a direcdo dos eixos), pois f = 0 sobre
0S eixos.

Portanto, existem todas as derivadas direcionais de f. Entretanto f ndo é
continua em (0, 0), pois dado 0 < £ < 1 existe (x,y)€ R? tal que x € (—§,8) para
todo § > 0, tal que

lfGoy) = FO0 = If(y)=1>¢.

Logo, f ndo pode ser diferenciavel em (0,0).

Conclusao: Existem as derivadas direcionais de f em (0,0) em qualquer direcao

mas f nao é diferenciavel em (0,0) pois ela é descontinua nesse ponto.

Exemplo 2:
xy

Seja f:R? > R, dada por f(x,y) ={ **
0 sex?=—y

sex? # —y
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Existe df((0,0), k) para todo h com [|h|| = 1.

De fato, seja h = (hq, hy). Suponhamos h, # 0, assim

im £((0,0) + th) — £(0,0) — lim

t—0 t t—0

f(th) . f(thy, thy)
— = lim ———
t t

t—0

th.th,
- Iim t2hi + th, - t2h,h,
T 50 t o0 t(t2h2 + thy)
t?hyh, . hyh,

im ——————=lim ————
t-0 t2(th? + h,) t-0 th? + h,

hih,
= = hy.
Portanto, existe df((0,0), h) para h = (hy, hy), h, # 0.
Suponhamos agora h, = 0, assim h = (hy,0) e
_ f((0,0) +th) = f(0,0) . f(th)
lim =lim ——

t—0 t t—0 t
im——==1 ?

m—-—=20
t—0 t t—0

Com isso, existe df((0,0), h) para h = (hy, hy), h, = 0.
Logo, existe df((0,0),h) para todo h = (hy,h;). Mas dado ¢ =1, seja (x,y)

pertencente a B((0,0), 6) tal que x? = —(1 +%)y com n suficientemente grande,

n>ny>1ley#0.

Entao
FGy) = FOOI = If Gyl = [ ]| =
fy) = fOOI =1l = )| =
_ Xy _ lxyl _mixllyl _ nlxl

T D)y B D
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1 1
Tomando n, > o temos n|x| > =k x| =1 =c¢.

Logo, f é descontinua na origem e, portanto, ndo é diferenciavel em (0,0).

Concluséao: A existéncia das derivadas direcionais de f em todas as dire¢cdes nao

implica a diferenciabilidade de f.

2.7 Derivadas Parciais Generalizadas e Diferenciabilidade

Nesta secdo queremos estudar o conceito de derivada parcial em duas ou
mais componentes de x € R".

De fato, se f esta definida em A c R™ x R™ entdo queremos definir

of
— x € R"
0x'x

Seja entdo
fi Ac R'xR™ > R"
(x,y) = f(xy)
com A um conjunto aberto.

Seja (xo,y0) pertencente a A e A, = {x € R" / (x,y,) € A}.

I

IR

Jl‘"n'.n—_|| T

Yo
Como A ¢é aberto de R" x R™, entdo 4,, € aberto (em R").
Seja
F: Ay, c R" - R"

x = F(x)=f(xy0)
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Se F é diferenciavel em x, entdo F'(x,): R"™ - R™ é uma aplicacao linear e

continua, que é chamada derivada parcial de f em (x,,y,) em relacédo a variavel x.

~ , a
Notagdo: fi(xo,yo) ouU é(xo»YO)-
Analogamente se define a derivada parcial de f em (x,,v,) em relacdo a

. B
variavel y, e a denotamos por f; (x,y,) OuU % (X0, Yo)-

Observacdo: Se f:Ac RxR - R, entdo fi(xyy,) € a derivada parcial em x no

sentido dado nos célculos, isto €,

) af
fi(x0,¥0) = a(xo'%) , (x0,¥0) E A

Um resultado importante que fornece uma condi¢cdo suficiente para uma

funcédo ser diferenciavel é o seguinte:

Teorema 2.6 Diferenciabilidade
Seja f:Ac R" - R™, A aberto. Se as derivadas parciais de f existem em

qualquer ponto de A e séo continuas em A, entdo f € diferencidvel em A.
Observacdo: Com esse teorema fica mais facil identificar uma funcéo diferenciavel.

Demonstracéo:

Se f for diferenciavel em x pertencente a A entdo a matriz de Df(x) tem
componentes dadas pelas derivadas parciais das componentes de f em x.

Dado ¢ > 0, vamos provar que existe § > 0 tal que

If ) =) A -0l <elly —xll , x €A,

para todo y pertencente a B(x,§),onde A(x) € a matriz Jacobiana de f (que existe
pela hipétese de f ter derivadas parciais) no ponto x. Dessa desigualdade, segue
que f é diferenciavel em A.

Para mostrar que ||f(y) —f(x) —A)(y—x)|l <elly —x]|, é suficiente
mostrar para cada componente.

Note que a componente j de f(y) — f(x) —A(x)(y —x) é
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of of
O~ £~ |22 ). 2] -0

dx,

Assim, sem perda de generalidade, vamos supor m = 1. Entdo vamos supor

G} - ]
que f:Ac R" - R com %, i =1,..,n existindo e sendo continuas em A.
i

Seja x € A, fixado arbitrariamente, e y € A. Temos

0 0
A =0 = 2L (0 —3) 4+ TG0 = )

Agora podemos observar que

FO) =) =fu, Y2 oY) = f(x1, %2, 00, X5)
= [ Y2 e ¥0) = F(X1, Y2 oens Vi)
+f (X1, Y20 o V) = F (X1, X2, Y3, 000, V)
+ f (1, %2, Y3 s ¥n) = (X1, X2, X3, Yay oy V) + o0 +
+ (X1, X2, X3, ooy X1, Yn) — f (X1, X0, X3, 0y X))
Pelo Teorema do Valor Médio para uma funcéo g: [a, b] € R - R, temos que:

1) Existe u, entre y; e x, , tal que

af
f(y1;y2: ""yn) - f(xllyZ' ""yn) = a_xl(ul'yZI "'Jyn)(yl - xl)'
2) Existe u, entre y, e x, , tal que

of
f(xlfyZI V3, "'lyn) - f(x1'x2' V3, ""yn) = a_xz (xlruZ' Y3, "'Jyn)(yZ - XZ)'

n) Existe u, entre y, e x,, , tal que

f(x1'x2' e Xn—1, yn) - f(x1'x2' "'!xn) = ﬁ (xlle' ---;xn—l;un)(}/n - xn)'
n
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Logo,
fO)—fx) Ay —x) =

9 d
= [6_3{1 (ulﬁ Y2, ...,yn) - a—i(xl,xz, ""x‘n)] (}’1 — xl)

af oF
+ [E (X1, U2,Y3, V4 ...,yn) - E(xl,xz, ...,xn)] (yz — xz) 4+ .+

af of
+ I:a (xlr X2, vy Xpn—1, u‘n) - m (xli X7, ...,xn)] (yn — xn)_

Resulta entdo que

If () = fx) = Ay — )l

of of
< {|6_x1 (U, Y2r e V) — a_xl(xl'xz' v X))+
of
+ |E (x1,x2, ...,xn—1,un) - E(xl'xz' ...,xn) } ||y —x||
comu; entrey;ex;,i=1,2,..,n.
Agora, como % é continua em x, entéo dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que
of of €
2L £
axi (Z) axi (X) -

se z (suficientemente pequeno) pertence a B(x,6) N A, parai =1,..,n.

Entdo para y € B(x,§) n Atemos que:

If () = fx) = Ay =0l <

of of
< —_— R ——
< { o, (U1, Y2, Y30 » V) o, ()| +
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af of
+ ‘a—xz(xbuz,%;}% v Yn) — a—xz(x)’ 4o

of

of
T Cet e e ) == GO ly =l

[
Como y € B(x,6) N A entdo

(u1; Y2,Y3 - Iyn): (xliuZ' Y3, Y4y e 'yn)' ey (Xl,XZ, ey xn—llun)

pertencem a B(x, ) N A pois u; esta entre y; e x;. Usando

of of
a—xl( )—a—xl(x) <—

com z = (Uy, Vo, eees Yi)s eoes (X1, ey X1, Upn) € B(x,8) N A, resulta que:
If () = f() = Ay — 0l < elly — xII.
Isso vale paray € B(x,8) N A.
Logo, f é diferenciavel em x € A.

Exemplo:

Seja

x2 cos xy)

flry) = (y—=,

Assim, A =dom A = {(x,y) € R? / x # 0} c R2.

Como as derivadas parciais de f existem em A e sdo continuas, entédo f €

diferenciavel em A ( pelo Teorema 2.6).
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Capitulo 3

Teorema da Funcéo Implicita

Neste capitulo, estudaremos o Teorema da Funcdo Implicita e como
aplicacdo, usaremos o Teorema da Fung&o Inversa na resolugdo de sistemas
envolvendo funcdes.

Para um melhor esclarecimento, introduziremos aqui o Teorema do Ponto

Fixo, pois ele é essencial para provarmos o Teorema da Func¢éo Implicita.

Teorema 3.1 (Teorema do Ponto Fixo) Seja B ¢ R™, um conjunto fechado e f uma
contracdo de B em B. Entdo existe um unico ponto fixo y de f em B. Além do mais,

se Ym = f(Ym-1), iStO €, y,,, € a Grbita de y,, com y, € B, entdo y,, converge paray e

m

L
dQmy) < 77400 1)

onde d(x,y) € adistanciade xay e 0 <L < 1€ a constante contrativa.
Demonstracéao:
Usamos aqui a notagao |x| para a norma de um vetor x de R™, de modo que

d(x,y) =[x = yl.
Da hipo6tese que f € contracdo, temos

De |f(x) — f(¥)| < L|x — y| segue-se que |y;y11 — Ym| < L™|y1 — Yol

Portanto
p-1 p-1
|ym+p - yml < Zlym+i+1 - ym+i| < Z Lm+i |y1 - yOl <
i=0 i=0
m
<—.d(yo,y1) -

1-L°



62

Como 0 <L <1, temos que y,, € uma sequéncia de Cauchy em B que é
fechado. Logo y,, converge para algum elemento y de B.

Agora, passando o limite na estimativa acima, obtemos
m

y =yl < 77 -d0o, 1),

0 que prova a desigualdade do teorema.

Como f é continua

fO) =f(lim yp) = lim f(ym) = lim ypmyq =y
m—oo m-—-0o m—oo
Logo, y é ponto fixo de f (existéncia).

Se tivermos ainda f(b)=b, com b€B entdo |b—al|l=|f(b)—f(a)| <
L|b—al|,donde (1—-L)|b—a|<0.Como1—L>0,istodab = a.

Portanto, o ponto fixo de f é Unico (unicidade).

Teorema 3.2 Seja f: Ac R"xR™ - R™, com A aberto, tal que f(xy,y,) = 0 para

algum (x,,v,) € A.

Supor que:
i) f é continua;
i) f5 (x9,v0) €xiste numa vizinhanca de (x,,y,) € é continua em (x,, ¥o);

iii) Existe [f;(x0,v0)]"! e € uma transformacdo de R™ — R™ linear.

Entdo existe y = y(x):V, € R® > R™ continua tal que f(x,y(x))=0 para

todo x pertencente a V, e y(x,) = yo, onde V,, € uma vizinhanca de x,.
Observacao: A funcdo y = y(x) € chamada de Funcéo Implicita.
Demonstracéao:

Sem perda de generalidade podemos supor (xq,¥y,) = (0,0)

pertencente a A, que esta contido em R™ x R™.
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Chamaremos T = [f,(0,0)]71.
Sabemos que A c R™" x R™ é aberto, entdo A, = {y € R™/(x,y) € A} &€ aberto
e nao vazio, para x suficientemente pequeno, isto é ||x|| < M, para algum M > 0.
Definimos h(x,.) = h,: A, ¢ R™ - R™, dada por
h(x,y) = hy(y) =y = Tf(x,¥)
para x tal que ||x|]| < M.
Queremos mostrar que para cada x numa vizinhanga V, € B(0, M) a aplicagéo

h tem um ponto fixo y = y(x) € A,.

Observacao: sabemos que A, é aberto, e a origem de R™ pertence a A,. Portanto

B(0,¢) = B,(0,¢) c R™ desde que ¢ seja pequeno.
Para demonstrar o Teorema 3.2 temos que verificar que:

i) h, € contracdo de B, (0,&;) nela mesma, para ||x|| <&, com e <M e para
um certo &, > 0, sendo B, (0,&;) c R™,

ii) os pontos fixos y = y(x) de h, atenderdo ao teorema.

Agora, podemos notar que:
hy (e y)u = [u—=T'(f(x, ). f5 (e, y)u]
=u—THxyu=I1dw) —TH(x y)u
=TT 'u—Tf;(x,y)u=T[T " u— f;(x, y)u]
=T[f7(0,0) — f2(x,¥)]u

para todo u pertencente a R™.
Observacgédo: T € B(R", R™) implica que ||Tx|| < |IT|| |lx]l, com

ITIl = sup [[Txl.

llxll=1

Disso concluimos que

2 Ce, I = IIT[£2(0,0) = f2 G, I < IIT1HIf2(0,0) = £ (e, »)I -

SejaLtalque 0 < L <1 (L fixado).
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Sabemos da hipotese que f,(0,0) é operador linear continuo em (0,0), e

existem g;,&, > 0, com g < M tal que:

L
1/2(0,0) = L(x, Yl < & = T

se |x|| <& e |yl <e,.
Portanto,
lhz (e Ml < L
se
Ixll <& e llyll < e,.

Agora notamos que:

lhCx, Ol = 110 = Tf(x, 0)l = IITf (x, 0)]

< ITIIf G, O = NITI I (x, 0) — £(0, 0|

<&(-1L)

desde que ||x|| < € < & < M, para algum ¢ > 0, pela continuidade de f. Isto €,
lh(x, 0)|| < &,(1 —L)

se ||x|| < e.

Afirmacdo 1: h(x, .) = h, : Bgn(0,¢&,) » Bgn(0,¢,), isto é, h, “manda” Brn(0,¢,)

nela mesmo.

Observacdo: ¢, > 0 deve ser pequeno para que h,(y) pertenca a B(0, &,) contida

em A, com |[x]| < e.

Prova da Afirmagéo 1:
Sejay € B(0,¢&,), isto €, y € R™ com ||y|| < &,.
Dai segue-se que
IR DIl = [1hy e, NI = Ay (x,¥) = h(x, 0) + h(x, 0)l
< [lhe(x,¥) — h(x, 0) | + [[A(x, O)]] .

Usando a Desigualdade do Valor Médio, na variavel y, obtemos:

lhy (x, y) = h(x, Ol + [l (x, 0)I| < _Sﬁ)p]”hlz(}_’)” lly = Oll + ll~Cx, )l
YELOY



< sup [l Iyl + [lRCx, 01

I7l1< &2

Como

| ;HuSpEZIIh’z(?)II <L
se
Il <e<e,llyll<e e lh(0)l<e-L),
entao,
”ysnuspgzllh’z(i)ll Ivll + |h(x,0)|| S L.&y + 6. (1 = L) = &, .
Logo
lh NIl < &

isto é,

he(y) € B(0, &), se |lx]| <e.
Afirmacéo 2: h,: B(0,¢&,) = B(0, ;) € contragdo se |[x]|| < e.

Prova da Afirmagéo 2:
Sejam y; e y, pertencentes a B(0, €,).

Pelo Teorema da Desigualdade do Valor Médio, temos
1Ay (y2) — he DIl = lIR(x, y2) — h(x, y1)l

< sup [|hy G Ny, =yl
velo,y]

< sup [lhyCe, P llyz — pall

I¥lls &2

< Llly, — yll
desde que ||x|| < e.
Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo, para cada x € R" com ||x|| < &, existe
um Gnico y = y(x) € B(0,&,) tal que h(x,y(x)) = y(x). Isto é, para cada x com

x|l < e,

y() = h(x,y(0) = y(x) = Tf (x,y(x)).

65
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Subtraindo y(x), temos
y(x) —y(x) = y(x) = Tf (x,y(x)) — y(x),
ou seja,

0 =Tf(x,y(x)), para |lx| <e.

Como existe T~1: R™ - R™ entdo f(x,y(x)) = 0 para todo x € B(0, ¢).
Note que
y: B(0,e) » R™
x = y=yX)
é uma funcdo bem definida chamada de Funcéo Implicita.

Portanto, essa funcao satisfaz
f(x,y(x)) = 0 para todo x € V, = B(0, ¢).

Observacdao: Pela unicidade do ponto fixo é facil ver que y(0) = 0. De fato x = 0
pertencer a B(0, €) implica que existe y = y(0) ponto fixo de h(0,.) e
h(0,y=0)=0-Tf(0,0)=0-T0=0=y

pois (0,0). Logo, pela unicidade do ponto fixo, y(0) = 0.

A seguir mostraremos que y = y(x):V, = U, = y(V,) € R™ é continua.

Sejam x4, x, € V,. Queremos mostrar que y(x;) fica proximo de y(x,) quando
X; € x, estdo suficientemente proximos. Lembremos que y(x;) é ponto fixo de
h(xy,.), isto €, h(xy,y(x1)) = y(x;) e que h(x,,y(x;)) = y(x,). Aplicando o Teorema
do Ponto Fixo para a contragéo h,,, com y, = y(x,), resulta (lembrando que y(x,) €

o ponto fixo de h,, ) param = 0 que:

LO
lyo — y(x)Il < 1-1 ”)’0 — hy, ()’0)”-

Como hy, (¥o) = hy, € y(x3) = h(x;,y(x,)), obtemos:

lly () = y @)l < = [l (x2) = h(xs, y () |

1
=1"1 [[R(x2, ¥ (x2)) = b1, y ()|
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1

= IyCe) = Tf (22, y(a2)) = y(xa) + Tf (21, y () |
1

=1-1 T[f (2 y(x2)) = £ (0, y )]

1
< 7= 1T (2 y(2)) = £ (0, y )|

pois y(x,) é o ponto fixo de h(x,, .).

Como f é continua em C que contém V, x U,, entdo resulta que se x; esta
suficientemente proximo de x,, entdo y(x;) fica proximo de y(x,). Isto &, y = y(x) &

continua em V.

Observacdo 1. A funcdo implicita € Unica, pois se existir outra funcao
implicita y;(x) com x €V (onde V =V(x =0) é uma vizinhanca de x = 0), entdo
f(x,y1(x)) =0 paratodox € V.

Assim, Tf(x,y,(x)) = 0 paratodo x € V.

Portanto y;(x) =y, (x) — Tf(x,y,(x)) para todo x €V. Isto &, h,(y,(x)) =
y1(x) para todo x € V, ou seja, y;(x) é ponto fixo de h. Como y(x) também €& ponto

fixo de h, temos, pela unicidade do ponto fixo, que y,(x) = y(x) paratodox € Vo N V.

Observacdao 2: O Teorema da Funcao Implicita também pode ser escrito na
seguinte versao:

SejaF:A c R"xR™ - R™, com A aberto.

Supor que:
i) F é continua,

ii) F (xq,y0) = 0 para algum (x,,y,) € 4;

.y OF . . . .
iii) 5, €xiste numa vizinhanca de (x,, y,) € é continua em (xg, yo);

iv) [Z—i (xo,yo)]_l € L(R™, R™).
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Entdo existe U, numa vizinhanca de y, e uma unica funcéo
x=x):U->V=xU)
continua tal que F(x(y),y)) = 0 para todo y € U, com x(y,) = x,.

a2 e oF -1 .
Essa verséo é util no caso em que por exemplo [5 (xo,yo)] nao existe e
portanto, ndo se pode afirmar a existéncia da funcéo implicita y = y(x).

« F -1 o
Claro que nesse caso, prevé que [a(xo,yo)] exista e as condigdes

(1), (ii), (iii) sao satisfeitas.

3.1 Aplicacdes do Teorema da Funcao Implicita:

(Teorema da Funcgéo Inversa)

Teorema 3.3 Seja f: A c R" -» R™ com A aberto. Suponhamos que f é de classe C?
e que o determinante da Matriz Jacobiana de f em x, é diferente de zero (Jf(x, # 0)
para algum x, € A. Entdo existe uma vizinhanca W de x,, que esta contida em A4, e
existe uma vizinhanca U de y,, y, = f(xo) tal que f(W) =U e arestricdo f:W - U
tem uma inversa f LU > W também de classe C!. Além disso, para y €
U,D(f () = [Df ()], onde x = f~1(y).

Yo

Rm
Existe F(f(x)) # 0, logo existe D(f~(x)).

Utilizaremos o Teorema da Funcdo Implicita para demonstrarmos o Teorema

da Funcéo Inversa.
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Demonstracéo:
Iremos provar que existe a Funcéo Inversa e sua continuidade.
Considere
F:AxR" c R"x R" - R"
definida por
Flx,y) =y —f(x).

Podemos notar que F € bem definida e é continua.

Agora podemos verificar que

aF — D . Rn Rn
o (®y) = —Df(x): R" -

existe para (x,y) pertencente ao dominio de F. Como f é de classe C! entdo F
também é de classe C?.

Também existe

JoF _
a(xOJyO) = —Df (xo)

com yo = f(xo)-
Como Jf(x,) € diferente de zero (Jf(x,) # 0), entao

oF -
EM (%o, 3’0)]
existe e pertence ao conjunto das aplicacdes lineares de R™ em R™.

Sendo f de classe C! em 4, entdo Df(x) é continua em x € A. Em patrticular,
. .. . . . oF .
Df existe em uma vizinhanca de x, e é continua em x, e, sendo assim, 5, existe

numa vizinhanca de (x,, y,) € é continua em (x,, ¥o)-
~ F . ) . -
Observacao: Na verdade -, €xiste e e continua em todo o dominio de F.
Podemos perceber que

F(x0,y0) = Y0 — f(x0) =Y0— Y0 =0
pois yo = f(xo).
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Assim, ficam validas as hipéteses do teorema da Funcdo Implicita para F.
Portanto, existe uma vizinhanca de y, dada pela bola By (y,, €) para algum ¢ > 0, e
uma vizinhanca V de x, dada pela bola Brn(x,, &;) para algum &; > 0 e também uma
Unica funcdo x = x(y): U — V continua, tal que F(x(y),y) = 0 para todo y € U, com
x(yo) = xo. Isto &, F(x(¥),y) =y — f(x(y)) = 0 0 que implica que y = f(x(y)) para
todoy € U, x(y,) = xo.

Seja W = x(U). Assim, x =x(y):U > W cV € uma funcdo sobrejetora e
y = f(x(y)) paratodo y € U.

Isso quer dizer que f: W — U é inversivel e

-1 —
) =x().
Concluséo: f é localmente inversivel e sua inversa é continua.
Agora queremos calcular Df 1. Temos:

L(R™,R") = {aplicacdes lineares de R" em R"}
GL(R™, R™) = {aplicacfes lineares de R" em R" inversiveis}
= {matrizes A,y / detA # 0}.
Ou seja,
GL(R™,R™) = {4 € L(R", R")/ detA4 # 0},

onde estamos identificando a matriz A com a aplicacéo linear associada a ela.
Lema 3.1 GL(R™ R") é aberto em L(R"™, R").

Demonstracéo:
Podemos notar que
det: L(R",R") - R
pode ser visto como uma aplicagéo
det:R™ > R .
Mas det(xq, ..., x,2) € um polinémio de n? variaveis e grau n.
Assim, det: L(R",R") - R é uma fungdo continuamente derivavel, em

particular é continua.
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Entdo det~1(0) = det~1({0}) € um conjunto fechado em L(R", R™), pois como
sabemos, a imagem inversa de um fechado, € fechada se e somente se fé
continua, e temos f continua e o conjunto unitario {0} é fechado em R. Portanto
L(R", R™) / det~1({0}) é aberto em L(R", R").

Mas L(R", R")\det~1({0}) = {matrizes n xn com det # 0} = GL(R", R™).

Isso diz que GL(R™, R™) é aberto. Como, por hipétese Jf(x,) = detDf (x,) # 0,
entdo existe uma vizinhanca de Df(x,) tal que toda matriz nessa vizinhanca €&
inversivel (tem det # 0). Também por hipétese temos que f é de classe C! em A.
Em particular é de classe C'em uma vizinhanca de x, em A. Quer dizer Df (x) esta
numa vizinhanca de Df (x,) se x estiver em uma vizinhanca adequada de x,.

Podemos entdo concluir que existe €' > 0 tal que Df (x) é inversivel para todo
X € B(xy,€"). Mas como vimos, f € inversivel se for restrita a

W =x(U) cV = B(xy,&,),comU = B(y,, €).

Seja W' =W n B(xy,¢'). Entdo f: W' - U’ = f(W'). Entéo essa restricdo de f
ainda é inversivel com sua inversa continua. E importante notar que agora Df (x) €
inversivel para x € W'.

Entédo calculamos para y, e y, pertencentes a U’, com y; # y,:

If () = 1 (2) = [DfF ()] v = w2
ly: — y2ll

I(y1) =

onde x, = f~1(y,) e W'.

Sejax; = f'(y) EW'".
Entdo, temos que

If () = 7 2) = [DF ()] (v = w2)
lys — ¥l

I(y,) =

_ ||x1 — Xz — [Df(xz)]_l(f(x1) - f(xz)) ”
B I Ce2) = f(x2) |l

[[Df (e)] ™" Df (x2) (e — x2) = [DF Ge)] 7 (f Ge) = f(x2) ||
I1f (x2) = £ () |l




[Df(xz)]‘lll ||Df(x2)(x1 —X3) — (f(x1) - f(xz)) ”
IIf Cxz) — fCxe) |l .

SII

Como [Df(x,)]™! € L(R™ R™) entdo existe uma constante M = M,, tal que
I[Df (x2)]17 Rl < My, |IAll.
ou seja,
IIDf )] M < My,
Dai, temos que

[Df(xz)]‘lll ”Df(xz)(xl —X3) — (f(x1) - f(xz)) ”
If Cxz) — f(x2) I

I(y1) < |

- My, [IDF Gea) G = x2) = (FCra) = f(2) |
= I Cez) = FOe) |l

_ = xll Iy llf Cxz) — f(x1) = Df (x2) (32 — x1) |l
f(x2) = FOx) |l 2 oz — x4l .

Afirmagéo:

llx1 — x|l
I Cez) = fGeo) I

é limitada por uma constante C > 0, independente de x; e x,.

De fato, temos x; = f~1(y,) e x, = f~1(y,). Tanto x; quanto x, sdo pontos

fixos de
hy(x) =x=TF(x,y) =x—T[y — f(x)]

com

oF -
r =[2Gy
Dai, paray € U’, tem-se:
hy(x;) = x; — Ty — f(x1)]

hy(x;) = x; = T[y — f(x3)].
Também

X1 = 22l = llhy(x2) + Tly = f(x2)] = hy(x1) = Tly — f (x|

72
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< [lhy(xz) — hy (eIl + IT[f (1) = F QD]

< Lllxg = x4 |l + IS Cen) = £ O]

Assim, obtemos que
oy — 221l < Lllxea — x|l + TS Cer) — £ G

que resulta
(1 = D)llxg = x1 [l < (T Cer) — £ CeD]I -
Ou seja,
lloxz — x4l <ﬂ= C.
T 1-L
Portanto
0<I(y) < If 7 (v) — f 1 (r2) = [Df ()] (1 — v )l
lyr = y-ll
Tl y llf (x2) = f (1) = Df (x2) (x2 — x4) |l
T(a-L llocz — x4l .

Essa desigualdade implica que

||f_1(J’1) - f_l(YZ) —[Df(x )] (1 — w2)l

0< lim
Y122 ”)’2 - yl”
ITI| fGe) = (1) = Df () (2 — x4) | _
<—-7M, lim =0
(1—1L) *2x,5x, lloxz — x4l

pois quando y, tende para y, entdo x, tende para x,, porque x; = f 1(y;) e

x, = f1(y,) e f~1 é continua e também porque f € diferenciavel em x,.

Portanto,

li If 7 () = f 1 (r2) = [DF )] (v — y)ll
im =

0.
Y12 ly2 — vl

Isto é, f~1 é diferenciavel em y,. Além disso, D[f~1](y,) = [Df (x5)] 7.



Sendo x, = f1(y,), como y, € U’ foi tomado arbitrariamente, resulta que
f~L:U' - W' é diferenciavel em U’ e
D[f'1(y) = [Df ()] ™"
comx=f"1y)eyel.
Agora vamos provar que D[f~!](y) é continuaem y € U'.

Para isso, usaremos o seguinte lema:

Lema 3.2 A aplicagao
GL(R",R") - GL(R", R™)
T->T1
é continua.
O esquema para provar a ultima parte do teorema € o seguinte:
Vimos que a aplicacdo
W' - GL(R™ R")
x = Df(x)

é continua.

Também a aplicacéo

GL(R",R") - GL(R", R™)
Df(x) - [Df ()]

é continua (pelo lema 3.2) parax € W'.

Isso implica que a composicao

W' - GL(R™ R")
x = [Df ()]

é continua.

Portanto D(f~1)(y) = [Df (x)]"! = [Df(f‘l(y))]_1 é continuaemy € U'.

Logo, a aplicacao

U' - GL(R",R") c L(R", R")
y-=>D(fH(®)

é continua.

Portanto, f~! é de classe C* em U'.

A demonstracéo do Teorema da Funcao Inversa esta completa.
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3.2 Aplicacdes em Problemas

Exercicio 1:
Uma transformacéo pode ser localmente inversivel perto de cada ponto, mas

nao ser globalmente inversivel.

Sejau(x,y) =e*cosyev(x,y) =e*seny.

Para a funcéo f(x,y) = (u(x,y), v(x,y)), temos:

du Ju
d(w,v) |dx dy| |e*cosy —e*seny
o(x,y) |dv Ov e*seny e*cosy
ox dy
=e?(cos?’y +sen’y) =e** #0 ,V(x,y) € R?

e f € C®(R?).
Entdo, pelo Teorema da Funcdo Inversa esta aplicacdo € localmente
inversivel, porém néo é globalmente 1-1, ja que nao é globalmente injetiva, pois
ulx,y +2m) = ulx,y),
v(x,y + 2m) = v(x,y).

Notamos que para f: R — R, se f’ é continua e f'(x) # 0 para todo x, entdo f’
€ maior que zero ou menor que zero. Neste caso, f deve ser (globalmente) 1-1, e f
€ sempre crescente ou decrescente.

Esse exercicio mostra que o fato da derivada de uma funcéo ser continua e

nado anular, ndo implica que ela é globalmente 1-1 em R"*,n > 2.

Exercicio 2:
Considere o seguinte sistema de equacdes:
xu + yv? =0
xv3 + y?ub = 0.
Seréd que elas possuem uma unica solugcdo para u,v em termos de x e y

proximode x=1,y=—-lL,u=1,v=—-1?E parax=0,y=1,u=0,v=0 ? Calcule

0 -
% parax =1,y =-1,u=1,v = —1, se existir.
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Escrevemos as equacgdes como F(x,y,u,v) = (0,0), onde F representa o lado

das equacoOes dadas.

Assim,
F(x,y,u,v) = (xu + yv? xv® + y2u®) = (Fi(x,y,u,v), F,(x,y,u,v)).

Queremos ver se existe solucdo para u =u(x,y)ev =v(x,y). Para isso

calcularemos o Jacobiano

OF, OF,
_|ou ov|_| x 2y
det = 0F, 0F| ‘6y2u5 3xv?|

ou OJv

Em x=1,y=-1,u=1,v = -1, obtemos

det=|é §|=—9¢0,

e portanto, existe uma Unica solucdo para u = u(x,y) e v =v(x,y) proximo deste

ponto. Diferenciando as equac¢des dadas em x resulta no par das equacdes
Ju Jdv

+2yv—=0

u+x0x dx

v ou
3 4 3xvP—+6y2u°—=0.
v° + 3xv 6x+ yeu i

Avaliando no ponto selecionado (1,—1,1,—1) resulta

1+6u+26v_0
0x ox

_ 0 0
Eliminando = e resolvendo para 2 resulta
0x 0x
du 5
ox 9°
Em x =0,y =1,u=0,v=0,temos que o Jacobiano J(F) = 0. Assim, para

este caso, o Teorema da Funcdo Implicita estabelece que ndo podemos esperar

unicidade de solugéo de u e v em termos de x e y.
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Para realmente determinar-se a solubilidade requerer-se-ia uma analise direta

ndo provida pelo Teorema da Fungéo Implicita.

Exercicio 3:
Seja
T T
f:(_E’E)_)]R' f(x) =tg x.

Sabemos que f é de classe

ct (—E,E) e f'(x) =sec’x # 0 em (—g,g)

Também f(x) é crescente, logo, existe f~! que é chamada de arctg e

f~Y(y) = arctg (y) étal que

w1 ~
(Fo) = e com y = tg x.
Mas f'(x) = sec? x. Assim,
1 1

,Vy € Dom f~L.

(F») =

sec2x=1+tg2x=1+y2

Como

f: (—%,%) — (—00, +)

é injetiva e sobrejetiva, segue que Dom f~1(y) = (=0, +o0).

Portanto,

(arctg(y)) = ,Vy € R

1+y2

ou

' 1
(arc tg(y)) =——,Vx ER.

1+x
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Capitulo 4

Uma Introducdo ao Conceito de Limite e Derivada no

Ensino Médio

4.1 Nocéao Intuitiva de Limite

Tomemos a seguinte situagao:
Considere um observador colocado em um ponto P de uma reta horizontal,
um poste vertical de altura L localizado em outro ponto P, da reta.

Seja P; a extremidade superior do poste. Os segmentos PP, e PP, formam um
anguloa, 0 < o < g

Py

a a

P »5->-o-5>5-555-555-5 P 55555 P

Notemos que quando P se aproxima de P, o angulo a aumenta. Para P
préximo de P, o angulo «a fica proximo de g
Quanto mais préoximo P ficar de P,, mais proximo « fica de g Nesse caso,

dizemos que o limite de « quando P tende a (se aproxima de) P, € % € escrevemos:

) T
lim a =—.
PPy 2

Leia-se: “O limite de @« quando P tende a P, € g ”. Mas note que a nunca sera
g, pois 0 observador no ponto P nunca podera tomar exatamente o lugar do poste.

Assim, o conceito de limite ndo se interessa pelo valor de ¢ quando P = P, e sim,
pelos valores de a para P bem préximos de P, .

Agora, vamos a definicdo de limite:
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Seja f(x) uma fungéo definida em um intervalo aberto em torno de x,, exceto,
possivelmente em x,.
Suponhamos que f(x) fica arbitrariamente préxima de um valor L para todos
os valores de x suficientemente proximos de x,. Entdo dizemos que a fungédo f(x)
tem limite L quando x tende para x,, € escrevemos:
lim f(x)=1L.

X—Xg
A representacao "x — x," significa que x tende a x,, isto para significar que x

se aproxima de x.

Exemplo 1:

Dada a funcdo y =f(x) = 2x + 1, podemos observar na tabela abaixo que,

ao substituirmos valores cada vez mais proximos de 1 em x, y se aproxima cada vez

mais de 3.
Aproximacao pela esquerda Aproximacao pela direita
x y=2x+1 x y=2x+1

0,5 2 1,5 4

0,7 2,4 1,3 3,6
0,9 2.8 1,1 3,2
0,95 2,9 1,05 3,1
0,98 2,96 1,02 3.04
0,99 2,98 1,01 3,02

Logo,

limf(x)=1lim 2x+1) =3
x—-1 x-1
Outra notacao utilizada € f(x) —» 3 quando x — 1.

Limites Laterais
Quando fazemos x tender para x,, com valores menores que x,, estamos
calculando o limite lateral esquerdo (x — x,~) e quando fazemos x tender para x,,

com valores maiores que x,, estamos calculando o limite lateral direito (x - x,*).
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A condicéo para que o limite lim,_, f(x) exista, & que os limites laterais

devem ser iguais, ou seja:
lim f(x)= lim_ f(x)
X—-Xxg~ x-xot

Construindo o gréfico da funcdo f(x) = 2x + 1, obtemos:

v

b

podemos constatar que:
Jim 1) = li 1) =3.

Logo, o limite existe e vale
limf(x) =1lim 2x+1) =3.
x-1 x—1

Agora, vamos calcular o valor da funcdo em x = 1:
f(1)=21+1=3.

Podemos notar que, neste caso, o limite de f(x) quando x tende a 1 é o valor

da fungdo no ponto x = 1. Ou seja,

limf() =f(1)=3.
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Indeterminagdes: H& casos em que, por aplicacdo direta dos limites,

0 oo _ o
chegamos aos resultados oo — oo, o e —, que chamamos de indeterminagdes. Ao

se deparar com esta situacdo temos de seguir outro caminho para calcular, caso

exista, o limite e assim, “eliminar” a indeterminacéo.

Exemplo 2. Observando a fungéo

x2+x—2
90 =
podemos perceber que ela ndo é definida para x = 1, pois
12+1-2 0
g = -1 "o

€ uma indeterminacao, mas o limite existe e € igual 3.

Vamos resolver o problema da indeterminacéo:

Podemos fatorar um trindmio da forma ax? + bx + ¢ calculando suas raizes, e
reescrevendo como a.(x —x').(x — x"").

Calculando as raizes de (x%+ x —2), obtemos x' = -2 e x”" = 1. Logo, a

forma fatorada é (x + 2).(x — 1).

Assim,
x2+x—2 x+2).(x—1
lim—=lim( ). )=lim(x+2)=3
x—1 X — x—1 x—1 x—1
Observacao:
Por que
x+2)(x—1
( X ) =lim(x+2)?
x-1 x—1 x—1

Isto €, por que podemos simplificar (x —1)?

A resposta é porque x esta se aproximando de 1, mas x ndo é 1, isto €,
x — 1 # 0. Logo, podemos simplificar.

Na verdade, a ideia de limite € que se deseja saber como se comporta f(x)

para x préoximo de x,, € N80 em x = x,, isto €, 0 conceito de limite ndo se interessa
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pelo valor de f(x) em x = x,. Devemos ter isso sempre em mente ao calcular um

limite.
Conclusao: Se o limite da funcéo f(x) quando x tende a x, tém valor igual ao
valor da funcdo em x,, as funcdes sdo chamadas continuas em x,, € em caso

contrario, descontinuas.

Nos exemplos dados, a funcéo f(x) = 2x + 1 € continua em x = 1 e a funcéo

P+x-2 ] ~ -
gx) == x_x é descontinua em x = 1. Entretanto, a func&o definida por
xZ4+x—2
—_— x#1
h)=4{ *~1
3 ,x=1

€ continua, pois
limh(x) =3 = h(1)
x—1

Exemplo 3. Agora, considere a seguinte fungao:

X+1, parax<1
fx) =
X+3, para x>1
Construindo o grafico, obtemos:
A
y
Limite lateral direito
lim f(x) =4 4 717°€
x—1* |
Limite lateral esquerdo 2 --1-- I
lim f(x)=2 |
x—1" / !
/ 1 X
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Note que ndo existe limite de f(x) quando x tende a 1, pois os limites laterais

sdo diferentes, embora f(1) = 2.

4.2 Propriedades dos limites
Dadas as funcdes f e g, entdo:
a) tm[f(x) £ g()]= lim f(x) £ lim g(x)

b) lim[kf(x)] = k. lim f(x) se k = constante
X—Xo

X—Xo

f] S
c) xlirﬁ g(x)l = xlirxn 700 desde que xl_lg(l) gx)#0
—Xo

d) xliﬁ [f (). g(x)] =xl§;5 f (). xlig}) g(x)

e) lim[k] =k, k = constante
X—Xg

isto é, o limite de uma funcéo constante é a propria constante.
4.3 Derivadas

Seja f uma fungéo definida em um intervalo aberto | e x, um elemento de I.

Chama-se derivada de f no ponto x, 0 limite

i £ = f (x0)
im——

X—Xg X — xo
se esse limite existir.
A derivada de f no ponto x, é habitualmente indicada com uma das seguintes

notagoes:

f'(xo) ou Df(xo)
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A diferenca Ax =x —x, € chamada de acréscimo ou incremento da
variavel x relativamente ao ponto x, e a diferenca Ay = f(x) — f(x,) é chamada

acréscimo ou incremento da funcéo f relativamente ao ponto x,.

O quociente

By F) - fxo)

Ax X — Xo

recebe o nome de raz&o incremental de f relativamente ao ponto x,.

A derivada de f no ponto x, pode ser indicada das seguintes formas:

0y = Lim TR )
XX X — X
ou
, . Qy
f'(xo) = Lm Ax
ou ainda

f(xo + Ax) — f(x0) . f(xo+h) = f(xo)
ou lim .
Ax h—0 h

f'(xo) = Al;zlo

Quando existe f'(x,) dizemos que f € derivavel no ponto x,. Dizemos
também que f é derivavel no intervalo aberto (a, b) quando existe f'(x,) para todo

X9 € (a,b).

Exemplos:

1) Vamos calcular a derivada de f(x) = 2x no ponto x, = 3.

v g J)—f@B) . 2x—23  2x—6
f(3)—3lcl_r)r§ x—3 —il_r)r% x—3 AR 3
Fatorando o numerador obtemos:
2(x —3)

f@)=lm =g =im2=2.
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2) Calculemos a derivada de f(x) = ¥x em x, = 0.

W=

=lim ——=lim —=1lim — .
x-0 x—20 x-0 X x-0 X

Fr0) = tim LOIO_y P2 VO_ Sy, 2

Racionalizando, obtemos:

) 1
f(0)=il£fé§/?-

Esse limite tende a infinito, pois quando x — 0 1

, =— cresce indefinidamente.
Vx?

Neste caso dizemos que

] 1
lim — =+,

w0 YxZ
Logo, nao existe f'(0), pois f' ndo esta definida neste ponto (ndo pertence ao

dominio).
4.4 Interpretacdo Geomeétrica da Derivada

Dada uma curva plana que represente o grafico de uma funcdo f, se
conhecermos um ponto P(a, f(a)), dessa curva, entdo a equacédo da reta € dada por

y — f(a) =m.(x —a), onde m é o coeficiente angular da reta dado pela taxa de
variacdo média i—z. Portanto, basta que conhecamos o coeficiente angular m da reta

e um de seus pontos, para conhecermos a sua equacao.

Consideremos outro ponto Q arbitrario sobre a curva, cujas coordenadas séo

(a + Ax, f(a + Ax)). A reta que passa por P e Q é chamada reta secante a curva.

f(a+ Ax)

f)
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Note no desenho que L = f(a + Ax) — f(a).

Facamos variar o coeficiente angular da reta secante s, fazendo Q percorrer o
grafico de f na direcdo de P. Isso é feito tomando Ax cada vez menor. Note que
quando Q esté proximo de P, a reta s estd proxima de coincidir com a reta r, ou seja,
mg tem como limite m,. (m,. existe, pois estamos supondo que existe a reta tangente)
quando Q tende para P.

Logo, pelo desenho acima que:

L fla+Ax)—f(a)

Ms = A Ax

Assim:

P (ORJIC)

Ax—0 X —a

é o coeficiente angular (inclinagdo) da reta r.

Portanto, m = f'(a), ou seja, a derivada de uma funcdo em a fornece o
coeficiente angular da reta tangente ao grafico desta funcdo, neste ponto.
Para determinarmos a derivada podemos utilizar algumas propriedades que

facilitam os calculos de forma mais objetiva.

4.5 Regras e Propriedades de Derivacao

1. Derivada de uma Funcado Constante

Seja f(x) = a, entdo f'(x) = 0.

2. Derivada da Poténcia

Seja f(x) = x™, onde n é inteiro positivo, entdo f'(x) = n.x™ 1.

3. Derivada da Soma

Se f e g séao diferenciaveis em x, entdo (f + g)'(x) = f'(x) £ g'(x).

4. Derivada do Produto

Se f e g séo diferenciaveis em x, entdo (f.g)'(x) = f(x).g' (x) + g(x). f'(x).
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5. Derivada do Quociente

Se f e g sao diferenciaveis em x e g(x) # 0, entdo

(i)' () = 99 = £(). ')
g [9(0)]? '

4.6 Exemplos de aplicacdo das derivadas

1) Dada a fungdo f:R — R, definida por f(x) = x? + 2x, determine a equacéo da

reta r tangente ao grafico de f, no ponto P(1, 3), e a represente graficamente.
Solucéo:
Sabemos que a inclinagéo da reta tangente é a derivada de f em x = 1.
Assim, sendo f(x) = x? + 2x, entdo:
f'(x) =2x+2

f'(1)=214+2=242=4=m((coeficiente angular) .

A equacao da reta tangenter é y —y, = m.(x — x,), OU S€ja,
y—3=4.(x—-1)

y—3=4x—4
y=4x+3—-4
y=4x-1.

Abaixo esté a representacao grafica desta situacao:
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2) Um fabricante de rel6gios pode produzir determinado tipo de rel6gio a um custo
de R$ 15,00 por peca. Estima-se que se o pre¢co de venda do relégio for x reais,
entdo o nimero de relégios vendidos por semana serd (125 — x). Se P(x) for o lucro
semanal do fabricante, entdo determine o preco de venda do relégio para que o
lucro seja maximo. Também determine o lucro maximo, representando graficamente

a situacao apresentada.

Solucgéo:

Sendo o lucro dado pelo preco de venda menos o custo, entdo o lucro de
cada relogio € dado por (x — 15).
Como P(x) € o lucro semanal do fabricante, e sédo vendidos (125 — x) por
semana, entao:
P(x) = (125 —x).(x — 15)
P(x) = —x? + 140x — 1875.

Queremos encontrar o ponto onde P(x) tem um valor maximo. Este maximo
ocorre no vértice da parabola que representa a funcdo P(x), isto €, ocorre no ponto
do gréfico de P onde a reta tangente é horizontal. Em outras palavras, é onde a

inclinacdo da reta tangente é igual a zero.

Temos que achar a inclinacdo (coeficiente angular) da reta tangente. Para
isso, calculamos a primeira derivada de P(x)
P(x) = —x? + 140x — 1875
P'(x) = —2x + 140 = m (coeficiente angular) .

Entdo, para determinarmos o valor de x onde P(x) € maximo, igualamos o
coeficiente angular a zero (m = 0):
m=P(x)=-2x+140=0
—2x+140=0
—2x = —140
x=170,00.
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Para calcularmos o lucro semanal méaximo, basta substituir x = 70 em P(x):
P(x) = —x? + 140x — 1875
P(70) = —70% + 140.70 — 1875 = —4900 + 9800 — 1875
P(70) = 3025,00.

Representacéao gréfica:

lucro semanal (em reais)

3025 — reta tangente

preco de venda do relégio (em reais)



Consideracdes finais

Este trabalho estende o0s conhecimentos adquiridos no PROFMAT
objetivando maior dominio dos conteudos estudados. O caminho que tomamos para
chegar ao tema principal contribui para que os leitores tenham outra alternativa para
entender Diferenciacdo em R", o Teorema da Funcdo Implicita e o Teorema da
Funcao Inversa. As observacdes e notas importantes esclarecem com mais detalhes
pontos muito relevantes nos conteudos estudados. O roteiro tem inicio com Derivada
em R, suas propriedades e aplicacdes, e culmina com o Teorema da Funcéo Inversa
com aplicacdes na resolucdo de sistemas de funcbes no R™. Com isso, buscamos
atingir um dos objetivos do curso, que é o de buscar o aprimoramento em nossa
formacdo, aprofundando o dominio dos conteudos matematicos relevantes para
nossa atuagdo docente. A introducdo ao Calculo n a 32 série do Ensino Médio que
sugerimos no capitulo final deste trabalho vai de encontro com a orientacdo do
PROFMAT, que é o de aplicarmos os conhecimentos adquiridos no curso na
Educacéo Basica.
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