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Resumo

Ao lecionar conicas nas turmas do 3* ano do Ensino Médio, sempre observava que
a maioria dos alunos nao se lembravam das principais defini¢oes, e tinha muita dificul-
dade. Visando melhorar esse aprendizado, pensamos em uma proposta de intervencao
que fizesse o aluno trabalhar, de uma forma mais prazerosa, esse contetido. Com o ad-
vento da computacao e do software GeoGebra, elaboramos roteiros didaticos praticos,
para que eles pudessem revisar e aprofundar os principais conceitos das conicas. Esse
trabalho foi entao elaborado de forma a fazer com que os alunos pudessem visualizar e
aprofundar os conhecimentos previamente estudados nos livros, visando a uma melhor
fixacao do conteido. Os roteiros foram planejado com questoes, de modo que o aluno
analisassem as definicoes, discutissem os resultados obtidos, e a partir dai melhor com-
preendessem o conteido, além de conhecer um pouco do surgimento, da histéria e da

evolugao do conhecimento sobre conicas.

Palavras-chave: Conicas; Roteiros Didaticos; Software GeoGebra.



Abstract

To teach classes on the conic 3rd year of high school, always observed that most
students did not recall the main definitions, and had great difficulty. To improve
learning this, think of a proposed intervention that did the student work in a more
pleasant way this content. With the advent of computing and software GeoGebra,
elaborate didactic itineraries practices, so that they could revise and deepen the main
concepts of conic. This work was then developed in order to make the students could
visualize and deepen the knowledge previously studied in books, aiming at a better
fixation of the content. It is designed with questions, so that students examine the
definitions, discuss the results, and from there to better understand the content, and

know a little of the appearance, the history and evolution of knowledge on conic.

Keywords: Conic, Educational Tours, Software Geogebra.
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Introducao

O objetivo desse trabalho é mostrar outra forma de aplicar o contetido das conicas,
de uma forma mais simples e atraente. Vamos desenvolver as defini¢oes e algumas
problematizacoes no Geogebra como forma de auxiliar a aprendizagem do contetido
através de roteiros didaticos.

Com a chegada dos computadores na educacao em 1984 e a aprovagao da lei n°
7.232, pelo Congresso Nacional. Viu-se entao como relevante a realizacao de uma pes-
quisa sobre o uso da informatica em sala de aula na intencao de contribuir com uma
investigagao e avaliacao que proporcione melhorias significativas no desenvolvimento
da pratica docente com o uso da informatica como elemento facilitador do processo
ensino-aprendizagem. Por isso, por meio de uma andlise dialética que permitiu enten-
der como o objeto de andlise se estrutura, é que se pode interpretar e aproximar-se
da compreensao do processo de informatizacao da escola. Ao mesmo tempo, em que
vivemos em um momento de profunda necessidade de transformacao do sistema edu-
cacional brasileiro, na expectativa de garantir uma escola publica, democratica e de
qualidade a classe trabalhadora, nossa analise da Politica de Informéatica Educativa
nao se pode restringir apenas a sua interpretacao, mas antes de tudo contribuir na
perspectiva de sua transformagao.

O computador nao é o fim, mas um meio que pode enriquecer ambientes de apren-
dizagem onde o aluno pode interagir com os objetos desse ambiente, tendo a chance

de construir o seu préprio conhecimento. Segundo Valente (1999, p. 23):

[...] o computador apresenta recursos importantes para auxiliar o processo
de mudanca na escola - a criacao de ambientes de aprendizagem que en-
fatizam a construcao do conhecimento e nao a instrucao. Isso implica em
entender o computador como uma nova maneira de representar o conheci-
mento provocando um redimensionamento dos conceitos basicos ja conheci-
dos e possibilitando a busca e compreensao de novas ideias e valores. Usar o
computador com essa finalidade requer a andlise cuidadosa do que significa
ensinar e aprender, demanda rever a pratica e a formagao do professor para

esse novo contexto, bem como mudangas no curriculo e na prépria estrutura



da escola.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) destacam: Esse impacto da tecnolo-
gia, cujo instrumento mais relevante é hoje o computador, exigird do ensino de Ma-
tematica um redirecionamento sob uma perspectiva curricular que favoreca o desenvol-
vimento de habilidades e procedimentos com os quais o individuo possa se reconhecer
e se orientar nesse mundo do conhecimento em constante movimento. (PCN’s; 2000,
p. 41)

Por se tratar de um assunto milenar, vamos analisar um pouco da historia e da
evolugao do conteido, pois, como sabemos, todo conhecimento cientifico passa por um
processo evolutivo, e com o passar do tempo novas ideias acabam incrementando o seu
desenvolvimento. Vamos também analisar as demonstragoes e algumas propriedades.
Atualmente, as propriedades das conicas se referem a propriedade do foco ? diretrizes
dessas curvas, porém Apolonio de Perga nao mencionou essa propriedade em seu célebre
tratado, assim como o conceito numérico de excentricidade.

No Capitulo 2, o enfoque sao as aplicagoes das segoes conicas na atualidade como
a criacao de receptores parabodlicos, telescopios, navegadores, etc. Veremos também a
aplicacao das conicas. Vamos trabalhar também com as defini¢oes das conicas, equagoes
e verifica, através do Geogebra.

O Capitulo 3, traz um conjunto de roteiros que podem ser praticadas no programa
Geogebra para fixacao da aprendizagem e da compreensao das conicas. O estudo das
conicas acaba se tornando chato e cansativo para a maioria dos alunos, porque nao
saimos da sala de aula classica com quadro e livro e trabalhamos no laboratoério de
informatica? Diante do fracasso de nossos alunos nesse conteudo, observamos que o
mesmo vem deixando de ser cobrado nos exames nacionais. Nem por isso vamos deixar
de ensinar um contetddo tao rico e importante para aprendizagem de nossos alunos,
o que devemos fazer é procurar uma forma atrativa de transmitir o contetido e como
os jovens atuais adoram usar o computador, nao ha nada melhor do que usarmos a
ferramenta predileta deles para incentiva-los a aprender mais sobre as conicas.

Apesar de tantos trabalhos nessa area e sobre o mesmo contetudo, é dificil encontrar
roteiro didatico sobre o contetido, sabemos que a maioria dos profissionais da educacao
nao dispoe de tempo para preparar detalhadamente um roteiro e o medo de ter dividas
no momento da aplicagao acaba frustrando a maioria dos professores a usar uma fer-
ramenta tao essencial como o Geogebra. Trataremos aqui de diversas atividades com
0 passo a passo para que possamos perder o medo e nos aventuramos no campo tec-
nolégico de modo que nossos alunos possam assimilar melhor o conteido e ter uma

aprendizagem significativa.



Capitulo 1

Roteiros Didaticos

O roteiro didatico é uma ferramenta pedagdgica que vem a calhar para aqueles
professores que ainda nao se adaptaram com as novas tecnologias da informacao, a
partir dele o professor pode transformar sua aula tradicional em algo mais atrativo para
os novos alunos do século XXI. Assim, frente a necessidade de diversificar os métodos
para combater o insucesso escolar, as Tecnologias de Informagao e Comunicagao (TIC)
apresentam a possibilidade de inovagao no trabalho educacional, ao trazerem proposta
atraentes para alunos habituados, em sua maioria, somente a comunicagao e informagao
visual.

Em virtude das grandes promessas envolvidas na produgao e utilizagao destes ob-
jetos de aprendizagem e considerando que “o potencial pedagdgico dos computadores
sO podera ser plenamente realizado se estiverem disponiveis programas educativos de
qualidade e se existir uma boa articulacao deles com a pratica” (FIOLHAIS e TRIN-
DADE, 2003), no nosso caso temos o Geogebra que é um programa livre onde todos tem
acesso gratuito, e para melhorar a sua utilizagao elaboraremos alguns roteiros didaticos
para serem utilizados para motivacao dos professores na aprendizagem do uso dessa
ferramenta.

Mais um elemento fundamental na avaliacao dos roteiros de objetos de aprendiza-
gem, é abordado na pesquisa de VINHA (2007). Trata-se de um desdobramento do uso
dos critérios presentes no Teste de Escrita Criativa de Torrance (1960), com o objetivo
de avaliar a escrita criativa em histérias infantis, como critérios norteadores para a
Escrita Criativa em Roteiros de Animacoes Virtuais, que foram produzidos por alunos
do Ensino Médio. Para compreendermos a importancia da criatividade na elaboracao

dos roteiros, precisamos compreender o significado global dessa palavra:

“é um conceito associado a diferentes atributos como a novidade, a ori-
ginalidade, a variedade, a espontaneidade, a curiosidade, a imaginacao, a

facilidade de ver e entender as coisas, a descoberta e a invencdo. [E que
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1. Roteiros Did4ticos

esta] para efeitos de categorizacao, é geralmente associada a fluéncia, a fle-
xibilidade, e & originalidade. [Sendo que| a fluéncia de ideias contribui para
a resolucao de problemas ja que esta associada a capacidade de se elabo-
rar uma lista de diversas solucoes, e assim ampliar as possibilidades de se
escolher as mais pertinentes [e, a| flexibilidade estd associada a capacidade
de resolucao de problemas e que envolve a capacidade de abstracao no sen-
tido de se buscar e alocar informagoes em um maior niimero de classes e

subclasses, ampliando-se a possibilidade de encontrar diferentes solucoes”.

Sendo assim, um roteiro que contemple estas caracteristicas e as anteriormente
apontadas certamente terd maior chance de éxito.

Para alguns autores os roteiros didaticos podem induzir o conhecimento do aluno,
onde 0 mesmo nao terd a interacao com o material para adquirir a aprendizagem e
apenas estara seguindo uma lista de atividades a serem feitas. Sendo assim, podemos
determinar que o roteiro para produzir um objeto de aprendizagem com bom potencial,
deve acompanhar uma proposta pedagodgica para o aluno e o professor, permitir a
maxima interacao do aluno, apresentar elementos lidicos apropriados e ser elaborado
a partir de contetidos que necessitam dos recursos da TIC, como experimentos que
envolvam equipamentos inacessiveis as salas de aula do ensino médio, possibilitando
que aos alunos possam interagir com experiéncia virtual como se fossem cientistas em
um laboratério. No nosso caso, o uso do Geogebra na aprendizagem do estudo das
conicas utilizando roteiros didaticos para aprender a manipular o programa se encaixa
perfeitamente na situacao citada acima.

O uso do roteiro didatico nao serd um substituto do livro e nem da aula expositiva
e sim uma ferramenta a mais para o professor, onde o mesmo podera até mesmo

incentivar os alunos a criarem os seus proprios roteiros didaticos.



Capitulo 2
A Historia das conicas

Nossos roteiros didaticos ajudam na aprendizagem do uso do programa Geogebra,
mas nosso foco principal é a aprendizagem das coOnicas, para isso vamos fazer um
levantamento historico desde os seus primeiros aparecimentos.

As secoes conicas sao curvas obtidas pela intersecao de um cone circular reto de duas
folhas com um plano. Exposicoes gerais sobre as se¢oes conicas sao conhecidas antes
da época de Euclides, mais ou menos de 325 a 265 a.C., e existe uma diversidade de
definicoes para elas, cuja equivaléncia é mostrada nos cursos da Geometria Elementar.

O tratado sobre as conicas estavam entre algumas das mais importantes obras de
Euclides, porém se perderam, talvez porque logo foram superadas pelo trabalho mais
extenso escrito por Apolonio. A obra de nivel mais avangado foi precisamente feita por

Apolonio de Perga, que substituiu qualquer estudo anterior. Segundo EVES, 1997

“Antes de Apolonio os gregos tiravam as conicas de trés tipos de cones de
revolucao, conforme o angulo do vértice da se¢cao meridiana fosse menor que,
igual a, ou maior que o angulo reto Seccionando-se cada um desses tipos de
cones com um plano perpendicular a uma geratriz resultam respectivamente
uma elipse, uma parabola e uma hipérbole. S6 se considerava um ramo
da hipérbole. Apolénio porém, no livro I de seu tratado, obtinha todas
as secoes conicas da maneira hoje familiar, ou seja, a partir de um cone
circular duplo reto ou obliquo” (EVES, 1997).

A importancia do estudo de Apolonio sobre as conicas dificilmente pode ser ques-
tionada. Temos a inegavel influéncia dele sobre os estudos de Ptolomeu. Este foi
astronomo e geografo e fez observacoes em Alexandria, de 127 al51 d.C.. Suas obras
mais famosas sdo o Almagesto (sobre astronomia) e a Geografia (8 volumes).

No inicio os matematicos estudavam estas elegantes curvas sem maiores preo-
cupacoes com aplicacoes praticas. Mas ao longo do tempo inimeras descobertas im-

portantes em matematica pura e na ciéncia em geral estavam ligadas as se¢oes conicas.



2. A Histéria das coOnicas

Dois exemplos classicos sao a descoberta de Galileu Galilei que em 1604 descobriu
que um projétil que era lancado horizontalmente do topo de uma torre tinha uma
trajetéria em forma de parabola se considerando atuante apenas a forca da gravidade
e a publicacao de Kepler em 1609 de sua descoberta de que a érbita de Marte em
torno do Sol era uma elipse, lancando a hipétese que todos os planetas se moveriam
em Orbitas elipticas, o que foi comprovado décadas mais tarde por Isaac Newton.

Embora, como visto, as curvas conicas possam ser obtidas através de secoes em
um cone, seu estudo através da geometria analitica é feito a partir de suas definig¢oes
matematicas e de suas equagoes descritas em relagao a um sistema de referéncia.

Steinbruch (1987) nos d4 uma definigdo matemadtica para cada uma das curvas
conicas abordadas.

“Pardbola ¢ o lugar geométrico dos pontos do plano que sao equidistantes de uma

reta d (diretriz) e de um ponto F (foco) nao pertencente a d.”

Figura 2.1: Pardbola

“Elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das distancias a dois

pontos fixos (focos) desse plano é constante.”

Figura 2.2: Elipse

yll
=N [
1 [0, b) Pz )
a = - .‘\
A 2 ' A2
By |0 -b)

“Hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja diferenca das distancias,

em valor absoluto, a dois pontos fixos (focos) desse plano é constante.”



2. A Histéria das coOnicas

Figura 2.3: Elipse

Hw

2.1 Obtencao das equacoes das conicas

2.1.1 Elipse

Vamos analisar o caso mais simples onde os focos F; e F5 da elipse estao no eixo x.
O caso mais geral pode ser analisado no roteiro 4, onde tratamos a questao de rotagao
e translacao das conicas.

Sendo a origem o ponto médio de F} Fy, e ¢ a distancia entre a origem o foco, entao
as coordenadas dos focos sao Fi(c,0) e Fy(—c,0). Temos pela defini¢ao que P(x,y) é
um ponto da elipse somente se a soma das distancias de P a F; e F; for constante.

Chamaremos essa constante de 2a, dai
d(P, Fy) + d(P, F,) = 2a.

Defini¢ao de distancia entre dois pontos

Ve+e)2+y? +/(r—0)2+y? =2a.

VETPHF —20- VT PP

Elevando ambos os membros ao quadrado

(x+c)? +y? =4a®> —da\/(v —c)2 + 192 + (z — c)? + 9%
Os valores de 32 se anulam e desenvolvendo os quadrados

12 4 2cx + 2 = 4a* — 4ar/(x — )2 + y? + 2% — 2cx + .
Os valores 22 e ¢ se anulam e mudando o valor da raiz para o 1° membro.

dar/(z — )2 +y? = 4a® — 4ex.

Dividindo tudo por 4, obtemos

av/(z —c)2 +y? =a® — cr.

Elevando ao quadrado novamente



2. A Histéria das coOnicas

a?[(x — ¢)? + y?] = (a* — cx)*.
Agora desenvolvendo os quadrados
a?(z? = 2cx + A + y?) = a* — 2a’cx + a2
a’x? — 2a’cy + a*c? + a?*y? = a* — 2a’cx + Aa?.
Os termos 2a?cx se anulam e mudando os valores ¢?z? e a?c? de membro.

ax? — 2?4 ay? = a — a2

2 em evidéncia.

Colocando z2 e a
22(a? — &) + a2 = a2(a® — &),

Dividindo por a?(a* — ¢?).

2 2
T Yy —
a2 a2—c2 1.

Pela desigualdade triangular, temos PF| + PFy, > F\ Fy, dai
20>2c=>a>c=a>>c*=a>—c*>0.

Logo existe b > 0, tal que b? = a? — . Portanto, a equacao da elipse é:

2

»

N

@Ml 8
s

2.1.2 Hipérbole

Seja dada uma hipérbole de focos F} e F, . O eixo x é a reta que passa pelos focos,
novamente vamos fazer um caso particular. Pela defini¢do, temos que um ponto P(z,y)
esta na hipérbole se e somente se a diferenca, em valor absoluto, das distancias de P a
Iy e P a F, for constante.

Chamaremos essa constante de 2a, dai
|d(P, Fy) — d(P, Fy)| = 2a.

Usando a definicao de distancia entre dois pontos

Vec+e)2+y?2 — /(v —0)2+1y2 = +2a.

Mudando a raiz negativa para o segundo membro

VE+eo2+y? =(z—c)2+y? £2a
Elevando a equacao ao quadrado
(z+c)+y?=4a> tda\/(x — )2+ 42 + (z — c)* + %

8



2. A Histéria das coOnicas

Cqncelando os 3% e desenvolvendo os quadrados
2? + 2cx + 2 = 4da® £ dar/(x — )2 + 42 + 2% —2cx + A2
Cancelando agora z? e ¢? e mudando o valor com raiz para o 1° membro.
:|:4a\/m = 4a’® — 4cx.

Dividindo por 4, obtemos

tay/(z —c)? +y? =a® — c.
Elevando ao quadrado novamente

@[ — ) + 7] = (a? — ca)?.
Agora desenvolvendo os quadrados

a?(2? = 2cx + A + y?) = a* — 2a’cx + P2’
a’r? — 2a’cx + a?c® + a®y? = a* — 2a’cx + A2
Cancelando os termos 2a%cz e deixando no 1° membro somente os valores que dependem

dexey.

a’x? — 22?4+ a®y? = at — a®c .

No 1° membro colocando z2 em evidéncia e no 2° membro a?.
xz(GQ o 02) +ay? = az(az B 02).

Dividindo por a?(a? — c?).

2 2
x Yy —
a2 a2—c2 — 1.

Pela desigualdade triangular, temos |PF; — PFy| < F| Fy, dai

Qa<2c=a<c=a’<P=ad>-c2<0.

Logo existe um ndmero real b > 0, tal que a? — c? = —b?. Portanto, a equacao da elipse

é:




2. A Histéria das coOnicas

2.1.3 Parabola

Seja dada uma parabola de reta diretriz d e foco F. Escolhemos o eixo y perpen-
dicular a diretriz e contendo o foco. Podemos observar que os eixos, nao a parabola,
estao sendo escolhidos de uma maneira particular.

Dessa forma temos que o foco é o ponto F(0,p), e a diretriz é a reta horizontal de
equacao y = —p. Pela defini¢do de pardbola, um ponto P(x,y) estd na parabola se e

somente se P for equidistante de F e da diretriz. Ou seja,
d(P,F) =d(P,r).
Usando a definicao de distancia entre dois pontos
V@ +y—p? =@-2+{y+p)?.

Elevando ao quadrado e desenvolvendo os quadrados restantes, obtemos:

a? +y? = 2py +p* =y + 2py + p°.
Anulando p? e 2, temos:

22 = 4py.

2.2 Aplicacoes das conicas no cotidiano

Primeiro vamos levantar alguns casos em que podemos identificar aplicagoes das
conicas. O caso mais visto no nosso cotidiano provavelmente é a elipse, pois ao incli-
narmos um circulo estamos vendo uma elipse. Pegue um copo com agua e incline um
pouco e percebera. Nas lanchonetes o salame é frequentemente cortado obliquamente
para obter fatias maiores, as quais terao contorno eliptico.

Durante muitos anos se achava que o sol e os planetas giravam em torno da terra
em Orbitas circulares. Mas Kepler descobriu que cada planeta viaja em torno do sol
em Orbitas elipticas, com o sol em um dos seus focos. As érbitas da lua e de satélites
artificiais da Terra também sao elipticas, assim como os caminhos de cometas em érbita
permanente em torno do sol. O Cometa Halley leva cerca de 76 anos para contornar
o nosso sol. Edmund Halley viu o cometa em 1682 e previu corretamente seu retorno
em 1759, tudo por conta desse fato. Embora ele nao viveu o suficiente para ver sua
previsao se tornar realidade, o cometa foi nomeado em sua honra. Em uma escala
muito menor, os elétrons de um atomo se movem em uma Orbita eliptica onde um dos
focos se aproxima do nucleo.

A elipse tem uma propriedade importante que é usada na reflexdo das ondas de

luz e som. Qualquer luz ou sinal que se inicia em um dos focos sera refletida para o
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2. A Histéria das coOnicas

outro foco. Este principio é utilizado em Litotripsia, um procedimento médico para o
tratamento de pedras nos rins. O paciente é colocado num tanque de agua eliptica,
com o céalculo renal em um dos focos. Ondas de choque de energia que sao geradas no
outro foco se concentram na pedra, pulverizando-a. O principio também é usado na
construcao de ”galerias sussurrantes”, como na Catedral de St. Paul, em Londres. Se
uma pessoa sussurra perto de um foco, ele pode ser ouvido no outro foco, embora ele
nao possa ser ouvido em muitos lugares no meio.

A capacidade da elipse de deslocar um objeto partindo de um dos focos para o
outro foco pode ser demonstrado com uma mesa de bilhar eliptica. Quando uma bola
é colocada em um dos focos e é empurrado com o taco, ela vai se deslocando para o
outro foco. Se a mesa de bilhar nao possuir cagapas, a bola continuara passando por
cada foco e deslocando para o outro.

Uma hipérbole que gira em torno de seu eixo forma uma superficie chamada de
hiperboldide. A torre de resfriamento de uma usina de vapor de Angra dos Reis tem a
forma de um hiperboloide, assim como a arquitetura do Planetario James S. McDonnell
do Centro de Ciéncias de St. Louis e a Catedral de Brasilia projetada por Oscar
Niemeyer.

Um jato supersonico emite uma onda em forma de um cone e essa onda ao atingir
o solo forma parte de uma hipérbole. Diante disso, o som se espalha de uma forma que
todos que estao sobre ela escutam o seu barulho ao mesmo tempo.

Temos também o caso do abajur que ao colocarmos um objeto paralelo ao eixo
do centro do abajur, ela refletira o objeto em forma de hipérbole. O simples fato de
apontarmos o lapis, podemos enxergar saindo do apontador os tragos da hipérbole
sendo formada. Encontramos casos também na navegacao, se o centro de cada um dos
dois conjuntos de circulos concéntricos é a fonte de um sinal de radio, pois os sinais
sincronizados que se intersectam um ao outro em hipérboles. Este principio constitui a
base de um sistema de rddio-navegagao hiperbdlica conhecida como Loran (Long Range
Navigation).

Uma das mais conhecidas aproximagcoes de parabolas vistos da natureza é o caminho
percorrido por um corpo projetado para cima e obliquamente pela forca da gravidade,
como na trajetoria parabolica de uma bola na cobranga de um escanteio, langamento ou
tiro de meta. O atrito do ar e a forca da gravidade ira alterar ligeiramente o caminho
da bola a partir do que é uma verdadeira parabola, mas em muitos casos, o erro é
insignificante.

Quando uma bola de beisebol ¢é atingida no ar, segue-se uma trajetoria parabdlica, e
também o centro de gravidade de um boto saltando descreve uma parabola. A maneira

mais facil de visualizar o caminho de um projétil é observar uma tromba d’agua onde
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2. A Histéria das coOnicas

cada molécula de agua segue o mesmo percurso, e por isso, revela uma imagem da
curva.

Parabolas exibem propriedades reflexivas incomuns e uteis. Se uma luz é colocada
no foco de um espelho parabdlico (uma superficie curva formada pela rotagao de uma
pardbola em torno do seu eixo), a luz vai ser refletida em raios paralelos ao referido
eixo. Desta forma, um feixe reto de luz é formado. E por esta razao que as superficies
parabdlicas sao usadas para refletores dos fardis. A lampada é colocada no foco do
farol alto e um pouco acima do foco para os médios. Esse fato também é aproveitado
para as antenas parabdlicas, somente invertendo o caso, o sinal é emitido na superficie
parabdlica, o qual é refletido para o foco onde o sinal é captado pelo receptor. Alguns
telescopios também aproveitam dessa propriedade.

As ondas de calor, assim como as ondas de luz e som, podem ser refletidas para o
ponto focal de uma superficie parabdlica. Se um refletor parabdlico esta voltado para
o sol, e um material inflaméavel colocado no foco, o mesmo pode inflamar. A propésito,
a palavra “foco” vem do latim e significa lareira. Tal principio sempre foi muito usado
pelas criancas usando lupas, ou até mesmo lampadas com agua para queimar objetos.
Um forno solar produz calor, concentrando-se a luz solar através de um arranjo de
espelho parabdlico. A luz é enviada a ele pelo jogo de espelhos méveis informatizados
para seguir o sol durante o dia. O cozimento solar envolve um uso semelhante de um
espelho parabdlico.

Na natureza existem dois tipos de imagens: real e a virtual. Em uma imagem
real, os raios de luz realmente vem a partir da imagem. Em uma imagem virtual, eles
parecem vir da imagem refletida, mas nao o fazem. Por exemplo, a imagem virtual de
um objeto em um espelho plano é ”dentro” do espelho, mas os raios de luz nao emanam
de 14. Imagens reais podem formar ”fora” do sistema, onde os raios de luz que emergem
podem ser capturados por um arranjo de dois espelhos parabdlicos concavos, como no
Mirage 3D. Ilusoes do Mirage 3D sao semelhantes aos hologramas formados por lasers,

efeitos muito usados em filmes para dar imagem de multidao, e etc.
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Capitulo 3
Roteiro Didaticos - Aplicacoes

Veremos nesse capitulo atividades que podem ser aplicadas aos alunos do ensino
médio para treinar a definicao de uma forma mais atrativa. A seguir veremos o roteiro

didatico usando o Geogebra.

3.1 Primeiro Roteiro - Checando as definicoes

3.1.1 Parabola

1° Passo: Traga uma das conicas, primeiramente vamos analisar a parabola. Clique

em marcar um ponto de acordo com a figura.

©F Ceclebrs —— L P ___"_ - = < [SERRTTp——=—
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_-'_‘-;"' IrdBreacao 0% Dois Obislon
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.
=
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3. Roteiro Didaticos - Aplicacoes

2° Passo: Marque o ponto em qualquer local.

Lm&wrmmm .i-.._
D = RS SIC) ) PN = EEl
S | e =
Entraga: = |

3° Passo: Selecione tragar uma reta como mostra a figura.
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4° Passo: Trace a reta da maneira que deseja, marcando os dois pontos.
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s sy
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3. Roteiro Didaticos - Aplicacoes

5° Passo: Selecione desenhar uma pardbola e clique no ponto e na reta e a mesma
automaticamente sera exibida.
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Entrasa

6° Passo: Agora escolha novamente marcar um ponto e clique em algum ponto da
conica.
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7° Passo: Agora escolha determinar uma reta perpendicular, Clique no ponto D e

na reta BC, assim obteremos a reta perpendicular que passa por D.
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8° Passo: Selecione a opgao intersecao de dois objetos e marque a intersecao entre

as duas retas.
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9° Passo: Clique agora na op¢ao segmento definido por dois pontos, Selecione os ponto

E e D e os pontos D e A.
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10° Passo: Clique com o botao direito do mouse em cima da reta perpendicular e

escolha a opgao Exibir Objeto.
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11° Passo: Clique na opgao Mover e seguro o ponto D e arraste pela conica, anali-

sando o valor do segmento D e E; interprete qual conica é de acordo com a definigao.
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3.1.2 Elipse

1° Passo: Escolha a opcao elipse como indica a figura e marque os dois focos, e

araste a elipse até o tamanho desejado.
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2° Passo: Clique com o botao direito do mouse e escolha a opcao Exibir objeto
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3° Passo: Escolha a opcao marcar um ponto e clique em cima de um ponto qualquer
da elipse.
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Enirada
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4° Passo: Clique na op¢ao Mover.
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il | = Jamts do visuakiva b

L~ »- -

5° Passo: Clique com o botao esquerdo sobre o ponto D e gira sobre a elipse, para
verificar se 0 mesmo percorre toda a elipse.
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6° Passo: Selecione a opcao Segmento e marque AD e DB.
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7° Passo: Digite na caixa de entrada S=a-+b e dé enter
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Veja que apareceu o valor S na janela algébrica.
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8° Passo: Clique em Mover e arraste o ponto D pela elipse e veja que os valores de

a e b variam, mas a soma S permanece a mesma satisfazendo a definicao de elipse.
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3.1.3 Hipérbole

1° Passo: Escolha a opg¢ao hipérbole como indica a figura e marque os dois focos, e

araste a elipse até o tamanho desejado.
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2° Passo: Clique com o botao direito do mouse e escolha a opcao Exibir objeto
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3° Passo: Escolha a op¢ao marcar um ponto e clique em cima de um ponto qualquer
da elipse.
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5° Passo: Na caixa de entrada digite d=b-a e dé enter.
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Veja que na janela de algebra apareceu o valor d.
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6° Passo: Clique em Mover e arraste o ponto D pela hipérbole e veja que os valores

de a e b variam, mas a subtracdo d permanece a mesma satisfazendo a definicao
da.hipérbole.
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3.2 Segundo Roteiro - Aplicacao usando as férmulas

das conicas

1° Passo: Vamos definir os valores que iremos utilizar na equacao, na opgao controle

deslizante, mudei a cor, o intervalo para -7 e 7, e na aba controle deslizante mudei a

largura de 200 para 50.
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2° Passo: Faca o mesmo procedimento do passo 1, para b, z_0 e y_0.
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3° Passo: Insira no campo de entrada a equagao (x — x.0)?/a® + (y — y.0)?/b* = 1.
Para exibir a equagao, clique com o botao direito e clique em propriedades na opcao
rotulo mude para exibir nome e valor. Perceba que apareceu um circulo porque os

valores de a e b estao igual a 1, mas ao movimentar a e b obtemos a elipse. Movendo

2_0 e y_0 mudamos o centro.
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Mude na janela de visualizacao o fundo de grade para eixo para analisar melhor o
comportamento de cada valor.
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4° Passo: Para exibir o centro, escolha a opc¢ao Ponto Médio ou Centro, renomeei
para C.
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5° Passo: Clique com o botao direito no centro e clique em propriedades, na op¢ao

rotulo mude para nome e valor, arraste os botoes de x_0 e y_0 e veja o que ocorre.
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6° Passo: Vamos usar esse caso para montar a hipérbole. Para isso, basta criar
Caixas de Exibir/ Esconder Objetos, Clique onde ficara a caixa e na legenda digite

elipse, clique na seta para aparecer as opgoes e selecione.
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7° Passo: Na caixa de entrada digite a equagao da hipérbole (z — z.0)?/a?

— (y —
y-0)?/b* =1 e faga 0 mesmo procedimento do passo 6.
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Mudei a cor da Hipérbole para verde. Agora deixe sé uma das caixas marcadas e voce

podera analisar cada caso de uma vez.

29



3. Roteiro Didaticos - Aplicacoes

€3 chgan s tpmice

Arquive Eonar Exbe Op(les Femamenias Janels Apsaa [UGLTEES

.~ Il Al = Ll el sl =] ‘\-\ | Iz 1l (]
i - i ARC LN R :

k Ll il ‘J.C')J..C' ’,_."f-,_.' - [l o oo

¥ Jansla de Algetra (2] | = Jansds de Visualizagio 1]

Cénica 15
CE 1SS sy i1 =1 [-E]L

ety

HOmaro

s 814

+ =11

s Hg=®

[asens

Entraan |

€7 whipae ¢ ipariie-fo
Arguivd Eomar Eani Op0Bes Femamentas Janela Anida el STy

A - " * o \\: [, - =3
- el L= AUl otz Ll o S| slh | et

0 (B By 5 (O3 [N IS = ) @o
» Amnsls ds Agetas (2] | = Jansia gs Vieuaszagsn 3]

- =

@ GuffideyiiFi=1 I I"I

Pabmans i ‘-u-..,_._'.l

s a-1d am .

3 b=14 —— - [ Eipse

-t K]

> — .

3 T=0 e [ repdmcie

Paonta

& C=o.0 =0 F

Vilor Bosleans & wr ey '

4 A= uws h |

4 f=talss

i § i} i plo= o ) J
] Y 5] * N (] 3 ¥ H 4
'
-

Ertrada 1| @

3.3 Terceiro Roteiro - Translacao e Rotacao das
conicas

Antes de elaborarmos esse roteiro vamos tratar sobre as equagoes de translacao e
rotagao.

Na translagao dos eixos, seja OXY um sistema de eixos ortogonais e O—(xg, yp) um
ponto no plano. Seja OXY o sistema cujos eixos OX e OY sdo paralelos aos eixos OX e
OY e tém, respectivamente, o mesmo sentido que esses eixos. Sejam (T, 7) as coordena-
das do ponto P no sistema de eixos OXY e sejam (z,) as coordenadas de P no sistema
de eixos OXY. Entéo, as coordenadas do ponto P nos sistemas OXY e OXY séo relacio-

nadas por:
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Consideremos um ponto P(x,y) em um sistema de eixos ortogonais x e y. Girando

os eixos x e y de um angulo o em torno da origem, obtemos novos eixos X e Y. Que-

remos determinar as coordenadas do ponto P nesse novo sistema de eixos ortogonais.

Essas coordenadas serdo dadas pelas medidas dos segmentos OB e BP.

. . ~ - A A~ OB
Seja 8 a medida do angulo BOP . No triangulo retangulo OBP temos cosf = &2

e senf = %, que é 0 mesmo que cosfs = (5(_13 e senf = %, isto é, © = OP.cosf e
Y = OP.senp.

No triangulo retangulo OAP temos cos(a + 8) = 49 e sen(a + 8) = 55 que ¢
o mesmo que cos(a + ) = g5 e sen(a + B) = g5, ou seja, v = OP.cos(a + f3) e

y = OP.sen(a + B).

Usando as féormulas trigonométricas para o seno e o cosseno da soma de dois arcos,

obtemos:

x = OPcosfcosa — OPsenf3senc
y = OPcosfsena + OPsenfcosa.

W
[ R

Logo, a relagao entre (X,Y) e (z,y) é dada pelas férmulas:

r = Xcosa — Ysena,
y = Xsena + Ycosa.

Agora vamos, para nossa aplicacao:

1° Passo: Vamos fazer os controles deslizantes para a, b da férmula e para a translacao

het.
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2° Passo: Vamos fazer os controles deslizantes para o angulo, lembre-se de mudar a
opcao de numero para angulo. Crie os controles z_1 e y_1, coloque 0s na posi¢ao zero

e pode oculté-los, pois s6 utilizaremos no centro da conica.

(G T T e e
|| arguivo Ediar Exbir OOC38S FRTOManas JENes Ajda FSODVEE
A 1 . - . o =)
D [ P % 120 (o]l [ 24| NN 125 = [ o
b Janela de Algebra (=) | » Jancts do Visuskracho 1)
< HEImenn ami
& a=1
& B=1 LR “
* h=1
& 1=1 LR
5 H =0 el
s ¥=0 tm |
k\nulo '-* 5
& o= a8 i
.
/ |I
L]
8 “+ L) -x -1 L] L] E] £l ]
=0 =~ /
.
veo g
-
a
Enrada =

3° Passo: Agora vamos definir os novos eixos coordenados, ao rotacionar os eixos

temos x; = zcos(a) + ysen(a) e para y; = —xsen(a) + ycos(a), como queremos
também fazer a translacao, ao invés de x substituimos por x — h e y por y — t, logo
nossas equagoes ficarao as seguintes, x1 = (xr — h)cos(a) + (y — t)sen(a) e y; = —(x —

h)sen(a)+ (y —t)cos(a), digite esses comandos na caixa de entrada e obteremos nossos

novos eixos. Mudei a cor para vermelho.
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4° Passo: Na equacao da elipse, substitua os valores de x e y, por x; e ¥y, assim
teremos ((x — h)cos(a) + (y — t)sen(a))?/a*+ ((y — t)cos(a) — (x — h)sen(a))?/b* = 1,
digite a equacao na caixa de entrada e obteremos a elipse, mude a cor para azul e

espessura para 5. Observe que se a=b, teremos um circulo, é sé6 mudar os valores e
obtermos o resultado desejado.
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5° Passo: va a opcao Ponto médio ou centro para mostrar o centro da elipse,

renomeei para c, vamos ocultar x; e y; e em propriedade da elipse em rotulo mude
para exibir nome e valor.
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6° Passo: Crie caixa para Exibir/ Esconder objetos, Nomeei de elipse.
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7° Passo: Para mudar para hipérbole, digite na caixa de entrada a equacao mudando
somente o sinal do meio para menos, ou seja, ((z — h)cos(a) + (y — t)sen(a))?/a* —
((y — t)cos(a) — (x — h)sen(a))?/b? = 1, mude a cor para verde e crie uma caixa para

exibir/ esconder objetos e nomeei de hipérbole.
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8° Passo: Deixe somente uma das caixas marcadas para analisar melhor cada uma

das coOnicas.
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3.4 Quarto Roteiro - Obtencao das conicas pela in-

terseccao do cone de duas folhas pelo plano

1° Passo: Vamos fazer um botdo (controle deslizante) do zoom para podermos
visualizar melhor a imagem. Digite no local do nome: zoom e na largura troque 200

por 50.

e v [ ) )
Arquive Editar Exter Opglies Ferramentas Jansls Ajds raldopvas
A ”
A - . - o e - - | ! ‘,..—
[Q | || | (P \__',,'__ el la, R ADC: -t | ) i
b Janils o Age s =l | = Jamila de Visualizag o Cantrale Desirante
Himaero - - Clique na janela de Wsualizagds para especlicar a posigho do
> 2oom=1

zooms 1
—

N

Entrada =

2° Passo: Ponto do centro para podermos girar a imagem 3d.
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Renomeei o ponto A, para ponto C e desmarquei a opcao Exibir Rotulo: Nome, é s

clicar com o botao direito do mouse e clicar em propriedades.
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3° Passo: Clique em Ponto, mudei a cor para vermelho e aumentei o tamanho do

ponto para o terceiro traco, depois renomeei para View3d.
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4° Passo:

Na caixa de entrada digite os comandos: C + (zoom0, cos(x(View3d))) e dé enter,
renomeie o ponto para X.

Na caixa de entrada digite: C'+ (—zoomsen(y(View3d)), —zoomsen(z(View3d))) e dé
enter, renomeie o ponto para Y.

Na caixa de entrada digite: C' + (zoomcos(y(View3d)), —zoomsen(z(View3d))) e dé
enter, renomeie o ponto para Z.
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5° Passo: Vamos criar um controle deslizante para deslocarmos o plano, mude o

nome para h, e o valor para —0.28 e o incremento para (.01 e na aba controle deslizante

mude a posicao para vertical e a largura para 50.
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6° Passo: Criar dois controles deslizante dos angulos de rotagao do plano, na janela
que ira abrir mude a opcao de nimero para angulo, renomeie para alfa e beta, mude
valor de alfa para 201,6° e o beta para 360° e o incremento de 5° para 0.1° , na aba

controle deslizante mude a largura de 180 para 50. Mudei a cor para Azul. (faca um
botao de cada vez, alfa e beta).
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7° Passo: Marque dois pontos renomeei de S e M e trace o segmento entre eles e
renomeei de ng(n_2), marque o ponto sobre o segmento e o renomeei de T. Esses pontos

servirao de parametros para a construcao da curva, logo apés marcarmos, podemos
clicar para os mesmos nao ficarem visiveis.
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8° Passo: Digite na caixa de entrada (RazaoAfim(M, S, T)360)° e dé enter, reno-

meei o angulo para teta e marque para fica invisivel.

Arquin fonsr fute Opgles Femamentss Jansia Amos

3 A 5 8% = [o] (57 P BN 25 9 Y M‘%%

& Janoin de Aigebrn = daneia de Visunhiegio
L )
b L
@ pogmn =1 oG = 1
= Ponls
# T =14, D5}
O M=, 3
O R =20, 2,08
D T = e
@ Wiwdd = (0.3, 0.3
XA, B amas
& ¥ =04, 00 —
4 =082 037
~ Segmaric e an o
o mym Al -—
o

~ .
—

39



3. Roteiro Didaticos - Aplicacoes

9° Passo: Vamos criar o controle deslizante do raio. Mude o nome para r e a largura
para 50. Da mesma forma com controle deslizante do eixo, mude o nome para Height,
na aba controle deslizante mude largura para 50 e posicao para vertical. Mudei para

Vermelho para diferenciar do controle do plano.
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10° Passo: Marque o ponto O, que sera a origem do cone. Renomeei para O o ponto

A.
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11° Passo: Os vetores de diregao do cone: Na caixa de entrada digite Vetor [C,X] e
dé enter, Vetor [C,Y] e dé enter e Vetor|C,Z] e dé enter, mudei a cor em cada um dos

vetores para cinza. Desmarquei o X, Y e Z.
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12° Passo: Na caixa de entrada digite:
Curva[z(O+rcos(t)u+rsen(t)v—Heightw),

6.28319] e dé enter, serd a curva a.

Curvalz(O+rcos(t)u+rsen(t)v— Heightw),

6.28] e dé enter, sera a curva b.

y(O+rcos(t)u+rsen(t)v—Heightw),
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Marque um ponto P em cima da curva, digite na caixa de entrada:

O + rcos(0)u + rsen(0)v + Heightw

y(O+rcos(t)utrsen(t)v+Heightw),t,0,

t7 07

Mudei a cor das curvas para Azul para destacar melhor e aumentei o tamanho do

traco para 5.
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14° Passo: Vai na opgao Conica por Cinco Pontos.
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Clinica par Cinca Parbss

Marque os cinco pontos indicados:
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Arquivo Bdtar Busir Opglies Femamanias Janeia Auda

Y J[@J@['ﬁ[ AN (5 9 | [

.,,-ggﬂ}.

m-nwumr«mm“

DEEBEE - F

== 0 o

15° Passo: Vamos definir os seguintes nimeros que servirao para construcao do

plano. Na caixa de entrada digite os seguintes comandos:

sen(a)cos(f) e dé enter, renomeei para q.

] 2] gz

Wil
L

m s &

Faga agora: sen(f) e renomeei para ro(r-2).

43



3. Roteiro Didaticos - Aplicacoes

Depois: cos(a).cos(f) e renomeei para p.

Digite o comando Ponto|O, Vetor[hpu+ hqu+ hraw]], renomeei para H e desmarque

sua exibicao.

16° Passo: Agora digite o comando: Reflexao[P, O]. e obteremos o ponto P’.
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17° Passo: Clique na opg¢ao segmento e marque de P a P’.
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18° Passo: Digite os comandos abaixo para conseguir um ponto dentro de cada um

dos circulos, renomeei para P;.
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19° Vamos marcar os vetores a partir da origem para podermos montar o plano,
para isso use os comando para marca os pontos desejados:
H + cos(a + m/2)u + sen(a + m/2)v, renomeei para G;.
H + cos(a)cos(B + 7/2)u + sen(a)cos(S + m/2)v + sen(f + 7/2)w, renomeei para I;.
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20° Passo: Tracar os vetores entre a origem e G; e I; e renomeei uy € vy.
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21° Passo: Vamos criar um controle deslizante o qual irda controlar o tamanho do

plano, renomeei ele de d. Mude a largura para 50 e a cor para verde.
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22° Passo: Vamos agora marcar as extremidades do plano, para isso use os comando,
pois dessa forma o plano saird perpendicular aos vetores.
H + duy + dvy, renomeei de J;
H + duy — dvy, renomeei de K,
H — duq + dvy, renomeei de M,

H — duy, — dvy, renomeei de Ny
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23° Passo: Agora é s6 marcar a opgao Poligono, mude a cor para verde e aumente

o trago, e marcar os pontos indicados no passo anterior.
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24° Passo: Defina a reta que passa por P; e P/, renomeei de hy.
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25° Passo: Encontre a intersecao entra o segmento g; e a reta h; e o renomeei de

O;. (coloquei em vermelho para destaca-lo).

CF et Memcotcsoggb T e
Argunee Eonw Excw Opgles Fomamentil Jatels Ajods niaapaC
™ Ay S IE ) ) J o
M E o 'i:z__ = -f',_, K == oo
Pt 1 de Visaizag ko =
'
oS [ Posis sm Objein 4
3 1| Vncutari Dasncutae P + -
'
i Harghts -1
a1 Inters oo on Dois COjeica Y
I){ i
3§ 7| Posioisigo ouCenrs C
= Pont
1 3= 360°
oT | Mimen Compldan -
.
.95, 302 A
@ 1= 2,438 T fr—
, = (B35, 238) ™
T
M=y, 3) .
5 M {570 750) —_—
3 W, =15 008
RN
2 0,=[504,15)
B PPRPE
Entrada Height &

26° Passo: Agora digite o comando para mostrar o lugar geométrico, LugarGeomé-

-trico[O1, T], mude a cor para vermelho e a camada para 6. Logo obtemos:
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27° Passo: vamos desmarcar a op¢oes que nao sao necessarias ficar visiveis. Vejamos:
d, Oy, H, P, P', P\, P{, I, Gy, os segmentos g;, a reta hy, os vetores u; e v; e desmarcar

o rotulo dos segmento ji, k1, my, ny. Ficando nossa figura mais limpa.
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28° Passo: Para melhor visualizarmos as conicas sendo formadas, vamos tracar re-
tas pela lateral do cone, para isso, marque um ponto, defina o nome n com valor 24,
deixe esse ponto também oculto, e use os comandos:
SequéncialO + reos(t)u + rsen(t)v — Heightw, t,0,6.28, 7 /n|
Sequéncia|O + reos(t)u + rsen(t)v + Heightw,t,0,6.28, 7 /n]
Sequéncia|Segmento[Elemento[lista2, ], O], i, 1, Comprimento[listal]]
Sequéncia[Segmento|Elementollistal, ], O], 1,1, Comprimento[listal], mudei a cor para

azul e a camada para 1.

Dai, obteremos:
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Girando o View3d podemos rotacionar o plano e o cone para analisarmos de outros

angulos e podemos girar os angulos alfa e beta para obtermos as demais conicas.

(@ e g R — | == = = = o)

drpes Dok st Opgbes Femamenias fanels s

A o I . Fan e & .y [
m Iy W (o)l ) (e :\ il ac3 ) 43+
(LI = I S TR I LY i [
» Julllah‘J,il_p-L — (8] | = Joness de Viewapagdo
@ - om—- - |[F
FIs L]

aw 23

i
II-I

Gleca
A5 ] Ly B
v

[

3 Cofd il 88
G, = {i4d, Lia)

[T

6 ot e amenregys R = |- ] ] = e il
Adpieh LA Wil CHalds Féiasailal Jaieis Anla Filidnrid

. " " [
DEEUFORANS PO
* dwneiace Mgeten |

e g, | —
y =1 |

i
AL BTRAN -
ists |

= {138, AL 111,

Wlad = {87, B350 (1.4 f
4 Belad= (854 438 405, i
4 Beled = (109 1AL 4,47 *
Lught Gadrmibidn | ——
& e Leparnesmbte e
4 gl = 1.0 e
4 h=0as +

-

[ R

u=-0s

[y

et
4 oom = 136
Fondy

@ £ofdin, 00
G, = 478, 2673

[T

50



Capitulo 4

Com quantos pontos definimos uma

conica?

Sempre que estudamos geometria analitica nos deparamos com as seguintes pergun-
tas: Com quantos pontos definimos uma reta? Entao por que nao nés perguntarmos
com quantos pontos definirmos uma conica? No ensino médio sabemos que uma reta
¢ definida pela equacao ax +by+c=0, onde a # 0 ou b # 0. Dividindo essa equagao
por a ou por b chegamos as equacoes x+Ay+B=0 ou Ax+y+B=0. Conhecendo dois
pontos distintos da reta basta substituirmos em qualquer uma das duas equagoes para
obtermos um sistema linear 2x2, cuja resolucao fornece os valores de A e B. Dessa
forma verificamos que dois pontos distintos determinam uma tnica reta.

Como trabalhamos com a equacao da conica da forma ax?+by? +caxy+dr+ey+f =
0, onde a # 0,b # 0 ou ¢ # 0, de forma andloga ao que fizemos com a equacao da reta,
dividindo por a , b ou ¢, chegaremos a equacoes do tipo 22+ Ay?+ Bay+Cax+Dy+FE =
0, assim conhecendo 5 pontos distintos do plano e substituindo na equacao, obteremos
um sistema linear com 5 equacgoes e variaveis A,B,C,D e E. Como a intersecao entre
uma reta e uma conica ou ¢ vazia, ou é um ponto ou dois pontos, nao podemos ter trés
pontos na mesma reta. Portanto, concluimos que com 5 pontos, onde 3 deles nao sao
colineares, definem uma conica.

Partindo para o Geogebra podemos usar uma das ferramentas a qual poderemos
com facilidade verificar tal propriedade.

1° passo: Com o programa aberto clique na da seta da opgao elipse como indicado

na figura.
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4. Com quantos pontos definimos uma conica?
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2° Passo: Escolha a opgao Conica definida por Cinco Pontos.
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3° passo: Escolha 5 pontos onde 3 deles nao sejam colineares entre si. Veja que ao
escolher 4 pontos, a forma da conica fica definida pela escolha do 5° ponto.
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4. Com quantos pontos definimos uma conica?
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Nosso objetivo agora é estudar a equacao geral do segundo grau em duas variaveis:
Ax? + Boy+ Cy?>+ Dz + Ey+ F =0; onde A # 0 ou B # 0 ou C # 0.
Vamos considerar primeiro o caso em que B = 0. Isto é, vamos estudar a equagao:
Az 4+ Cy?* + Dx + Ey + F = 0.

Consideremos a equacgao da elipse E de centro no ponto (g, 4o) e reta focal paralela
ao eixo OX:

o a0 y_byg°)2 =1

a2

Desenvolvendo, obtemos a equacao:

b2 + a*y? — 20%xox — 2a’yoy + b*(w0)* + a*(yo)? — a?b* = 0,

que ¢é da forma
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4. Com quantos pontos definimos uma conica?

Ax? + Bxy + Cy?* + Dx + By + F = 0,

onde A =0?, B=0,C=a% D= —2x, E= -2y, e F = b*(10)% + a*(y0)? — a*.
Entao, B=0e A e C tém o mesmo sinal. O mesmo vale para a equacgao da elipse
com centro no ponto (xg; o) e reta focal paralela ao eixo OY.
Reciprocamente, temos a seguinte proposicao:

Se os coeficientes A e C da equagao do segundo grau
Az? + Cy* + Dz + Ey + F = 0; (%)

tém o mesmo sinal. e M = C?D? + ACE? — 4AFC?, entao a equagao (*) representa:

— Uma elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados, se M > 0.

— Um ponto, se M = 0.

— O conjunto vazio, se M < 0.

Os casos em que a equacao do segundo grau Az? + Cy? + Dz + Ey + F = 0, com
AC > 0, representa um ponto ou o conjunto vazio sao chamados de casos degenerados
da elipse.

Seja H a hipérbole com centro no ponto (xg;yo) e reta focal paralela ao eixo -OX:

- @=0)® _ mw)? _ g

a2z b2
Desenvolvendo, obtemos
b2a? — ay? — 2xob*x + 2ypa®y + (x0)?0* — a®(yo)* — a?b? = 0;
que ¢é da forma
Ax? + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0;

onde A =b*, B =0, C = —a? D = —2z¢b* E = 2ypa?, F = (x0)*b* — a*(yo)2 — aV*.
Em particular, os coeficientes A e C tém sinais opostos e B = 0. Podemos verificar
que o mesmo ocorre quando desenvolvemos a equacao da hipérbole de reta focal paralela
ao eixo-OY.
Reciprocamente, temos a seguinte proposicao:

Se os coeficientes A e C na equacao
Az? 4+ Cy* + Dz + Ey + F = 0(x)

tem sinais opostos, entao a equacao representa:
— Uma hipérbole de eixos paralelos aos eixos coordenados;
ou

— Um par de retas concorrentes.
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4. Com quantos pontos definimos uma conica?

O caso em que a equacao do segundo grau Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0, com
AC < 0, representa um par de retas concorrentes, é chamado de caso degenerado da
hipérbole.

Consideremos a equagao canonica da parabola de vértice V = (z,yo) e a reta focal

paralela ao eixo-OX:
(y — y0)* = £dp(z — ).
Desenvolvendo e agrupando os termos dessa equacao, obtemos:
y? + dpr — 2yoy + (yo)? £ 4pzo = 0.
Essa equacao é da forma
Ax? + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0,

onde A=0,B=0,C=1,D=34p, E= —2yg e F = (yp)? + 4pxo.
Analogamente, desenvolvendo a equagao da pardbola de vértice V' = (xg,yo) e reta

focal paralela ao eixo-OY:
(x — 20)* = E4p(y — yo)-
Obtemos a equagao
22 — 2wox £ Apy + (10)? £ 4dpyo = 0,
que ¢ da forma
Ax?> + Bxy+ Cy* + Dx + Ey + F = 0,

onde, A=1,B=0,C=0,D =219, E=+4p e F = (20)* £ 4pyo.

No primeiro caso, temos A=0, B=0 e C' # 0. No segundo caso, temos A # 0, B=0
e C=0.

Reciprocamente, temos a seguinte proposicao:

Seja a equacgao do segundo grau com B=0:
A2+ Cy?* + Dx +Ey+ F = 0.

Se A =0 e C # 0, essa equagao representa:

— Uma pardbola cuja reta focal é paralela ao eixo-OX, se D # 0.

— Duas retas distintas paralelas ao eixo-OX, se D = 0 ¢ E2 — 4CF > 0.

— Uma reta paralela ao eixo-OX, se D = 0 e B2 —4CF = 0.

— O conjunto vazio, se D = 0 e E? —4CF < 0.

O mesmo vale para o caso em que C = 0 e A # 0, trocando “paralelo ao eixo-OX”

por “paralelo ao eixo-OY”.
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4. Com quantos pontos definimos uma conica?

Os casos em que a equacao do segundo grau Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0, com
AC = 0, representa duas retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio sao chamados

de casos degenerados da parabola.

Para testarmos os casos acima e os casos onde o valor de B # 0, que ird acrescentar
a rotacao, vamos fazer o seguinte roteiro:
1° Passo: Defina o controle deslizante para A, B, C, D, E e F, e digite na caixa de

entrada a equacdo A 22 + Bay + Cy?> + Dz + Ey+ F = 0.
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Mude agora os valores e verifique o que obtemos:

2° Passo: A e C com mesmo sinal:
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Mude o valor de B e veja que o mesmo interfere na rotacao.
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3° Passo: A e C com sinais opostos.
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Consideracoes Finais

Esse trabalho nos leva a repensar o uso do computador como ferramenta de aprendi-
zagem. Diante da falta de formacao continuada na area, ele tenta suprir as dificuldades
encontradas pelos professores que nao tiveram disciplinas na graduacao que abordavam
essas tecnologias. Ap0s a leitura deste trabalho, muitas consideracoes podem ser fei-
tas, e destacando um dos pontos mais importantes, podemos citar como o computador
ajuda no aprendizado, ao possibilitar a materializacao de explicagoes e ideias feitas em
sala de aula.

A representacao da teoria no computador propde uma profunda reflexao de concei-
tos e defini¢oes e também estimula o aprendizado pelos conceitos que aparecem, devido
a limitagao desta representagao na maquina que é o que tentamos fazer com os roteiros
didaticos aqui apresentados. A geometria dinamica contribui para uma melhor com-
preensao do contetido e o Geogebra possibilita maior participagao e interesse ao tornar
possivel a construcao das atividades relacionadas com a teoria.

Ao construir individualmente as atividades propostas, é possivel compreender me-
lhor os pontos obscuros que ficam implicitos nas explicagoes e através do Geogebra ¢é
possivel obter uma intuicao geométrica que facilita o aprendizado do céalculo.

Um pouco da histéria auxilia na compreensao das definigoes e teoremas atuais ao
apresentar como eram tratados os temas em sua época. Acreditamos que os itens
selecionados e apontados precisam ser devidamente dosados e equilibrados durante
todo o roteiro, porque assim como destacou NASCIMENTO (2007), apés a avaliacdo

de objetos de aprendizagem ja prontos.

“Os objetos de aprendizagem, em sua maioria, abordam temas complexos
para a compreensao do aluno e, no entanto, por falhas no planejamento,
muitos deles nao possibilitam o entendimento dos fenomenos estudados. Ao
contrario do que se busca com as novas tecnologias, sao raros os objetos
com os quais o aluno pode interferir no ambiente e geralmente sua atuacgao
limita-se a fazer cliques para que o sistema apresente informacoes e realize

calculos.”

O Ministério da Educacao vem fazendo grandes investimentos e as expectativas
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com relacao as TICs sao altas, e como resultado temos hoje uma grande variedade
de trabalhos disponiveis nos repositorios on-line dos sites de simulacoes. Sendo assim,
torna-se indispensavel, para o desenvolvimento efetivo de objetos de aprendizagem,
uma analise detalhada dos roteiros que favoreca a aproximacao entre as expectativas
do uso das TICs e a realidade.

O computador é uma ferramenta adequada para auxiliar nas dificuldades quanto
a insercao de novos contetidos e no interesse e motivagao de aprendizagem do aluno.
Porém seu potencial pedagdgico sé podera ser explorado plenamente quando aliado a
propostas educativas de qualidade, com uma boa articulacao entre o curriculo escolar

e a pratica real da sala de aula.
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Apeéendice A

Instalacao do Geogebra e Nocoes

Basicas

Como se trata de um software livre o download é gratuito, bem como, adquirir
todas as informacoes de instalacao e o tutorial contendo instrugoes de uso e exemplos

do GeoGebra basta acessar o sitio: http : //www.geogebra.org/cms/pt_BR.

- L . - =

[+ ] ee—————
- [+ Lo R e R R R e L |

GeaGebra ——
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s maramann & ol - "
BN —
- [TRq8]: |

O software GeoGebra possui varios recursos que podem ser utilizados para o estudo
de Geometria, Algebra e Calculo de forma dinamica. Porém, iremos descrever apenas
alguns recursos que sao necessarios para a implementacao das atividades apresentadas
nesse material. Para um aprofundamento em outros recursos do software, basta baixar
o tutorial no sitio eletronico.

Vamos conhecer um pouco do GeoGebra. Ele fornece trés diferentes vistas dos
objetos matematicos: a Janela Gréfica, a Janela Algébrica, ou numérica, e a Folha
de Célculo. Elas permitem mostrar os objetos mateméticos em trés diferentes re-
presentagoes: graficamente (e.g., pontos, graficos de fungoes), algebricamente (e.g.,

coordenadas de pontos, equagoes) e nas células da folha de célculo.
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T o ] - T -
Agan T Dme (o0l FRTEMRUE JWEE AR raw
EPSE
4 )
Ll : S E
JANELA d i JANELA
JANELA '
ALGEBRICA I + DE

GRAFICA
CALCULOS

] CAIXA DE ENTRADA

Barra de Menu
Possui 7 comandos que permitem alterar/salvar/configurar os programas criados.
Barra de Ferramentas

E dividida em 11 janelas que apresentam varias ferramentas que podem ser visua-

lizadas clicando na parte inferior de cada icone.
Entrada de Comandos

Zona destinada a entrada dos comandos/condigoes as que definem os objetos. Neste
campo escrevemos as equacoes, fungoes e coordenadas dos pontos e teclamos enter para

representa-los na janela de gréficos.
Zona Gréafica

Usando as ferramentas disponiveis na Barra de Ferramentas, pode se realizar cons-
trucoes geométricas na Zona Grafica com o mouse. Selecione qualquer ferramenta na
Barra de Ferramentas e leia a “Ajuda da Ferramenta” para ver como usar a ferramenta,
selecionada. Cada objeto criado na Zona Grafica tem também uma representacao na
Zona Algébrica.

Observagao: Pode-se mover objetos na Zona Gréfica arrastando-os com o textit-
mouse. Ao mesmo tempo, as suas representacoes algébricas sao atualizadas automati-
camente na Zona Algébrica.

Cada icone na barra de ferramentas representa uma caixa de ferramentas que

contém um conjunto de ferramentas similares. Para abrir uma caixa de ferramen-
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tas, tem que clicar na pequena flecha situada no canto inferior direito do respectivo

icone.

Zona Algébrica

Usando a Entrada de Comandos pode-se inserir diretamente expressoes algébricas
no GeoGebra. Apés ter clicado a tecla Enter, a expressao algébrica digitada aparece
na Zona Algébrica e a respectiva representacao grafica aparece na Zona Grafica.

Na Zona Algébrica, os objetos matematicos sao organizados em duas classes: obje-
tos livres e objetos dependentes. Ao se criar um novo objeto sem que para tal se use
qualquer objeto existente, ele é classificado como objeto livre. Se, pelo contrario, o
seu novo objeto for criado com recurso a objetos ja existentes, ele é classificado como
objeto dependente.

Sugestao: se quiser esconder a representacao algébrica de um objeto na Zona
Algébrica, pode especificd-lo como um Objeto Auxiliar. Para isso, comece por cli-
car com o botao direito do mouse na representacao algébrica do objeto e selecione
“Propriedades” no Menu de Contexto que aparece. Depois, no separador “Basico”
do Didlogo de Propriedades pode-se especificar o objeto como “Objeto auxiliar”. Por
padrao, os objetos auxiliares nao sao mostrados na Zona Algébrica, mas pode-se mudar
esta configuracao selecionando o item “Objetos auxiliares” no menu Exibir.

Note que também pode-se modificar objetos na Zona Algébrica. Para isso, comece
por assegurar-se que se tem a ferramenta “Mover” ativada antes de fazer duplo clique
com o botao esquerdo do mouse sobre um objeto livre na Zona Algébrica. Depois, na
caixa de texto que aparece, pode-se editar diretamente a representacao algébrica do
objeto. Finalmente, apds ter clicado a tecla Enter, a representacao grafica do objeto
sera adaptada automaticamente as alteracoes efetuadas.

Ao se fazer duplo clique com o botao esquerdo do mouse sobre um objeto dependente
na Zona Algébrica, aparece uma janela de didlogo que permite redefinir o objeto. O
GeoGebra também oferece uma vasta gama de comandos que podem ser inseridos no
Campo de Entrada. Pode-se abrir a lista de comandos no lado direito da Barra de
Comandos, clicando no botao “Comando”. Depois de selecionar um comando nesta
lista (ou digitar o seu nome diretamente no Campo de Entrada), pode-se pressionar
a tecla F'1 para se obter informagao sobre a sintaxe e os argumentos requeridos para

aplicar o correspondente comando.
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Folha de Calculo

Na Folha de Célculo do GeoGebra, cada célula tem um nome especifico que permite
identifica-la diretamente. Por exemplo, a célula na coluna A e linha 1 é nomeada Al.

Observagao 1: o nome de uma célula pode ser usado em expressoes e em comandos
para identificar o conteido da célula correspondente. Nas células da folha de calculo
pode-se inserir nao s6 numeros, mas também todo o tipo de objetos matematicos
suportados pelo GeoGebra (coordenadas de pontos, fung¢oes, comandos). Se possivel,
o GeoGebra mostra imediatamente na Zona Grafica a representagao grafica do objeto
inserido numa célula. O objeto toma o nome da célula usada para o criar ( A5, C1).

Observacao 2: Por padrao, os objetos na folha de calculo sao classificados como Ob-
jetos Auxiliares na Zona Algébrica. Pode-se exibir ou esconder estes Objetos Auxiliares

marcando ou desmarcando o item “Objetos Auxiliares” no menu Exibir.
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