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Resumo

O referido trabalho pretende mostrar que os Ternos Pitagoricos podem ser inclu-
sos no curriculo ainda nos anos iniciais do Ensino Bésico Regular, uma vez que, héa varias
maneiras de se obter tais ternos, propiciando assim, uma maior e melhor compreensao do
teorema de Pitagoras e dos niimeros inteiros, temas de grande relevancia no Ensino Fun-
damental e Médio. Para isso, apresentar-se-a inicialmente alguns dos principais topicos
da Aritmética, os quais servirao como ferramentas para o desenvolvimento da pesquisa,
em seguida, os resultados que contemplam de fato o objetivo especifico deste trabalho,
que ¢é o estudo dos ternos pitagéricos. Inicia-se com a definicao de Ternos Pitagoricos
e Ternos Pitagoricos Primitivos, na sequéncia, demonstram-se formulas que geram os
ternos, bem como um dispositivo pratico que também gera infinitos ternos pitagéricos.
E ainda, destacam-se algumas das principais propriedades dos ternos pitagoricos, bem
como, particularidades do terno (3,4,5). Por fim serdao apresentadas aplicagbes sobre os

ternos pitagoricos.

Palavras chave: Teorema de Pitagoras; Ternos pitagoricos; Ternos Pitagoricos Primiti-

vos; Propriedades dos Ternos Pitagéricos.
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Abstract

Such work intends to show that the Pythagorean Triplets can be included in the
curriculum even in the years of Regular Basic Education, since there are several ways to
obtain such triplets,thus enabling a greater and better understanding of the Pythagorean
theorem and the integers, topics of great relevance in primary and secondary education.
To do so, it shall be presented initially some of the main topics of Arithmetic, which will
serve as tools for the development of research, Then the results that come in fact the
specific objective of this work, which is the study of the pythagorean triplets. It starts
with a definition Pytagorean Triplets and Primitive Pythagorean Triplets, following, shows
up formulas which generate the Triplets as well as a practical device that also generates
infinite Pythagorean Triplets. And yet, it highlights some of the main properties of
pythagorean triplets, as well as particularities of the the triple (3,4,5). Finally will be
presented pythagorean triplets applications.

Key words: Pythagorean Theorem; Pythagorean Triplet; Primitive Pythagorean Tri-
plets; Pythagorean Triplet Properties.
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Introducao

7 A Aritmética é o corpo que segura as lindas penas da
matematica.”
(Liping Ma)

Pitdgoras (569a.c - 480a.c) nasceu na Ilha de Samos, motivo pelo qual é conhecido
hoje como Pitdgoras de Samos. Outro grande personagem da histéria da matematica dessa
época, foi Tales, que nasceu 50 anos antes de Pitagoras, em Miletto, cidade préxima de
Samos. Foi a partir das ideias desses dois grandes personagens que a Matemaética se inicia
como ciéncia e pode se desenvolver enormemente nos séculos seguintes.

Obcecado pelo conhecimento matematico, Pitdgoras viajou bastante em busca do
aprimoramento desse conhecimento. Ele passou pelo Egito, Babilonia e talvez na [ndia.
Em cada regiao observou e registrou os conhecimentos matematicos e as ideias religiosas
locais.

Voltando a Grécia, fundou uma escola em Crotona, cidade hoje situada ao sudeste
da Italia. Na verdade, essa escola era uma sociedade secreta, dedicada principalmente
ao estudo da Matemadtica e da Filosofia. Como todos os documentos daquela época se
perderam, tudo o que sabemos veio através de referéncias de outros autores que viveram
séculos depois. Por isso, Pitdgoras é uma figura obscura na histéria da Matematica e, para
dificultar ainda mais as coisas, a sua escola, além de secreta, era comunitaria, ou seja,
todo o conhecimento e todas as descobertas eram comuns, pertenciam a todos. Assim,
nao sabemos sequer se foi o préprio Pitagoras que descobriu o Teorema que leva seu nome,
pois era comum naquela época dar todo crédito de uma descoberta ao mestre.

O Teorema de Pitdgoras é um dos mais belos e importantes teoremas da Ma-
temética de todos os tempos, e se destaca sobre os demais teoremas, a ponto de acumular
centenas de demonstragoes. Em 1940, por exemplo, o americano E.S. Loomis publicou

370 demonstracoes, hoje, esse numero é bem superior.



O enunciado deste famoso teorema é: Em qualquer triangulo retangulo, a soma
das dreas dos quadrados que tém como lados cada um dos catetos, é igual a drea do
quadrado cujo lado é a hipotenusa.

Dentre todas as demonstracoes existentes, apresentaremos aqui a mais classica

de todas, que pode ter sido inclusive, a que os pitagéricos imaginaram.

Na figura da esquerda, retiramos do quadrado de lado b + ¢ quatro triangulos
iguais ao triangulo retangulo dado, restando um quadrado de lado a. Na figura da direita,
retiramos também do quadrado de lado b 4 ¢ os quatro triangulos iguais ao triangulo
retangulo dado, restando um quadrado de lado b e um quadrado de lado c¢. Logo, a area
do quadrado de lado a ¢ igual a soma das areas dos quadrados cujos lados medem b e c.

Se ¢ é a medida da hipotenusa e se a e b sao as medidas dos catetos, o enunciado
do Teorema de Pitagoras equivale a afirmar que a® 4+ b* = %

Demonstra-se também que a reciproca do Teorema de Pitagoras é verdadeira,
ou seja, se a,b e ¢ sdo nlimeros reais positivos que satisfazem a equacio a® + b? = ¢,
entao, a, b e ¢ sao lados de um triangulo retangulo em que a hipotenusa mede c. Se ainda,
a,b e ¢ forem nimeros inteiros positivos, diremos que a, b e ¢ sao nimeros pitagéricos ou
que (a,b,c) é um triangulo pitagérico, quando estes representarem, respectivamente, as
medidas dos catetos e da hipotenusa de um triangulo retangulo, ou ainda que (a,b,c) é
um terno pitagérico.

Historicamente, o Teorema de Pitdgoras ¢é ligado aos Ternos Pitagéricos, assunto
que foi motivo de interesse de grandes matematicos, como por exemplo: Pitagoras, Platao,
Euclides, Diofanto e Fermat. Porém, alguns ternos pitagoricos eram conhecidos, antes

mesmo do préprio teorema de pitdgoras. O terno (3,4, 5), por exemplo, seria facilmente

encontrado aritmeticamente e isto poderia ter incentivado uma busca por outros ternos.



Na Babilonia, foram encontrados e decifrados muitos tabletes de barro datados
do periodo entre 1800 a 1600a.C. Hoje eles se encontram em diversos museus. Um deles
chamado Plimpton 322 (o nome faz referéncia a G.A. Plimpton da Universidade de Co-
lumbia, catalogada pelo nimero de 322) estd na Universidade de Columbia e o fragmento

que foi preservado mostra uma tabela de 15 linhas e 3 colunas de nimeros.
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Figura 1: Plimpton 322

Os pesquisadores descobriram que esta tabela continha ternos pitagéricos. Como
o que restou é apenas um pedaco de um tablete, que deveria fazer parte de um conjunto
de tabletes, nao se sabe como esses niimeros foram encontrados. Porém, uma pista de que
os babilonios conheciam alguma forma de encontrar esses nimeros, estd em um tablete

guardado hoje no Museu Britanico. Nesse tablete esta escrito o seguinte:

4 é o comprimento.
5 é a diagonal.
Qual é a altura?
4 vezes 4 da 16.
5 vezes b da 25.
Tirando 16 de 25 o resto é 9.

Quantas vezes devo tomar para ter 97



3 vezes 3 d4 9.
3 é a altura.

Isto mostra, sem duvida, que os babilonios tinham conhecimento da relacao entre
os lados de um triangulo retangulo com medidas inteiras, comprovando assim, que his-
toricamente os Ternos Pitagoricos surgiram antes do Teorema de Pitdgoras, no entanto,
passou a receber este nome por se tratar de um caso particular deste teorema.

O triangulo de lados v/2, V/7 e 3 é retangulo? Sim, pois (V2)? 4 (V7)% = 32.

Durante toda a histéria antiga até hoje, temos curiosidades em encontrar triangulos
retangulos cujos lados sao medidos por ntimeros inteiros. O mais conhecido e notavel des-
ses triangulos é o que tem os lados com medidas iguais a 3,4 e 5, mas vocé sabia que os
triangulos com medidas iguais 44,117 e 125 ou 372,925 e 997 também sao retangulos?
Nossa curiosidade nos leva as seguintes perguntas: Como encontrar triangulos retangulos
cujos lados tenham medidas inteiras? Quantos desses ternos existem? Quais sao as pro-
priedades que esses ternos possuem?

Nosso trabalho tem como propdsito responder a estas e outras perguntas, pro-
porcionando aos professores(as) de Matemdtica do Ensino Fundamental, principalmente,
e também aos estudantes de Matematica e demais interessados pelo assunto, uma maior
compreensao dos Ternos Pitagoricos no que diz respeito as férmulas que geram tais ternos,
assim como outros resultados importantes. Para atingir os objetivos citados acima, fa-
remos primeiramente, um breve estudo dos principais tépicos de aritmética, culminando,
posteriormente, com o estudo dos Ternos Pitagéricos. Sendo assim, organizamos nosso
trabalho da seguinte maneira:

No Capitulo 1, apresentaremos alguns dos resultados mais importantes da Aritmética,
sendo que grande parte dos textos foram embasados no livro Elementos de Aritmética, He-
fez [2011]. Esses resultados servirdo como ferramentas para o desenvolvimento do capitulo
posterior.

No Capitulo 2, apresentaremos inicialmente, a definicao de Ternos Pitagdricos e
Ternos Pitagoricos Primitivos, em seguida, algumas férmulas e um dispositivo pratico que
geram infinitos Ternos Pitagdricos, algumas de suas propriedades, e por fim particulari-
dades do Terno Pitagérico (3,4,5).

No Capitulo 3, apresentaremos algumas aplicagoes dos Ternos Pitagoricos.



Capitulo 1

Nocoes de Aritmética

Neste capitulo apresentaremos alguns dos principais topicos da Aritmética dos
Inteiros, eles servirao como fundamentacao tedrica deste trabalho e serao imprescindiveis

para o desenvolvimento do segundo capitulo deste trabalho.

1.1 Topicos de Aritmética dos Inteiros

Nesta secao faremos um breve apanhado dos conceitos de Aritmética dos inteiros
que serao uteis para este trabalho. Sendo assim, muitas defini¢oes e resultados interessan-
tes ficarao de fora deste texto, por nao serem necessarios ao desenvolvimento do trabalho.

Comecaremos nossa abordagem representando o conjunto dos inteiros nao nega-

tivos por Z, = N={0,1,2,3,4,5,...}.

Observacao 1.1.1 . Sabemos que o nimero 0(zero) € incluido no conjunto dos nimeros
naturais por alguns autores e por outros nao, dependendo da conveniéncia. Quando

quisermos excluir o 0(zero) desse conjunto, utilizamos o asterisco (x). Desse modo,

7 =N ={1,2,3,4,5,..} .

1.2 Subtracao

Dados dois inteiros positivos a e b com a < b, sabemos que existe um inteiro

positivo ¢ tal que b = a + ¢. Neste caso, definimos o niimero b menos a, denotado por



b — a, como sendo o numero c¢. Em simbolos:
b—a=c.
Dizemos que ¢ é o resultado da subtracdo de a por b.
Portanto, temos por defini¢ao
c=b—a < b=a+c

No universo dos nimeros inteiros positivos, nem sempre existe a subtragao de
dois nimeros; s6 existe b — a quando a < b.

Note que a — a = 0 para todo a € Z,, e que, por defini¢do, (b —a) + a = b.

Exemplo 1.2.1 . Exemplos numéricos de subtracao em Z. :

i) 8—5=3;
i) 3—2=1;
iii) 8 — 3 = 5;

iv) (8—5)—2=3-2=1;
v) 8—(5—2)=8—3=5.

Os dois ultimos exemplos mostram que a subtracao nao é associativa.

Proposicao 1.2.1 . Sejam a,b,c € Z,. Se a < b, entdo

c-(b—a)=c-b—c-a.

Demonstracao: Note que, se b > a, entao c-b > c¢-a, o que nos diz que c-b— c-a esta
bem definido.
Suponha agora que b — a = d, logo b = a + d. Multiplicando por ¢ ambos os

membros desta iltima igualdade, obtemos ¢-b=c- (a+d) = c¢-a+ c-d, o que implica
c-d=c-b—c-a.

Substituindo d por b — a na igualdade acima, obtemos



c-(b—a)=c-b—c-a.

Exemplo 1.2.2 . Ezemplos numéricos da Proposicao acima (Proposicaol.2.1) :
i)b-4—-1)=5-4—-5-1;

i) 3-(T—7)=3-7T—3-1.

1.2.1 Principio da Inducao

Embora esses préoximos conceitos possam ser extendidos, com algumas hipoteses
adicionais, a todo o conjunto dos ntmeros inteiros, sera suficiente para este texto apre-

sentarmos como segue.
Axioma 1.2.1 (Principio da Inducao) Seja A, um subconjunto nio-vazio de Z7, . Se:
i) 1€ A;
ii) n+ 1€ A sempre que n € A.
Entio A =77
Usaremos este Axioma para demonstrar a seguinte afirmacao.
Observagao 1.2.1 . O Principio da Indugao também € vdlido para o conjunto Z. .

Teorema 1.2.1 (Principio da Boa Ordenagao) . Todo subconjunto de N*, nao-vazio

possui um menor elemento.

Demonstracao: Sejam I, = {p € N; 1 < p < n} e X C N, um conjunto formado
pelos elementos n € N* tais que [, C N* — A.

Se 1 € A, entao claramente 1 é o menor elemento de A.

Agora se 1 € A, entdo 1 € X, tendo em vista que [; = {1} C N* — A. Porém
X #N" pois A# 0O eX CN".

Logo o principio da indugao nao pode ser aplicado a X', o que implica que o item
(77) do axioma 1.2.1 nao vale em X, isto é: existe um ng € X tal que ng +1 ¢ X.

Assim como I,, C N*—A, temos que todos os niimeros inteiros de 1 a ng pertencem

aX ecomong+1&X, temosquenyg+1leAdel, =X.

7



Portanto a = ng + 1 é o menor elemento de A. [ |

Na realidade o Principio da Indugao e o Principio da Boa Ordenagao (PBO) sao
afirmacoes equivalentes, e nesse sentido poderiamos ter assumido o PBO como axioma e
o utilizado para demonstrar o Principio da Indugao.

O resultados acima nos fornece métodos para demonstrar e até enunciar algumas

definicoes em matematica. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 1.2.3 . Ezemplo de demonstracao pelo Principio da Inducao:

n(n+1 . .
Mostrar que s, =14+2+3+44+...+n = g ¢ vdlida para todo nimero
nteiro positivo.

Demonstracao: Lancando mao do principio da indugao, provaremos inicialmente o

_ N , . 1-2
item (i) isto é, se n =1 entdo s; = —
1-2
De fato s, :127.
k(k+1
Agora para provar (ii), supomos que s, = 14+2+3+4+ ...+ k= %, para

um certo k € N* e vamos mostrar que a expressao vale também para k + 1, isto €,

k+D[(k+1)+1
8k+1=1+2+3+4+_,_+k+(/€+1):( ( ) ]

2
De fato:
k(k+1
st = 14243444 +k+(k+1) = %Hkﬂ)
B+ k4242
B 2
Rk +1)+2(k+1)
B 2
R+ D)E+2) R+ D(E+1) 1]
- A _ d _

n(n+1)

Conluimos por indu¢ao que s, = 14+2+3+4+...+n = ,Vnezi. i

Os conceitos abordados nesta segao, sao conceitos inerentes a caracterizagao do
conjunto dos nimeros naturais formulada por Giuseppe Peano em 1889, onde figura o

Axioma da Inducao.



1.3 Divisao nos Inteiros Positivos

Como a divisao de um nimero inteiro positivo por outro nem sempre € possivel,
expressa-se esta possibilidade através da relacao de divisibilidade.

Quando nao existir uma relacao de divisibilidade entre dois ntmeros, veremos
que, ainda assim, serd possivel efetuar uma ”divisao com resto pequeno”, chamada de
divisao euclidiana. O fato de sempre ser possivel efetuar tal divisao é responsavel por

inimeras propriedades dos inteiros positivos, das quais apresentaremos as principais.

1.3.1 Divisibilidade

Dados dois nimeros inteiros positivos a e b com a # 0, diremos que a divide b,
escrevendo alb , quando existir ¢ € Z, tal que b = a - ¢. Neste caso, diremos também que
a é um divisor ou um fator de b ou, ainda que b um maltiplo de a.

Observe que a notagdo alb nao representa nenhuma operacao em Z,, nem re-
presenta uma fracao. Trata-se de uma sentenca que diz ser verdade que existe ¢ tal que
b=a-c. A negagao dessa sentenca é representado por a [ b, significando que nao existe

nenhum nimero inteiro positivo ¢ tal que b =a - c.
Exemplo 1.3.1 . Exemplos numéricos:

i) 1]0, lé-se: 1 divide O (zero);

i) 2|0, lé-se: 2 divide 0 (zero);

iii) 1(6, lé-se: 1 divide 6;

iv) 2|6, lé-se: 2 divide 6;

v) 3|6, lé-se: 3 divide 6;

vi) 66, lé-se: 6 divide 6;

vii) 4 f6, lé-se: 4 nao divide 6;

viii) 2 f5, lé-se: 2 nao divide 5.

Suponha que alb e seja ¢ € Z, tal que b = ac. O nimero inteiro positivo ¢ é

chamado de quociente de b por a e denotado por ¢ = —.
a



Exemplo 1.3.2 . Ezxemplos numéricos:

0
Ry
1)1 7

0
i Y o
11)2 ;

6
di) 2 6
iii . ;

6

- -3
iv 5 ;

6

Z_9
V)3 ;

6
vi) = =1

6

Proposicao 1.3.1 . Sejam a,b € Z' ecec Z, . Temos

i) 1la , ala e al0.

ii) Se alb e blc , entao alc .

Demonstragao:

i) Isto decorre das igualdadesa=1-a,a=a-1lea-0=0.

ii) Se alb e b|c implica que existem f,g € Z,, taisqueb=a-fec=10b-g.

Substituindo o valor de b da primeira equacao na outra, obtemos

c=b-g=(a-f)-g=a-(f-g) o que mostra que alc.
|

Observacao 1.3.1 . O item i) da proposi¢ao acima nos diz que todo nimero inteiro €

divisivel por 1 e, se nao nulo, por si mesmo.
Proposicao 1.3.2 . Sea,b,c,d € Z, , coma #0ec#0, entao alb e c|ld=a-clb-d.

Demonstracao: Se alb e ¢|d, entdo 3 f,g € Z., b = a-f ed = c-g. Portanto,
b-d=(a-c)(f-g),logo,a-clb-d. |

Em particular, se a|b, entdo a - c|b- ¢, para todo ¢ € Z7.
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Proposicao 1.3.3 . Sejama, b, ¢ € Z,, com a # 0, tais que a|(b+c). Entdo alb < alc.

Demonstracao: Como a|(b+ ¢) , existe f € Z tal que b+c¢ = f - a.
Agora , se a|b, exite g € Z, tal que b = a-g. Juntando as duas igualdades acima,
temos

a-g+c=f-a=a-J,

donde segue-se que a - f > a - g, e, consequentemente, f > g. Portanto, da igualdade

acima e da Proposicao 1.2.1 , obtemos
c=a-f—a-g=a-(f ).

o que implica que alc, ja que (f — g) € Z+.

A prova da outra implicacao é totalmente andloga . [

Proposicao 1.3.4 . Sea,b,c € Z,, coma #0, ex,y € Zy sdo tais que alb e alc, entao

al(xb + yc); e se xb > ye, entdo al(xb — yc).

Demonstracao: albe alcimplicam que existem f, g € Z, tais que b = af e ¢ = ag. logo,

xbtyc=z(af) ylag) = alzf +yg),

o que prova o resultado, pois, nas condigoes dadas, (zf £ yg) € Z,. [ |

Definicao 1.3.1 Sendo a, n € Z., definimos:

a® =1, se a#0;
a = a;

a"=a-a-a-..-a, se n>1.
—_—

n fatores

Na poténcia a”, o nimero a é chamado de base da poténcia e o ntimero n é

chamado de expoente.
Proposicao 1.3.5 . Sejam a,b,n € Z,, coma >b > 0. Temos que a — b divide a" — b".

Demonstragao: Vamos provar isto por indugao sobre n.
E 6bvio que a afirmacao é verdadeira para n = 0, pois a — b divide a° — 8° = 0.

Suponhamos, agora, que (a — b)|(a™ — b"). Escrevamos
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a™t — bt = aa™ — ba" 4 ba™ — bb" = (a — b)a™ + b(a™ — b").

Como (a—"b)|(a—0b) e, por hipdtese, (a —b)|(a" —b"), decorre da igualdade acima

n+l bn+1>

e da Proposicao 1.3.4 que (a — b)|(a . Estabelecendo o resultado para todo

Exemplo 1.3.3 . Ezxemplos de diwvisibilidade utilizando a Proposi¢ao 1.3.5:

n

i) 9/10" — 1, para todo n € Z, pois, podemos reescrever 910" — 1 como 10 — 1|10™ — 17,

que satisfaz a proposicao acima.

ii) 8|3%" — 1, para todo n € Z.., pois, podemos reescrever 8|3** — 1 como 9 — 1|9" — 1",

que satisfaz a proposicao acima.
Proposicao 1.3.6 . Sejam a,b,n € Z, com a+b # 0. Entio a+ b divide a® ™ 4+ p*" .

Demonstragao: Vamos provar isto também por indugao sobre n.
A afirmacéo é, obviamente, verdade para n = 0, pois a + b divide a' +b' = a +b.

Suponhamos, agora, que (a + b)|(a*" ™ + b*"1). Escrevamos

Q2ADFL 20t )1 (22041 p2 20y g2 2ntl | p2pontl (a2_62)a2n+1+b2(a2n+1+b2n+1)'

Como (a + b)|(a® — b*) e, por hipétese, (a + b)|(a®* ! + b*"1), decorre das igualdades
acima e da Proposicio 1.3.4 que (a + b)|(a?" D+ 4 p2(+D+1) - Fgtabelecendo, assim, o

resultado para todo n € Z,. |

Exemplo 1.3.4 . Exemplos de divisibilidade utilizando a Proposicao 1.3.6:

i) 65"t + 1, para todo n € Z,., pois, podemos reescrever 6|52 4+ 1 como

54 1|52 + 12"t que satisfaz a proposicdo acima.

i) 14/3*%2 £ 52" para todo n € Z,, pois, podemos reescrever 14|34"2 4 52+

9 + 5|92t 520t (3ant2 _ 32@n4D) — g2y e satisfaz a proposicdo acima.

como

Proposicao 1.3.7 . Sejam a,b,n € Z, com a > b > 0. Temos que a+b divide a®" — b*".

Demonstracao: Novamente usaremos inducao sobre n. A afirmacao é verdade para

n = 0, pois a+b divide a”—b° = 0. Suponhamos, agora, que (a+b)|(a*"—b*"). Escrevamos
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a2(n+1) o b2(n+l) — a2a2n . b2a2n + bQQQn o 62b2n — (a2 o bQ)CLG + b2((12n . bZn)

Como (a + b)|(a® — b?) e, por hipétese, (a + b)|(a®" — b*"), decorre das igualdades acima
e da Proposicao 1.3.4 que (a + b)|(a?™+DH 4 p2(n+D+1) - Egtabelecendo, desse modo, o

resultado para todo n € Z,.. |

Exemplo 1.3.5 . Exemplos de divisibilidade utilizando a Proposicao 1.3.7:

i) 139" 2" para todon € 7., pois, podemos reescrever 13|92 —2%" como 9+4|9*" —42"

(24" = 222" = 42" que satisfaz a proposicdo acima.

i) 53|72 para todon € Z., pois, podemos reescrever 53|7 —2*" como 49+4]|49%" —

4P (T = I = 497 ¢ 24 = 2B = 4P™) | que satisfaz a proposicdo acima.

1.3.2 Divisao Euclidiana

Mesmo quando um numero inteiro positivo a nao divide o inteiro positivo b,
Euclides nos seus Elementos utiliza, sem enunciar explicitamente, o fato de que é sempre
possivel efetuar a divisao de b por a, com resto. Este resultado, cuja demostracao damos
abaixo, nao s6 é um importante instrumento na obra de Euclides, como também é um

resultado central da teoria da Aritmética dos inteiros.

Teorema 1.3.1 . Sejam a e b dois nimeros inteiros positivos com 0 < a < b. FExistem

dois unicos numeros naturais q e r tais que

b=a-q+r,com r<a.

Demonstracao: Sejam a e b inteiros positivos com 0 < a < b.

Considere, os niimeros
b,b—a,b—2a,b—3a,--- ,b—n-a,---

Considere agora, S = {b, b —a, b—2a, b—3a, ---, b—n-a, ---}, pelo Principio
da Boa Ordem (Teorema 1.2.1), o conjunto S tem um menor elemento r = b—g-a. Vamos

provar que r tem propriedade requerida, ou seja, que r < a.
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Se alb, entdo r = 0 e nada mais temos a provar. Se, por outro lado, a / b,
entao r # 0, e, portanto, basta mostrar que nao pode ocorrer r > a. De fato, se isto
ocorresse, existiria um numero natural ¢ < r tal que » = ¢+ a. Consequentemente, sendo
r=c+a=>b—qa, terfamos c=b—(¢+1)-a € S, com ¢ < r, contradigao com o fato
de r ser o menor elemento de S.

Portanto, temos que b =a - q+r com r < a, o que prova a existéncia de q e r.

Agora vamos mostrar a unicidade. Note que, dados dois elementos distintos de
S, a diferenca entre o maior e o menor desses elementos, sendo um multiplo de a, é pelo
menos a. Logo,ser =b—a-qer =b—a-q,comr < r < a,terlfamosr —r > a, o que
acarretaria ™ > r-+a > a, absurdo. Portanto, r = 1, dai segue-se que b—a-q =b—a-q,

o que implica que a - ¢ = a - ¢ e, portanto, ¢ = ¢. u

Nas condicoes do teorema acima, os nimeros ¢ e r sao chamados,
respectivamente, de quociente e de resto da divisao de b por a. A demonstracao do teorema
fornece um algoritmo para calcular o quociente e o resto da divisao de um niimero natural

por outro, através de subtragoes sucessivas .

Exemplo 1.3.6 . Vamos achar o quociente e o resto da divisao de 19 por 5 .
Considere as diferencas sucessivas : 19 —5=14, 19—-2-5=9, 19—-3-5=4 < 5.
Isto nos dd q =3 er = 4.

1.3.3 Maximo Divisor Comum

Definicao 1.3.2 . Dados dois inteiros nao negativos a e b, chama-se mdximo divisor

comum de a e b o inteiro positivo d, que satisfaz as sequintes condicoes:
1) Sea=0b=0 entdo d = 0;

2) Sea#0 oub#0 entao d é caracterizado pelas propriedades:
i)d|aed]|b;

it) Para cada x € Z7,, se v | a e x| b entdao x | d. Neste caso, temos x < d.

Observacao 1.3.2 . Sed é o mdzimo divisor comum de a e b, escrevemos d = mdc(a,b).

De maneira mais geral podemos definir mdc(aq, as, ..., a,) para ai,as, ..., a, € Z.
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Exemplo 1.3.7 . Os divisores positivos comuns de 24 e 84 sao 1,2,3,6 e 12. Portanto,
mde(24,84) = 12. Analogamente, olhando os conjuntos de divisores positivos comuns dos
nimeros 35 e 45, 17 25,0 e8 e 9 e 15, concluimos que mde(35,45) = 5, mde(17,25) = 1,
mdc(0,8) =8 e mdc(9,15) = 3.

Definicao 1.3.3 . Dois inteiros positivos a e b sao ditos primos entre si ou relati-

vamente primos quando mdc(a,b) = 1.

Exemplo 1.3.8 Como mdc(1,4) = mdc(3,5) = mde(12,25) = mde(14,15) = 1, temos

quel ed, 3 e5, 12 e 25, 14 e 15, sao, respectivamente, primo entre st.

A proposicao seguinte garante a existéncia do mdc(a,b) em Z,, para a e b ndo
simultaneamente nulos. Além disso, fornece uma caracterizacao extremamente 1util para

esse mdc(a,b).

Proposicao 1.3.8 . Sejam a e b niumeros inteiros positivos, nao simultaneamente nulos.

Entao, eriste d = mdc(a,b) em Z,. Além disso,
d = mdc(a,b) = min{ma +nb > 0; m,n € Z, }.

Demonstracao: Consideremos o conjunto £ = {ma +nb > 0; m,n € Z,} C Z,.
Inicialmente, note que £ # ). De fato, como a # 0 ou b # 0, concluimos que o inteiro
a-+b > 0 pertence a L. Além disso, é facil ver que £ é limitado inferiormente. Logo, pelo
Principio da Boa Ordenacao, existe d = min L.

Resta mostrar que d = mdc(a,b).

Com efeito, por um lado, como d € L, podemos escrever d = mga + ngb > 0, com
mg, ng € Z,. Por outro lado, efetuando a divisao euclidiana de a por d, obtemos t,r € Z,

tais que a = dt +r, com 0 < r < d. Dai:

r=a—dt =a— (mya+ ngb)t = (1 —mgt)a + (not)b. (1.1)

Isso nos permite concluir que » = 0. De fato, se fosse r > 0, teriamos r € L, o
que nao pode ocorrer, uma vez que isso implicaria em 7 < d = min £. Em vista de (1.1),
e do fato que r = 0, podemos concluir que a = dt, e, portanto, d | a.

Um raciocinio andlogo (efetuando a divisao euclidiana de b por d) nos permite

concluir que d | b. Logo, d | aed | b, e a condigao i) da definigdo de mdc estd demonstrada.
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Para mostrarmos que a condicao i) também ocorre, seja = € Z tal que = | a e
x | b. Entao, existem u,v € Z tais que a = ux e b = vax. Devemos provar que z | d.

Com efeito, uma vez que d € L, podemos escrever d = mga + nogb, com mg, ng €
Z . Dat:

d = mpa + nob = mo(ux) + no(ve) = (mou + nev)z,

o0 que significa que x | d, como querfamos. [ |

Corolario 1.3.1 . Sejam a,b € Z, e d = mdc(a,b). Entao, existem r,s € Z tais que
d =ra+ sb. Em particular, se a,b € Z., sao primos entre si, entao existem r,s € Z tais

que ra + sb = 1.
Demonstragao: Segue imediatamente do Teorema anterior. |

Lema 1.3.1 (Lema de Euclides). Sejam a,b,n € Z, com a < na < b. Se existir

mdc(a,b —na), entao mdc(a,b) existe e
mdc(a,b) = mde(a,b — na).

Demonstracao: Seja d = (a,b — na). Como d|a e d|(b — na), segue que d divide
b=0b-—na+ na. Logo d é um divisor comum de a e b. Suponha agora que ¢ seja um
divisor comum de a e b; logo, ¢ é um divisor comum de a e b — na e portanto, c|d. Isso

prova que d = mdc(a,b). [ |

Observacao 1.3.3 . Com a mesma técnica usada na prova do Lema de Euclides, pode-se

provar que, para todos a,b,n € Z.,
mdc(a,b) = mde(a, b+ na),
ou que, se na > b, entao

mdc(a,b) = mde(a,na — b).

O Lema de Euclides ¢ efetivo para calcular mdc, tanto de valores numéricos como

de expessoes literais, conforme veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.3.9 . Veremos abaizo, alguns exemplos de mdc obtidos através da aplicacao

do Lema de Euclides:
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i) mdec(45,51) = mdc(45,6 + 1 - 45) = mdc(45,6) = mdc(3 + 7-6,6) = mdc(3,6) = 3.

ii) mde(372,162) = mdc(48 4+ 2 - 162, 162) = mdc(48,162) = mdc(48,18 + 3 - 48) =
= mdc(48,18) = mde(12 + 2 - 18,18) = mdc(12,18) = mde(12,6 + 1 - 12) =
= mdc(12,6) = 6.

iii) mdc(n,2n + 1) = mde(n, 1 +2-n) = mde(n, 1) = 1, para todo n € Z,..

iv) mde(2n+1,9n +4) =mdc(2n+1,n+4- (2n+ 1)) = mdc(2n + 1,n) =
=mdc(n+1+1-n,n) =mde(n+1,n) =mde(l +1-n,n) = mde(l,n) =1, para

todon € Z.

Proposicao 1.3.9 . Dados inteiros a, b e ¢, se a | bc e a e b sao primos entre si, entdo

alec.

Demonstragao: Como a e b sao primos entre si, pelo Corolario 1.3.1 existem inteiros
r e s, tais que ra + sb = 1 . Logo, multiplicando a igualdade acima por ¢ obtemos
rac + sbc = c. Assim, a | rac e a | sbe (pois a | be). Logo a | (rac + sbe), e portanto a | c.

b
Proposicao 1.3.10 . Dados inteiros a, b nao-nulos. Se d = mdc(a,b) entdo % ¢ 5G0

primos entre si.

Demonstragao: De fato, se d = mdc(a,b) entao, pelo Corolério 1.3.1, existem inteiros

b
restaisqued:m—i—sbecomod]aed\btemosque1:7“-%—1-5%3.
b
O que implica que % e p sao primos entre si. [
.- . . be
Proposicao 1.3.11 . Dados a, b, ¢ € Z, se bla e cla, entdo ————|a.
mde(b, c)

Demonstracao: De fato, temos que a = nb = mc para alguns n, m € Z.

Logo nb—mcén——m;
50 B mdc(b,c)  mdc(b,c)’

b c
mdc(b, ¢)’ mde(b, ¢)
o b
|m, que implica (c‘ m) |(c-m).

b B be
mdc(b,c)  mdc(b, c)

Pela Proposicao 1.3.10 temos que mdc ( ) = 1, o que implica

b
pela proposicao 1.3.9 que Tgg s

Como c - ec-m=a,
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be

mdc(b, ¢) o

|

Apresentaremos a seguir uma proposicao bastante importante, pois ela nos ga-

rante a existéncia da extensao do mdc para trés ou mais niimeros inteiros positivos, mos-

trando que nestes casos, calcula-se o mdc formando sucessivos pares a partir dos niimeros

dados inicialmente, ou seja, calcula-se o mdc dos dois primeiros nimeros e em seguida

efetua-se o mde do nimero encontrado com o proximo nimero, formando-se um novo

par, repete-se este procedimente até que forme o ultimo par, obtendo assim, o mdc dos

numeros tomados inicialmente. Em outras palavras, a proposicao abaixo nos mostra que

para calcular o mdc(aq, as, ..., a,) podemos usar recursivamente o Algoritmo de Euclides.

Proposicao 1.3.12 . Dados numeros inteiros positivos ay, as, ..., Ay, €xiste o seu mdc e
mdc(ay, as, ..., a,) = mdc(ay, ag, ..., mde(a,—1, a,)).

Demonstragao: Vamos provar a proposigao por indugao sobre n(> 2). Para n = 2,
sabemos que o resultado é véalido. Suponha que o resultado é vélido para n. Para mostrar

que o resultado é valido para n + 1, basta mostrar que
mde(ay, ag, ..., Ay, any1) = mdce(ay, ag, ..., mde(ay, any1)),

pois isso provara também a existéncia.

Sejad = mdc(ay, as, ..., mdc(an, any1)). Logo, dlay, d|ay, ..., d|a,—1 e dimdc(an, ani1).
Portanto, d|ay, d|ag, ..., d|a,—1 € d|a,41.

Por outro lado, seja ¢ um divisor comum de ay, as, ..., @y, @y11; logo, ¢ é um divisor

comum de ay, as, ..., a,_1, € mde(ay,, a,y1); e, portanto, c|d. [ |

Exemplo 1.3.10 . Ezemplos de mdc de trés ou mais nimeros:
i) mdc(6,10,14) = mdc (mdc(6,10), 14) = mdc(2,14) = 2. Logo, mdc(6,10,14) = 2.

ii) mde(10,15,35) = mdc (mdc(10,15),35) = mdc(5,35) = 5. Logo,
mdc(10,15,35) = 5.

18



iii) mdc(12,18,27) = mdc (mdc(12,18),27) = mdc(6,27) = 3. Logo,
mdc(12,18,27) = 3.

iv) mdc(4,16,36,84) = mdc (mdc(4, 16), 36,84) = mdc(4, 36,84) = mdc (mdc(4, 36),84) =
= mdc(4,84) = 4. Logo, mdc(4,16,36,84) = 4.

v) mdc(4,5,20,60) = mde (mdc(4,5),20,60) = mdc(1, 20,60) = mdc (mdc(1,20),60) =
= mdc(1,60) = 1. Logo, mdc(4,5,20,60) = 1.

vi) mde(8,12,15,24,96) = mdc (mdc(8,15),12,24,96) = mdc(1,12,24,96) =
= mdc (mdc(1,12),24,96) = mdc(1,24,96) = mdc (mdc(1,24),96) =
= mdc(1,96) = 1.
Logo, mdc(8,12,15,24,96) = 1.

Observagao 1.3.4 Se ay,ag, ..., Qg ..., Gy, ..., Gy, GO inteiros positivos e mdc(ay, a,y) = 1,
ent@o mdc(ay, @, ..., Ak, ..., Gyt s ...y Gn) = 1, pois, mde(1,a) = 1, para todo a € Z,. Este

fato esta evidenciado nos dois ultimos exemplos acima.

1.3.4 Numeros Primos

Abordaremos agora, um dos conceitos mais importantes da Matematica, os numeros
primos. Esses ntimeros desempenham um papel fundamental na Matematica, pois como
veremos logo adiante, todo inteiro positivo maior que 1, é um numero primo, ou pode
ser escrito como um produto de fatores primos. Além disso, eles estao associados a mui-
tos problemas famosos cujas solugoes tém resistido aos esforcos de varias geracoes de
matematicos.

No entando, nos limitaremos aqui ao estudo de algumas das principais proposigoes
relacionadas aos niumeros primos, bem como ao Teorema Fundamental da Aritmética
e um breve estudo sobre dois numeros primos especiais, que sao os Primos de Fermat e

0s Primos de Mersenne.

Definigao 1.3.4 . Um nidmero inteiro positivo p # 0 € chamado primo quando:

i) p#1;

ii) Os dnicos divisores de p sao 1 e p.
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Note que, pela definicao acima podemos afirmar que: p > 1 é primo se, e somente
se, seus unicos divisores positivos sao 1 e p.

Um numero inteiro positivo n ¢ {0,1} que nao é primo, é chamado composto.
Isto significa que n possui um divisor x # 0 com = < n, tal que n = ¢ -z, ¢ € Z,..

Provaremos agora uma proposicao que é consequéncia imediata da definicao de
numero primo. Na verdade este resultado que provaremos é equivalente a tal definicao,

sendo em muitos textos utilizado como definigao.

Proposicao 1.3.13 . Sejam a, b e p numeros inteiros positivos com p primo. Se p|ab,

entdo pla ou plb.

Demonstragao: Para esta demonstracao suponhamos que p é um ntumero primo tal
que plab e p fa, com isso mostraremos que p | b.

De fato se p fa entdo mdc(a,p) =1 e pelo Corolario 1.3.1 existem inteiros r e s,
tais que ra + sp = 1.

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por b, temos: rab+ spb = b.

E como plab, temos que p|(rab+ spb). Logo p|b.

[ |

Por fim enunciaremos e demonstraremos o principal teorema desta secao que

permite decompor um ntumero inteiro em um produto de fatores primos, como dito ante-

riormente.

Corolario 1.3.2 . Sejam p, ay,as, ..., a, numeros inteiros com n > 2 € p primo.

Se p|(ay - ag---ay) entdo pla; para algum indice i € {1,2,...,n}.
Demonstragao: A demonstracao se faz por inducao sobre n. [

Teorema 1.3.2 (Teorema Fundamental da Aritmética) . Todo inteiro positivo n #

0 pode ser escrito na forma:

n=u-p1-p2 P3Pk (1.2)
onde u € {—1,1} e p; < ps < p3s < ... < pg sao primos. Além disso essa expressio é
unica.
Demonstracao: A demonstragao se faz utilizando o segundo Principio da Indugao sobre

n.
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Supondo entao que todo niimero inteiro positivo m, com 1 < m < n pode ser es-
crito da forma acima como produto de niimeros primos (hipétese de indugao). Afirmamos
que n também pode.

De fato, se n é primo, nada temos para fazer. Mas se n é composto, entao existem
inteiros my e my, com 1 <m; <nel < my < n, tais que n = my-ms. Logo pela hipdtese
de indugdo existem ¢ < @ <3< ... <q e ¢ < gy < g3 < ... < ¢, primos positivos
tais que:

mlqu.q2.q3...qr e m2:q1q;qéq;

Portanto:

n=n=my-my=(q g g @) d ¢ ¢ ). (1.3)

e reorganizando os nimeros primos ¢; < ¢ < 3 < ... < ¢q, e ¢ < ¢y < qg <. < q; em

(1.3) podemos escrever,

n=p1-pP2-P3- Pk

com p; < py < p3 < ... < pp Sa0 primos positivos e kK = r + s, como queriamos.

Para provarmos a unicidade desta decomposi¢ao, supomos

n=1p;-p2-P3Pr =Dy Py Dy Dy (1.4)

onde py < py <p3 < ...<pp e p) <ph <ph<..<p,sao primos positivos.

Novamente pelo segundo principio da indugao sobre k, temos que se k = 1 entao

que p1 = py Py P3Py

Logo p, | p1 para i € {1,2,...,t} e como p; e p; sao primos temos que p; = py,
implicando assim k=1 =t.

Supomos agora que a unicidade acontece sempre que tivermos um produto de r
fatores primos, onde 1 < r < k. Vamos provar, a partir disso, que a unicidade vale para
um inteiro positivo formado por um produto de k fatores primos.

De fato, se p1 - pa - p3- - pr = Dy - Py - Py py, com k > 2 entdo p; divide algum
p, e como os dois sdo nimeros primos, temos que p; = p;. Sem perda de generalidade

podemos supor p| = p;.
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Assim na equagao (1.4) podemos cancelar pj = p;, obtendo:

P2 P3Pk = Do Py Py
Note que no primeiro membro da equacgao acima temos k — 1 fatores primos e
pela hipotese de indugao o produto ps-ps - - - pr € tnico. Portanto k—1=t—1 — k=1
e assim p, = p;, Vi € {1,2, ..., k}, encerrando a demonstragao. [ |
Este teorema tem uma importancia muito grande para o estudo do conjunto dos

numeros inteiros.

1.3.5 Pequeno Teorema de Fermat

Desde, pelo menos, 500 anos antes de Cristo, os chineses sabiam que, se p é um
nimero primo, entdo p|2P — 2. Coube a Pierre de Fermat, no século XVII, generalizar
este resultado, enunciando um pequeno mas notavel teorema.

Para demonstrar o Teorema de Fermat, necessitaremos do lema a seguir.

|
Lema 1.3.2 . Seja p um numero primo. Os numeros <p> =P onde0<i< D,
i

(p— )il
sao todos divisiveis por p.
Demonstracao: O resultado vale trivialmente para ¢ = 1. Podemos, entao, supor

1 < i < p. Neste caso, il|p(p —1)---(p — i+ 1). Como mdc(i!,p) = 1, decorre que
ill(p—1)---(p—i+1), e o resultado se segue, pois

Teorema 1.3.3 (Pequeno Teorema de Fermat). Dado um nimero primo p, entio p

divide o nimero a¥ — a, para todo a € Z .

Demonstracao: Vamos provar o resultado por indugao sobre a. O resultado vale
claramente para a = 1, pois p|0.
Supondo o resultado valido para a, iremos prova-lo para a + 1. Pela férmula do

binémio de Newton,
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(a+1)p—(a+1)—ap—a+(p)ap_1+---+< P )a.

1 p—1
Pelo Lema 1.3.2 e pela hipdtese de inducao, o segundo membro da igualdade acima ¢é

divisivel por p, portanto, p|a” — a. [ |

Corolario 1.3.3 . Se p é um numero primo e se a é um numero inteiro positivo nao

divisivel por p, entdo p divide a?~' — 1.

Demonstragao: Pelo Pequeno Teorema de Fermat, pla(a?”' — 1), onde p é primo e

a € 7. Por hipétese, p [ a. Sendo assim, segue imediatamente que p divide a?* —1. W

Observacao 1.3.5 . O Coroldrio acima também serd chamado de Pequeno Teorema de

Fermat.

1.3.6 Primos de Fermat e Primos de Mersenne

Estudaremos agora, dois tipos de numeros primos especiais famosos. O primeiro
resultado relaciona-se com os nimeros conhecidos como nimeros de Fermat, em homena-
gem a Pierre de Fermat (1601-1665), jurista francés e matematico amador. Apds Euclides
e Eratéstenes, Fermat é considerado o primeiro matematico a contribuir para o desen-
volvimento da Teoria dos Numeros do ponto de vista tedrico. Muitos dos resultados e
problemas deixados por Fermat motivaram o extraordinario avanco da Matematica no

século XVII.

Proposicao 1.3.14 . Sejam a e n numeros inteiros positivos maiores do que 1. Se a"+1

€ primo, entao a é par en = 2", comm € Z. .

Demonstracao: Suponhamos que a” 4 1 seja primo, onde @ > 1 e n > 1. Logo, a tem
que ser par, pois, caso contrario, a" + 1 seria par e maior do que dois, o que contraria o
fato de ser primo.

Se n tivesse um divisor primo p diferente de 2, terfamos n = n'p com n’ € Z7.
Portanto, pela Proposicao 1.3.6, a™ + 1 dividiria (a”/)p +1=a"+1, contradizendo o fato

desse tultimo ntmero ser primo. Isto implica que n é da forma 2.
Os nimeros de Fermat sao os numeros da forma

F,=22"41.
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Em 1640, Fermat escreveu em uma de suas cartas enderecadas a Mersenne, que
achava que esses numeros eram todos primos, baseado na observacao de que F; = 5,
Fy =17, F3 =257 e F, = 65537 sao primos.

Em 1732, Leonhard Euler mostrou que

Fy =225 41 =4 294 967 297 = 641 - 6700417,

portanto, composto.

Os numeros de Fermat primos sao chamados de primos de Fermat. Até hoje,
nao se sabe se existem outros primos de Fermat além dos quatro primeiros. Em 1938,
os matemaéticos ingleses Godfrey Harold Hardy (1877 - 1947) e Edward Maitland Wright
(1906 - 2005), escreveram juntos o livro An Introduction to the Theory of Numbers. Nesse
livro, eles conjecturaram que os primos de Fermat sao em numero finito.

O segundo resultado, relaciona-se com os nimeros conhecidos como nimeros de

Mersenne.

Proposicao 1.3.15 . Sejam a e n niumeros inteiros positivos maiores que 1. Se a”™ — 1

€ primo, entdo a =2 e n € primo.

Demonstragao: Suponhamos que a" — 1 seja primo, com a > 1en > 1.

Suponhamos, por absurdo, que a > 2. Logo, a—1 > 1 e a— 1]|a" — 1 (Proposi¢ao
1.3.5), e, portanto, a” — 1 nao é primo, contradigdo. Consequentemente, a = 2.

Por outro lado, suponha, por absurdo, que n nao é primo. Temos que n = rs
comr >1es>1 Como 2" — 1 divide (2r)° — 1 = 2" — 1 (novamente pela Proposigao
1.3.5), segue que 2" — 1 nédo é primo, contradigao. Logo, n é primo. [ |

Os nameros de Mersenne sao os numeros da forma

M, =2" -1,

onde p é um numero primo.

Os registros histéricos dao conta de que os nimeros primos de Mersenne, como
sao conhecidos atualmente, ja eram considerados por Euclides de Alexandria (360 a.C. -
295 a.C.), o notdvel matematico platonico. Ao estudar tais nimeros, Euclides estabeleceu

uma conexao com os numeros perfeitos. O nome atual, entretanto, veio exatamente em
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consequéncia dos estudos de Marin Mersenne (1588 - 1648), matemadtico, tedrico musical,
padre minimo, tedlogo e fildsofo frances, que chegou a compilar uma lista de Mersennes
Primos até o expoente 257. Verificou-se, posteriormente, que a lista era apenas parcial-
mente correta, em seu trabalho, ele omitiu Mgy, Mgy € Mip7 (que s@o primos), bem como
incluiu impropriamente Mg; e Mas7 (que sdo compostos). Nao se tem informacgao de como
Mersenne obteve essa lista e sua verificagao rigorosa, foi feita apenas dois séculos mais
tarde.

No intervalo 2 < p < 5000 os niimeros de Mersenne que sao primos, sao chamados
de primos de Mersenne e correspondem aos seguintes valoresde p : 2,3,5,7,13,19, 31,61, 89,
107,127,521,607, 1279, 2203, 2281, 3217,4253 e 4423. Até dezembro de 2001, o maior
primo de Mersenne conhecido era Misse6917, que possui no sistema decimal 4 053 946
digitos, e é o trigésimo nono primo de Mersenne conhecido.

Os primeiros cinco primos de Mersenne sao: 3,7,31,127 e 8191.

1.4 Congruéncias

Apresentaremos aqui, uma das noc¢oes mais fecundas da Aritmética, introduzida
por Gauss no seu livro Disquisitiones Arithmeticae, de 1801. Trata-se da realizacao de
uma Aritmética com os restos da divisao euclidiana por um numero fixado. Encerrando

assim, o primeiro capitulo do nosso trabalho.

1.4.1 Aritmética dos Restos

Seja m um numero natural diferente de zero. Diremos que dois niimeros inteiros
positivos a e b sao congruentes moédulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao

iguais. Quando os inteiros a e b sao congruentes médulo m, escreve-se

a = bmod m.
Por exemplo, 21 = 13 mod 2, ja que os restos da divisao de 21 e de 13 por 2 sao
iguais a 1.
Quando a relacao a = b mod m for falsa, diremos que a e b nao sao congruentes,

ou que sao incongruentes, médulo m. Escreveremos, neste caso, a % b mod m.
Por exemplo, 11 e 17 nao sao congruentes modulo 4, ou seja, 11 # 17 mod 4,

pois o resto da divisao de 11 por 4 é 3 e de 17 por 4 é 1.
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Como o resto da divisao de um numero natural qualquer por 1 é sempre nulo,
temos que a = b mod 1, quaisquer que sejam a, b € Z,. Isto torna desinteressante a
aritmética dos restos médulo 1. Portanto, doravante, consideraremos sempre m > 1.

Decorre, imediatamente, da definicao que a congruéncia, médulo um inteiro fixado

m, é uma relagao de equivaléncia. Como veremos a seguir.

Proposicao 1.4.1 . Seja m € Z,, com m > 1. Para todos a,b,c € Z., temos as

propriedades

i) Reflexiva: a = a mod m,
ii) Simétrica: Se a = b mod m, entao b = a mod m,
iii) Transitiva: se a = b mod m e b = ¢ mod m, entio a = ¢ mod m.

Para verificar se dois nimeros sao congruentes médulo m, nao é necessario efetuar
a divisao euclidiana de ambos por m para depois comparar os seus restos. E suficiente

aplicar o seguinte resultado:

Proposicao 1.4.2 . Suponha que a,b € Z, sao tais que b > a. Entdo a = b mod m se,

e somente se, m|b — a.

Demonstragao: Sejam a =mq+7r, comr <meb=mq +7r', comr’ < m, as divisoes

euclidianas de a e b por m, respectivamente. Logo,

m(¢ —q) + (r'—1r), ser’ > r

m(¢ —q) — (' —71), ser> 1

onde ' —r < m,ou r —r’ < m. Portanto, a = b mod m se, e somente se, r = ', 0 que ¢é
equivalente a dizer que m|b — a. [ |
Note que todo nimero natural é congruente médulo m ao seu resto pela divisao
euclidiana por m e, portanto, é congruente moédulo m a um dos numeros 0,1, ...,m — 1.
Além disso, dois desses numeros distintos nao sao congruentes modulo m.
Portanto, para achar o resto da divisao de um numero a por m, basta achar o

nimero natural r dentre os nimeros 0, 1, ...,m — 1 que seja congruente a a moédulo m.
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Chamaremos de sistema completo de residuos médulo m a todo conjunto de
numeros naturais cujos resto pela divisao por m sao os numeros 0, 1,...,m — 1, sem re-
peticoes e em uma ordem qualquer.

Portanto, um sistema completo de residuos médulo m possui m elementos.

E claro que, se ay, s, ..., 4y, SA0 M numeros naturais, dois a dois nao congruentes
modulo m, entao eles formam um sistema completo de residuos médulo m. De fato, os
restos da divisao dos a; por m sao dois a dois distintos, o que implica que sao os niimeros
0,1,...,m — 1 em alguma ordem.

O que torna 1til e poderosa a nogao de congruéncia é o fato de ser uma relagao de
equivaléncia compativel com as operagoes de adicao e multiplicacao nos inteiros, conforme

Veremos na proposicao a seguir.

Proposicao 1.4.3 . Seja a,b,c,d,m € Z,, comm > 1.

i) Sea=bmodm ec=dmodm, entio a+ c=b+d mod m.
ii) Se a =bmod m e c=d mod m, entio ac = bd mod m.

Demonstragao: Suponhamos que a = b mod m e ¢ = d mod m. Podemos, sem perca

de generalidade, supor que b > a e d > c. Logo, temos que m|b —a e m|d — c.

i) Basta observar que m|(b — a) + (d — ¢) e, portanto, m|(b+ d) — (a + ¢), o que prova

essa parte do resultado.
ii) Basta notar que bd — ac = d(b — a) + a(d — ¢) e concluir que m|bd — ac.
[ |
Corolario 1.4.1 . Paratodosn € Z7,a,b € Z,, sea =bmod m,entio a" = b" mod m.

Demonstragao: Se n = 1, verdadeiro, pois, por hipotese a = b mod m.

a=bmodm
Escrevendo

azbmodm’

temos pela Proposicao 1.4.3, temos que a® = b? mod m.
Supondo agora, verdadeiro para n, n € Z,, temos que a" = 0" mod m e por hipotese,

temos que a = b mod m, isso implica, pela Proposicao 1.4.3, que
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n _ in
a" = b" mod m n+1:bn+1

= a"-a=b"-bmodm = a mod m.

a=bmodm

Corolario 1.4.2 . Sejam a,b,m € Z', com m > 1. Se a +b = 0 mod m, entdo, para

todo n € Z,, temos:

2n b2n

i) a mod m

2n+1 + b2n+1

ii) a = 0 mod m.

Demonstragao: O resultado é claramente valido para n = 0. Podemos ainda supor,
sem perca de generalidade, que a > b.

Como a + b = 0 mod m, segue-se que mla + b e, portanto, m|(a + b) - (a — b).
Como (a+b)-(a—b) = a®—b?, segue-se que a®> = b* mod m. Aplicando o Coroldrio 1.4.1,

2n b2n

temos que a mod m para todo n € Z .

Por outro lado, como
a2n+1 + b2n+1 — (CL + b) A (a2n o ba2n—1 _|_ L b2n—1a + an)’
e mla+b,

2n+1 + an+1

segue-se que mla e, portanto, a***1 4+ "™ = 0 mod m. [ |

28



Capitulo 2

Os Ternos Pitagodricos

Neste capitulo apresentaremos inicialmente a definicao de Ternos Pitagdricos e
Ternos Pitagéricos Primitivos. Em seguida, apresentaremos as principais férmulas que
geram tais ternos, bem como um dispositivo pratico que também gera infinitos ternos
pitagoricos. Na secao subsequente, traremos uma férmula que relaciona dois Ternos Pi-
tagéricos de modo a gerar um novo terno pitagorico. Para finalizar o Capitulo, apresenta-
remos algumas propriedades dos Ternos Pitagdricos, bem como algumas particularidades

do terno (3,4,5).

2.1 Ternos Pitagodricos

Definigao 2.1.1 . Um terno pitagorico (T'P) é uma tripla de inteiros positivos (a,b,c),

tal que a* + b* = 2.

Também chamamos o T'P(a,b,c) de triagngulo pitagdrico cujos catetos sao a,b e hipote-

nusa c¢. Em outros termos, terno pitagorico é toda solugao inteira e positiva da equagao

diofantina: =* + y* = 2.

Exemplo 2.1.1 . Ezemplos de ternos pitagoricos:
i) (3,4,5) € terno pitagdrico, pois, 32 + 4% = 5%;
ii) (6,8,10) € terno pitagdrico, pois, 6° + 8 = 10%;

iii) (5,12,13) € terno pitagérico, pois, 5° + 122 = 13?;
iv) (12,35,37) € terno pitagérico, pois, 12* + 35% = 372
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Teorema 2.1.1 . Se (a,b,c) € um terno pitagdrico, entdao (ka, kb, kc) também é um terno

pitagorico, Vk € Z, e k > 1.

Demonstragao: Por hipétese, (a,b,c) é terno pitagérico, logo, a® + b* = ¢*. Dali,

multiplicando ambos os membros da equacio por k2, temos:
a® + b2 =2
k- (a® +0*) = k- ()
K a® + K0 =k
(k-a)* + (k-b)? = (k-c)?
Portanto, (ka, kb, kc) é terno pitagorico. [ |

Exemplo 2.1.2 . Ezxemplos de Ternos Pitagoricos obtidos através da multiplicacao dos

elementos de um TP dado, por um inteiro positivo maior que 1:

i) (6,8,10) é TP, pois, 6 + 8 = 10%. Como (3-6,3-8,3-10) = (18,24,30), a tripla
(18,24,30) também ¢ TP. De fato, 18* + 24* = 302.

i) (8,15,17) é TP, pois, 8 +15* = 17%. Como (5-8,5-15,5-17) = (40,75,85), a tripla
(40,75,85) também é TP. De fato, 40> + 75° = 852

Teorema 2.1.2 . Se (ka, kb, kc) é um terno pitagdrico, entao (a, b, c) também é um terno

pitagorico, Vk € Zy e k > 1.

Demonstragao: Por hipétese, (ka, kb, kc) é terno pitagérico, logo, (ka)*+ (kb)* = (kc)?.

Aplicando a propriedade da potenciacao e em seguida fatorando, obtemos:
(ka)? + (kb)* = (kc)?
B a?+ k0 =k
k- (a® +0%) = k- (¢?)

Por hipétese também, k > 1, logo, k* > 1. Dai, dividindo ambos os membros por k2,

obtemos:
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a>+b* =2
Portanto, (a, b, c) é terno pitagérico. [ |

Exemplo 2.1.3 . Ezemplos de Ternos Pitagoricos obtidos através da divisao dos ele-

mentos de um TP dado, por um inteiro positivo maior que 1:

i) (30,72,78) ¢ TP, pois, 30> + 722 = 782
Como (30,72,78) = (3-10,3-24,3-26), a tripla (10,24,26) também é TP. De fato,
102 + 24% = 262

i) (48,140,148) ¢ TP, pois, 48 + 140% = 1482,
Como (48,140, 148) = (2-24,2-70,2 - 74), a tripla (24,70,74) também é TP. De
fato, 24% + 707 = 742,

2.2 Ternos Pitagéricos Primitivos

Defini¢ao 2.2.1 . Um Terno Pitagorico Primitivo (T'PP) é um TP(a,b,c) com
mdc(a,b,c) = 1, ou seja, a,b e ¢ sao relativamente primos. Também chamamos o

TPP(a,b,c) de Triangulo Pitagdrico Primitivo cujos catetos sao a,b e hipotenusa c.

Exemplo 2.2.1 . Ezxemplos de ternos pitagoricos primitivos:
i) (3,4,5) € terno pitagorico primitivo, pois, 3* + 4* = 5 e mdc(3,4,5) = 1;
ii) (5,12,13) € terno pitagdrico primitivo, pois, 5* + 12% = 13? e mde(5,12,13) = 1.

Chamamos de terno pitagdrico nao-primitivo ou composto, todo T P(a,b,c) com

mdc(a, b, c) # 1.
Exemplo 2.2.2 . Ezxemplos de ternos pitagoricos nao-primitivos:
i) (6,8,10) € ternos pitagéricos nao-primitivos, pois, 6% + 8* = 10? e mdc(6,8,10) = 2;

ii) (15,36,39) € ternos pitagdricos nao-primitivos, pois, 15* + 36% = 39% e
mde(15,36,39) = 3.
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Notemos que a partir de um T PP qualquer, podemos gerar infinitos ternos pi-
tagdricos nao-primitivos, multiplicando seus elementos por um inteiro positivo maior que
1. Reciprocamente, sempre é possivel obter um T PP a partir de um terno pitagérico
nao-primitivo, dividindo cada um de seus elementos pelo mdc dos mesmos.

Esta relacao entre TP P e os seus correspondentes ternos nao-primitivos, se justi-
fica pelo fato que (a, b, c) é TP se, e somente se, (ka, kb, kc) é TP, para qualquer k inteiro
positivo maior que 1, como vimos nos Teoremas 2.1.1 e 2.1.2.

A partir do TPP(3,4,5), sdo gerados, por exemplo, os ternos compostos (6, 8, 10),
(15,20,25) e (21,28, 35), multiplicando-se, respectivamente, os trés elementos do primeiro
terno por 2, do segundo por 3 e do terceiro por 7.

O terno(40, 75, 85) é um terno pitagérico nao-primitivo, pois, 40% + 75% = 85% e
mde(40,75,85) = 5. Dividindo 40, 75 e 85 por 5, obtemos o TPP(8,15,17).

2.3 Gerando Ternos Pitagéricos de Maneira Sistematica

2.3.1 Equacgoes de Euclides

Agora que ja sabemos a definicao de Ternos Pitagoéricos e Ternos Pitagéricos
Primitivos, apresentaremos uma férmula de relevancia fmpar, que gera todos os T PP,
sendo esta a mais comum nos livros de Teoria dos Niumeros.

Euclides de Alexandria (300 a.C. - 295 a.C.), demonstrou que existem infinitos
Ternos Pitagoricos Primitivos. Além disso, ele encontrou uma férmula que gera tais

ternos.

Lema 2.3.1 . Se (a,b,c) € um terno pitagérico primitivo, entao a Z b mod 2 e ¢ €

mpar.

Demonstracgao: Se a = b mod 2, entao a e b sao ambos pares ou sao ambos impares.
Se a e b sao ambos pares, entdao 2|mdc(a,b), o que é impossivel, porque o mdc(a,b) = 1,
ja que por hipdtese (a,b,c) é um TPP. E se, ao invés, a e b sdo ambos impares, entao
c? = a®> + b? é par e, portanto, ¢ é par, isto é, se a = 2h + 1 e b = 2k + 1, entdo ¢ = 2n,

com h, k e n inteiros positivos, e temos:

a?=4h*>+4h+1 = 1 mod 4
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b* =4k +4k+1 = 1 mod 4
A =4n*> = 0mod 4
O que implica:
a> + b* = 2mod 4
ou seja:
A =ad>+b = 2mod4

e, portanto, 2 = 0 mod 4, o que é absurdo.
Assim sendo, sé pode ser a = b mod 2, de modo que a e b sao de paridade

diferente, e como a® + b* = 2, segue que ¢® é impar, o que implica ¢ também fmpar. M

Observacao 2.3.1 . De conformidade com o Lema 2.3.1, num terno pitagorico primitivo
qualquer (a, b, ), hd exatamente um elemento que € par (a ou b) e dois elementos que sao

impares (a e c oub e c), de modo que a soma a+ b+ ¢ é sempre um inteiro positivo par.

Lema 2.3.2 . Se a e c sao ambos impares positivos, com a < ¢, entdo ¢+ a e ¢ — a sao

pares.

Demonstracao: Por hipdtese, a e ¢ sao impares positivos, logo, existem t,u € Z7,

t<u,a=2t+1ec=2u+1. Dai,
c+a=Q2u+1)+(2t+1)
c+a=2u+2t+2
cta=2-(u+t+1)

Portanto, ¢ + a é par.

Por outro lado,
c—a=Q2u+1)—(2t+1)
c—a=2u—-2t+1-1
c—a=2-(u—t)
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Portanto, ¢ — a é par. |

Lema 2.3.3 . Se (a,b,c¢) é um terno pitagdrico primitivo, entdo a e ¢ sao relativamente

PTIMOS.

Demonstracao: Seja mdc(a,c) = d. Sendo assim, existem «, 8 € Z,, com « > [3, tais

que a = da e c=dp.

Por outro lado, por hipétese, (a,b,c) é terno pitagérico primitivo, logo

mdc(a,b,c) =1 e,

a’ + b =

Substituindo a = da e ¢ = df na equacao acima, vem
B = (d8)? — (do)?

b2 — d252 . d2a2

b =d?- (62 — a2).

Como o produto d* - (4% — a?) é igual a um quadrado, existe m € 7., tal que

% — a? = m?. Sendo assim,
V=d>m?* = b=d-m = db

Desse modo, d|a, d|b e d|c. Como mdc(a,b,c) =1, temos d = 1, logo
mde(a,c) = 1.

Portanto, a e ¢ sao relativamente primos. [ |

Teorema 2.3.1 (Equagoes de Euclides). Se (a,b,c) é um terno pitagérico primitivo,
entdo (a,b,c) € unicamente determinado por um par de inteiros positivos relativamente

primos (m,n), com m > n e de paridades opostas, tais que

a=m?*—n? b=2mn ec=m?>+n’
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2 = a® + b% como

Demonstragao: Tomando b como par, reescreva a equagao ¢
b’ =c*—a*=(c—a)-(c+a). Como ae csio ambos impares (de acordo com o Lema
2.3.1), tem-se pelo Lema 2.3.2 que (¢ — a) e (c+ a) sao pares. Assim, dividindo por 4

ambos os membros da equacdo b = (¢ — a) - (¢ + a), tem-se:

¥ (c—a) (c+a) :>(b)2 (c—a) (c+a)

4 4 2 2 2
.. . N .. . cC—a c+a - . .
Os dois inteiros a direita, ou seja, 5 ) e ( 5 ), sao relativamente primos.

Caso contrario, se d é um divisor comum deles, d divide a soma e a diferenca entre eles

(Proposicao 1.3.4), que sao ¢ e a respectivamente. Mas ¢ e a sao relativamente primos
(c—a) (c+a)
2 2
Além disso, eles sao relativamente primos e seu produto é igual a um quadrado. Sendo

( Lema 2.3.3), logo d = 1. Como ¢ > a > 0, os fatores

sao positivos.

assim, pelo teorema da fatoracao unica em 77 (Teorema 1.3.2), segue que existem m,n €

Z tais que:

Adicionando e subtraindo as equagoes = n?, obtemos

c= m?>+n?ea=m?—n’
Entao,
2 b
<_> = m?n® = g =mn = b= 2mn.

Resta checar que m e n tém paridade oposta. Como m e n sao relativamente
primos, segue que m e n nao sao ambos pares. Se m e n fossem ambos impares, entao

2

c=m?+n? a=m?—n?eb=2mn seriam pares, contradizendo o fato de que (a, b, c)

é um T'PP. E isto completa a prova. [

Exemplo 2.3.1 . Exemplos de T PP obtidos através das Fquacoes de Fuclides:

i) Como 2 > 1, 2 e 1 tém paridade distinta e mde(2,1) = 1, podemos tomar m = 2 e

n = 1. Substituindo nas equacoes de Euclides, temos:

a=m?>—n?=22-12=4—-1=3,
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b=2-m-n=2-2-1=4,
c=m?*+n*=22+1>=44+1=5.
Logo, (3,4,5) € terno pitagorico primitivo.
iif) Como 13 > 8, 13 e 8 tém paridade distinta e mdc(13,8) = 1, podemos tomar m = 13
e n = 8. Substituindo nas equacoes de Fuclides, temos:
a=m?>—n?>=13%-8% =169 — 64 = 105,
b=2-m-n=2-13-8 = 208,
c=m’+n”=13"+ 8" =169 + 64 = 233.
Logo, (105,208,233) € terno pitagdrico primitivo.

iii) Como 18 > 5, 18 e 5 tém paridade distinta e mdc(18,5) = 1, podemos tomar m = 18

en = 5. Substituindo nas equacoes de Fuclides, temos:
a=m’—n’=18 — 5" =324 — 25 = 299,
b=2-m-n=2-18-5= 180,

c=m?+n’ =18 4 5% = 324 + 25 = 349.

Logo, (299,180, 349) ¢ terno pitagorico primitivo.

iv) Como 31 > 16, 31 e 16 tém paridade distinta e mdc(31,16) = 1, podemos tomar
m = 31 e n = 16. Substituindo nas equacoes de Fuclides, temos:
a=m?—n*= 31" — 16> = 961 — 256 = 705,
b=2-m-n=2-31-16 =992,
c=m’+n®= 31"+ 16> = 961 + 256 = 1217.

Logo, (705,992,1217) ¢é terno pitagdrico primitivo.
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Na tabela abaixo, temos 30 ternos pitagoricos primitivos, obtidos também a par-
tir das Equagoes de Euclides (Teorema 2.3.1). Construimos tal Tabela, fixando os 10
primeiros inteiros positivos (1 a 10) para n, sendo que cada um deles foram fixados 3 ve-
zes e combinados com os 3 primeiros respectivos valores de m que satisfazem as condigoes

do referido teorema.

Tabela 2.1: Exemplos de Ternos Pitagéricos Primitivos

m|nla=m*—n*b=2mn|c=m*+n*| TPP(a,b,c)
2 [ 1 3 4 5 (3.4,5)
11 5 8 17 (15.8.17)
6|1 35 12 37 (35,12,37)

3] 2 5 12 13 (5,12,13)

5 | 2 21 20 29 (21,20,29)
72 15 28 53 (45,28,53)
4 13 7 24 25 (7,24,25)

8 | 3 5) 48 73 (55,48,73)
10| 3 91 60 109 (91,60,109)
5| 4 9 40 AT (9,40,41)
74 33 56 65 (33,56,65)
0 | 4 65 P 07 (65,72,07)
6|5 11 60 61 (11,60,61)
8 |5 39 80 89 (39,80,89)
121 5 119 120 169 (119,120,169)
26 | 5 651 260 701 (651,260,701)
28| 5 759 280 809 (759,280,809)
716 13 84 85 (13,84,85)
116 85 132 157 (85,132,157)
131 6 133 156 205 (133,156,205)
8 | 7 15 112 113 (15,112,113)
10| 7 51 140 149 (51,140,149)
121 7 95 168 193 (95,168,193)
98 17 144 145 (17,144,145)
11| 8 57 176 185 (57,176,185)
131 8 105 208 233 (105,208,233)
10]9 19 180 181 (19,180,181)
1419 115 252 277 (115,252,277)
16| 9 175 288 337 (175,288,337)
11| 10 21 220 221 (21,220,221)
13 ] 10 69 260 269 (69,260,269)
17 | 10 189 340 389 (189,340,389)
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2.3.2 Particularizando as Equacoes de Euclides

Se confrontarmos as equacoes que Euclides desenvolveu para gerar ternos pi-
tagoricos primitivos com a férmula que os pitagoricos também desenvolveram para de-
terminar ternos pitagoricos primitivos, concluiremos que este ultimo é caso particular
do primeiro, ou seja, a partir das equagoes de Euclides (Teorema 2.3.1), podemos gerar a
formula (2k+1, 2k +2k, 2k* +2k+1) com k € Z,, atribuida aos pitagéricos. Além desta,
podemos obter outras infinitas férmulas que geram infinitos ternos pitagoricos primitivos.

Apresentaremos a seguir, dois casos particulares das equagoes de Euclides, gerados

a partir de expressoes algébricas, sendo que a primeira é exatamente a formula pitagorica.
Lema 2.3.4 . Se k é um inteiro positivo, entdo mdc(k,k+ 1) = 1.

Demonstracao: Pelo Lema de Euclides, temos

mdc(k,k+ 1) = mde(k, 1+ 1- k) = mdec(k, 1) = 1. |
O Teorema que enunciaremos a seguir, ¢ atribuido aos pitagoricos.

Teorema 2.3.2 Se k ¢ um inteiro positivo, k > 1 entdo (2k + 1,2k* + 2k, 2k* + 2k + 1)

¢ um terno pitagorico primitivo.

Demonstracao: Pelas Equacoes de Euclides (Teorema 2.3.1), temos que (m?—n?, 2mn, m?+

n?), com m > n, mdc(m,n) =1 e m # n mod 2, geram todos os ternos pitagéricos pri-
mitivos.

Por outro lado, para todo k € Z7, k + 1 > k, pois
1>0 = 14+k>0+k = k+1>Ek

Temos ainda que, (k + 1) e k possuem paridade distinta (k+ 1) #Z k mod 2, uma
vez que sao inteiros consecutivos. Além disso, mdc(k + 1,k) = 1, conforme Lema 2.3.4.
Assim, tomando m = k 4+ 1 e n = k e substituindo nas Equagoes de Euclides

(Teorema 2.3.1), temos

(a:mQ—nz (b:2-m~n (C=m2—|—n2
a=(k+1)%—(k)? b=2-(k+1)-k c=(k+1)>2+ (k)
a=k+2%k+1—k b=(2k+2) k ‘ c=k>+ 2k + 14k

| a=2k+1 | b= 2k"+2k | a=2k+2k+1
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Portanto, (2k + 1, 2k + 2k, 2k* + 2k + 1) é terno pitagérico primitivo, para

qualquer £ inteiro positivo, k > 1. [ |

Exemplo 2.3.2 . Ezemplos de TPP gerados a partir da formula acima para valores

aleatorios de k:

i) Para k=1, temos (2-1+1, 2-1242-1, 2-12 +2-1+1) = (3,4,5). Logo, (3,4,5) ¢
TPP.

ii) Para k =5, temos (2-5+1, 2.5 +2-5, 2-5°+2-5+ 1) = (11,60,61). Logo,
(11,60,61) é TPP.

iii) Para k = 36, temos (2-36+1, 2-36%+2-36, 2-36%+2-36+ 1) = (73,2664, 2665).
Logo, (73,2664, 2665) ¢ TPP.

Lema 2.3.5 . Para todo k inteiro positivo, mdc(2k + 1,8k + 6) = 1.

Demonstragao: Pelo Lema de Euclides, temos
mde(2k + 1,8k +6) = mde 2k + 1,2+ 4 - (2k + 1)) = mde(2k +1,2) = (2,1 + k- 2) =
=mde(2,1) = 1. |

Teorema 2.3.3 Se k € um inteiro positivo, entao
(60Kk% + 92k + 35, 32k* + 40k + 12, 68k? + 100k + 37)
€ um terno pitagorico primitivo.
Demonstracao: Notemos que para todo k inteiro positivo, 8k + 6 > 2k + 1, pois
6k+5>0 = (6k+5)+(2k+1)>(2k+1) = 8k+6>2k+1.

Notemos ainda que, para todo k inteiro positivo, 8k 46 e 2k+1 possuem paridade
distinta (8k +6) # (2k+ 1) mod 2, pois, 2k + 1 é impar e 8k +6 = 2- (4k + 3) é par, além
disso, mdc(2k + 1,8k + 6) = 1, conforme o Lema 2.3.5.

Assim, tomando m = 8k+6 e n = 2k + 1 e substituindo nas equacoes de Euclides

(Teorema 2.3.1) temos
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( (

a=m?—n? b=2-m-n
a= (8k +6)? — (2k + 1) b=2-(8k+6)-(2k+1)
a = 64k* + 96k + 36 — 4k* — 4k — 1 , b=2-(16k>+8k+ 12k +6) e
a = 64k* — 4k* + 96k — 4k + 36 — 1 b=2-(16k* + 20k + 6)
| a = 60k* + 92k + 35 | b= 32k + 40k + 12

c=m?+n?
c=(8k+6)*+ (2k + 1)

c = 64k* + 96k + 36 + 4k* + 4k +1 .
c = 64k* + 4k* 4+ 96k + 4k + 36 + 1
| ¢ =68k + 100k + 37

Portanto, (60k% + 92k + 35, 32k? 440k + 12, 68k + 100k +37) é terno pitagérico

primitivo. [

Exemplo 2.3.3 . Ezemplos de TPP gerados a partir da formula acima para valores

aleatorios de k:

i) Para k =1, temos (601> +92-1+35, 32-124+40-1+12, 68-1*>+100- 1+ 37) =
= (187,84,205). Logo, (187,84,205) ¢ TPP.

ii) Para k =9, temos (60-9*+92-9+35, 32-9% +40-9+12, 68-9>+100-9 + 37) =
= (5723,2964,6445). Logo, (5723,2964,6445) ¢ TPP.

iii) Para k = 40, temos (60-40%+92-40+35, 32-40%+40-40+12, 68-40°+100-40+37) =
= (99715, 52806, 109737). Logo, (99715, 52806, 109737) é TPP.

Desse modo, concluimos que é possivel gerar infinitas férmulas que geram T PP
em funcao de um inteiro positivo k (k > 1) a partir das equagdes de Euclides, Teorema
2.3.1, desde que tomemos expressoes algébricas que satisfacam as condicoes impostas por

este teorema.
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2.3.3 Uma Férmula de Facil Deducao

Em quantos ternos pitagoéricos o nimero 12 figura como cateto? Quais sao esses
ternos?

A ideia central do nosso trabalho é disponibilizar ao professor(a) de Matematica
do Ensino Bésico Regular e ao leitor de um modo geral, variadas formas de se obter
ternos pitagéricos. Pois, entendemos que tal professor(a) precisa conhecer o maior niimero
possivel de ferramentas relacionadas a qualquer assunto que ele(a) pretende ensinar, para
que possa utiliza-las nos momentos certos, de acordo com a conveniéncia.

Diante disto, apresentaremos a seguir, mais uma férmula (Teorema 2.3.4) que
gera infinitos Ternos Pitagdricos. Esta féormula gera todos os ternos pitagoricos, ou seja,
os primitivos e os nao-primitivos, podendo isto ser feito de maneira ordenada, ou seja,
podemos obter todos os ternos pitagoricos em que o numero 3 figura como cateto, em
seguida, todos os ternos pitagéricos em que o nuimero 4 figura como cateto, e assim,
sucessivamente, conforme a tabela que apresentaremos no final desta subsecao, que foi
construida para os numeros de 3 a 20. Desse modo, podemos responder com seguranca a
pergunta que inicia esta subsecao.

Outra importante caracteristica desta férmula é que ela requer apenas o uso
de Algebm Elementar em sua demonstragao, oportunizando assim, ao professor de ma-
temdtica dessa fase, fazer uma revisao com seus(as) alunos(as) dos principais tépicos de
Aritmética estudados até entao, afim de que estes acompanhem e compreendam perfeita-

mente tal demonstracao.

Lema 2.3.6 . Se b e ¢ sdo inteiros positivos, comc>b eu=c+bev=c—0>, entdou

e v sao inteiros positivos de mesma paridade.

Demonstracao: Como b e ¢ sao inteiros positivos e ¢ > b, temos que ¢ +b > 0 e
c—b> 0. Logo, u e v sao inteiros positivos.
Agora, para mostrar que u e v possuem a mesma paridade, analisaremos, caso a

caso, as quatro possiveis combinacoes das paridades de b e c.

i) Se b e ¢ forem ambos pares positivos, com ¢ > b, entao existem k e t inteiros positivos,

com t > k, tais que b = 2k e ¢ = 2t.

Dali,
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u:c+b U:C_b
u = 2t + 2k e v =2t — 2k
u=2-(t+k) v=2-(t—k)

Logo, u e v sao pares positivos, ou seja, sao inteiros positivos de mesma paridade.

ii) Se b é um par positivo e ¢ um impar positivo, com ¢ > b, entao existem k e ¢ inteiros

positivos, com t > k, tais que b = 2k e ¢ = 2t + 1.

Dai,

(u:c+b (UZC—b
u=2t+1+2k v=2t+1-2k
u=2t+2k+1 ’ v=2t—-2k+1

| u=2-(t+k)+1 | v=2-(t—k)+1

Logo, u e v sao impares positivos, ou seja, sao inteiros positivos de mesma paridade.

iii) Se b é um fmpar positivo e ¢ um par positivo, com ¢ > b, entao existem k e ¢ inteiros

positivos, com t > k, tais que b =2k + 1 e ¢ = 2t.

Dai,
u=c+b v=c—0b
u=2t+2k+1 e v=2t—2k—1
u=2-(t+k)+1 v=2-(t—k)—1
u=c+b

Logo, u e v sao impares positivos, ou seja, sao inteiros positivos de mesma paridade.

iv) Se b e ¢ forem ambos fmpares positivos, com ¢ > b, entdo existem k e t inteiros

positivos, com t > k, tais que b =2k +1e c= 2t + 1.

Dai,
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( (
u:c—|—b v=c—2b

u=2t+1+2k+1 v=2+1-2k—-1
u=2t+2k+1+1 e q v=2t—2k+1—-1 .
u=2t+2k+2 v=2t—2k

|l u=2-(+k+1) v=2-(t—k)

\

Logo, u e v sao pares positivos, ou seja, sao inteiros positivos de mesma paridade.

Portanto, por i), i), iii) e iv) temos que u e v possuem a mesma paridade,

quaisquer que sejam as paridades de b e c. [ |
Exemplo 2.3.4 . Exemplos numéricos:

i) Seb=2cc=8, enttiou=8+2=10ev=8—-2=06 (u e v sdo ambos pares);

ii) Seb=4ec=9, entiou=9+4=13 ev=9—-4=5 (u e v sdo ambos impares);
iii) Seb=5ec=12, entdou=12+5=17ev =12—-5=7T (u e v sao ambos impares);
iv Seb=Tec=11, entaiou=114+7=18 ev =11 —-T7=4 (u e v sao ambos pares).

Lema 2.3.7 . Seu e v sdo inteiros positivos de mesma paridade, com u > v, entao u+v

e u— v sao ambos pares positivos.

Demonstragao: Por hipdtese u e v sao inteiros positivos de mesma paridade e u > v, ou
seja, u e v sao ambos pares ou ambos impares. Sendo assim, analisaremos separadamente

cada uma destas possibilidades.

i) Sejam k e t inteiros positivos, com ¢ > k, tais que u = 2t e v = 2k.

Sendo assim, temos

utv=2t+2k=2-(t+k)
u—v=2t—-2k=2-(t—k) '

Logo, u 4+ v e u — v sao pares positivos.

ii) Sejam k e t inteiros positivos, com t > k, tais que u =2t + 1 e v =2k + 1.

Sendo assim, temos
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utv=2t+142k+1=2t+2k+2=2-(t+k+1)
v =241 (2 1) =241 -2k —1=2—2%=2-(t—k)

Logo, u 4+ v e u — v sao pares positivos.
Portanto, por i) e ii), temos que u 4+ v e u — v sdo ambos pares positivos, para

quaisquer possibilidades que satisfacam a hipdtese. [ |

Exemplo 2.3.5 . Exemplos numéricos:

i) Seu=84ecv=4, entiou+v=12 eu—v=4 (u+v e u— v sao pares).
ii) Seu=16 ev =14, entiou+v=30 eu—v =2 (u+v e u—v sio pares).
ili) Seu=T74ev=>5,entaou+v=12ceu—v=2 (u+v eu—v sio pares).
iv) Seu=19ev =13, entiou+v=32eu—v=>06 (u+v e u—v sio pares).

Teorema 2.3.4 . (a,b,c) é um terno pitagdrico se, e somente se, existirem inteiros

positivos u e v, u > v, de igual paridade, tais que u - v seja um quadrado perfeito e

(a,b,c) = (\/u-v, U;U, u;v)

Demonstragao: =-) Suponhamos que (a, b, c) seja um terno pitagérico. Entao,

2

a>+ b =c* demodo que, a* +b* =c* = a*=c—b = a’=(c+b) (c—b).

Tomando u =c+be v =c— b, temos:

i) u-v é um quadrado perfeito, pois, u-v = (c+b) - (c — b) = a°.

ii) w e v sdo inteiros positivos, pois, ¢ > b.

iii) u e v possuem a mesma paridade, conforme Lema 2.3.6.

iv) u > v, pois, (¢c+b) > (¢ —b).

v) Adicionando membro a membro as equagoes u = ¢+ b e v = ¢ — b, temos

u:c+b U+ v
= utv=2c = c= 5

v=c—b

Multiplicando a equagdo v = ¢ — b por (—1), obtemos: —v = —c + b. Agora,

adicionando membro a membro as equacoes u =c+b e —v = —c+ b, vem
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u=c+b _
= u—v=2b = b:u Y

—v=—c+b 2

Temos ainda, a> = > —b*> = (c+b) - (c—b)=u-v = a=+u-v.

<) Suponhamos que u e v sejam inteiros positivos de mesma paridade, com u > v

uUu—v U+ v
ec= , vem

2 2

e que u - v seja um quadrado perfeito. Tomando a = v/u - v, b =
i) a é um inteiro positivo, pois u - v é um quadrado perfeito.

ii) b e c s@o inteiros positivos, conforme Lema 2.3.7.

2 2
iii) o+ 0% = (Vu-v)' + (“;") - (“;”’) =,

|

Os valores de u e v que satisfazem as condicoes deste Teorema, podem ser esta-
belecidos por tentativas, porém, isto também pode ser feito de forma sistematica, como
mostraremos a seguir.

Decompondo um quadrado perfeito em nimeros primos e escrevendo todos os
seus divisores inteiros positivos em ordem crescente (ou decrescente), obtém-se todos os
pares de nimeros inteiros positivos cujo produto é exatamente o quadrado perfeito tomado
inicialmente.

Para isso, basta associarmos o primeiro ao iltimo divisor (que serao sempre o
nimero 1 e o préprio quadrado perfeito), o segundo ao peniltimo, o terceiro ao ante-
penultimo, etc...

Apéds a obtengao de todos esses pares, selecionamos aqueles que possuem elemen-

tos de mesma paridade e sao distintos entre si.

Observagao 2.3.2 Podemos gerar valores de u e v que satisfazem o Teorema 2.3.4 a
partir de qualquer quadrado perfeito maior ou igual a 9, pois todo inteiro positivo maior
ou tqual a 3 figura como cateto em pelo menos um terno pitagorico, conforme o Teorema

2.5.1 que veremos na Secdao 2.5 e a proposicao 2.7.2, que veremos na Secao 2.7.

Exemplo 2.3.6 . Fxemplos de como gerar os numeros u e v que satisfazem o Teorema

2.3.4 a partir de um quadrado perfeito:
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i) Valores de u e v gerados a partir do quadrado perfeito 64:

Inicialmente, vamos decompor 64 em fatores primos e em sequida determinar todos

0s seus divisores inteitos positivos:

1
64 2| 2
3212 4
16 2| 8
8 [2]16
4 12132
2 12|64
1

Sendo assim, os divisores positivos de 64 em ordem crescente sao: 1, 2, 4, 8, 16, 32

e 64.

Logo, os pares de nimeros inteiros positivos cujo produto € 64, sao: (1,64), (2,32),
(4,16) e (8,8).

Destes pares, apenas (2,32) e (4,16) tém seus elementos distintos entre si e de

mesma paridade.

Portanto, a partir de 64, temos: u =32 ev =2 ouu=16 ev = 4.

ii) Valores de u e v gerados a partir do quadrado perfeito 225:

1
225 | 3 3
75 |3 9
25 | 5| b, 15, 45
5 | 5] 25,75, 225
1

Sendo assim, os divisores positivos de 225 em ordem crescente sao: 1, 3, 5, 9, 15,

25, 45, 75 e 225.

Logo, os pares de nimeros inteiros positivos cujo produto é 225, sao: (1,225), (3,75),
(5,45), (9,25) e (15,15).

Destes pares, apenas (15,15) ndo satisfaz as condigoes do teorema, por nao serem

distindos.
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Portanto, a partir de 225, temos: u =225 ev=1,u=7ev=3, u=45ev=>5

ouu=25ev=09.

Agora, vamos gerar ternos pitagéricos a partir dos valores de u e v obtidos no

exemplo acima (exemplo 2.3.6).
u—v
2

Substituiremos tais valores nas equacoes do Teorema 2.3.4, a = \/u - v, b =

U+ v
ec=

, obtendo assim o terno pitagérico (a, b, ¢).

Exemplo 2.3.7 Ternos Pitagoricos obtidos a partir dos valores de u e v gerados pelos

quadrados perfeitos 64 e 225:
1) u e v gerados por 64:

i) Para u =32 e v =2, temos:

a:\/u~v:\/32-2=\/6_4:8

u—v_32—2_30

b= — =15
\ 2 2 2
U+ v 3242 34
L T 2 2 2

Logo, (8,15,17) € terno pitagdrico.

i1) Para u =16 e v =4, temos:

a:\/u~v:\/16-4:\/6_4:8

utv 1644 20
LT 2 2 2

Logo, (8,6,10) € terno pitagdrico.

2) u e v gerados por 225:
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i) Para uw =225 ev =1, temos:

;

a=+\u-v=1v225-1=+225=15

w—v  225-1 224

= — =112
b 2 2 2
C:u+v:225+1:@:113
\ 2 2 2

Portanto, (15,112,113) € terno pitagorico.

i1) Para u="T5 ev =3, temos:

(

a=+u-v=v75-3=v225=15

U— -3 T2

b=— 5 5
wtv  T5+3 T8
(T T T

Logo, (15,36,39) € terno pitagdrico.

i11) Para v =45 e v =5, temos:

(
a=+u-v=vV4h-5=+v225 =15

U—v 45—5_40

b= = — =20
2 2 2

C:u+v:45+5:@:25
( 2 2 2

Logo, (15,20,25) € terno pitagdrico.

iv) Para uw =25 ev =9, temos:
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(

a=+u-v = V259 = V/225=15

b= = = — =

2 2 2 8
C:u—l—v:25+9:%:17
. 2 2 2

Portanto, (15,8,17) € terno pitagorico.

Observacao 2.3.3 . Como vimos neste exemplo, a partir do quadrado perfeito 64 sao
gerados apenas dois pares de nimeros u e v que satisfazem as condigoes do Teorema 2.5.4,
sendo assim, podemos afirmar que existem apenas dois ternos pitagoricos que contém o
numero 8 como cateto, a menos de ordem. Vimos também que a partir do quadrado
perfeito 225 foram gerados quatro pares de numeros u e v que também satisfazem o referido
teorema, e que estes geraram os sequintes ternos pitagoricos: (15,112,113), (15,36, 39),
(15,20,25) e (15,8,17), isto responde exatamente a perqunta que inicia esta subse¢do. De
maneira andloga, podemos determinar quantos e quais sao os ternos pitagoricos em que

um inteiro positivo qualquer, maior ou iqual a 3, figura como cateto.
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Apresentaremos a seguir uma tabela que contém todos os ternos pitagoricos em

que os numeros inteiros positivos de 3 a 20 figuram como catetos.

Tabela 2.2: Tabela dos ternos pitagoricos em que os ntimeros de 3 a 20 figuram como
catetos

inteiro positivoa | a*> | u | v |a=Vuw | b= 4 ; U=t _2'— v TP(a,b,c)
3 9 |1 3 1 5 (3,4,5)
1 6] 8 |2 1 3 5 (4,3,5)
5 % | 25 | 1 5 12 13 (5,12,13)
6 36 | 18 | 2 6 8 10 (6,8,10)
7 19 | 49 [ 1 7 21 25 (7,24,25)
8 64 | 32 | 2 8 15 17 (8,15,17)
8 64 | 16 | 4 8 6 10 (8,6,10)
9 81 | 81 | 1 9 40 11 (9,40,41)
9 81 | 27 | 3 9 12 15 (9,12,15)
10 100 | 50 | 2 10 24 2 (10,24,26)
11 121 [ 121 1 11 60 61 (11,60,61)
12 44| 72 | 2 12 35 37 (12,35,37)
12 144 | 36 | 4 12 16 20 (12,16,20)
12 144 | 24 | 6 12 9 15 (12,9,15)
12 144 | 18 | 8 12 ) 13 (12,5,13)
13 169 | 169 | 1 13 84 85 (13,84,85)
14 196 | 98 | 2 14 48 50 (14,48,50)
15 225 1225 | 1 15 112 113 (15,112,113)
15 225 | 75 | 3 15 36 39 (15,36,39)
15 925 | 45 | 5 15 20 25 (15,20,25)
15 2251 25 | 9 15 8 17 (15,8,17)
16 256 | 128 | 2 16 63 65 (16,63,65)
16 256 | 64 | 4 16 30 34 (16,30,34)
16 256 | 32 | 8 16 12 20 (16,12,20)
17 289 | 289 | 1 17 144 145 (17,144,145)
18 324 | 162 | 2 18 80 82 (18,50,82)
18 324 | 54 | 6 18 24 30 (18,24,30)
19 361 | 361 | 1 19 180 181 (19,180,181)
20 400 | 200 | 2 20 99 101 (20,99,101)
20 400 | 100 | 4 20 48 52 (20,48,52)
20 200 50 | 8| 20 21 29 (20,21,29)
20 400 | 40 | 10 20 15 25 (20,15,25)
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2.3.4 Um Método Pratico de Gerar Ternos Pitagoéricos Primi-

tivos

Podemos gerar infinitos ternos pitagoricos primitivos através de um método bas-
tante simples, que consiste em somar os inversos de dois niimeros impares consecutivos
ou os inversos de dois pares consecutivos. Essa soma, gera os catetos de um triangulo
pitagdrico primitivo, que sao exatamente o numerador e o denominador da fragdo (na
sua forma irredutivel) resultante dessa soma. A hipotenusa excede em duas unidades o
denominador caso os nimeros escolhidos inicialmente sejam impares e em uma unidade
caso sejam escolhidos niimeros pares.

Este método destaca-se principalmente pela sua simplicidade e praticidade, pois,

de fato, dentre todas as formas de gerar ternos pitagoricos, esta é a menos burocratica.
Lema 2.3.8 . Para qualquer k inteiro positivo, mde(4k, 4k* — 1,4k* +1) = 1.

Demonstracao: Inicialmente iremos mostrar que mdc(4k,4k* + 1) = 1.

Pelo Lema de Euclides, temos
mdc(4k, 4k* + 1) = mdc(4k, 1 + k - 4k) = mdc(4k,1) = 1.
Agora, pela Proposicao 1.3.12, temos
mde(4k, 4k* — 1,4k + 1) = mdc (4k* — 1, mdc(4k, 4k* + 1)),
dai, usando o resultado acima, vem
mdc(4k, 4k* — 1,4k* + 1) = mdc (4k* — 1, mde(4k, 4k* + 1)) = mdc(4k* — 1,1) = 1.
[

Teorema 2.3.5 . Se a,b € Z sao, respectivamente o numerador e o denominador da

fragao resultante da soma dos inversos de dois impares consecutivos, entao (a,b,b+ 2) €

um terno pitagorico primitivo.

Demonstracao: Note que 2k — 1 e 2k + 1, com k € Z7, representam dois {mpares

positivos consecutivos quaisquer. Efetuando a soma de seus inversos, obtemos

1 1 2k +1+2k—1 4k

-1 2%+l k—D)@k+D) W1
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Dai, tomando a = 4k e b = 4k* — 1, temos
a? +b* = (4k)* + (4k* — 1)°

a® 4+ b* = 16k* + 16k* — 8k* + 1
a® +b* = 16k* + 16k* — 8k* + 1

a® +b* = 16k* + 8k* + 1

a® 4+ b* = (4k* +1)?
a? +b* = [(4k* — 1) +2)?
a’+b* = (b+2)?

Logo, (a,b,b+ 2) é terno pitagoérico.
Por outro lado, temos pelo Lema 2.3.8 que mdc(4k, 4k* — 1,4k* +1) = 1.

Portanto, (a,b,b+ 2) é terno pitagorico primitivo. [ |
Assim, por exemplo, tomando 1 e 3, obtemos:

1 341
3 3

L1 4
1 3

Logo, (4,3,3+2) = (4,3,5) é TPP.

Exemplo 2.3.8 . OQutros exemplos de Ternos Pitagoricos Primitivos gerados a partir de

dois impares consecutivos:

Logo, (8,15,15 + 2) = (8,15,17) é TPP.

ii) 75 e 77
1 1 77+75 152

57T 575 5778

Logo, (152,5775,5775 + 2) = (152,5775,5777) é TPP.
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iii) 317 e 319
1 N 1 319+317 636
317 319 101123  101123°

Logo, (636,101123,101123 4+ 2) = (636, 101123,101125) é TPP.
Lema 2.3.9 . Para qualquer t inteiro positivo, mdc(2t + 1, 2t* +2t) = 1.

Demonstragao: Pelo Lema de Euclides, temos
mde(2t+1, 262 +2t) = mdc (2t + 1, t +t - (2t + 1)) = mde(2t+1, t) = mde(t, 1+2-1) =
= mdc(t,1) = 1. |

Lema 2.3.10 . Para qualquer t inteiro positivo, mde(2t + 1, 2t* +2t, 2t> + 2t +1) = 1.

Demonstragao: Pela Proposicao 1.3.12, temos

mde(2t + 1, 2t* 4+ 2t, 2t* + 2t + 1) = mde (26> 4 2t + 1, mde(2t + 1, 2¢* + 1)) .

Agora, pelo Lema 2.3.9, temos

mdc(2t + 1, 26* 4 2t, 2¢% + 2t + 1) = mde (2¢° + 2t + 1, mde(2t + 1, 2t* + 1)) =

= mde(2t* +2t +1,1) = 1. u

Teorema 2.3.6 . Se m,n € Z% sao, respectivamente o numerador e o denominador da
fracao resultante da soma dos inversos de dois pares consecutivos, na sua forma irre-

dutivel, entéo (m,n,n + 1) é um terno pitagorico primitivo.

Demonstracao: Note que 2t e 2t + 2, com t € Z , representam dois pares positivos e

consecutivos quaisquer. Efetuando a soma de seus inversos, obtemos

1 N I t+14t  2t+1
2t 2t+2  2t(t+1) 2242t
2 . . 2t+1 B
Pelo Lema 2.3.9 temos que mdc(2t + 1, 2t° + 2t) = 1, sendo assim, a fragao W 1o esta

na forma irredutivel.

Agora, tomando m = 2t + 1 e n = 2t* + 2t, vem
m? +n® = (2t +1)% + (2t* + 2t)*
m? 4+ n? = 4% + 4t + 1+ 4t 4+ 8% 4 442
m? 4+ n? =4t 83 4 4t AP + 4t + 1
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m? +n® =4t + 87 + 82 + 4t + 1
m? +n? = (2t + 2t +1)?
m?* 4+ n? = [(2* + 2t) + 1)

m? +n? = (n+1)°

Logo, (m,n,n + 1) é terno pitagdérico.
Por outro lado, temos pelo Lema 2.3.10 que mde(2t + 1,2t% + 2t,2t* + 2t + 1) = 1.
Portanto, (m,n,n + 1) é terno pitagérico primitivo. [ |

Assim, por exemplo, tomando 2 e 4, obtemos

24+1 3

1
2 4 4

1
4
Logo, (3,4,4+1) = (3,4,5) é TPP.

Exemplo 2.3.9 . Qutros exemplos de Ternos Pitagoricos Primitivos gerados a partir de

dois pares consecutivos:

Logo, (5,12,12+ 1) = (5,12,13) é TPP.

i) 106 ¢ 108

L+L_54+53_ 107
106 108 5724 5724

Logo, (107,5724,5724 + 1) = (107, 5724, 5725) é TPP.

iii) 228 e 230
1 N 1 115+114 229
228 230 26220 26220

Logo, (229,26220,26220 + 1) = (229, 26220, 26221) é TPP.
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2.4 Gerando Ternos Pitagoricos a Partir de Dois Ou-
tros Ternos Pitagodricos

Uma identidade famosa atribuida ao grego Diofanto (325 - 409 d.C) mostra que
dados dois inteiros que podem ser escritos como soma de dois outros quadrados, o seu
produto também é soma de dois quadrados. Em outras palavras, Diofanto estabeleceu
com esta identidade uma maneira de relacionar dois ternos pitagoricos, de forma que a
partir destes fosse gerado um terceiro.

Teorema 2.4.1 . Se (a,b,c) e (z,y,2), coma >bex >y, sio ternos pitagdricos, entio
(ax — by, ay + bx, cz) também € terno pitagdrico.

Demonstracao: Supondo que (a,b,c) e (x,y,2) s@o ternos pitagdricos, com a > b e
x>y, temos que a® +b* = ® e 2 + ¢y = 22

Dali,

-2 = (a*+b?) - (2% +y°)

-2t =a*r? + ay? + bRt + by

22 = ad®2 + d®y? + b2 + bPy? + 2abxy — 2abxy

- 2% = ax? — 2abxy + V*y? + a*y? + 2abxry + b2a?

2" = (ax)’ = 2 (ax) - (by) + (by)* + (ay)* + 2 (ay) - (bz) + (bx)”
2% = (ax — by)* + (ay + bx)?

(c+2)? = (az — by)? + (ay + ba)?

Portanto, (ax — by, ay + bz, cz) é terno pitagorico. [ |
Exemplo 2.4.1 . Ezemplos de ternos pitagoricos gerados a partir de outros dois ternos
pitagoricos:

i) (4,3,5) e (12,5,13) sdo ternos pitagéricos, pois, 4* +3* = 5% ¢ 12* + 5% = 132
Logo, (4-12—3-5,4-5+3-12,5-13) = (48 — 15,20 + 36, 65) = (33,56, 65) ¢ terno
pitagorico.

ii) (15,8,17) e (8,6,10) sio ternos pitagdricos, pois, 15% 4+ 8% = 177 ¢ 8 + 6% = 10%,
Logo, (15-8 —8-6,15-6+8-8,17-10) = (120 — 48,90 + 64, 170) = (72, 154,170) €
terno pitagorico.

iii) (24,7,25) € terno pitagdrico, pois, 24% + 7° = 25%,

Logo, relacionando (24,7,25) com o proprio (24,7,25), temos:
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(24-24 —7-7,24-747-24,25-25) = (576 — 49, 168 + 168, 625) = (527, 336, 625).
Portanto, (527, 336, 625) é terno pitagdrico.

2.5 Uma Propriedade Importante dos Ternos Pitagoricos

O teorema abaixo nos revela uma propriedade realmente importante, pois, nos
garante que dado um inteiro maior ou igual a 3, existe pelo menos um terno pitagorico

no qual este niimero figura como cateto.

Teorema 2.5.1 . Para todo inteiro positivo a > 2 existem inteiros positivos b e c tais

que (a,b,c) é um terno pitagorico.

Demonstragao: Suponhamos, primeiro, que o inteiro a > 2 é par. Entdo, 2|a e 4|a?,

de modo que

a’? —4 a’?+4
ec=

4 4

sao dois inteiros positivos.

E como

0+ b =a®+

a*—8a>+16 164 +a* —8a2+16 (a2 44\
= = = C
16 16 4 ’

segue que (a,b,c) é um terno pitagorico.

Suponha, agora, que o inteiro a > 2 é impar. Entao, a = 2k + 1 e as formulas:
a=2k+1,b=2k>+2kec=2k>+2k+1,

onde k£ é um inteiro positivo maior ou igual a 1, dao o terno pitagorico (a,b,c), como

vimos no Teorema 2.3.2. [ |
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2.6 O Primo de Mersenne e o Primo de Fermat que Divi-
dem o Produto dos Elementos de Qualquer Terno
Pitagorico

Vimos na Secao 1.3.6 que os Primos de Mersenne e de Fermat sao nuimeros
famosos, isto porque, eles homenageiam exatamente estes brilhantes matematicos: Marin
Mersenne e Pierre de Fermat, respectivamente.

Demonstraremos a seguir que o primeiro Primo de Mersenne e o Primo de Fermat,
ou seja, 3 e 5, também se destacam aqui no nosso trabalho, pois eles dividem o produto

dos elementos de qualquer Terno Pitagorico.
Teorema 2.6.1 . Se (a,b,c) é um terno pitagorico, entao 3lab e 5|abc.

Demonstracao: Notemos inicialmente que, é suficiente tomarmos aqui um terno pi-
tagorico primitivo, pois, como ja vimos no comeco do capitulo 2 deste trabalho, a partir
de um T'PP(a,b, c), geramos todos os T P(ka, kb, kc), onde k é um inteiro positivo tal que
k > 1. De fato, se 3|ab e 5|abc, entdo, 3|ka - kb e 5|ka - kb - kc.

Sendo assim, usaremos aqui as Equagoes Paramétricas de Euclides (Teorema
2.3.1).

Logo, mostrar que 3|ab e 5|abc, equivale, respectivamente, a mostra que
3|(m? —n?) - 2mn e 5|(m* — n?) - 2mn - (m* + n?).
De fato, temos
i) Se 3|m ou 3|n, entdo 3|b, implicando que 3|ab;

ii) Se 3 fm e 3 fn, entdo, pelo Pequeno Teorema de Fermat (Corolario 1.3.3), temos
3lm* —1e3n* — 1.
Logo, da, B € Z, tais que

m? — 1 = 3a (I)
n* —1=3p (1)

Subtraindo membro a membro (II) de (I), vem
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2

m?—n*=3(a—-8) = 3m*-n* = 3la = 3|ab.

Portanto, por i) e ii), temos que 3|ab para quaisquer m e n que satisfacam as

condicoes estabelecidas no teorema 2.3.1.

Agora, de modo andlogo, mostraremos que 5|abc.

Note, inicialmente, que
a-b-c=b-a-c=2mn-(m?—n?) - (m?+n? =2mn-(m*—n*.

dai,
i) Se 5|/m ou 5|n, entdo 5|b, implicando que 5|abc;
ii) Sebfmeb fn,entdo, pelo Pequeno Teorema de Fermat (Corolario 1.3.3), temos
5m* —1e5n* — 1.
Logo, 34,0 € Z, tais que

m* —1=>56 (I)
n* —1 =50 (1)

Subtraindo membro a membro (II) de (I), vem
m*—n*=56-0) = 5m*—n* = B5lac = b5labe.

Portanto, por i) e ii), temos que 5|abc para quaisquer m e n que satisfagam as

condicgoes estabelecidas no teorema 2.3.1.
[ |

Observacao 2.6.1 . Além desses dois importantes resultados, temos ainda que, 4|abc.
Esse fato € facilmente comprovado, pois, m e n possuem paridade distinta e b = 2mn.
Dai, tomando m = 2k en = 2t+1 com k et inteiros positivos, sem perca de generalidade,

temos que b =4k - (2t + 1), logo 4|b, implicando que 4|abc.
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2.7 O Notavel Terno Pitagérico: (3,4,5)

Documentos comprovam que os egipcios e os babilonicos conheciam casos parti-
culares do Teorema de Pitagoras. Documentos datados de mais de 1000 anos a.C. com-
provam que na India sabia-se que o triangulo de lados 3, 4 e 5 era retangulo. Portanto, é
provavel que alguns ternos pitagoricos ja eram conhecidos antes mesmo do proprio teorema
de Pitagoras. O terno (3,4,5), por exemplo, seria facilmente encontrado aritmeticamente
e isto poderia ter incentivado uma busca por outros ternos.

Para construir uma casa, além de todo planejamento inicial, deve-se marcar o
terreno de acordo com a planta. Em geral, as paredes devem estar esquadrejadas (formar
cantos com angulos retos). Porém, como marcar esses angulos retos?

Alguns historiadores afirmavam que os egipcios ja conheciam a terna pitagdrica
3, 4 e 5 e que esse terno formava um triangulo retangulo. Sendo assim, eles esticavam
uma corda com 12 nds, separados igualmente, e formavam um triangulo com os lados 3,
4 e 5 e determinavam o angulo reto.

Assim, mesmo nao conhecendo formalmente o teorema de Pitagoras, foi possivel
edificar grandes construgoes como as piramides do Egito entre outras.

Mas afinal, porque estes niimeros pitagdricos sao os mais conhecidos e famosos?
Dentre os infinitos ternos pitagoricos existentes, o que o faz ser tao especial?

Uma possivel resposta a essas perguntas € o fato de que este é o terno pitagérico
mais simples de todos, facilmente encontrado aritmeticamente, como ja foi observado
acima. Porém, além disso, ele possui outras caracteristicas exclusivas, como veremos a

seguir.

Proposicao 2.7.1 . (3,4,5) € o unico terno pitagdrico cujos termos sao trés inteiros

positivos consecutivos.

Demonstracao: Note que k, k+1 e k + 2, com k € Z), representam trés inteiros
positivos consecutivos.

Supondo que (a, b, c) é um terno pitagorico e que a = k, b=k +1e c =k + 2, temos
a’ +b* =
(k) + (k+1)°=(k+2)°
B+ k +2k+1=Fk +4k+4
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k> —2k—3=0.

Que implica k = —1 ou k = 3.
Porém, por hipdtese k é um inteiro positivo, portanto, &k = —1 nao convém.

Sendo assim, temos k = 3, que implica: a =3, b=4e c=5. [ |

Proposicao 2.7.2 . O numero 3 é o menor inteiro positivo que figura como cateto em

um terno pitagorico.

Demonstragao: Os inteiros positivos menores que 3 sao: 0, 1 e 2.

Na primeira subsecao do Capitulo 2 deste trabalho ( Defini¢ao 2.1.1), vimos que,
se (a, b, ¢) é um terno pitagdrico, entao a e b sdo nimeros inteiros positivos que representam
as medidas dos catetos de um triangulo retangulo e ¢, consequentemente, é também um
inteiro positivo, que representa a hipotenusa deste triangulo.

Portanto, o 0 (zero) nao figura como cateto de um terno pitagdrico, pois, a e b
representam as medidas de dois lados de um triangulo.

Sendo assim, resta mostrar que 1 e 2 nao figuram como cateto em nenhum terno
pitagorico e que o nimero 3 figura.

Seja (a,b,c) um terno pitagérico. Tomando a = 1, sem perca de generalidade,

temos
124+ = ¢
1+0*=¢2
1=c2—b?

1= (c+b)-(c—0b).
A tnica forma de representar o nimero 1 como produto de dois inteiros positivos é:
1=1-1

Sendo assim, c+b=1e c—b =1, implicando b = 0. Porém, como vimos acima,
0(zero) nao figura como cateto de um terno pitagdrico.
Logo, o nimero 1 nao figura como cateto de um terno pitagorico.

Agora, tomando a = 2, de modo analogo, temos:
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4= (c+b) (c—0b).

Existem apenas duas maneiras distintas de representar o niimero 4 como produto

de dois inteiros positivos:

Sendo assim, temos:
i) c+b=2ec—b=2, que implica b = 0;
)
ii) c+b=4ec—-b=1, queimplicab:§:2,5.

Logo, por i) e ii), concluimos que o nimero 2 também nao figura como cateto de
um terno pitagorico.
Por outro lado, pelo Teorema 2.5, temos a garantia de que todo inteiro positivo

maior ou igual a 3 figura como cateto em pelo menos um terno pitagdérico. [ |
Proposigao 2.7.3 . Se (a,b,c) € um terno pitagdrico, entio a # b.

Demonstragao: Suponhamos que exista um terno pitagérico (a, b, c) tal que a = b.
Desse modo, existe z, € Z’,, tal que a = b = .

Dali,
A =a®+ b

02:x2—|—x2

Sendo assim, ¢ nao é um numero inteiro, contrariando a definicao de terno pi-

tagérico ( Definigao 2.1.1). [
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Proposicao 2.7.4 . O terno (3,4,5) € o triangulo pitagdrico de menor drea e de menor

perimetro.

Demonstragao: Pela Proposicao 2.7.2, vimos que 3 é o menor inteiro positivo que
figura como cateto num terno pitagorico e pela Proposicao 2.7.3 vimos que os catetos de
um terno pitagoérico sdo sempre distintos entre si. Isto nos garante que (3,4,5) é o terno
pitagorico que possui os menores elementos.

12

3.
Portanto, ele gera a menor area (T =5 = 6) e 0 menor perimetro

(3+4+5=12). u

Proposicao 2.7.5 . Se (a,b,c) é um terno pitagorico, entao o produto dos elementos do

TP(3,4,5) divide a-b-c, ou seja, 60|abc.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.6.1 e pela Observagao 2.6.1, temos que 3|abc, 4|abc e
5|abe.

Sendo assim, pela Proposicao 1.3.11, temos

3-4

——|ab 12|abe.
mdc(3,4)|ac = labc

Agora, novamente pela Proposicao 1.3.11, temos

12-5

———|ab 60|abc.
mdc(12,5)|a ¢« = labe

Exemplo 2.7.1 . Daremos abaixo alguns exemplos numéricos desta proposi¢ao:

i) (5,12,13) € terno pitagérico, pois, 5* + 122 = 13% O produto de seus elementos ¢
5-12-13 =780, que é multiplo de 60, pois, 780 = 60 - 13.

i) (96,2303,2305) € terno pitagdrico, pois, 96* + 2303* = 2305%. O produto de seus
elementos € 96 - 2303 - 2305 = 509 607 840, que € multiplo de 60, pois,
509 607 840 = 60 - 8 493 464.

iii) (840,1702,1898) ¢ terno pitagérico, pois, 840% + 17022 = 1898%. O produto de seus
elementos € 840 - 1702 - 1898 = 2 713 532 640, que é multiplo de 60, pots,
2 713 532 640 = 60 - 45 225 544.
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Capitulo 3
Aplicacoes

Neste Capitulo apresentaremos alguns exercicios pertinentes com o proposito de

evidenciar e complementar alguns topicos relevantes do nosso trabalho.

12). Construir trés ternos pitagoricos (a,b,c) tais que os elementos b e ¢ sejam intei-
ros consecutivos.

Seja k um inteiro positivo. Desse modo, k£ e k 4+ 1 representam dois inteiros
consecutivos quaisquer.

Temos assim, b = ke c =k + 1, com k > 3, pois 0 menor nimero inteiro que
figura num triangulo pitagdrico como cateto é 3 (Proposigao 2.7.2).

Como (a, b, ) é terno pitagérico, temos a® +b* = ¢*. Substituindo b por k e ¢ por

k + 1, temos
A+ =c?
a® + (k)? = (k+1)?
A+ k= +2-k-1+12
A+ K=k +2k+1
a® =2k +1
a=vV2k+1.

Logo, (a,b,c) = (V2k+ 1, k, k+1).
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Agora, determinaremos, quais valores de k, k > 3, geram uma tripla de inteiros
positivos. Para isso, analisaremos v 2k + 1, que ¢ o tnico elemento que nao ¢ inteiro para
qualquer £ inteiro.

Sendo assim, resolveremos as equagoes irracionais da forma v2k 4+ 1 = a, para
determinar os valores convenientes de k, onde, a ¢ um nimero impar maior ou igual a 3,

visto que o radicando 2k + 1 é sempre impar, para qualquer k inteiro positivo.

i) Para a = 3, temos

V2k+1=3
(V2k +1)* = (3)?

2k+1=9
2k =8
k= 4.

Logo, (a,b,c) = (V2k +1,4,4+ 1) = (3,4,5).

ii) Para a = 5, temos

V2k+1=5
(V2k +1)* = (5)

2k+1=25
2k =24
k=12.

Logo, (a,b,c) = (V2k +1,12,12 + 1) = (5,12, 13).

iii) Para a = 7, temos

V2k+1=17
(V2k +1)% = (7)°
2k+1 =49
2k = 48
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k= 24.

Logo, (a,b,c) = (V2k +1,24,24 + 1) = (7,24, 25).

22). Construir trés ternos pitagéricos (a, b, ¢) tais que o elemento ¢ exceda em 8 unidades
o elemento b.
Seja k um inteiro positivo. Desse modo, podemos escrever b = k e ¢ = k + 8.

Logo,
a>+ b =c
a® + (k)? = (k +8)?
> +k=k+2-k-8+8
a® + k* = k* + 16k + 64
a® = 16k + 64
a® =16 - (k +4)
a=+/16-(k +4)
a=4Vk+4.

Sendo assim, (a,b,c) = (4Vk+4, k, k+38).
De modo analogo ao exercicio anterior, determinaremos os trés primeiros valores

de k que gera uma tripla de inteiros positivos.

(VE+1=3 k+4=4 (Vi¥i=5
VE+4)% = (3)? (VE +4)? = (4)? (VE+4)? = (5)?
k+d= ’ k+d4=16 ’ k+4=25

| k= | k=12 | k=21

Portanto,

i) Para k =5, temos: (4-v5+4, 5, 5+ 8)=(12,5,13).

ii) Para k = 12, temos: (4- V12 +4, 12, 124 8)=(16, 12, 20).
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iii) Para k = 21, temos: (4-v21+4, 21, 21 + 8)=(20, 21, 29).

32). Achar trés ternos pitagéricos distintos da forma (16, b, ¢).

Como (16,0, ¢) é terno pitagdrico, temos:
16% + b* = 2
256 = ¢* — b

256 = (c+0b)-(c—0b).

Mas,
1
256 [ 2| 2
128 12| 4
64 | 2| 8
32 |2 16
16 | 2] 32
8 | 2] 64
4 | 21128
2 | 2256
1
Logo, os divisores de 256 em ordem crescente sao: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 e
256.
Notemos que: 1-256 = 2-128 =4-64 =8 - 32 =16 - 16 = 2506.
Dai,

i) Tomando ¢+ b =128 e ¢ — b = 2, temos:

c+b=128
c—b=2

= 2¢c=130 = ¢=065¢eb=063.

Logo, (16,63, 65) é terno pitagorico.
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ii) Tomando ¢+ b =64 e ¢ — b =4, temos:

c+b=064
c—b=4

= 2c=068 = c¢=34¢b=30.

Logo, (16,30, 34) é terno pitagdrico.

iii) Tomando ¢+ b =32 e ¢ — b = 8, temos:

c+b=32
c—b=28

= 2c=40 = c¢=20eb=12.

Logo, (16,12,20) é terno pitagdrico.

Portanto, os trés ternos pitagéricos primitivos da forma (16, b, ¢) sdo: (16, 12,20);

(16,30, 34) e (16,63,65).

43). Achar todos os ternos pitagéricos da forma (40, b, c).
De maneira andloga ao exercicio anterior, concluimos que os ternos pitagoricos

da forma (40, b, ¢) sao:

(40, 9, 41), (40, 30, 50), (40, 42, 58), (40, 75, 85), (40, 96, 104), (40, 198, 202) e
(40, 399, 401).

Porém, mde(40, 9, 41) = 1, mdc(40, 30, 50) = 10, mdc(40, 42, 58) = 2,
mde(40, 75, 85) =5, mde(40, 96, 104) =8, mdc(40, 198, 202) =2 e,
mdc(40, 399, 401) = 1.

Portanto, os ternos pitagéricos primitivos da forma (40,0, c) sao (40, 399, 401)

e (40, 9, 41).

52). Mostrar que (3n,4n,5n), onde n = 1,23, ..., sdo os Unicos ternos pitagéricos cujos
elementos estao em progressao aritmética.

Sejam x um inteiro positivo e n = 1,2,3, ..., de modo que x > n + 3.

Seja ainda, (x —n,z,x +n) um terno pitagérico tal que, x —n, x e x + n, sejam,
nessa ordem, uma Progressao Aritmética crescente de razao n.

Sendo assim,
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(x —n)® + (2)? = (v +n)?
x? —2xn +n? + 2* = 2% + 2on + n?
—2rn + 2% = 2an
22 = 2xn + 2zn
2? =drn (<)
T = 4n.

Portanto, (z —n,z,xz +n) = (3n,4n, 5n).
62). Sejam a, b, ¢ e g, nimeros inteiros positivos, com a < b < c e ¢ > 1, onde a, b
e ¢ sao respectivamente, termos consecutivos de uma Prograssao Geométrica de razao q.
Mostrar que (a, b, ¢) ndo é um terno pitagorico.

Por hipétese, (a, b, ¢) sdo termos consecutivos de uma Progressao Geométrica de

razao ¢, com a, b, ¢ e q inteiros positivos, a < b < c e ¢ > 1. Desse modo, existem inteiros

positivos ay, com k = 1,2,3,4, ..., tais que
(a, b, ¢) = (ar, ars1, are2) = (ar, ax-q, ax-q°).
Agora, supondo que (a,b,c) é um terno pitagérico, vem
E=d>+1
(a - q2)2 = (ar)’ + (ar, - q)*
a;-¢" = a; +a ¢’
a-qt=ai-(1+¢)  (+ap)
=14 ¢

¢ —-7F—-1=0.
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1+
2

S

Resolvendo essa equacao, obtemos como unica raiz real positiva, ¢ =

, que nao
¢ inteiro, contradizendo assim a hipdtese.

Portanto, (a, b, c) nao é um terno pitagérico.

72). Mostrar que, se a é um inteiro positivo fmpar, entdao existe um terno pitagérico
(a,b,c) tal que c =0+ 1.

Por hipétese, a ¢ impar, logo, 3 k, k € Z, tal que a = 2k + 1.

Dai,
a® = (2k +1)*
a® = 4k* + 4k + 1
2 2
a®*=2-(2k*+2k)+1
a?=2-t+1, para t = 2k* + 2k.
Logo, a* também é fmpar.
Por outro lado, como (a, b, c) é terno pitagérico, temos:
a>+ b2 =c?
a2 =2 p?
a’> = (c+b)(c—b).
Como a? é impar, ¢+ b e ¢ — b sdo, necessariamente, fmpares também.
Tomando c+b=a*ec—b=1, vem
c+b=d? )
= 2c=a"+1 = 2c=2t+1+1 = c=t+1 = b=t.
c—b=1

82). Seja (a, b, c) um terno pitagérico. Mostrar:

c+b_ c+b
a Ve—b
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Temos por hipétese que (a, b, ¢) é terno pitagérico, sendo assim, a®+b* = ¢, o que implica
que a* = (¢ +b) - (c — b).

Desse modo,
c+b=c+b

(c+Db)*> = (c+b)?

(c+b)? (c+b)?

(c+ab)2 (cjb)~(c—|—b)
(28 - Leh-lerh
(%) =5

c+b  [(c+D)
a  \ (c=b)

92). Demonstrar que em um terno pitagérico (a, b, c), um dos elementos a, b ou ¢ é di-
visivel por 5.

Demonstragao: Demonstraremos este resultado através da congruéncia modulo m, apre-
sentada na Sec¢do 1.4 (congruéncias) do Capitulo 1 deste trabalho.

Pelas equacoes de Euclides ( teorema 2.3.1), (a, b, ¢) é TPP se, e somente se,
a=m?>—n b=2mnec=m>+n? comm, n€ Z’,,m > n, m e n relativamente primos
e de paridade distinta.

Primeiramente, notemos que a = 0 mod m, significa que a é um multiplo de m,
ou seja, m|a (m divide a) e que todo inteiro positivo é congruente a 0, 1, 2, 3 ou 4 médulo
5, ou seja, se a = b mod 5, com a € Z,, entao b € {0,1,2,3,4}.

Notemos ainda que:
i) Se a =0 mod 5, entao a € {0, 5, 10,15, 20, 25, 30, 35, 40, ... };
ii) Se a =1 mod 5, entdo a € {1,6,11, 16,21, 26, 31, 36,41, ...};

iii) Se a =2 mod 5, entdo a € {2,7,12,17,22,27,32,37,42, ...};
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iv) Se a =3 mod 5, entdo a € {3,8,13,18,23,28,33,38,43,...};
v) Se a =4 mod 5, entdo a € {4,9,14,19,24,29, 34,39, 44, ...}.

Desse modo, para qualquer combinacao de m = ¢ mod 5 e n = 7 mod 5, com
i,j € {0,1,2,3,4}, existem m, n € Z', com m > n, m e n relativamente primos e de
paridade distinta , exceto para a combinacao m = 0 mod 5 e n = 0 mod 5, pois neste
caso, temos a garantia de que 5 divide m e n, sendo assim, mdc(m,n) # 1.

Analisaremos caso a caso as possibilidades para m e n:
(

n =1 mod 5
n=2modbH
I) m=0mod5 e .
n =3 mod b
\ n =4 modbH

Para estas possibilidades, 5|b. Pois, 5|m, logo, 5|b = 2mn.

n =0 mod5

n=1mod5

II) m=1mod5 e ( n=2modb5 .
n =3 mod 5

\ n =4 mod5

i) Se m =1 mod 5 e n =0 mod 5, entao 5|b. Pois, 5|n, logo, 5|b = 2mn.

ii) Sem = 1 mod 5 e n = 1 mod 5, entdo 5|a. Pois, a = m*—n? = 1?— 1% = 0 mod 5.
iii) Se m = 1 mod 5 e n = 2 mod 5, entdo 5|c. Pois, ¢ = m*4n* = 17+2% = 0 mod 5.
iv) Se m = 1 mod 5 e n = 3 mod 5, entdo 5|c. Pois, c = m*>+n* = 1°+3% = 0 mod 5.

v) Sem = 1mod 5 e n = 4 mod 5, entdo 5|a. Pois, a = m*—n? = 1> — 4% = 0 mod 5.

n =0 mod 5

n=1mod 5
IIT) m=2mod5 e n=2mod?5 .
n =3 mod 5

an4m0d5

i) Se m =2 mod 5 e n =0 mod 5, entao 5|b. Pois, 5|n, logo, 5|b = 2mn.

ii) Se m =2 mod 5 e n = 1 mod 5, entdo 5|c. Pois, c = m?+n? =22 +12 = 0 mod 5.
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iii) Se m = 2 mod 5 e n = 2 mod 5, entdo 5|a. Pois, a = m? —n? = 22 —22 = 0 mod 5.
iv) Se m = 2 mod 5 e n = 3 mod 5, entdo 5|a. Pois, a = m*—n? = 22 —3* = 0 mod 5.

v) Sem =2 mod 5 e n =4 mod 5, entdo 5|c. Pois, c = m*+n* = 22 +4% = 0 mod 5.

(

n =0 mod 5
n=1mod5
IV) m=3mod5 e n=2mod5 -
n =3 mod>H
\ n =4 mod 5

i) Se m =3 mod 5 e n = 0 mod 5, entao 5|b. Pois, 5|n, logo, 5|b = 2mn.

ii) Se m = 3 mod 5 e n = 1 mod 5, entdo 5|c. Pois, c = m*+n? = 3 +1% = 0 mod 5.

iii) Se . = 3 mod 5 e n = 2 mod 5, entdo 5|a. Pois, a = m*—n? = 3°—2% = 0 mod 5.

iv) Se m = 3 mod 5 e n = 3 mod 5, entdo 5|a. Pois, a = m*—n? = 32 —3* = 0 mod 5.

v) Sem =3 mod 5 en =4 mod 5, entdo 5|c. Pois, c = m?+n* = 32 +4% = 0 mod 5.

( n =0 mod 5
n =1 mod 5

V) m=4mod5 e n=2modb .

n =3 modH5

\ n =4 modb5

i) Se m =4 mod 5 e n =0 mod 5, entao 5|b. Pois, 5|n, logo, 5|b = 2mn.

ii) Se m =4 mod 5 e n = 1 mod 5, entdo 5|a. Pois, a = m* —n? = 4% —1? = 0 mod 5.
iii) Se m = 4 mod 5 e n = 2 mod 5, entdo 5|c. Pois, ¢ = m*+n* = 4*+2% = 0 mod 5.
iv) Se m = 4 mod 5 e n = 3 mod 5, entdo 5|c. Pois, c = m*+n? = 4>+3% = 0 mod 5.

v) Sem =4 mod 5 e n = 4 mod 5, entdo 5|a. Pois, a = m* —n? = 4* — 4% = 0 mod 5.

Portanto, por I, I, ITI, IV e V| concluimos que num terno pitagérico (a,b, c),

a, b, ou c é divisivel por 5. [ |

102). Demonstrar que em um terno pitagérico (a,b,c), um dos elementos a, b, a + b

ou a — b ¢ divisivel por 7.
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Demonstracao: De modo andlogo a aplicacao anterior, utilizaremos aqui também a

congruéncia, analisando caso a caso as possibilidades para m e n. Sendo assim, temos:

(

n=1mod?7

n=2mod?T7

n=3mod7

I) m=0mod7 e .
n =4 mod7

n=>5mod7

\ n=6mod7

Para os seis casos, 7|b. Pois, 7|m, logo, 7|b = 2mn.

;

n =0 mod 7
n=1mod7
n=2mod 7
II) m=1mod7 e n=3mod7 .
n =4 mod 7
n =25 mod 7
\ n =6 mod 7

i) Se m=1mod 7 en=0mod 7, entdo 7|b. Pois, 7|n, logo, 7|b = 2mn.
ii) Sem = 1mod 7Ten =1mod 7, entdo 7|a. Pois,a =m*—n®>=1>-1> =0 mod 7.
iii) Se m =1 mod 7 e n =2 mod 7, entao 7ja — b.

Ad=m?—-—n’=12-2>2=4mod 7

b=2-m-n=2-1-2=4mod 7

Pois,

Logo,a—b=4—4=0mod 7.

iv) Se m=1mod 7 en =3 mod 7, entao 7|a — b.

a=m>-—n’=1>-32=6mod 7

b=2-m-n=2-1-3=6mod 7

Pois,
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Logo,a —b=6—-6=0 mod 7.

v) Sem =1mod 7 en=4mod T, entao 7|a + b.

Ad=m’—-n*=1>—4>=6mod 7
Pois,
b=2-m-n=2-1-4=1mod 7

Logo,a+b=6+1=0 mod 7.

vi) Se m =1mod 7 en=5mod 7, entdao 7|a + b.

) a?=m?—n*=1>-5"=4mod 7
Pois,
b=2-m-n=2-1-5=3mod 7

Logo,a+b=4+3=0mod 7.

vii) Se m = 1 mod 7en = 6 mod 7, entdo 7|a. Pois, a = m*—n* = 1>~6> = 0 mod 7.

n =0 mod 7

n=1mod 7

n=2mod 7

IIT) m=2mod 7 e n=3mod7 -
n =4 mod 7

n=>5mod 7

KnE6m0d7

i) Se m =2 mod 7 en =0 mod 7, entdo 7|b. Pois, 7|n, logo, 7|b = 2mn.

ii) Sem=2mod 7en=1mod 7, entdo 7|a + b.

) a>=m*—n*=2>-1*=3 mod 7
Pois,
b=2-m-n=2-2-1=4mod 7
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Logo,a+b=34+4=0mod 7.

iii) Se m = 2mod 7en = 2 mod 7, entao 7|a. Pois, a = m

iv) Se m =2 mod 7 e n =3 mod 7, entao T|a + b.

a?=m’>—-n’=2>-32=2mod 7

b=2-m-n=2-2-3=5mod 7

Pois,

Logo,a+b=2+5=0mod 7.

v) Sem=2mod7en=4modT7, entao 7ja — b.

2

Pois,

m? —n?=2>—42=2mod 7

b=2-m-n=2-2-4=2mod 7

Logo,a—b=2—-2=0mod 7.

2

—n?2=22-22=0mod 7.

vi) Sem = 2mod 7en =5 mod 7, entdo 7|a. Pois, a = m*—n? = 22 —5* = 0 mod 7.

vii) Se m =2 mod 7 e n = 6 mod 7, entdo 7|a — b.

Pois,

Logo,a—b=3—-3=0mod 7.

IV) m=3mod 7

e

(

—62=3mod 7
b=2-m-n=2-2-6=3mod 7 '

n =0 mod 7
n=1mod7
n =2 mod 7
n=3mod?7 .
n =4 mod 7
n =25 mod 7
n =6 mod 7
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i) Se m =3 mod 7 en =0 mod 7, entao 7|b. Pois, 7|n, logo, 7|b = 2mn.

ii) Sem =3 mod 7en=1mod 7, entdo 7|a + b.

) a?=m?-—n*=3-12=1mod 7
Pois,
b=2-m-n=2-3-1=6mod 7

Logo,a+b=14+6=0mod 7.

iii) Se m =3 mod 7 e n =2 mod 7, entdao 7|a — b.

a?=m>—-n’=3>-22=5mod 7

b=2-m-n=2-3-2=5mod 7

Pois,

Logo,a—b=5—-5=0mod 7.

iv) Sem = 3 mod 7en = 3 mod 7, entdo 7|a. Pois, a = m*—n? = 3*~3* = 0 mod 7.

v) Sem =3 mod 7en =4 mod 7, entdo T|a. Pois, a = m*—n?=3*—4% = 0 mod 7.

vi) Se m =3 mod 7T en =5 mod 7, entdo 7|a + b.

) a>=m?-n*=3*-52=5mod 7
Pois,
b=2-m-n=2-3-5=2mod 7

Logo,a+b=5+2=0mod 7.

vii) Se m =3 mod 7 e n = 6 mod 7, entdo 7|a — b.

A=m’>—-n’=3>-6=1mod 7
Pois,
b=2-m-n=2-3-6=1mod 7

Logo,a—b=1—-1=0mod 7.
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p

n =0 mod 7
n=1mod7
n=2mod7
V) m=4mod7 e n=3mod 7 .
n =4 mod 7
n =25 mod 7
\ n =6 mod 7

i) Se m =4 mod 7 en =0 mod 7, entdo 7|b. Pois, 7|n, logo, 7|b = 2mn.

ii) Sem=4mod 7en=1mod 7, entdo 7ja — b.

_ a?>=m?—n*=4>-1>=1mod 7
Pois,
b=2-m-n=2-4-1=1mod 7

Logo,a—b=1—1=0 mod 7.

iii) Se m =4 mod 7 e n =2 mod 7, entao 7|a + b.

ad=m?—n’=4>—-2>2=5mod 7

=2-m-n=2-4-2=2mod 7

Pois,

Logo,a+b=5+2=0mod 7.

iv) Sem =4 mod 7en = 3 mod 7, entdo 7|a. Pois, a = m*—n? =4*—-3>=0mod 7.

v) Sem =4 mod 7en = 4mod 7, entdo T|a. Pois, a = m*—n® =4*—4> = 0 mod 7.

vi) Se m =4 mod 7en=5mod 7, entao 7|a — b.

) a?=m?—-n*=4>-5"=5mod 7
Pois,
b=2-m-n=2-4-5=5mod 7

Logo,a—b=5—-5=0mod 7.
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vii) Se m =4 mod 7 e n = 6 mod 7, entdo 7|a — b.

) a?=m?—n*=4>-6>=6mod 7
Pois,
b=2-m-n=2-4-6=6mod 7

Logo,a—b=6—-6=0mod 7.

;

n =0 mod 7
n=1mod?7
n =2 mod 7
VI) m=5mod7 e n=3mod7 .
n =4 mod 7
n =5 mod 7
\ n =6 mod 7

i) Se m =5 mod 7 en =0 mod 7, entdo 7|b. Pois, 7|n, logo, 7|b = 2mn.

ii) Sem=5mod 7en=1mod 7, entdo 7ja — b.

Pois,
b=2-m-n=2-5-1=3mod 7

Logo,a—b=3—-3=0mod 7.
iii) Se m = 5 mod 7Ten = 2 mod 7, entdo 7|a. Pois, a = m*—n? = 5*—2> = 0 mod 7.
iv) Se m =5 mod 7 e n =3 mod 7, entao 7|a — b.

a=m’>-—n’=5>-32=2mod 7
Pois,
b=2-m-n=2-5-3=2mod 7

Logo,a—b=2—-2=0mod 7.

v) Sem =5 mod 7 en=4mod7, entao 7|a + b.
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) a>=m?—n*=5"-4*=2mod 7
Pois,
b=2-m-n=2-5-4=5mod 7

Logo,a+b=2+5=0mod 7.

vi) Sem = 5mod 7en = 5mod 7, entdo 7|a. Pois, a = m*—n? = 5% —5% = 0 mod 7.

vii) Se m =5 mod 7 e n = 6 mod 7, entao T|a + b.

) a>=m*—n*=5"-6"=3mod 7
Pois,
b=2-m-n=2-5-6=4mod 7

Logo,a+b=3+4=0mod 7.

( n=0mod7
n=1mod?7
n=2mod?7

VII) m=6mod7 e n=3mod7 -
n =4 mod 7
n=>5mod7

\ n=6mod7

i) Se m =6 mod 7 e n =0 mod 7, entao 7|b. Pois, 7|n, logo, 7|b = 2mn.

ii) Se m = 6 mod 7en =1 mod 7, entdo 7|a. Pois, a = m*—n? =6>—1> =0 mod 7.

iii) Se m =6 mod 7 e n =2 mod 7, entao 7|a + b.

ad=m?—n’=62—-22=4mod 7

b=2-m-n=2-6-2=3 mod 7

Pois,

Logo,a+b=4+3=0mod 7.
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iv) Se m =6 mod 7 e n =3 mod 7, entao 7|a + b.

a?=m’>-—n’=6>-32=6mod 7

b=2-m-n=2-6-3=1mod 7

Pois,

Logo,a+b=6+1=0mod 7.

v) Se m =6 mod 7en=4mod7, entao 7ja — b.

A=m’>—-n’=6>—4>=6 mod 7

b=2-m-n=2-6-4=6 mod 7

Pois,

Logo,a—b=6—-6=0 mod 7.

vi) Se m =6 mod 7T e n =5 mod 7, entao T|a — b.

) a>=m?-n*=6>-5"=4mod 7
Pois,
b=2-m-n=2-6-5=4mod 7

Logo,a—b=4—4=0mod 7.

vii) Se m = 6 mod 7 e n = 6 mod 7, entdo 7|a. Pois, a = m*—n? = 62 —62 = 0 mod 7.

Portanto, por I, I1, I1I, IV, V, VI e VII, concluimos que num terno pitagorico

(a,b,c), a, b, a+ aoua—>bédivisivel por 7. [ |

112). Demonstrar que em um terno pitagdrico primitivo (a,b,c) qualquer, 7 nao di-

vide c.

Demonstragao: Pelas equacoes de Euclides ( Teorema 2.3.1), temos ¢ = m? + n?, onde
¢ ¢ hipotenusa de um terno pitagérico primitivo, com m, n € Z3, m e n relativamente
primos e de paridade distinta e m > n.

Sendo assim, de modo anélogo & 92 e 102 aplicacao, analisaremos aqui também,
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caso a caso as possibilidades para m e n através da congruéncia modulo 7.

(

n=1mod?7

n=2mod7

n=3mod"7

I) m=0mod7 e .
n =4 mod?7

n=>5mod7

\ n=6mod7

i)Sem=0mod7en=1mod7,entdo c=m>+n*=0>+1>=1mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

ii) Se m =0 mod 7en=2mod 7, entdo c = m*> +n* = 0? + 2> = 4 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

iii) Se m =0 mod 7Ten =3 mod 7, entdo c = m* +n?> = 0>+ 3> = 2 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

iv) Se m =0 mod 7 e n=4mod 7, entdo c = m*> + n? = 0%+ 4*> =2 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

v) Se m =0 mod 7en=5mod 7, entdo c = m*> +n® = 0% + 52 = 4 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

vi) Se m =0 mod 7 e n =6 mod 7, entdo c = m> +n* = 0> + 6° = 1 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.
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( n=0modT7
n=1mod?7
n =2 mod 7
I) m=1mod7 e n=3mod7 .
n=4mod7
n=>5mod7
\ n =6 mod7

i)Sem=1mod7en=0mod?7,entdo c=m>+n*=1>+0%=1mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

ii) Sem=1mod 7Ten=1mod7, entdo c = m* + n*> = 1> + 1> = 2 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

iii) Sem=1mod 7en=2mod 7, entdo c=m>+n*=1*+2% =5 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

iv) Sem =1mod 7en=3mod 7, entdo c =m>+n®>=1>+3? =3 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

v)Sem=1mod 7en=4mod7, entdo c =m?>+n*=1>+4*= 3 mod T.

Logo, 7 nao divide c.

vi) Sem =1mod 7en=>5modT7,entdo c =m? +n?>=1>+5>=5mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

vii) Se m =1 mod 7 en =6 mod 7, entdo c = m* +n? = 1 + 6> = 2 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.
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(nEOm0d7
n=1mod?7
n=2mod7

IIT) m=1mod7 e n=3mod7 .
n=4mod 7
n=>5mod7

kn56mod7

i) Sem =2mod7en=0mod7, entdo c =m?+n*=2>+0%=4 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

ii) Se m =2 mod 7Ten=1mod7, entdo c = m* + n*> = 2% + 1> = 5 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

iii) Sem=2mod 7en=2mod 7, entdo c=m>+n*=2>+2>=1mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

iv) Se m =2 mod 7 e n =3 mod 7, entdo c = m*> +n®> = 2%+ 3% =6 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

v)Sem =2mod 7Ten=4mod7, entdo c = m?> +n*=2>+4*=6 mod T.

Logo, 7 nao divide c.

vi) Sem=2mod 7en=>5mod 7, entdo c =m* +n?>=2>+5"=1mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

vii) Se m =2 mod 7 e n =6 mod 7, entdo c = m* +n® =22 + 6> = 5 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.
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/

n=0mod7

n=1mod7

n=2mod 7

IV) m=1mod7 e n=3mod7 .
n=4mod7

n=>5mod7

\ n =6 mod7

i) Sem =3mod7en=0mod?7, entdo c =m>+n*=3*+0%=2mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

ii) Se m =3 mod 7Ten=1mod7, entdo c = m* + n®> = 3* + 1> = 3 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

iii) Se m =3 mod 7en =2mod 7, entdo c = m*> +n* = 3>+ 2% =6 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

iv) Se m =3 mod 7en=3mod 7, entdo c = m> +n®> =3+ 3> =4 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

v)Sem=3mod7en=4mod7, entdo c =m?>+n*=3*+4*=4 mod T.

Logo, 7 nao divide c.

vi) Se m =3 mod 7 en =5 mod 7, entdo ¢ = m* +n? =32+ 5> = 6 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

vii) Se m =3 mod 7 e n = 6 mod 7, entdo ¢ = m* +n® = 32 + 6> = 3 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.
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p

n =0 mod 7
n=1mod7
n=2mod7
V) m=1mod7 e n=3mod 7 .
n =4 mod 7
n =25 mod 7
\ n =6 mod 7

i)Sem=4mod7en=0mod7,entdao c=m>+n*=4>+0%>=2 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

ii) Se m =4 mod 7Ten=1mod 7, entdo c = m* + n*> = 4> + 1> = 3 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

iii) Se m =4 mod 7en=2mod 7, entdo c =m>+n*=4>+ 2% =6 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

iv) Se m =4 mod 7 en=3mod 7, entdo c = m> +n® = 4>+ 3> =4 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

v)Sem=4modT7en=4mod7, entdo c=m?>+n*=4>+4* =4 mod T.

Logo, 7 nao divide c.

vi) Sem =4 mod 7en=>5mod 7, entdo ¢ = m* +n? = 4% + 5> = 6 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

vii) Se m =4 mod 7 e n = 6 mod 7, entdo ¢ = m*> +n® = 4* + 6> = 3 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.
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/

n=0mod7

n=1mod7

n=2mod 7

VI) m=1mod7 e n=3mod7 .
n=4mod7

n=>5mod7

\ n =6 mod7

i) Sem =5mod7en=0mod?7, entdao c =m>+n*=5+0% =4 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

ii) Se m =5 mod 7Ten=1mod7, entdo c = m* + n*> = 5%+ 1> = 5 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

iii) Sem=5mod 7en=2mod7,entdo c=m>+n*=5"+2>=1mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

iv) Se m =5 mod 7 e n =3 mod 7, entdo ¢ = m*> +n®> =5+ 3% =6 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

v)Sem=5mod 7en=4mod7, entdo c =m? +n*=5"+4*=6 mod T.

Logo, 7 nao divide c.

vi) Sem=5mod 7en=>5mod 7, entdo c =m* +n*=5>+5"=1mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

vii) Se m =5 mod 7 e n = 6 mod 7, entdo ¢ = m*> +n® = 5% + 62 = 5 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.
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( n=0mod7
n=1mod?7
n=2mod7

VII) m=1mod7 e n=3mod7 .
n =4 mod 7
n=>5mod7

| n=6mod7

i) Sem =6 mod7en=0mod?7, entdo c =m>+n*=6>+0%=1mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

ii) Se m =6 mod 7Ten=1mod 7, entdo c = m* + n®> = 6° + 1> = 2 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

iii) Se m =6 mod 7en =2 mod 7, entdo c = m*> +n* = 6> + 2% =5 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

iv) Se m =6 mod 7 e n =3 mod 7, entdo ¢ = m*> +n® = 6>+ 3* = 3 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

v) Sem =6 mod 7en=4mod7, entdo c = m?> +n* = 6>+ 4> = 3 mod T.

Logo, 7 nao divide c.

vi) Sem =6 mod 7 en=>5mod 7, entdo ¢ = m* +n® = 6>+ 5> =5 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.
vii) Se m =6 mod 7 e n = 6 mod 7, entdo ¢ = m* +n® = 6> + 6> = 2 mod 7.

Logo, 7 nao divide c.

Portanto, por I, IL, I1I, IV, V, VI e VII, concluimos que num terno pitagorico

primitivo (a,b,¢), 7 nao divide c. [ |
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Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos inicialmente alguns dos principais topicos da Aritmética,
onde utilizamos como texto base Hefez[2011], que complementamos sempre que possivel
ou necessario, com exemplos numéricos ou comentarios, com o propésito de facilitar o
entendimento do leitor menos familiarizado com o assunto.

Em seguida, apresentamos as defini¢oes de Ternos Pitagoricos e Ternos Pitagoricos
Primitivos, mostrando que a partir deste tltimo podemos obter infinitos ternos pitagéricos
nao-primitivos, multiplicando seus respectivos elementos por um inteiro positivo qualquer,
maior que 1, assim como podemos obter um terno pitagorico primitivo a partir de qualquer
terno pitagdrico nao-primitivo, bastando para isso, efetuar a divisao de cada um dos ele-
mentos deste pelo seu respectivo mde. Na sequéncia, apresentamos, sob forma de teorema,
as Equacoes de Euclides, que geram infinitos ternos pitagoricos primitivos ou férmulas em
funcao de uma unica variavel que também geram infinitos ternos pitagoéricos primitivos.
As Equagoes de Euclides sao as mais comuns nos livros de textos universitarios, no que
se refere as férmulas que geram ternos pitagéricos, porém, pode ser trabalhada ainda no
Ensino Médio, desde que adaptada a este nivel.

Outra férmula geradora de ternos pitagdricos que apresentamos neste trabalho, foi
intitulada de Formula de Facil Dedugao, pois, diferentemente das Equagoes de Euclides,
ela requer apenas conhecimentos basicos de aritméticas estudados no Ensino Fundamental,
em sua demonstracao. Esta férmula gera todos os ternos pitagoricos, ou seja, os primitivos
e 0s nao-primitivos. Através dela podemos obter todos os ternos pitagéricos nos quais
um numero inteiro maior ou igual a 3 figura como cateto, sendo portanto, uma excelente
ferramenta na resolucao de problemas relacionados a este assunto.

Com o intuito de disponibilizar uma maneira pratica, eficiente e inovadora de

gerar infinitos ternos pitagoricos, desenvolvemos a partir de uma ideia encontrada no en-
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derego eletronico: < www.educ. feul.pt/icm/icm98/icm14/teorema.htm >, um disposi-
tivo pratico que gera ternos pitagoricos a partir de dois impares consecutivos positivos ou
dois pares consecutivos positivos. Estes resultados foram também apresentados através
de teoremas.

Para finalizar nosso trabalho, apresentamos uma identidade que relaciona dois
ternos pitagoricos, gerando um terceiro terno pitagérico distinto. Apresentamos ainda,
algumas propriedades dos ternos pitagéricos e particularidades do terno (3,4, 5) e algumas
aplicagoes no Capitulo 3.

Com isto, esperamos ter atingido nosso objetivo central que é o de disponibilizar
ao professor de Matematica do Ensino Béasico Regular, assim como aos demais leitores
interessados pelo assunto, um material alternativo que contém os principais resultados a

respeito deste tema que julgamos imprescindivel ao curriculo escolar.
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