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Resumo

Neste trabalho procurou-se apresentar sistematicamente conhecimentos da teoria
dos niimeros de maneira clara e acessivel a um piiblico mais abrangente do que o usual
em trabalhos académicos dentro da matematica. O principio de Indug¢ao Matematica,
PIM, foi sempre o pano de fundo e abordado como ferramenta para demonstragoes, de
maneira a permear quase todos resultados, e em cada se¢ao, ao menos um exemplo nu-
mérico foi dado facilitando assim o proeminente leitor que esteja iniciando seus estudos
em matematica e intencionando sempre no minimo instigar o sentimento investigativo
em todos leitores. As fracoes continuas, assunto nao tao explorado mas extremamente
rico em aplicacoes na fisica e calculo, também mostrou-se familiar com os niimeros de
Fibonacci. Em sequéncia, foram apresentados dois problemas cléssicos de carater la-
dicos, Torre de Hanoi e o Problema da Moeda Falsa, que a partir de exemplos simples
conseguiu-se logo em sequéncia generalizar demonstrando uma solugao para os pro-
blemas para qualquer niimero natural. Por fim, as Recorréncias Lineares de Segunda
Ordem e Progressao Aritmética de Ordem Superior foram expostas e suas relagoes
intimas com a sequéncia de Fibonacci, e esses nimeros entao acabaram se tornando
motivadores para todo o trabalho, que preza por resultados demonstraveis através do
PIM ou que tenha relacao com essa sequéncia, sendo que sempre se procurou fortale-
cer a admiracgao pelos seus didlogos com ramos tao aparentemente estanques e que sao

familiares senao pelo surgimento dos nimeros de Fibonacci nesses topicos.

Palavras-chave

Recorréncia, Inducao, Fibonacci, Teoria dos Ntameros.



Abstract

This paper sought to systematically present knowledge on the number theory in a
clear and accessible way to a broader community than the mathematical academics. the
principle of mathematical induction PM I, was the background and the main tool to all
demonstrations so to permeate almost all the results and, in each section, at least one
numerical example was given, thus making it easier to readers beginning their studies
in math and always seeking to at least encourage the investigative feeling on all readers.
The continuous fractions, subject commonly overlooked, yet with vast applications in
Physics and Calculus, proved to be familiar with the Fibonacci numbers. Sequentially,
two classic game problems were presented, The Hanoi Tower and the problem of the
false coin, which could, from simple examples be generalized demonstrating solutions
for the problems at any given natural number. Finally, the linear recurrences of second
order and the higher order arithmetic progression were shown to have deep connections
with the Fibonacci sequence, so then, these numbers became the main motivators for
all the paper, that prizes for demonstrable results through PMI or related to this
sequence of numbers, and always sought to strengthen the admiration of the dialogues
with branches apparently so fixed that are the familiar through the appearance of the

Fibonacci numbers in these topics.

Keywords

Recurrence, Induction, Fibonacci, Numbers Theory.
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Capitulo 1

O comeco de uma pequena era

Como surgiram as ideias

Quando em 2011 iniciava o preparatorio para realizacao do exame de acesso ao pro-
grama de mestrado profissional em matematica - PROFMAT - era impossivel vislum-
brar os cunhos que se formariam pelos estudos e abdicacoes necessarias para concretiza-
los. Em especial, as disciplinas de Matematica Discreta ja no primeiro semestre de curso
e Aritmética no que se seguiria, seriam vitais para esse trabalho, quando em tempo,
era possivel analisar as avaliagoes anteriores destas disciplinas no portal nacional do
programa, e aquela curiosidade natural surgindo pela admiracao sempre presente no
que tange topicos de matematica.

Em uma tentativa de fazer relagao entre os estudos realizados no curso de mestrado
profissional - PROFMAT - e nos contetidos ministrados no Ensino Médio contidos nos
PCN (Parametros Curriculares Nacional) nasceu a ideia de discorrer sobre a sequéncia
de Fibonacci, pois além de ser contemplada no ensino de recorréncia durante os estudos
do ensino médio, trata-se de um assunto interessantissimo pelas caracteristicas intrin-
secas e de incrivel relagao com outros campos da matemaética, incluindo o Principio de
Indugao Matematica (PIM) além da razao aurea.

Na primeira secao do capitulo 2, quando fala-se do PIM, utilizado para provar
alguns teoremas acerca da sequéncia de Fibonacci, define-se o axioma de inducao e
entao o Principio de Inducao Matemaética, este entao serd instrumento valioso para
demonstracgoes de propriedades da sequéncia de Fibonacci.

J& no capitulo seguinte, apresenta-se exemplos praticos do uso do PIM, tal como

13



o problema da Torre de Hanoi, inclusive sua parte historica, e também o problema da
Moeda Falsa, quando tem-se um problema de transportar discos em trés hastes de uma
maneira bem particular com regras claras, e na moeda, conseguir encontrar uma moeda
com peso distinto em meio de tantas outras realizando apenas pesagens em uma balanca
constituida apenas por dois pratos. Esses problemas, foram inicialmente formulados
para um nimero bem particular de discos e moedas, em seguida generalizado para
qualquer quantidade, sendo que para isso, caminhamos através do Principio da Boa
Ordenacgao quando oportunamente traz-se a demonstracao.

No quarto capitulo, sao apresentadas as recorréncias lineares de ordem superior, e
aproveitando as recorréncias, usa-se o PIM para demostrar as formulas da progressao
aritmética-geométrica. Logo em seguida, faz-se um elo com as recorréncias de segunda
ordem e os numeros da sequéncia de Fibonacci quando é apresentado uma férmula
explicita para os nimeros dessa sequéncia.

J& no final, apresenta-se um plano de aula para aplicacao de inducao em féormulas

matematicas apresentadas no ensino médio.

14



Capitulo 2

Inducao e Fibonacci

2.1 Principio de Inducao Matematica

Na motivacao de formalizar os conjuntos numeéricos, em especial dos niimeros
naturais, N = {0,1,2,3,---}, fez-se necessario a construgao do Principio de Indugao
Matematica, que entao, foi adotado como o axioma:

Axiomal: Axioma de induc¢ao: Seja S um subconjunto de N tal que
i)0 € S.
i1).S é fechado na operacao de somar 1 a seus elementos, ou seja, Vn,n € S =n+1¢€ S
entao, S = N.

A nossa ferramenta principal serd o primeiro PIM que formula-se como um teorema

da seguinte forma com sua demonstracao baseada em |[7].

Teorema 2.1.1 (Principio de Induc¢ao Matematica). Seja a € N e seja p(n) uma
sentenca aberta em n ', Suponha que

i) p(a) é verdade, e que

i1) para todo n > a,p(n) implica p(n + 1) é verdade, entdo, p(n) é verdade para todo

n > a.

Demonstragao 1. Seja W = {n € N; vale p(n)} , ou seja, W é o subconjunto dos

elementos de N para os quais p(n) é verdade.

!Frase de cunho matemaético onde figura a letra n como palavra e que se torna uma sentenca

verdadeira ou falsa quando n é substituido por um niimero natural especifico.
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Pelo fato de p(a) ser verdadeira assegura que a pertence a W. A validade de p(n)
implica na validade de p(n + 1), se n pertence a W, entdao n + 1 também pertence a
W. Pelo Axiomal, todo niimero natural pertence a W, quer dizer, p(n) é verdadeira

para todo n. O
Uma outra demonstracao demasiadamente simplista pode ser assim formulada:

Demonstrag¢ao 2. Supondo por simplicidade que a = 0 e por absurdo que W # N,
tem-se ng € N e ¢ W, logo, P(ng) nao é valido, de maneira que o seu antecessor
também nao o é, ou seja, FP,,_1 nao é valido, e repetindo esse processo todo ng + 1
vezes é suficiente para chegar a P(0) também invalido, o que é uma contradi¢ao ja que
P(a) é valido por hipotese, logo, W = N.

O]

Além do principio de Inducao Matematica classico, acima demonstrado, existe uma
segunda versao usada para provar identidades quando é preciso confirmar a validade
da proposicao para valores menores do que n, geralmente na passagem da hipotese de
inducao supondo valida para n e provar a implicacao de n + 1.

Para isso, como héa o requisito do Principio da Boa Ordenagao, segue sua formulagao

e sua demonstragao logo em seguida usando argumentos de [4].

Teorema 2.1.2 (Principio da Boa Ordenacao). Todo subconjunto A C N nao vazio

possui um menor elemento, isto €, um elemento t tal que t < n para todo n € A.

Demonstragao. Nesta demonstragao vamos denotar I, = {p € N/0 < p < n} o con-
junto dos naturais menores ou iguais a n. Se 1 € A entao serd o menor elemento de A.
Porém, se 1 ¢ A entao considera-se o conjunto X dos naturais n com a propriedade
de que I, C A°, Uma vez que I; C N\ A, nota-se que 1 € X. Por outro lado, ja que A
é nao vazio, conclui-se que X # N negando a hipotese (ii), devendo entao existir um
néeXtalquen+1¢ X. Entao, [, =1,2,3,--- n CN—Amasng=n+1¢€ A

Portanto tem-se que ng é o menor elemento do conjunto A. O

Oportunamente, sendo possivel agora pelo fato do P.B.0. explicitado e comprovado,

formula-se:

Teorema 2.1.3 (2* forma do Principio de Inducao Matematica). Seja p(n) uma sen-
tenca aberta tal que

i) p(a) é verdade, e que

16



ii) Se para cada n natural, p(a), p(a+1), -+, p(n) implica que p(n+1) é verdade,

entao p(n) é verdade para todo n > a.

Demonstrag¢ao. Considere o conjunto (a+N) = (a,a + 1,a + 2,---). Construindo o
conjunto S = {m € (a+N) tal que vale p(m)}. Esse é o conjunto dos elementos m que
valem p(m) sendo os termos dos naturais mais a g
Intenciona-se mostrar que
W ={(a+N)\S}

é vazio. Supondo por reducao ao absurdo que vale o contrario, entao, pelo principio da
boa ordenacao, W teria de fato um menor elemento chamado aqui de t, e pela hipotese
(1) nos garante que t ¢ W é imediato inferir que existe um natural m de maneira a nos
fazer t = a+m > a. Entao, a,a+1,a+2,--- ,a—1¢& W entao a,a+1,--- ja—1€ S.
Agora, (ii) permite concluir que t =t — 1+ 1 € S, o que contradiz o fato de t € W
garantindo W = &. [

2.2 Sequéncia de Fibonacci

Leonardo Fibonacci (filho de Bonaccio), natural de Pisa, regido comercial no centro
da Italia, foi um matematico muito influente no seu tempo, e até hoje reconhecido pelas
suas contribuicoes, dentre elas a recomendacao do uso dos algarismos indo-arabicos e
o uso do simbolo 0 para o namero zero (chamado de zephirum em arabe).

Dentre seus problemas contidos em seus trabalhos, talvez o mais famoso se trata
do problema dos coelhos, ou como ficaria conhecido, a sequéncia de Fibonacci, que no
original, Liber Abacci de 1202 rotula-se assim: Quot paria coniculorum in uno anno ez
uno pario germinentur.

Traduzindo para uma linguagem contemporanea poderia livremente ser assim: um
casal de coelhos recém nascidos foi separado. Supondo que a cada més um casal de
coelhos produz outro casal e que cada um destes comeca a procriar dois meses depois
do seu nascimento, determinar quantos casais haverao passado um ano.

Uma solucao para o problema, poderia ser através da construcao da sequécnia onde
cada numero representa a quantidade de casais: 1,1,2,3,5,8,13,21,--- u,.-- -, onde cada
termo, pode ser exprimido pela férmula de recorréncia u,, = u,_1 + t,—2. Esta formula
tem diversas aplicacoes e curiosidades, que, prepotentemente poderiamos dizer que
Leonardo nao havia como mensurar em sua criagao, algumas destas belas propriedades

serao formuladas e demonstradas aqui fazendo uso do PIM.
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Para visualizar a sequéncia, vamos contruir uma tabela contendo o més em questao,
niumero de casais de coelhos recém-nascidos, o numero de casais de coelhos do més

anterior e o total de casais de coelhos.

Tabela 2.1: Numero de casais de coelhos més a més

Més | Numero de casais | Nimero de casais | Total de casais
recém-nascidos do més anterior de coelhos

1° 1 0 1

2° 0 1 1

3° 1 1 2

4° 1 2 3

5H° 2 3 5

6° 3 5 8

7° 5 8 13

8° 8 13 21

9° 13 21 34

10° 21 34 55

11° 34 25 89

12° %) 89 144

Fica facil entender que a quantidade de coelhos em um determinado més é de fato

igual ao niimero de casais do més anterior aumentado do més anterior ao anterior.

2.2.1 Propriedades da sequéncia de Fibonacci

Denotando por u, um nimero da sequéncia de Fibonacci, vamos provar algumas
propriedades relacionando Méximo Divisor Comum (MDC) com os indices dos niimeros
de Fibonacci e os proprios numeros. Para isso, serd usada a notagdo (u,,u,,) para

representar o M.D.C. entre os niimeros u,, € u,,. que neste texto, serd assumido que o

18



M.D.C. entre quaisquer dois niimeros sempre existe, sem a necessidade de demonstrar
tal fato.

De acordo com a necessidade, algumas propriedades serao prescritas por resulta-
dos e suas respectivas demonstracoes, como por exemplo, a propriedade dos niimeros

consecutivos de Fibonacci que fard uso do Lema de Euclides que segue.

Lema 2.2.1 (Lema de Euclides). Sejam a,b,n € N com a < na < b, entao
(CL, b) = (a7 b— TLCL)

Demonstragao. Seja d = (a,b—na). Como a é um miltiplo de d e (b—na) é um multiplo
de d, segue que b é multiplo de d e b = b—na+na. Logo, d é um divisor comum de a e
b, quer dizer, d < (a,b). Supondo x = (a,b), quer dizer, z < (a,b — na) < x < d. Mas
como d = (a,b — na) entao d < z, fazendo entao com que x = d e nao s6 um divisor

de (a,b — na) como também o maior deles. O
Lema 2.2.2. Dois niumeros de Fibonacci consecutivos sao primos entre si.

Demonstragao. Fazendo uso do PIM vamos mostrar que o M.D.C. entre dois niimeros
consecutivos ¢ um. Como os dois primeiros ntimeros de Fibonacci sao o 1 e o proprio
1, (1,1) = 1, quer dizer,

(Ul, UQ) = 1.

e com isso ja temos valida a afirmacao para n =1
Supondo valido a afirmagdo para algum n, quer dizer, (u,11,u,) = 1 além do fato
de Upio = Upi1 + Uy €80 Uy = Upyo — Upi

Tem-se entao pelo Lema de Euclides acima, onde a = u,, 1 € b = u, 2 que

(Un+2, Un+1) = (Un+2 — Un+1, Un+1)'

Logo, (tnto — Upt1, Unt1) = (Un, Uny1) = 1 ficando validado pelo P.I.M. para todo n

natural. O]

Exemplo 1. Escolhendo ug e ug temos que 21 e 34 sao de fato primos entre si,quer
dizer, (us,ug) = (21,34) =1

Para a demonstracao do proximo Lema, serd usada a seguinte identidade:
Up+m = Up—1Um + UpUm+1 (21)
verificavel em [1].
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Lema 2.2.3. Sejam n, m € N* tais que, m en sao multiplos entre si, entao os nimeros

de Fibonacci nos respectivos indices também o sao.

Demonstracao. Vamos demonstrar pelo PIM para k que uma vez m multiplo de n vale
U, multiplo de u,. Para k =1 temos que 1 =k*1com k=1¢e u; =1xwu;. Supondo
agora valido para algum £k, isto é,u,, = ku,, quer dizer, u,, miltiplo de u,. Uma vez

que (2.1) garante

Um(k+1) = Umk+m — Umk—1Um + UmkUm+1 (22)

temos que Up,k_1U, ¢ multiplo de u,, e pela hipdtese de indugao, ;1 multiplo de

Uy, implicando que 41y € multiplo de u,, validando assim o resultado. O]
Exemplo 2.

Escolhendo 4 e 12, vamos verificar que u;5 € multiplo de uy. De fato, uio = 144 €

uy = 3. Facilmente verifica-se que 144=3- 48 conforme queriamos demonstrar.

Teorema 2.2.1. Dada uma sequéncia (uy), tal que Ym > n, (am, a,) = (an,a,), onde

r € o resto da divisio de m por n, entao tem-se que

(ama an) = Q(m,n)

Demonstragao. Sejam 11,79, 15,7511 = 0 0s restos parciais no Algoritmo de Eucli-

des, logo, temos que ry = (m,n). Portanto, pela propriedade de (a,),

(am7 an) = (am am) == (ars’ aTs+1) - (arw 0) = Q(m,n)
O]

Com esses trés lemas e o teorema acima podemos provar um teorema de grande
relevancia, uma vez que a propriedade pode nao ser tao evidente de se visualizar porém,

de modo muito elegante podemos formular assim:

Teorema 2.2.2. O M.D.C. de dois nimeros de Fibonacci u, e u,, € um nimero de

Fibonacci em que seu indice € dado pelo M.D.C. entre os indices n e m, quer dizer,

(un7 um) = U(n,m)
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Demonstragao. Sem perda de generalidade vamos supor que m > n, entao, podemos

escrever m = nq + r, e portanto, usando (2.1) temos
U, = Unpg4+r = Unpg—1 + UngUr4-1-

Logo, como o Lema 2.2.2 nos garante que u,, ¢ multiplo de u,,, tem-se também que

o Lema de Euclides permite afirmar que

(u’ru Um) - (unq—lur + UngUr4-1, un) = (unq—lura un) (23)

O Lema 2.2.1 garante que (Upg—1,Unq) = 1, € por isso (uq—1,uy,), consequente-

mente de (2.2) segue-se que
(um7 Un) = (una ur)-
Uma vez que ja foi provado o Teorema 2.2.1, o resultado segue diretamente e
(un7 um) = U(n,m)

]

Exemplo 3. Na sequéncia de Fibonacci, o décimo quinto nimero € 610 e o vigésimo

termo € o 6765, pelo teorema acima,
(U15, Ug()) = (610, 6765) = U(15’20).
Logo, como (15,20) =5 entao (610,6765) = us =5

Exemplo 4. Na sequéncia de Fibonacci, o vigésimo quarto termo € o niumero 46368

e o décimo sexto € o 987 de maneira que
(U24, Ulﬁ) = (46368, 987) = U(24,16).
Logo, como (24,16) = 8 entao (46368,987) = ug = 21

Os proximos problemas sao classicos e se referem a somas de termos da sequéncia de
Fibonacci onde traremos inicialmente uma solucao mais simples e entao apresentaremos

todas elas fazendo uso do Principio de Inducao Matematica:

Problema 1. Dé uma formula para a soma dos n primeiros termos da sequéncia de

Fibonacces.
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Solucao: Temos que pela natureza da sequéncia todo termo é a adicao dos dois
antecedentes sendo que a sequéncia comeca pelos dois primerios numericamente iguais

a 1. Isso quer dizer que

u3:u1+u2:2

Entao podemos escrever assim:
Uy = Uz — Uy = 1

quer dizer, cada termo pode ser representado pela diferenca dos dois sucessores em
modulo.

Uy = Uz — U2
Uz = Uyg — U3

U3 = Us — Uy

Up—1 = Up41 — Up
Up = Up42 — Un41

Fazendo a soma termo a termo nos dois membros obtemos:
uyFus+ug+- - u, = (ug—u2) + (ug —uz) + (us — ua) + -+ (Un1 — ) + (Unto — Upy1)
Cancelando os termos do segundo membro que se anulam obtem-se:
U+ Ug + U3+ -+ Uy = Upy2 — U
Uma vez que us = 1 entao
Uy + U +us+ -+ Uy = Upyo — 1 (2.4)

Problema 2. Dé uma formula para a soma dos n primeiros termos de ordem impar

da sequéncia de Fibonacci.
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Solucao: Como ja é sabido,

Ug = U
Uy = U3 + Uy = Uz = Uy — U>

Ug = Uz + Uy = Uy = Ug — Uy

Ugp = Ugp—1 T U2p—2 = Ugp—1 = U2p — U2p—2
A soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci de ordem impar entao fica assim
Uy + Uz +uUs + - A Ugp—1
e fazendo a substituicao pelos nimeros encontrados acima
Uy + Uy — U2 + Ug — Ug + *++ + U2y — Up_2
que cancelando os niimeros sobra apenas o termo us, nos dando a igualdade
Uy +uz +uUs + -0+ Uzp—1 = Ugy (2.5)

Problema 3. Dé uma formula para a soma dos n primeiros termos de ordem par da

sequéncia de Fibonacci.

Solucao: Se a soma dos termos da sequéncia de Fibonacci até a ordem 2n é:

Uy + Uz + 0+ Ugpoq + Uzp = Uy — 1
e dos impares até a ordem 2n — 1 fica assim:
Uy + Uz + Us + -0+ Ugp—1 = Uy

Subtraindo membro a membro a primeira igualdade da segundo obtem-se a soma dos

termos da sequéncia de ordem par ja no segundo membro
Ugpy2 — Uy — 1
Uma vez que Ug, 11 = Uy o — Uy, temos
Ug + Uy + -+ Uzp = Ugnyr — 1

Tendo mostrado a solucao para os trés problemas, vamos apresentar um exemplo
para cada um deles e entao formalmente apresentar uma demonstracao das férmulas

através do Principio de Inducao Matemaética.
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Exemplo 5. A soma dos dez primeiros termos da sequéncia de Fibonacci seria
Ul+UQ+U3+U4+U5+U6+U7+U8+U9+U10 = 1+1+2+3+5+8+13+21+34+55

Uy + Ug + Uz + ug + U5 + Ug + Uy + Ug + Ug + U = U2 — 1
Uy + us + ug + ug + us + ug + U7 + ug + Ug + ugp = 144 — 1
u1+u2—|—u3+u4+u5+u6+u7—|—u8—|—u9+u10:143

Exemplo 6. A soma dos sete primeiros nimeros de ordem impar da sequéncia de

Fibonacer seria
U1+U3+U5+U7+UQ+U11+U13:1+2+5+13+34+89+233

Uy + ug + Us + Uy + Ug + U1 + U3 = Ung

U1—|—U3+U5+U7+U9+U11+U13:377

Exemplo 7. A soma dos oito primeiros nimeros de ordem par da sequéncia de Fibo-

nacci Seria
U2—|—U4—|—U6+U8+U10+U12—|-U,14—|—’LL16:1+3+8+21+55—|—144+377+987

Uy + Uy + Ug + Ug + Urg + Uiz + Uy + Ure = Uy — 1
U2+U4+U6+U8+U10+U12+U14+U16:1577—1
UQ+U4+U6+U8+U10+U12+U14—|—U16:1576

Problema 4. Demonstre que a soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci

€ dado por upio — 1.

Demonstragao. Solucao: Pelo PIM é facil ver que é valida para n = 1. Supondo valido

para algum k, quer dizer
up +ug +uz+ -+ U = Uppo — 1
vamos somar g1 nos dois membros da igualdade obtemos
Uy + Uy +uz + o F U+ Uk = Ugyo + Uy — 1
Como uyy3 = Ugso + upy1 entao temos imediatamente que

U+ ug +ug - U U = U — 1
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Problema 5. Demonstre que a soma dos n primeiros termos de ordem impar da

sequéncia de Fibonacci € dado por up.q.

Demonstragao. Solucao: Pelo PIM é facil de ver que é valida para n = 1. Supondo

valida para algum k, quer dizer,
Up + Uz +us + -+ Ugp—1 = Uk
Somando w41 aos dois membros da igualdade acima encontramos
Uy + U3z + Us + -0 A Ugg—1 + Ugky1 = Ugk + U2kt
Como ugg + Usgr1 = Usgkso entao é imediato inferir que
Uy + Uz + Us + -0+ Ugg—1 + Ukl = U2k+3

O

Problema 6. Demonstre que a soma dos n primeiros termos de ordem par da sequéncia

de Fibonacci é dado por ug,y1 — 1.

Demonstragao. Solucao: Pelo PIM é facil de ver que é valida para n = 1. Supondo

valida para algum k, quer dizer,
Uy + Uy + Ug + -+ U = Ugpy — 1
Somando ug, 12 aos dois membros da igualdade obtem-se
Uy + Uy + ug + -+ + Ugg + Ugny2 = Ukt + Upio — 1

Como ugp i1 + Uspio = Usgkrs podemos substituir no segundo membro da igualdade

acima e obter

Ug + Uy + Ug + -+ + Ugg + Uzpy2 = Ugpys — 1

2.3 Fracoes Continuas e os ntimeros de Fibonacci

Nesta secao, vamos introduzir mais uma relagao belissima entre dois campos da

matematica aparentemente estanques, e que mais uma vez trard uma surpreendente
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relacao com os nimeros da sequéncia de Fibonacci. Para tal, sera definida as fracoes
continuas, que aqui seguira conforme outras tradugoes para nossa lingua, porém, com a
ressalva que na lingua portuguesa seria mais coerente traduzir por fragoes continuadas,
mas como a expressao ja adentrou assim, sera conservada essa traduc¢ao mesmo que nao
traga o real significado, ja que o processo realmente faz é continuar a fracao comforme

serd mostrada e motivada por um exemplo numérico com a fracao 29"

Exemplo 8. Fazendo uso do algoritmo de Fuclides sucessivamente, tem-se:

79=2-29421
29=1-21+8
21=2-8+5
8=1-5+43
5=1-342
3=1-2+1
2=2-140

79 21 21
Quer dizer, 20 = 2+ 39’ onde o numero 2 e a fracao 29 obtem-se imediatamente

21
da primeira linha das divisoes sucessivas, e usando o mesmo raciocinio na fra¢ao 29
tem-se
9 5 1
29"
21
e continuando esse processo até o final, obtem-se em cada passo as sequintes fragoes:
79 1
29
29 " 8
21
79 1
)
29 " L4t
21
8
79 1
=924
1
29 1+ i
2+ -3
)
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=924
I
29 1+ -
24+ —
1+2
5
79 1
R B
I
29 1+ -
3
79 1
924
29 14 1
2+ !
; I
+1—1
Tt
1+ -

2

Dessa ultima expressao decorre a definicao de fracao continua que representa o

‘ 79 . .
nimero racional — e o os numeros (2,1,2,1,1,1,2) sao os quocientes parciais dessa

fracao.
De uma maneira geral:

Definicao 2.3.1. A expressao

Q()+ 1
C]1+—1
QZ+—

qs +
1

+_
an

onde qo € Z € q1,G2,- -+ ,qn € N*, € chamada de fragao continua e 0s q.s recebem o

nome de quocientes parciais.
Caso a fragao seja negativa, faz-se todo o processo considerando o oposto da fragao

continua evitando assim incoeréncia com as restricoes impostas para os quocientes

parciais.
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O objeto de estudo dessa secao envolvera apenas as fragoes continuas de quocientes
parciais inteiros, classificadas como simples, de maneira que ao ser dito fragoes conti-

nuas, fica sempre subtendido tratar-se do caso delas serem simples e serao abordadas

apenas as continuas finitas.

. .. . a .
Para encontrar os quocientes parciais para a fragao 7 conforme exemplificado,

C e~ . 1. . . . a
efetua-se a divisao euclidiana do numerador pelo denominador, quer dizer, na fracao —
faz-se

a=0bgo+
onde 0 < rg < qo- Em seguida, efetua-se novamente a divisao, dessa vez de b dividido
por r1 e assim sucessivamente ficando assim,

b:T1Q1+T2

L =7T2q2 + T3

Thn-2 =Tn-1qn-1 1+ Tn
T'n—1 = Tnqn-

Este procedimento nao pode continuar indefinidamente, pois teriamos uma sequén-
cia de numeros naturais r; > ro > --- que nao possui menor elemento, o que nao
é possivel pelo principio da boa ordenacao. Logo, para algum n,r,_ 1 = r,q,. Da
primeira destas equacoes, obtem-se

a n o . 1
b = 4o b ={qo ﬂ
1
E da segunda,
L S
" = ) =q E
)
Da terceira é possivel implicar

™ o 4 1

T2 — R 2

T3
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Entao, pode-se escrever a fracao continua apenas pelos seus quocientes parciais,

assim:
1
Go + i = (90,41, dn)

(h—i-—l
Q2 +

g+ -

1

+_

Gn
E pertinente ressaltar, neste ponto, o fato de g, (dltimo quociente parcial) ser
sempre maior do que 1, pois se fosse igual a 1, r,_; seria igual a r, e r,_o divisi-

vel por 7,_1 e a divisao teria encerrado no passo anterior. Por isso, pensando em
1
n = (g — 1) + = e que de fato, ¢, — 1 e 1 sdo os ultimos quocientes incompletos
de qualquer fracao continua, logo, sempre que r, > 1 pode-se escrever os quocientes
parciais (1o, 71, ,7n) = (ro, 71, , 1, 1).
No caso do epecifico do Exemplo 7 entao tem-se:
79 1
J— 2 +
1
29 1+ I
2+ 1
1+

1+

E —_— (21q2q1«11]“]‘)
29

35
Aplicando essa ideia na fracao 3 obtemos
35=4-8+43

uma vez que o quociente da divisao é 4 e o resto 3. Continuando as divisoes

8=2-34+2
3=1-2+1
2=2-140
fazendo com que tenha-se na expressao
1
Qo+t ———71 —
q1 + 1
G2 + —

qs3
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o coeficiente gy = 4,1 = ¢ = 1 e g3 = 2 além de r; = 8,15, = 3 e r3 = 2 obtendo a

fragao continua )
T

Tl

2

Exemplo 9. Construir a fragao continua que possui os quocientes parciais (4,2,1,3).

1
b
2+ —7
1 _
+3

Esse fracao continua pode-se desenvolver para
1 1
4

4 48

11 11

Agora, havera a necessidade de conhecer as reduzidas de uma fracao continua.

Definigao 2.3.2. Seja o uma fragao continua, quer dizer,

1
q1+ 1
G+ ————

qs +
1
+_
. An
Considerando 0s nimeros
1 1 1
qO)q0+_7q0+ 17(]04’ 1 sy "
q1
Qn+ — Q1+
q2 o + —

q3

chama-se reduzidas da fracao continua o as razoes na forma irredutivel conforme

seque:
e — do Py
f= B _ 20
I Qo
1 qg+1 P
=gt — =10 2L
q q Q1

30



I @awotote P

Qg = qo + =
0+ L Q192 + 1 (2
a2
P n 1
3=~ =q T 71
Q3 q1 + 1
42 + —
q3
7Pn —
an = = —
Q@n
P, - P, : :
Observe que «, = « e para obter *1 hasta substituir em —* o dltimo quociente
n+1 n
dn POT '
1
qn + :
Gn+1

Resultado que sera usado no préximo teorema, que ja antecede o teorema central desta
secao, quando sera tratado de fracoes continuas e razao entre termos da sequéncia de

Fibonacci de uma maneira surpreendente.

Teorema 2.3.1. Seja «o; a i-ésima reduzida da fra¢ao continua (qo,q1,- - ,qn-1,1),

entao valem para o numerador P; e denominador Q; as sequintes relacoes
i) Piy1=qPi+ P

i) Qiy1 = ¢Qi + Qi
iit) PiaQi — PiQipa = (—1)
com n € N*.

Uma vez que o intuito deste trabalho envolve aplicagoes do PIM e neste capitulo
essas na sequéncia de Fibonacci, serd omitida a demonstracao do ultimo teorema,
facilmente verificaveis em |9], sendo aqui apresentado para a demonstragiao deste caso
particular das fracoes continuas e suas relacoes com os ntmeros u, da sequéncia de

Fibonacci.

Teorema 2.3.2. Seja o uma fracao continua com n quocientes parciais todos iguais a
Un+1

1, entao o = , onde u, € o enésimo termo da sequéncia dos numeros de Fibonacci.

Unp

Demonstragao. Fazendo uso das reduzidas a,,, temos
P
Qi
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1 1
onde vy = 1 = T ay =1+ 171 de maneira que imediatamente de i) em Teorema
2.3.1.
Pi1=qP+ P 1=P+ P

uma vez que todos quocientes parcias sao unitarios, e, pela caracteristica da recorréncia

e os termos iniciais, pode-se afirmar P, = wu,,1, ja em relagao aos denominadores,
Q1 = Q2 =1 e também

Qit1 = Qi + 1+ Qi1 = Qi + Qi

e novamente, pela particularidade dessa recorréncia e mais uma vez pelos valores ini-

ciais, ); = u; fazendo com que
Uit1
o =
Uj

]

Esse teorema afirma que uma vez que os quocientes parcias de uma fracao continua
sao todos unitarios, entao, para n quocientes parciais, tem-se que a fracao é igual a
razao entre o termo n+ 1 e n da sequéncia de Fibonacci conforme pode-se exemplificar

abaixo:

Exemplo 10. Seja a fragao continua o = (1,1,1,1,1), quer dizer, cinco quocientes

parciais iguais a 1,

1+ 11

1—1——1

1—1—1—1

+1

Efetuando os cdlculos passo a passo, visualizamos
1+ ! :1+;:1+L:1+§:§:%
gt 14— 142 o0
1 1 3
1+—1 14—5
1+I

Exemplo 11. Outra frag¢ao continua, agora com oito quocientes parciais unitdrios,
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Ug

espera-se que seja igual o fragao — = (1,1,1,1,1,1,1,1)=
u

8

1 1
+1 1 +1 1
+1 - +1—1
+— +5
1+T
1
1 1 1
1+ 1 1+ 1 1+§
1+ - 14—
1+ ——g Lt
1 —
+3
1 13 34
13

que se trata exatamente da razao esperada.

33



Capitulo 3

Uso do PIM de maneira ladica

3.1 Torre de Hanoi

A torre de Hanoi, jogo de quebra-cabeca que consiste de uma base com trés pinos, em
um deles, discos furados no centro com diametros distintos e em ordem crescente de
menor diametro para maior diametro estao empilhados um sobre o outro.

A figura abaixo ilustra isso.

Figura 3.1: Torre de Hanoi.

A lenda por tras do jogo [5] diz que no centro do mundo, havia uma bandeja de
bronze com trés agulhas de diamantes, e que durante a criagao, Deus colocara 64 discos
de ouro puro empilhadas em uma agulha com o maior dos discos sobre a bandeja e o
restante cada vez menor sobre essa agulha. Essa entao ficaria conhecida como a Torre

de Hanoi.
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De dia e de noite, os sacerdotes trocavam os discos de agulha obedecendo duas leis,
a primeira, que seria movido um disco de cada vez, e a segunda versando que um disco
nunca poderia ser colocado sobre outro disco menor do que ele. Diz ainda a lenda, que
uma vez que todos os discos transferidos de uma agulha pra outra e obedecendo todas
as leis e em ordem conforme iniciara na criagao, ai entao se daria o fim de toda criacao.

O jogo de fato foi criado pelo matematico Francés Edouard Lucas em 1883. E sobre
ele faremos duas perguntas, existe um niimero minimo de movimentos necessarios para
transportar todos os discos para outra haste e, existe solucao para qualquer niimero de
discos? Para a segunda pergunta, a resposta é facil de formular.

Faga a seguinte sentenga aberta: p(n) = {O jogo tem solugdo com n discos} .

Obviamente p(1) é verdade pois a solugdo ¢é trivialmente encontrada apenas mo-
vendo o tinico disco.

Supondo que p(n) seja valida para algum n, vamos provar que vale para p(n + 1).

Para isso, vamos mover todos os n discos para uma outra haste, sendo que isso é
possivel pela hipotese de inducao, e deixar o maior disco na haste inicial. Uma vez que
todos n estao em outra haste, move-se o disco restante para a outra haste que esteja
vazia, e entao, move-se os n discos para essa terceira haste de modo que é possivel pela
hipotese de inducao.

Para a primeira pergunta, vamos definir uma progressao aritmético-geométrica.

Definigao 3.1.1 (Progressao Aritmético-Geométrica). Uma sequéncia de nimeros re-
ais do tipo

Upt1 = QQy + 7T

com ay real é chamada de Progressao Aritmético-Geométrica.

Tendo feito isso, se dissermos que b; ¢ a sequéncia que nos da o ntimero minimo de
movimentos (b;), determinar essa formula ndo sera tao trivial. Um fato perceptivel é
que, se (b;) é a sequéncia que exprime o nimero de movimentos para n discos, para
resolver para n + 1 discos, o nimero de movimentos terd que obrigatoriamente passar

duas vezes pela solucao minima com n discos, nos dando:
bj+1 - 2bj + 1 (31)

quer dizer, b; movimentos para os n discos, um movimento para o disco acrescentado
mover-se para uma haste vazia, e novamente b; movimentos para os n discos passa-
dos para a haste com o maior disco. A solucao para essa formula sera feita usando

novamente o PIM e esti apresentada aqui:
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Problema 7. Mostrar que a Progressao Aritmético-Geométrica € definida pela formula

n—1 _ 1
an:al.qn_l_'_r.—q
qg—1
Demonstragao. Vamos verificar que a igualdade e valida para n = 1
1-1 1
a; :al'q1_1+r~q—
qg—1
a=a;+1-
1 1+ -1
a1 =

Supondo valido para algum k, temos

k—1
k—1 ¢ -1
ap = ay - +rs — 3.2
k 19 q—1 (3.2)
Multiplicando os dois membros por ¢ e adicionando r obtemos:
- qkfl -1
((lk)'Q"—T’: ay - q +Tﬁ q—l—r
k—1
r —1
aer = angt+ LD 4y
q—1
k
—q+q—1
e e I
qg—1
k1
ap = ar- g 472 [
qg—1

Tendo feito isso, passamos a evidenciar as nossas razoes q e 7.

Com um disco, o nimero de movimento é 1, com dois discos, um movimento para
tirar o menor disco, e outros dois; uma para mover o disco maior para a haste vazia e
mais outro para mover o menor para cima deste.

Com trés discos, 7 movimentos, pois, serao necessarios os trés movimentos acima,
um para mover esse disco acrescido, e outros trés movimentos para entao levar os dois

discos para cima do maior disco. A sequéncia (3.1) teria solugoes

by =1
by = 3
by =

by =15
bs = 31
be = 63



Nos levando a formular a sequéncia b; = 2/ — 1. Como mostramos a solugao da
recorréncia de uma Progressao Aritmético Geométrica e a solu¢ao b; nada mais ¢ do
que essa PAG, podemos comparar (ag) - ¢+ r com b; = 2/ — 1 nos levando a inferir

que na recorréncia tem-se a; = 1,q = 2e r = 1, por isso substituindo em (3.2) nos d&

k=1 _ 1

—1.9Fk1 4 1.
Qe + 2 _1

ap=2-2F1 -1

—_ 2/€—1+1 - 1

nos dando uma sequéncia que exprime o nimero minimo de movimento para realizar

a transposicao de n discos na torre de Hanoi.

3.2 Problema das Moedas

Nesta secao serd proposto mais um problema, em forma de passatempo, para mo-
tivar a solucao otimizada através da inducao. Inicialmente, vamos propor o problema
para um numero especifico de possibilidades para a quantidade de moedas e entao

generalizando para qualquer nimero de moedas.

Problema 8. Em um conjunto de m moedas onde figura uma falsa, com peso distinto
de todas as demais, determinar o numero minimo de pesagens para descobrir qual € a

inica moeda falsa usando apenas uma balanca de dois pratos.

Esse problema da moeda falsa desperta curiosidade suficiente para demonstrar in-
teresse em sala de aula por parte de alunos que tenham o minimo de formalismo
matematico, quer dizer, a partir do oitavo ano do ensino fundamental, obviamente
sendo possivel a compreensao plena ja no primeiro ano do Ensino Médio pela bagagem

matematica acumulada e familiaridade adquirida com demonstracoes matemaéticas.

Problema 9. Dispoe-se de 3" moedas onde uma delas € falsa, quer dizer, apenas uma
tem peso distinto das demais, a saber, mais leve que todas as outras. Com uma balanca

de dois pratos apenas, mostrar que com n pesagens encontra-se a moeda falsa.
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Figura 3.2: Balanga de dois pratos.

Para motivar a solucao, vamos exemplificar alguns casos particulares e entao, provar

que n pesagens é suficiente para a solucao esperada.

Exemplo 12. Com trés moedas sendo uma falsa e duas idénticas e a balanca de dois
pratos € facil notar que uma pesagem apenas € suficiente para identifcar a falsa, para
1850 pesa-se duas com uma separada, pois, se a pesagem for equilibrada a excluida da
pesagem trata-se da referida, e do contrdrio a propria balanca indicard a moeda mais

leve dentre as duas.

Exemplo 13. Mostrar que com 9 moedas sao suficiente duas pesagens. Para isso,
separa-se em trés montes de trés moedas, realiza-se uma pesagem com dois montes,
caso ja figure pesos distintos, retoma-se o Exemplo 11 com o grupo de trés moedas
mais leve, do contrdrio, caso o peso seja igual, faremos essse mesmo procedimento no

grupo que nao foi pesado.

Solucao para o problema 9 : Pelo PIM temos que paran = 1 de fato é necessario
uma tnica pesagem, conforme Exemplo 11. Supondo que seja valida a informacao
para um k, quer dizer, com 3¥ moedas bastam k pesagens para destacar a moeda falsa,
entdo, com 3! moedas, faremos 3 grupos de 3* moedas, e faz-se a pesagem com um
dos grupos. Caso fique equilibrada, basta realizar as k pesagens no grupo de 3*¥ moedas
que ainda nao foram pesadas, e do contrario, ou seja, se a balanca tender mais leve
para um grupo, faz-se as k pesagens neste grupo de 3¥ moedas que ficou mais leve na

balanca terminando assim a demonstracao.

Problema 10. Mostrar que com 2" moedas e uma delas falsa,sao necessdrias n pesa-

gens.
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Solugao para o Problema 10: Para n = 1 é facil perceber pois a pesagem com
uma moeda em cada prato da balanca ja mostra a moeda mais leve.

Supondo que para 2¥ sdo necessarias k pesagens. Para achar a moeda falsa em
21 moedas, separa-se as moedas em dois grupos de exatas 2¥ moedas em cada grupo,
sendo que coloca-se um grupo de 2¥ em cada prato para descobrir qual grupo contém
a moeda mais leve, separando esse grupo de 2* moedas e pela hipotese de inducdo,
k pesagens sao suficientes para descobrir a moeda falsa, com a pesagem ja efetuada,
somam k + 1 pesagens

A seguir, propoe-se um problema para um nimero qualquer de moedas e apenas

uma falsa, quando apresenta-se a solugao desta vez usando a segunda versao do PIM

Problema 11. Determinar o nimero minimo de pesagens para descobrir qual € a

moeda falsa em um conjunto de m moedas.

Para a solucao serd explicado como fazer a expansao binaria de um ntimero a € Z.

Comecgando por a seguido do quociente gg da divisao de a por 2, seguindo pelo
quociente ¢, da divisao de gy por 2, seguindo pelo quociente ¢y da divisao de ¢, por 2,
etc.

Na divisao euclidiana sucessiva, tem-se duas possibilidades, se a é impar, entao o
resto ry da primeira divisao acima é 1, caso contrario zero; tem-se r; = 1 se qg impar e
igual a 0 caso contrario. De modo geral, r;;; = 1 se ¢; impar e r;;; = 0 do contrario.
Seguindo a divisao sucessivamente até encontrar ¢,_; = 1, quando coloca-se r, = 1.

Segue diretamente que
a=ry+r2t + 122+ 41, 2"

Exemplo 14. FEscrever o numero 9 na base bindria. Fazendo a divisao de 9 por 2,
encontra-se quociente 4 e resto 1. Na divisao de 4 por 2 obtem-se quociente 2 e resto
0. Como de se esperar a divisao de 2 por 2 dd quociente 1 e resto ). Entao, pode-se

fazer a expansao
9=1-22+0-22+0-2"+1

Solucao para o problema 12 : Fazendo a expansao binaria de m obtem-se:
m=2"" 42"+ ... 42" :neN;

Objetiva-se mostrar que n; (maior expoente da base 2) pesagens basta para evidenciar

a moeda falsa e sera feito através da segunda versao do PIM sobre n;.
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Supondo n; = 1, tem-se no maximo apenas trés moedas, e Exemplo 7 ja mostrou
como fazer isso pesando uma tnica vez. Supondo o resultado valido para todo k < n;.

Separando as m moedas em duas partes, uma delas com 2™ e o outro com 2"2 +
-+ -4 2™ temos duas hipoteses para o lote com a moeda falsa. Se a moeda falsa estiver
no lote com 2™ moedas, o Problema 9 ja garante que n; pesagens ira solucionar o
problema. Esse é um fato averiguavel com apenas uma pesagem, quer dizer, divida o
lote em duas metades ja que trata-se de um niimero par de moedas, efetua-se a pesagem
e averigua-se se a balanca encontra equilibrada.

Se a moeda falsa nao estiver neste lote de 2" moedas, sobram as 2"2 + --- + 2™
moedas para encontrar a falsa, e a hipdtese de inducao garante que ns pesagens sao
suficientes para constatar a falsa dentre todas, nos dando um total de ns + 1 pesagens,
assegurando a solucao da moeda falsa com um nimero de pesagens menor ou igual a

ny.
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Capitulo 4

Sequéncias e Recorréncia Linear de

Segunda Ordem

4.1 Progressao Aritmética de Ordem Superior

Neste capitulo, vamos definir uma progressao aritmética de ordem superior além
de trabalhar com as recorréncias lineares de segunda ordem e sua ligacao imediata com

a sequéncia de Fibonacci amplamente discutida no Capitulo 2.

Definicao 4.1.1. Uma progressao aritmética € uma Sequéncia numeérica em que a

diferenca entre quaisquer dois termos consecutivos € constante.

Exemplo 15. Para a prorima definicao, serd usada a sequéncia dos numeros qua-
drados perfeitos, quer dizer, a, = n®. Os primeiros termos sio, a1 = 1,a, = 4, a3 =
9,---,a, = n?. Imediatamente verifica-se que a diferenca entre o0s termos nao € cons-

tante, fazendo Aa,iy = an1 — a, tem-se
A(I1+1 = a14+1 — a1 =4-1=3.

Aa2+1 :a2+1—a2:9—4:5.
ACL3+1 = a3y —az = 16—-9=717.
De maneira geral,

AGpi1 = py1 — G = (n+1)* = n?
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Aan+1 = Qn + ].

onde facilmente verifica que se fizer a diferenca de quaisquer dois termos dessa sequén-
cia, quer dizer, A(Aa,) = 2 e entdo uma progressao aritmética de ordem 2, e para

simplificar, serd usada a notagio A(Aay) = A?ay,.

Definigao 4.1.2 (Progressao Aritmética de ordem 2). Uma sequéncia numérica na
qual as diferencas quaisquer de dois termos consecutivos formam uma nova sequéncia

sendo esta ultima uma P.A.
Seguindo esse mesmo raciocinio das diferencas de termos defini-se:

Definicao 4.1.3. Uma sequéncia numérica em que AFa, trata-se de uma sequéncia

mondtona é chamada de Progressao Aritmética de ordem k.

Exemplo 16. Seja uma sequéncia b, onde o termo geral é dado pela formula b, =
n3 —n?. Faremos uma tabela para exemplificar a ideia de que trata-se de uma P.A. de
terceira ordem, usaremos o simbolo A para representar a diferenca entre os termos de
ordem n en + 1 de b,. Na mesma logica, serd criada uma nova Sequéncia para esses

resultados que chamando de ¢, = Ab, e d, = Ac,. Para facilitar a notagao, usa-se

Ab, = ¢,,, A?b, = Ac, e por fim A3b, = Ad,,.

Tabela 4.1: Termos das Progressoes

n| b, | Ab, Aan Agbn

0] 0 0 4 6

11 0 4 10 6

2| 4 14 16 6

31 18 | 30 22 6

4| 48 | 52 28 6

5 | 100 | 80 34 6

6| 180 | 114 | 40

71294 | 154

8 | 448
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Fazendo Ab,, := b, 1 — b, para encontrar o termo geral da progressao aritmética de

ordem inferior a a,.
Ab, = [(n+ 1) — (n+1)*] — (n* — n?)

Ab, =n*+3n4+3n+1—n*>—-2n+1—n+n?
Ab, =3n°>+n+2

Que facilmente verifica tratar-se da formula para o termo geral da progressao aritmética

de ordem inferior a b, que indicaremos por Ab,, e fazendo A*b, = Ab,,; — Ab,
A%, =B(n+1)*+(n+1)+2 — (3n*+n+2)

A%, =3n*+2n+1)+n+1+2-3n>—n—2)
A%p, = 6n + 4

E novamente € de fdcil inspecao tratar-se do termo geral da progressao de ordem infe-

rior a Ab, doravante indicado por A2b,. Por tiltimo faremos A3b, = A2%b, . — A?b,,.
A%b, = [6(n+ 1) +4] — (6n +4)
A%b, =6

A Tabela 4.1 nos ajuda a vislumbrar que A3b, é constante exatamente como
mostramos acima, indicando assim que Ab, pode ser uma P.A. de terceira ordem
conforme enunciaremos no Teorema 4.1.2 e para isso precisaremos do teorema que
segue:

n

Teorema 4.1.1. 17 +2P 4 ... 4+ nf = E P € um polindomio de grau p+ 1 na varidvel
i=1

n

Demonstragao. Como de praxe, estabeleceremos a igualdade através do PIM. Para

p =1 temos que a soma é a soma dos n primeiros temos de uma P.A. de razao 1. que

é sabido tratar-se de
nin+1) n’+n

2 2
um polindmio do segundo grau. Supondo que o teorema vale para p € {1,2,3,--- ¢}
n

objetiva-se mostrar que vale para p =t + 1, ou seja, validar que a igualdade Zi”“

i=1
trata-se de um polinomio de grau p + 2 na variavel n.
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Para isso, o atento leitor devera notar a validade de (i 4 1)P*2 = T2+ (p+2)P ™! +
, em que os termos omitidos formam um polinémio de grau p em <. Entao, usando

essa igualdade tem-se que

i (i + 1P = Zzp” p—|—2)zn:ip+1 + G(n)
i=1

i=1

tendo G(n) um polinomio de grau p + 1 em n pela propria hipotese de indugao. Con-

tinuando, se simplificar os dois membros da igualdade obtem-se

(n+ 1P =1+ (p+2)> """ +G(n).
=1

n
Isolando g iPT! encontra-se

i=1
iizﬂrl (n+1)P2 —1-G(n)
i=1 p+2

tratando-se de um polinomio de grau p + 2 na variavel n, O]

Teorema 4.1.2. (b,) € uma progressao aritmética de ordem k com k > 2 se, e somente

se (by,) € um polinomio de grau k em n.

Demonstragao. Fazendo uso do PIM em k, serda suposto b, um polinomio de grau
k = 2, tem-se:
b, =an® +bn+c

com a # 0 e Ab, = b,,1 — b,. De fato
Ab, = [a(n+ 1) +b(n+1) + ] — (an® +bn + ¢)

Ab, = [a(n* +2n+1) +bn+c] —an* —bn —c
Ab, =2an+a+b

que trata-se de um polindmio de primeiro grau e Ab, é nao constante.
Agora, supondo b, é uma P.A. de segunda ordem, Ab, = b,.1 — b, ¢ uma P.A. com

razao diferente de zero e

Abi+Aby+- - +Aby, 9+ Aby 1 +Aby, = (by—b1)+(b3—ba)++ - -+ (bp—br—1)+(bry1—bn) = byy1—b1
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que ainda é um polinémio do segundo grau em n provando assim que para k = 2 vale
0 teorema.

Supondo que o teorema seja valido para todo k € {2,3,4,---,t}. O objetivo é
mostrar a validacao para k =1+ 1

Se b, trata-se de uma P.A. de ordem ¢ + 1, temos que Ab, é uma progressao de
ordem t e a hipotese de indugao nos garante Ab, um polinomio de grau ¢ na varidvel

n. Entao,
Y
i=1

¢ um polindmio de grau ¢ + 1 em n pelo Teorema 4.1.1, que versa exatamente sobre
n

E i’ ser um polinomio de grau ¢ 4+ 1 em n conforme intencionava-se concluir.
i=1
Agora, se b, tem grau t + 1 em n, Ab, = b, 1 — b, é um polinémio de grau t e a

hipotese de inducao ja garante Ab, uma P.A. de ordem ¢, quer dizer, b, de fato é uma
P.A. de ordem ¢t + 1 [

4.2 Recorréncia Linear de Segunda Ordem

Nesta secao vai ser definida as Recorréncias de ordem 2 as homogéneas e um método
de resolucao através da equacao caracteristica enfatizando mais uma vez a sequéncia

de Fibonacci.

Definicao 4.2.1 (Recorréncia de Ordem 2 homogénea). Toda sequéncia em que cada
termo € expresso em funcao dos dois antecessores imediatos € chamada de Recorréncia
de Ordem 2 com coeficientes constantes e fica explicitada pela formula w, o + pun1 +

qun:()

Exemplo 17. A sequéncia de Fibonacci u, na qual cada termo € determinado pela

soma dos dois imediatamente anteriores onde u; = us = 1 € definida assim:
Upto = Upy1 + up(n > 0)

Definigao 4.2.2 (Equagao Caracteristica). A cada recorréncia linear de sequnda ordem
homogénea de coeficientes constantes da forma unio + puniy + qu, = 0, associaremos

a uma equacgao de grau dois em y:
v +py+q=0
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e denotaremos pela equacao caracteristica da recorreéncia Up.o + Ppi1 + qu, = 0.

Agora vamos mostrar como evidenciar solu¢des para uma recorréncia linear de se-

gunda ordem homogénea.

Teorema 4.2.1. Se as raizes de y*> + py +q =0 sdo y; e yo entao u, = Cry} + Coyh

€ solucao da recorréncia Upio + ppi1 + quy, = 0 com Cy e Cy constantes reais.
Demonstragao. Substituindo w,, = C1y] +Cay3 em w49+ ply4+1+qu, = 0 encontramos
Cryi™? + Coys ™ + p(Cryi ™ + Coys ™) + q(Cryf + Cays) = 0
Colocando Chy} e Coyy em evidencia agrupando de maneira conveniente obtemos
Chy (2 + pyr + @) + Coy (U3 + pys +q) = 0

Como ¥, e yy sao raizes da equacao caracteristica, temos que

(yi +p+q) = (Y5 +py2+q) =0

Ciyy - 04+ Coyy -0=10
]

Problema 12. Dé a sequéncia que exprime o termo geral da sequéncia de Fibonacci

Uy COM Uy = U = 1

Solucao: Uma vez a equacdo caracteristica é da forma 3?2 —y — 1 = 0 Calculando

1++5 1-+5
Y1 = 5 €Yz = 9

as raizes encontramos

Com isso, a solugao sera

1-v5) 1+v5)
S

Para explicitar C; e Cy vamos usar as condi¢oes iniciais ug = u; = 1 obtemos o

sistema de equacoes

u0:C'1+C'2

-3\ 145\
a5 o




05[]

Resolvendo encontramos solucao para C; e Cy

V541 V5 —1
Ci=——e(Cy= ———
25 25

Logo a solugao u,, que procuramos é

(Va1 (1B (VB-1) (1-Vv5)
W 2 * 24/5 2

Efetuando as operagoes simplificamos para a expressao:

_i 1+\/g n-&-l_i 1_\/3 n+1
= AT 2 NAUE

Exemplo 18. Usando a formula encontrada no Problema 9 explicite us.

Solucao:

Para n = 3 teremos

_i L4+ VE 3+1_i -5 3+1
LA T2 NAUE

1 (56+24\/5+30+20\/3+25> 1 (1—4\/5+30—20\/3+25>

16 V5 16

1 [(56424V5) 1 (56 —24V5
BB\ 16V B\ 16v5
:56+24\/_—56+24\/5

u
’ 1615

o 48v/5
* T 16v5

U3:3.

47



Capitulo 5

Uma Aula Sobre Inducao

Neste capitulo serd apresentado um plano de aula envolvendo sequéncias e a de-
monstracao da formula do somatorio dos termos termos de uma progressao aritmética
através da inducao matemética.

Tema: Sequéncias, soma dos termos da Progressao Aritmética

Objetivos:
e Construir a definicao de Progressao Aritmética;

e Efetuar o somatoério dos termos de uma P.A. e especular uma férmula para a

soma genérica assim como comprova-la através da Inducao Matemaética;
e Fazer uma aplicacao das progressoes Aritméticas em uma situagao pratica.
Contetdos:
e Sequéncia Matematica;
e Progressao Aritmética;
Duracao:
e 2 aulas de 50 minutos;
Recursos:
e [ousa branca;
o Giz;
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e Projetor;

e Notebook;
Conhecimentos prévios:

e Processo indutivo pelo P.1.M.
Metodologias:

e Aula expositiva dialogada;

Apresentacao power point contendo um modelo de sequéncia matemética e um

problema motivador para efetuar o somatério de uma lista grande de termos;

Exemplos e contra exemplo;

Resolucao de exercicios;

Recepcao de alunos. Introduzir sequéncia. Através de projecao em slide, motivar
a criacao da definicao de progressao aritmética. Exemplificar e mostrar contra

exemplos.

Usar o processo dedutivo dos alunos para conseguir estabelecer relacao entre os

membros da sequéncia para entao fazer o mesmo para soma dos n termos da P.A.

Usar inducao para mostrar a formula da soma dos termos da P.A. denotada por
ap + ap)n
Sn — ( 1 n)

5 onde r trata-se da razao da P.A. conforme se segue:

Demonstragao. Verificando a soma para n = 1 tem-se:

a1 +ap)l
5=t
2
IS ——
51:a1

Agora, supondo valido para algum n > 2 prova-se que é valida para n+ 1 :

n+1

n
E a; = g a; + apt1
i=1 i=1
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n+1

(a +an na + na, + 2ay,
Zaz : ) T+ Opg1 = (nay +)
2
nz%a + Day +nn+2-1)r)
! 2
%a- _ (n+1)2ay+nr)  (n+1)(ay + (a1 + nr))
=2 2 B 2
=1
n+1
ia‘ ~ (n+1)(a1 + ang)
t 2

=1
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Capitulo 6

Consideracoes finais

O fim de uma era

No inicio deste trabalho académico nao poderiamos mensurar a dimensao que to-
maria nas aplicagoes em sala de aula que este professor potencialmente compartilharia.
O método de inducao por si mesmo nas aulas de olimpiada de matematica, e por que
nao nas demonstracoes formais durante o curso, normalmente tornaram-se uma ferra-
menta riquissima. As curiosidades apresentadas em forma de exemplos no estudo de
recorréncias, o quanto a sequéncia de Fibonacci tem surpreendentemente se mostrado
em campos nunca antes imaginados, como na biologia, o niimero de ouro e o proprio
triangulo de Pascal, que agora mais do nunca se mostrou ainda um campo mais belo
da matematica e reforca aquela méxima de que na matematica nada é uma ilha.

A riqueza e importancia do Principio de Indugao Matematica, que se bem explorado
com significado para qualquer estudante, aliada a sua propriedade de ser tao singela
e eficaz, foram o grande atrativo para comecar, porém, os caminhos tomados foram
quase que automéaticos, mesmo existindo sim um norte inicial, as aplicacoes e preocu-
pacao constante de ser um texto acessivel até certo ponto para alunos de graduagao
dos diversos campos das exatas, quase que fizeram o caminho a ser trilhado este tinico,
talvez, pelas caracteristicas intrinsecas que certas propriedades passiveis de demonstra-
cao pelo PIM possuem, ou talvez, pelo interesse despertado de maneira surpreendente,
fazendo desse texto seu produto final, levando este autor a ficar absorto com o resultado
atingido.

O objetivo de formalizar e compilar as aplicagoes do método indutivo em um tinico
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trabalho, obviamente por se tratar de um estudo em matemética, longe de ser completo
e supremo nas suas contemplagoes, se mostra alcancado, sendo que deixa em aberto
aquela sensacao de formigamento no cérebro do leitor ao se perguntar se existem mais
pra se beber dessa fonte, como seriam essas outras possibilidades, que nao poderiam
ser esgotadas aqui, porém efetivamente instigando, fazendo pelo menos um referencial
de possibilidades para o aprofundamento no tema, seja no método indutivo ou mesmo
nos problemas propostos e suas variacoes, uma vez que recorrentemente aparecem nas
provas de olimpiadas matematicas e desafios propostos durante a pratica docente nas
areas exatas a ni’vel médio e superior.

No final da leitura, espera-se que o aplicado leitor possa ter adquirido embasamento
teorico e fortalecimento das notac¢oes matemaéticas além do reconhecimento do forma-
lismo necessério para construcao do raciocinio matemaético e o seu método axiomatico
presente em todas ramificacdes da matemaética, assim como reconhecimento pela beleza

matematica e o que ela é capaz de realizar pelo ser humano.
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