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Resumo

Inspirado em um capitulo do Livro de I. M. Yaglom [7], neste trabalho estudaremos a ge-
ometria inversiva a fim de resolver alguns dos antigos problemas de Apolénio de Pérgamo,
apenas com o uso de régua e compasso ou com o auxilio de um software de geometria
dinamica.

Abstract

Based on the work of I. M. Yaglom |7], in this work we study the inversive geometry to
solve some old problems of Apollonius of Pergamum , just using a ruler and compass or
with the aid of a dynamic geometry software.
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Introducao

Apolénio de Pérgamo foi um matematico e astronomo grego que teria vivido entre os anos
262 a 190 a.c. Pouco se sabe sobre sua vida e suas obras, pois estas desapareceram ao
longo do tempo. Em um dos seus trabalhos, denominado Tangéncias , aparece o chamado
Problema de Apoldnio, que pode ser assim enunciado: dados trés objetos distintos, que
podem ser um ponto, uma reta ou uma circunferéncia, tracar uma circunferéncia que seja
tangente a estes trés objetos (onde tangéncia a um ponto significa que a circunferéncia
passa por aquele ponto).

Quantos aos objetos, temos 10 situagoes possiveis:
trés pontos;

dois pontos e uma reta;

dois pontos e uma circunferéncia;

um ponto e duas retas;

um ponto e duas circunferéncias;

uma reta e duas circunferéncias;
duas retas e uma circunferéncia;
trés retas;

)

)

)

)

)

6) um ponto, uma reta e uma circunferéncia;
)

)

)

) trés circunferéncias.

Evidentemente, dependendo da disposi¢ao dos trés objetos, o problema pode nao ter
solugao, como por exemplo, quando no caso 1 os trés pontos forem colineares ou no caso
2, quando os pontos pertencerem a semiplanos opostos em relagao a reta. Além disso,
em cada caso o numero de solugoes pode variar. Apenas para exemplificar, no caso 1, se
os trés pontos nao forem colineares, o problema admite exatamente uma solucao, que é



2 Introducgao

a circunferéncia circunscrita ao triangulo cujos vértices sao estes pontos. No caso 9, se
as retas forem duas a duas paralelas entre si, o problema nao admite solucao. Por outro
lado, se as trés retas forem concorrentes duas a duas, o problema admite 4 solugées (a
circunferéncia inscrita ao triangulo cujos vértices sao os pontos de interseccao entre as
retas e as trés chamadas circunferéncias ex-inscritas a este triangulo).

Desta forma, podemos notar que h&a uma certa dificuldade em tratarmos todos os
casos. Particularmente, neste trabalho vamos resolver alguns destes casos, incluindo o
caso 10, sendo as trés circunferéncias externas duas a duas. Mostraremos que, neste caso,
ha exatamente 8 solucoes. Para isso, exploramos e demonstramos algumas propriedades
da Geometria Inversiva. Os pré-requisitos para isso sao conceitos basicos de Geometria
Euclidiana Plana ensinados desde o Ensino Fundamental, como congruéncia e semelhanga
de triangulos e relacoes métricas em um triangulo retangulo a conceitos um pouco mais
especificos, como relagoes métricas na circunferéncia, poténcia de ponto e teorema do an-
gulo inscrito, ensinados geralmente no segundo ano do Ensino Médio. Seria interessante,
também, que o leitor fizesse uso de algum software de Geometria Dinamica.

Este trabalho esta dividido em 5 capitulos. No capitulo 1 sao apresentados alguns
conceitos e resultados preliminares da Geometria Euclidiana Plana que sao abordados
nos programas dos Ensinos Fundamental e Médio. No inicio do capitulo utilizamos um
fato reconhecido, porém nao demonstrado, o qual chamamos de postulado.

No capitulo 2, definimos o angulo entre uma reta e uma circunferéncia, bem como o
angulo entre duas circunferéncias, enfatizando o caso em que estes objetos sao ortogonais.

No capitulo 3, abordamos a geometria inversiva. Algumas de suas propriedades sao
demonstradas, como os inversos de um ponto, de uma reta ou de uma circunferéncia em
relagdo a uma circunferéncia. Um resultado fundamental demonstrado neste capitulo é
que a inversao preserva o angulo entre os objetos tratados no estudo dos problemas de
Apolonio.

No capitulo 4, enunciamos, no caso geral, os problemas de Apolénio. Alguns casos sao
resolvidos, incluindo o caso onde os trés objetos sao circunferéncias externas duas a duas.

No capitulo 5 sao propostos alguns problemas que podem ser resolvidos em sala de
aula, com régua e compasso ou com o auxilio de um software de geometria dinamica,
como o Geogebra, que foi utilizado nessa dissertagao.



Capitulo 1

Resultados preliminares

Notacoes

Representaremos o segmento de extremos A e B por AB. A distancia entre os pontos
A e B, isto é, o comprimento do segmento AB indicaremos por m(AB). Para simplificar
a notagao, usaremos m(AB) = AB. Representaremos a medida do angulo ABC por
m(AEC). Dados trés pontos distintos e colineares A, B e C, dizemos que B esta entre A
e C, e escrevemos, A — B — C, quando AB + BC = AC.

Definicao 1.1. Dois segmentos AB e C'D sio congruentes se, e somente se, AB = CD,
isto é, AB~CD <= AB = CD.

Definicao 1.2. Dois dngulos Aéq e DEF sio congruentes se, e somente se, eles tém a
mesma medida, isto €, ABC = DEF <= m(ABC) =m(DEF).

Definicao 1.3. Dois tridngulos AABC e ADEF sao congruentes se houver uma corres-
pondéncia biunivoca entre seus vértices, A «+— D, B +— E ¢ C +— F, de tal modo
que AB = DE, AC = DF e BC = EF e, além disso, BAC = EDF, ABC =~ DEF e
ACB =~ DFE.

Quando escrevermos AABC = ADEF | serd admitida uma correspondéncia A <— D,
B «— FE e C <— F entre seus vértices.

Os pré-requisitos para a leitura deste texto sao conceitos e resultados bésicos de Ge-
ometria Plana, que podem ser encontrados em qualquer livro dos Ensinos Fundamental
e/ou Médio. A seguir, passamos a listar os resultados que serdo utilizados para o desen-
volvimento do texto. Algumas demonstracoes serao omitidas, mas podem ser encontradas
em [3] ou em [4].
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1.1 Casos de congruéncia de triangulos

Admitiremos como postulado, o qual chamaremos de caso LAL, o seguinte fato: Se dois
triangulos AABC e ADEF sao tais que AB = DE, BC = EF e m(ABC) = m(DEF),
entdao AABC =2 ADEF.

Figura 1.1: caso LAL: AABC =2 ADEF

A partir deste postulado, podemos provar outros dois casos de congruéncia de trian-
gulos que serao utilizados ao longo do texto.

Teorema 1.1. (Caso ALA) Dados dois triangulos AABC e ADEF e uma correspon-
déncia biunivoca entre seus vértices A<— D, B<«— FE e(C +— F, se

ABC =~ DEF
BC = EF
ACB =~ DFE

entao ANABC = ADFEF.

Demonstracao. Seja D' um ponto da semirreta ﬁ tal que AB = D’EA, como na Figura
1.2. Pelo caso LAL, temos que AABC = AD'EF, de modo que m(ACB) = m(D'FE).

Mas m(ACB) = m(DFE) e, portanto, m(DFE) = m(D'FE) e como D' € ﬁ, segue
que D' = D. Consequentemente, os tridngulos AABC e ADEF sao congruentes.

]
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Figura 1.2: caso ALA

Teorema 1.2. (Caso LLL) Dados dois tridngulos AABC e ADEF e uma correspondén-
cta biunivoca entre seus vértices A<+— D, B+— FE e (C +— F, se

AB =DFE
AC = DF
BC =FEF

entao ANABC = ADEF.

Demonstracao. Seja D' um ponto do semiplano oposto ao determinado por A e pela reta

tal que D'B = DE e D'BC =~ DEF. Pelo caso LAL, temos que ADEF =~ AD'BC.
Consequentemente, D'C' = DF. Como D’ e A estao em lados opostos de % entao
D'AN BC # ¢. Seja {X} — D'AN BC.

Devem ocorrer X —B—C, X =B, B—X—-C, X =C ou B—(C—X. Continuamos a
prova para o caso B — X — C, como ilustrado na Figura 1.3. Os outros casos sao analogos.

Os triangulos AABD" e AAC' D' sao isosceles, com base comum AD'". Entao, m(BAD') =
m(BD'A) e m(CAD') = m(CD'A). Segue que m(BAC) = m(BD'C) e pelo caso LAL
temos que AABC =2 AD'BC. Portanto, AABC =2 ADEF.
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/1>

\/

D/

Figura 1.3: caso LLL de congruéncia

1.2 Casos de semelhanca de triangulos: AA, LALe LLL

Definig¢ao 1.4. Dizemos que dois tridngulos AABC e ADEF sao semelhantes (e simbo-
lizaremos por AABC ~ ADEF) se existe uma correspondéncia ABC <— DEF tal que
s A A Al AB AC  BC
BAC = EDF, ABC =2 DEF, BCA=Z EFD e DE-DF — BF
Quando escrevermos AABC ~ ADEF, serd admitida uma correspondéncia A <—
D, B<+— FE e C <— F entre seus vértices.

Teorema 1.3. (Caso AA) Se dois triangulos AABC e ADEF sdo tais que BAC =~ EDF
e ABC = DEF, entao AABC ~ ADEF.

Demonstragao. Primeiramente, note que m(ACB) = 180° — m(BAC) — m(ABC) =

180° — m(EDF) — m(DEF) = m(DFE) e, portanto, ACB = DFE. A seguir, sejam E’
e I’ pontos das semirretas f@ e 1@ tais que AE' = DE e AF' = DF, como na Figura
1.4. Assim, os triangulos AAE'F" ¢ ADEF sao congruentes pelo postulado LAL, de
onde segue que m(AEC) m(DEF) = m(AE'F") e m(ACB) m(DFE) = m(AF'E")

% _AF AB  AC
tant E’F’ Pelo T de Tales t L —_— = .
e, portanto, [ elo Teorema de Tales temos que —— A8 - AC 0g0 DE - DF
D 1 1 —=—.P AAB
e maneira completamente andloga podemos mostrar que DE ol ortanto, C

ADEF.
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A D
B C

Figura 1.4: caso AA de semelhanca

Os outros dois casos de semelhanca serdao enunciados a seguir, mas as provas serao
omitidas e podem ser encontradas em [3| e [4].

Teorema 1.4. (Caso LAL de semelhanca) Dados dois tridngulos AABC e ADEF e
uma correspondéncia biunivoca A <— D, B +— E e C <— F entre seus vertices, se

BC _AC
EF DF
BCA~EED

entdo AABC ~ ADEF (como ilustrado na figura 1.5).

E
B
a
ka
C b A
— °D
F kb

Figura 1.5: caso LAL de semelhanca
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Teorema 1.5. (Caso LLL de semelhanca) Dados dois tridngulos AABC e ADEF e
uma correspondéncia biunivoca A <— D, B +— FE e C' <— F entre seus vertices, se

{BC_A(J_AB
EF DF DE

entdo AABC ~ ADEF (como ilustrado na figura 1.6)

Figura 1.6: caso LLL de semelhanca

1.3 Relagoes métricas em um triangulo retangulo

Consideremos um triangulo ABC', retangulo em A, de catetos AB = ¢, AC' = b e hipo-
tenusa BC = a. Seja D o pé da perpendicular baixada de A sobre o lado BC. Como a
hipotenusa BC é o maior lado do triangulo AABC entao B — D — C. Sejam m = CD,
n= BD e h= AD, como na figura 1.7. Entao valem as seguintes relacoes:
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D h=m-n

¢ Iya-h=b-¢
m

on v=a-m

b 7
h

W =a-n

*

V) a® =b* + ¢ |(Teorema de Pitdgoras)

Figura 1.7: Relagoes métricas no triangulo retangulo

Temos m(DCA) = 90°—m(DAC). Mas m(DAC) = 90°—m(DAB). Logo m(DCA) =

DA DB
(DAB) e pelo caso AA, vale que ADCA ~ ADAB, de onde segue que — = ——
, DC ~ DA’
isto &, — = % Logo, h? = m -n que é a relagao dada em ().
m
. DA AC . h b
Pelo caso AA, vale que ADCA ~ AACB. Assim, AR = Velel isto é, E e Logo
. DC  AC . m b
a-h=b-c, obtendo a relagao (/7). Além disso, temos Volml:Tel isto é, =

Logo b? = a-m, que é a relagao (I11). Da mesma forma, pelo caso AA, ADBA ~ AABC.

. DB AB . n c 9 , ~
Assim, A8 = BO isto é, o= Logo, ¢ = a - n, que é a relacao (IV).

Para obtermos a relacdo (1), basta somarmos as equagoes dadas em (I11) e (IV).

1.4 Teorema do Angulo Inscrito

Defini¢ao 1.5. Consideremos um arco BC numa circunferéncia e um ponto A desta
circunferéncia nao pertencente ao arco BC. Dizemos que o dngulo BAC é um dngulo
nscrito nesta circunferéncia.
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Teorema 1.6. Consideremos uma circunferéncia de centro O. Sejam A, B e C lrés
pontos distintos da circunferéncia tais que A ¢ BC. Entdo

m(BOC) =2 -m(BAC).

Demonstracao. Vamos supor que O pertence ao interior do angulo BAC. Neste caso,
tracemos o diametro AA’. Note que os triangulos AABO e AACO sao isosceles de bases
AB e AC, respectivamente. Logo, m(OAB) = m(OBA) = 0, e m(OAC) = m(OCA) =
6, e pelo Teorema de Angulo Externo, temos m(BOA') = 20, e m(A’OC) = 26,, de onde
segue que m(BOC) = m(BOA) +m(A'OC) =26, +2-0, = 2- (6, +6,) = 2-m(BAC).

]

Os casos em que O pertence a um dos lados ou ao exterior do angulo BAC' sao anélogos.

Corolario 1.1. Se BC' € um um arco de uma circunferéncia e Ay e Ay sao pontos desta
circunferéncia nao pertencentes ao arco BC, entao m(BA,C) = m(BAxC), isto é, dngu-
los inscritos que subtendem o mesmo arco sao congruentes.

1.5 Relacoes métricas numa circunferéncia

Nesta secao obteremos algumas relagoes métricas envolvendo um ponto P e segmentos
tangentes e/ou secantes a uma circunferéncia, passando por P.

Teorema 1.7. Teorema das Cordas
Se AB e CD sao duas cordas de uma circunferéncia que se interceptam num ponto P
(interno a circunferéncia), entdo

PA-PB = PC-PD (1.1)

Demonstracao. Pelo Corolario 1.1, temos que BCD e BAD sao angulos inscritos que
interceptam o mesmo arco arc DB, portanto, sao congruentes. Analogamente, os angulos

ABC ¢ ADC também os sdo, conforme a Figura 1.8. Assim, os triangulos APAD e

PA PD
APCB sao semelhantes (caso AA) e, consequentemente 0= PR ou seja, PA-PB =
PC - PD.
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Figura 1.8: Teorema das Cordas

]

Observacao 1.1. A reciproca do Teorema das Cordas também ¢é verdadeira, isto €, se
AB e CD sao dois segmentos distintos e se interceptam em um tnico ponto P tal que
PA-PB = PC-PD, entao os pontos A, B, C' e D pertencem a uma mesma circunferéncia,
1sto €, sao conciclicos.

De fato, temos que APD ~ CPB (pois sao opostos pelo vértice). Além disso, como por
PA  PC

hipotese temos 5D — pp’ Segue que o0s tridngulos AAPD e ACPB sao semelhantes pelo

caso LAL. Consequentemente, m(PAD) = m(BAD) = m(PCB) = m(DCA'BA), isto €, o0s

pontos A e C pertencem ao mesmo arco capaz do segmento BD e dngulo DAB = DCB,

o que mostra que A, B, C' e D sao conciclicos.

Teorema 1.8. Teorema das Secantes

Se por um ponto P no exterior de uma circunferéncia I' tracarmos uma semirreta r que a
intercepta nos pontos A e B e uma semirreta s que a intercepta nos pontos C' e D (como
na Figura 1.9), entdo

PA.-PB = PC-PD (1.2)

Demonstracao. Temos que os angulos ABC e ADC' sao inscritos no mesmo arco AC.

Desta forma, os triangulos APDA e APBC sdo semelhantes (caso AA) e, portanto,

rPA  PD | _
P—C_ﬁ,lstoe,PA~PB—PC~PD.
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Figura 1.9: Teorema das Secantes

]

Teorema 1.9. Teorema da Secante e Tangente
Se por um ponto P no exterior de uma circunferéncia tracarmos uma semirreta v que o

tangencia no ponto A e uma semirreta s que a intercepta nos pontos C e D (como na
Figura 1.10) , entao

PA?=PC-PD (1.3)

Demonstracao. Temos que os angulos PAC e PDA estio inscritos no mesmo arco AC e,
portanto, sao congruentes. Assim, os triangulos APAC e APDA sao semelhantes (caso

. PA PC . 9
AA) e, entao, 5D = pa OUseia PA* = PC - PD. O

Figura 1.10: Teorema da Secante e Tangente



Capitulo 2

Circunferéncias Ortogonais

Neste capitulo, discutimos o conceito de angulos entre uma reta e uma circunferéncia e
entre duas circunferéncias. Particularmente, o caso em que as circunferéncias sao orto-
gonais, isto é, o angulo entre elas é reto. Esta discussao serd utilizada para motivar o
conceito de inversao, que serd trabalhado no capitulo seguinte.

2.1 Angulo entre reta e circunferéncia

Definig¢ao 2.1. Dadas uma reta e uma circunferéncia que se interceptam (ou seja, a reta
pode ser tangente ou secante & circunferéncia), definimos o dngulo entre as mesmas como
sendo o menor dngulo entre a reta dada e a reta tangente a circunferéncia no (s) seu(s)
ponto(s) de intersecgao.

Note que, de acordo com a definicao, se a reta r for tangente a circunferéncia, a reta
tangente no ponto de intersecgao é a propria reta r, ou seja, o angulo entre elas é nulo.

Se a reta for secante a circunferéncia e nao passar pelo seu centro, sendo A e B os
pontos de interseccao, as retas tangentes a circunferéncia por estes pontos se interceptam
num ponto P. Como os tridangulos PAO e PBO sao retangulos de catetos OA = OB e
hipotenusa comum de medida OP, segue, pelo Teorema de Pitagoras, que PA = PB e,
portanto, os tridngulos APAO e APBO sao congruentes pelo caso LLL. Consequente-
mente, o angulo entre a reta r e qualquer uma dessas duas retas tangentes é o mesmo.

Se a reta r passar pelo centro da circunferéncia, sendo A e B os pontos de interseccao,
as retas tangentes a circunferéncia por estes pontos serao paralelas. Assim, o dngulo entre
a reta r e qualquer uma dessas duas retas tangentes mede 90° e, nesse caso, dizemos que

13



14 CAPITULO 2. CIRCUNFERENCIAS ORTOGONAIS

a reta e a circunferéncia sao ortogonais.

Figura 2.1: O angulo entre a reta e a Figura 2.2: O angulo entre a reta e a
circunferéncia é nulo circunferéncia mede «

()
\_/

Figura 2.3: O angulo entre a reta e a
circunferécia mede 90° (a reta e a cir-
cunferéncia sdo ortogonais)

2.2 Angulo entre duas circunferéncias

Antes de definir o 4ngulo entre duas circunféncias, comecemos com o seguinte

Teorema 2.1. Sejam I'y e I'y duas circunferéncias secantes, que se interceptam nos pontos
A e B, distintos. Sejam ainda s, e Sy as retas que passam por A e sao tangentes a I'y e
I's, respectivamente, bem como t, e ty as retas que passam por B e sao tangentes a I'y e
Iy, respectivamente. Sendo 61 a medida do menor dngulo entre s; e sy € 6o a medida do
menor dngulo entre ty e ty, temos que 61 = 05.

Demonstracao. Sejam Op e Oy 0s centros de I'y e I'y, respectivamente, e P e Q pontos
pertencentes as retas s e t9, respectivamente, distintos de A e B, como na Figura 2.4.
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Figura 2.4: Os angulos 6; e 0, sao congruentes

J& que s; é tangente a ['; e sy é tangente a I'y, temos que o angulo OlflP mede
90° — 0, e, consequentemente, o angulo 01 AO5 mede 90° — (90° — ;) = ;. De maneira
completamente andloga, segue que o angulo 01302 mede 90° — (90° — #y) = 0. Mas os
triangulos AO;AO5 e AO;BO, sao congruentes pelo caso LLL e, portanto, ¢, = 6, = 6.

Note que o que acabamos de mostrar é que o angulo entre as retas tangentes em cada
ponto é congruente ao angulo formado pelos raios das duas circunferéncias naquele ponto.
Em particular, quando os raios forem perpendiculares nos pontos de interseccao, diremos
que as circunferéncias sdo ortogonais.

Definicao 2.2. Consideremos duas circunferéncias I'y e I'y secantes, sendo A e B os
pontos de interseccao de ambas. Pelo ponto A tracamos as retas s, e So, tangentes a I'y e
Iy, respectivamente. Da mesma forma, pelo ponto B tracamos as retas t, e ty. Definimos
o dngulo entre I'y e I'ys como sendo o menor dngulo entre s; e sy ou entre ty e to (como
ilustrado na figura a figura 2.5), 0s quais ja mostramos que sao congruentes.
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Figura 2.5: o angulo entre I'y e I'y € 0

Observacao 2.1. Por defini¢ao, se I'y e I's forem tangentes (interna ou externamente),
o dngulo entre I'y e I'y serd nulo.



Capitulo 3

A inversao em relacao a uma
circunferéncia

Neste capitulo, apresentaremos as definicoes de reflexao em relacdo a uma reta e de
inversao em relagao a uma circunferéncia, bem como suas propriedades.

Definicao 3.1. Dada uma reta r, a reflexdo em relacdo a reta v € a aplicacdo que fiza
0s pontos de r e associa a cada ponto A & r o ponto A’ tal que r é a mediatriz de AA’.
Nesse caso, dizemos que A e A’ sao simétricos em relacao a reta r.

Figura 3.1: A e A’ sao simétricos em relagao a reta r

O resultado seguinte nos d4 uma alternativa para verificarmos se dois pontos distintos
sao simétricos em relacdo a uma reta.

17
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Teorema 3.1. Dada uma reta r, dois pontos distintos A e A’ sdo simétricos em relacao
ar se, e somente se, toda circunferéncia I' com centro em algum ponto O € r que passar
pelo ponto A também passar por A'.

Demonstracao. Seja r a mediatriz de AA” e O € r. Assim, OA = OA’ e, portanto, a
circunferéncia I" de centro O e que passa por A (cujo raio é OA) também passa por A’
Reciprocamente, consideremos uma circunferéncia I' de centro O € r e que passa por A e
A’. Dessa forma, OA = OA’ e como O é um ponto qualquer da reta r e é equidistante de
Ae A, segue r é a mediatriz de AA’, de modo que A e A’ sao simétricos em relacdo a 7.

O

Definicao 3.2. Consideremos uma circunferéncia de centro O e raio r contida num plano
a. A wwversao de centro O e raio v € uma tmnsformgdo que associa a cada ponto A
do plano «, distinto de O, um ponto A’ na semirreta OA tal que OA - OA' = r?. Neste
caso, dizemos que A’ € o inverso de A em rela¢io a ' (ou que A e A" sdo simétricos em
relagio a T').

Motivados pela discussao anterior, veremos que a inversao em relagao a uma circunfe-
réncia pode ser dada a partir de circunferéncias ortogonais. Antes disto, precisamos dos
seguintes resultados auxiliares.

Lema 3.1. Se duas circunferéncias I'y e 'y, de centros O1 e O, respectivamente, $ao
ortogonais entao O estd no exterior de I's e Oy estd no exterior de I'y.

Demonstracao. Sejam P e () os pontos de interseccao das duas circunferéncias, os quais
existem pois supomos que I'; é ortogonal a I's. As retas suportes dos raios O; P e O, P
sao tangentes a 'y e ['y, respectivamente. Consequentemente, O; estd no exterior de I's e
O estd no exterior de I'y.

]

Lema 3.2. Se duas circunferéncias I'y e I's se interceptam nos pontos A e B e sao
ortogonais a uma circunferéncia I' de centro O, entao O, A e B sdo colineares.

Demonstracao. Sejam P um dosic;ntos de interseccao entre I' e I'; , () um dos pontos de
intersecgdo entre I' e I'y, {C'} = OANT,,C # Ae {D} = OANTy, D # A. Pelo Teorema
1.9, temos OP? = OA-0OC e OQ? = OA - OD, o que implica que OC = OD, pois OP
e OQ sao raios de I'. Como C e D estao na mesma semirreta de origem O, segue que
C = D = B, como queriamos mostrar.

]
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O proximo resultado é uma analogia ao Teorema 3.1. Ele nos d&4 uma alternativa para
verificarmos se dois pontos sao simétricos em relagao a uma dada circunferéncia.

Teorema 3.2. Dados uma circunferéncia I' de centro O e raio r e um ponto A # O, te-
mos que A’ € o inverso de A em relacao a T se e somente se toda circunferéncia ortogonal
a ' que passar por A também passar por A’.

Figura 3.2: I'y e I'; sao ortogonais a I'

Demonstracao. Sejam A e A’ dois pontos quaisquer, simétricos em relacao a I', I'; uma
circunferéncia ortogonal a I' passando por A e B o ponto determinado por OA N I'y,
B # A, como na figura 3.2. Assim, por definicio de inversdo, temos OA - OA" = r?
e pelo Teorema 1.8, segue que OA - OB = r2. Con_se)quentemente, OA" = OB e, pela
demonstragao do Lema 3.2, B pertence & semirreta OA" = O—zzl, de modo que B = A', isto
é, I'y também passa por A'.

Reciprocamente, sejam A e A’ dois pontos distintos tais que toda circunferéncia ortogo-
nal a I" que passa por A também passa por A’. Sejam I'; e I'y duas destas circunferéncias,
de modo que I'y; NT'y = {A, A’}. Pelo Lema 3.1, O esta no exterior de I'; e I'y e pelo Lema
3.2, temos que O, A e A’ estao alinhados. Assim, A’ € O—1>4 Segue do Teorema 1.8 que
r? = OA.OA". Portanto, A’ e A sdo simétricos em relacdo a I'.

]
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Doravante, designaremos por I' uma circunferéncia com centro num ponto O e com
um raio r > 0, e A’ denotaréd o inverso de um ponto A em relacao a I'. Uma observagao
importante que deve ser feita é que, por definicao, (A") = A, para qualquer ponto A,
distinto de O, ou seja, o inverso do inverso de um ponto é o proprio ponto. Dizemos
também que a inversio ¢ uma involucao, isto ¢, uma aplicacao I : E2 — E2, com
I(I(z)) = x, para todo x € E2.

A seguir, vamos enunciar e demonstrar algumas propriedades da inversao que serao
extremamente relevantes para o nosso trabalho.

Proposicao 3.1. Seja A um ponto do plano definido por I, distinto de O.

(a) se A pertence ao interior de T' entao A’ pertence ao seu exterior;
(b) se A pertence ao exterior de I' entao A’ pertence ao seu interior;

(c) se A pertence a T entao A’ = A.

Demonstracdo. Suponha inicialmente que A pertence ao interior de I', isto é, OA < r.
Mutiplicando-se esta desigualdade por 7, temos 7 - OA < r? = OA - OA’. Logo, OA' > r.
O caso em que A pertence ao exterior de I' é completamente analogo. Por fim, se A
pertence a_F), entdo OA = r e 1?2 = OA-OA’, donde OA’ = r. Como A’ pertence a

semirreta OA, segue que A = A’.

Note que a demonstracao que acabamos de fazer é algébrica. No entanto, podemos
dar uma demonstracao geométrica dessa proposicao. Além disso, mostraremos como cons-
truir, com régua e compasso, o inverso de um ponto A (distinto de O) em relagao a I'.

—

Se A esta no interior de I', trace por A a reta r, perpendicular a O A, que interceptara I'
em dois pontos. Seja P um destes pontos. Pelo ponto P tracamos a reta s, perpendicular
a OP (observe que s é a reta tangente a circunferéncia I' em P). Sendo X a intersec-

cao de OAe s, temos X = A’ (simétrico de A em relagao a I'), como ilustrado na figura 3.3.
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Figura 3.3: inversao de um ponto interno.

A demonstragao estd no fato de que os triangulos AOAP e AOPX sao semelhantes
OA OP —
pelo caso AA. Assim, 0P — OX Ou seja, OA-OX = OP? = r2. Como X € OA,

segue que X = A’. Além disto, como A’ € s, que é tangente a I' em P, entao A’ estd no
exterior de I'.

Se A esta no exterior de I', trace por A por uma das retas tangentes a ', digamos s, e
seja P o ponto de tangéncia. Pelo ponto P trace a reta t, perpendicular a semirreta OA.

Sendo X a interseccao de OA e t, temos que O — X — A e X esta no interior de I, pois
OA ¢ a hipotenusa do triangulo retangulo AOPA. Assim, X = A’. A demonstracao é
analoga ao caso anterior.

Ngaso em que A pertence a I', ndo ha o que fazer, pois ja que OA = OA' =r e
A’ € OA, entao A' = A.

3.1 Propriedades da Inversao

Inicialmente, estudaremos a inversao de retas em relacao a I' e, em seguida, de circunfe-
réncias. Usaremos os seguintes lemas:

Lema 3.3. Sejam A e B pontos distintos de modo que O, A e B sejam nao colineares.
Entao, OAB = OB'A’, isto €, a inversao inverte a orientacao de um dngulo.
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Demonstracao. Sejam A’ e B’ os inversos de A e B com relacdo a I', respectivamente.
OA OB
Temos, por definicdo, que OA - OA’ = OB - OB’ = r?, isto ¢, 0B~ OA'"
A A —
AOB = B'OA’ (que é o angulo entre as semirretas OA e @) Pelo caso LAL de se-
melhangaa de triangulos, segue que, AOAB ~ AOB'A’" e, em relacao a correspondéncia
OAB <> OB'A’, temos OAB = OB'A’.

Além disso,

Figura 3.4: Na inversao com relagao a I'; o angulo OAB é transformado no angulo OB A’
e o angulo OBA é transformado no angulo OA'B’.

Observe que na figura 3.4 os pontos A e B do Lema 3.3 estao no interior de I'. No
entanto, na demonstracao que fizemos independeu do raio da circunferéncia, ja que os
triangulos AOAB e AOB'A’ serao sempre semelhantes.

Lema 3.4. Se X1, X,, ..., X,, sao pontos pertencentes a uma mesma semirreta de origem
P tais que P—X;—Xo—...—X,,, entio P—X, —X| | —..—X,—X{, onde X/,i=1,2,....n,
€ o 1verso de X; com relacao a uma circunferéncia de centro P.

PX;4 - PX.,,

Demonstragao. Temos que PX;-PX] = PX;1-PX | = r?, ouseja PX; =

PXi1 - PX],
PX]
PXj,, < PXj, parai=1,2,...,n—1, o que completa nossa demonstragao.

PX!

Como por hipotese temos PX; < PX;.4, segue que < PX;,4, implicando
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Proposicao 3.2. O inverso de uma reta s em relacao a I' é:

(a) a pripria reta s (exceto O), se s passar por O (como ilustrado na Figura 3.5);

(b) uma circunferéncia que passa por O, se s nao passar por O (como ilustrado na Figura
3.6).

Demonstracao. (a) Inicialmente, mostremos que toda involugao é uma aplica¢do sobreje-
tiva. De fato, se I for uma involugido do plano, entao se y € R? temos que I(y) = x e
I(x) = I(I(y)) = y. Por definigao de inversao, todo ponto de s tem seu inverso na propria
reta s e, dado um ponto X € s (distinto de O), este sera o inverso de X', que também
pertence a s. Isso completa nossa demonstragao para o item (a).

Esta propriedade nos diz que todos os pontos de uma reta s que passa pelo ponto O
sdo levados, pela inversao com relagdo a I', em pontos da propria reta s (com exce¢ao de
O) . Devemos observar, entretanto, que isto ndo quer dizer que o inverso de um ponto
qualquer dessa reta é o proprio ponto, ou seja, temos somente que s é invariante pela
inversao. Na verdade, os tinicos pontos fixos da reta s pela inversao com relacao a I' sao
os pontos de interseccao de I' com s.

Figura 3.5: inversao de reta que passa por O

Agora, suponhamos que O ¢ s e seja P o pé da perpendicular baixada de O com
relacdo a reta s e P’ seu inverso com relagdo a I'. Vamos mostrar que a circunferéncia I'y,
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de diametro OF’, é o inverso da reta s. Com efeito, consideremos um ponto A qualquer
da reta s, distinto de P. O segmento OA intercepta ['; num ponto X # O, de forma que
o angulo OX P’ é reto (pois OP’ &€ um diametro de I'1). Por hipotese, temos, entao:

m(OXP') = m(OPA) = 90°
XOP' = POA
Assim AXOP' ~ APOA (caso AA).

o . o, OX _ OP'
onsequentemente, 7OP = OA e
OA-OX =0OP-OP =r°. (3.1)

—
Como X € OA, segue que X = A’, ou seja, todo ponto de s tem inverso na circunfe-
réncia de diametro OP’, como ilustrado na figura 3.6.

Da mesma forma, segue da equacao 3.1 que para todo X da circunferéncia de didmetro
OP’, existe o ponto {A} = OX N s, que é o inverso de X com relagdo a T

Figura 3.6: s’ é a circunferéncia de diametro OP’.

Na Figura 3.6, a reta s é exterior a I' e s’ é interior & mesma. A demonstragao é
analoga quando s é tangente ou secante a I' (nao passando por O).

Proposicao 3.3. O inverso de uma circunferéncia I'y em relacao a I é:
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(a) Uma reta que nao passa por O, se I'y passar por O;

(b) Uma circunferéncia que nao passa por O, se I'y nao passar por O.

Demonstracao. (a) Basta fazermos uma construgao "inversa"a demonstragao do item (b)
da Proposicao 3.2. Com efeito, seja OP um diametro de I'; e P’ o seu inverso com relacao
a I'. Considere agora a reta perpendicular ¢ a W que passa por P, como ilustrado na
figura 3.7. Sendo A um ponto qualquer de I'; (distinto de O) e X a intersec¢do de OA
com a reta ¢, temos que o angulo OAP é reto (pois OP ¢ um diametro de TI'y). Além
disso, como o angulo OP'X também é reto e j& que os angulos AOP e P'OX sio o
mesmo, segue pelo caso AA que os triangulos AOAP e AOP'X sdo semelhantes, ou seja,

OA OP
0P~ OX° Assim, OA-OX = OP-OP' =r?, de onde segue que X = A’, ou seja, todo
ponto de I'; tem inverso naquela reta. De modo analogo & demonstracao do item (b) da

Proposicao 3.2, todo ponto de ¢t é imagem de um ponto de I'y pela inversao em relacao a I'.

Figura 3.7: I} é a reta que passa por P’ e é perpendicular a O P’

(b) 1° caso: O pertence ao interior de I'y, como ilustrado na figura 3.8.
Considere a reta ;501, onde O; é o centro de I'y. Suponha que O # O; e sejam A e B os
pontos de interseccao de OO; com I'y. Assim, A e B pertencem a semirretas opostas de
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origem O. Se A’ e B’ sdo os inversos de A e B, respectivamente, em relagao a I, entao A’
e B’ também pertencem a semirretas opostas de origem O. Se X é um ponto qualquer
de T'y, distinto de A e B, considere a semirreta O*X> e X' € ()7%, o inverso de X. Pelo
Lema 3.3, temos que m(OBX) = m(OX'B’) = a e m(OAX) = m(OX'A") = . Além
disso, o triangulo AX B é retangulo em X (ja que AB é um diametro de I';). Assim,
a+ B =290°e m(A'X'B") = m(A'X'0O) + m(OX'B') = a+ 8 = 90°, ou seja, X' pertence
A circunferéncia de diametro A’B’. No caso de O = Oy, basta tomar uma reta qualquer
passando por O = O; e repetir a construcao anterior.

Figura 3.8: inversao de circunferéncia com O no interior

2° caso: O pertence ao exterior de I'y, como ilustrado na figura 3.9.
Consideremos a semirreta OO; (onde O; é o centro de I';) e sejam A e B os pontos de
interseccao de OHOl com I'y, , tais que O — A — B, bem como A’ e B’, seus inversos,
respectivamente, com a relacao a I'. Sejam ainda X um ponto qualquer de I';, X # A
e X # B, e X' € OX seu inverso em relagao a I'. Novamente pelo Lema 3.3 temos que
m(OBX) = m(OX'B') = a e m(OX'A") = m(OAX) = 90° + o (ja que o triangulo
AAXB é retangulo em X e OAX é um de seus angulos externos). Como O — A — B —
B — A, temos que m(B'X'A") = m(OX'A") —m(OX'B’) = 90° + o — v = 90° e, portanto,
X' pertence a circunferéncia de didmetro A’B’. H
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Figura 3.9: inversao de circunferéncia com O no exterior

3.2 A inversao preserva angulo entre duas curvas

Nesta se¢ao, provaremos um resultado que serd fundamental no estudo dos Problemas de
Apolénio. Ele envolve o conceito de angulo entre duas curvas, que em nosso trabalho estao
restritas a duas retas, duas circunferéncias ou uma reta e uma circunferéncia. Mostrare-
mos que a inversao preserva o angulo entre estas curvas, ou seja, ¢ uma transformagao
conforme.

Antes de enunciar e demonstrar esse fato, temos o seguinte lema. Novamente, consi-
deramos I' como sendo uma circunferéncia de centro O.

Lema 3.5. Se Q) é uma reta ou uma circunferéncia e M € Q, M # O, entao o dngulo
entre a reta tangente a ) em M e a semirreta OM ¢é congruente ao dngulo entre a reta

. — - .
tangente a Q) em M’ e a semirreta OM' = OM, onde ' e M’ sao os inversos de ) e M
em relacao a I, respectivamente. Lembremos que se t € uma reta, entao a reta tangente
at num ponto M €t é a propria reta t.

Demonstracao. Primeiramente consideremos o caso em que €2 é uma reta. Se O € {2 entao
' = Q e, portanto, o resultado segue trivialmente. Se O ¢ ) entdo, pela Proposicdo 3.2,
Q) é uma circunferéncia que passa por O. Nesse caso, sejam P o pé da perpendicular de
O sobre Q, M € Q, M' € Q' o inverso de M, () o centro de ) e t a reta tangente a )’ em
M’, como na figura 3.10.
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Figura 3.10: €2 é uma reta

— . .
Sendo 6 o angulo entre e a semirreta OM, temos que m(QM'O) = m(QOM) =
— —

90° — 6 e como t é perpendicular a QM’, o angulo entre a semirreta OM’' = OM e

t & 180° — 90° — (90° — ) = 6.

Seja agora 2 uma circunferéncia. Se O € ) entao 2’ é uma reta que nao passa por O.
Sejam M € Q, M’ seu inverso com relacao a I' e ) o centro de 2, como na figura 3.11.

a reta

Figura 3.11: €2 é uma circunferéncia com O € )
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—

Assim, denotando-se por 6 o angulo entre a semirreta OM e a reta ¢, tangente a
em M, segue que m(QOM) = m(QMO) = 90° — 6 e como pela Proposicao 3.3, temos
que Q' é perpendicular a OQ), temos que o angulo entre a semirreta OM’ = OM e a reta
tangente a € em M’ (que nesse caso é a propria ) é igual a 180° — 90° — (90° — 6) = 6.

Se O ¢ Q entao, pela Proposicao 3.3, ' é uma circunferéncia que nao passa por O.
Suponhamos inicialmente que O esteja no exterior de . Sejam O; e Oy os centros de {2
e V', respectivamente,{ P, Q} = m NQtaisque O —Q—P, M eQ, M #PeM=#Q,
e seus inversos M’ P’ e (), respectivamente, em relacao a I', como na figura 3.12.

Figura 3.12: € é uma circunferéncia com O ¢ Q

Pelo Lema 3.3, m(OM’}f’) = m(OPM) e m(Olf’/M/) = m(OMP).A Consequente-
mente, m(O1MP) = m(O1PM) = m(OM'P") e m(OxP’"M') = m(O.M'P") = 180° —
m(OMP) e sendo t; e ty as retas tangentesigl em M e a Q' em M’ respectivamente,
temos que o angulo entre ¢; e a semirreta OM ¢ dado por 90° — m(O;MP) — (180° —
m(OMP)) = 90° — m(OM'P") — m(O;M'P’) , que é congruente ao angulo entre a reta

: —
t5 e a semirreta OM' = OM.

O caso em que O pertence ao exterior de I' é analogo.

]

Proposicao 3.4. Se Q) e Qs sdo duas retas (concorrentes), uma reta e uma circunferéncia
(tangentes ou secantes) ou duas circunferéncias (tangentes ou secantes), entao o dngulo
entre 0y e Qo € congruente ao dngulo entre Q) e U, onde Q) e 2 sao os inversos de €y
e 0y em relacao a I, respectivamente.
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Demonstragao. Sejam €y e Qs (ndo disjuntas) duas retas, uma reta e uma circunferéncia
ou duas circunferéncias, {M} = Q; Ny e t; e Ly as retas tangentes a ) e (o, respectiva-
mente, bem como t3 e t4 as retas tangentes a {2} e Qf, respectivamente, em { M’} = Q) NQY,
como na figura 3.13.

Figura 3.13: inversao preserva angulo entre retas

- s
Pelo Lema 3.5, temos que os angulos entre a semirreta OM = OM’ e t; e entre

Y —>/ X A 7 7

OM = OM'’ e t3 sao congruentes, bem como os angulos entre OM = OM’ e t, e entre
OM = OM'’ e t,. Consequentemente, o angulo entre t; e ty e entre t3 e t; também sao
congruentes.

]



Capitulo 4

Os problemas de Apolonio

Neste capitulo vamos enunciar e resolver alguns dos problemas de Apolonio, cujo enunci-
ado mais geral é:

Dados trés objetos, cada um dos quais quais € um ponto, uma reta ou uma circunfe-
réncia, construir todas as circunferéncias tangentes aos trés simultaneamente.

No caso em que o objeto é um ponto, dizemos que uma circunferéncia é tangente a
um ponto quando este pertencer & mesma.

Observe que ha 10 casos possiveis, quanto aos tipos destes objetos, quais sejam:

1) trés pontos 2) dois pontos e uma reta 3) dois pontos e uma circunferéncia 4) um
ponto e duas retas 5) um ponto e duas circunferéncias 6) um ponto, uma reta e uma
circunferéncia 7) uma reta e duas circunferéncias 8) duas retas e uma circunferéncia 9)
trés retas 10) trés circunferéncias.

Obviamente, dependendo da disposi¢ao destes objetos, o problema pode nao ter solu-
¢ao, como por exemplo 3 pontos alinhados, uma reta e dois pontos em semiplanos opostos
em relagao a esta reta.

Neste capitulo, vamos resolver alguns destes casos, incluindo o caso ntimero 10, que
consideramos ser o mais dificil de ser analisado e o mais interessante, pela possibilidade
de ser resolvido usando-se Geometria Inversiva.

Problema 1: Trés pontos nao colineares.
Por trés pontos A, B e C, nao colineares, existe uma tnica circunferéncia que os contém.
Para construirmos esta circunferéncia, basta determinarmos o encontro de duas media-
trizes dos lados do triangulo AABC. O encontro dessas mediatrizes é o centro de tal
circunferéncia.

Problema 2: Dois pontos e uma reta.
Sejam r uma reta e A e B dois pontos distintos no mesmo semiplano em relagao a r.
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Suponha o problema resolvido, isto é, consideremos uma circunferéncia que passa por
A e B e é tangente a reta r. Seja [' uma circunferéncia de centro A e raio qualquer. A
inversao em relacdo a I' transforma a reta r numa circunferéncia que passa por A, que
chamaremos de 7’. Seja B’ o inverso de B em relacao a I'. Pelo ponto B’ tracamos as
retas tangentes a ', digamos [} e [, como ilustrado na figura 4.1.

Figura 4.1: Caso dois pontos e uma reta

Como A nao pertence a nenhuma destas retas, temos que a inversao destas retas em
relagdo a circunferéncia I' sdo duas circunferéncias I'y e I'y tangentes a r (jA que I} e T,
sdo tangentes a 1) e passam por A e B, como ilustrado na figura

4.1 O problema de Apoldnio para trés circunferéncias

Nesta secao, vamos resolver o caso mais geral do problema de Apolénio niimero 10:

dadas trés circunferéncias I'v, 'y e I's, externas duas a duas, construir as circunferén-
ctas tangentes simultaneamente as trés.
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Figura 4.2: T'y e I'y sao as solucoes

Comecemos com o seguinte lema.

Lema 4.1. FExiste uma inversao que transforma duas circunferéncias externas I'y e I'y
em duas circunferéncias concéntricas.

Demonstracao. Primeiro, mostraremos que se s for a reta que passa pelos centros de I'y
e I'y entao existe uma circunferéncia 3, com centro em s, ortogonal a I'; e a I's.

De fato, seja A uma das intersecgoes de s com I's. Os inversos de 'y e 'y com relagao
a uma circunferéncia I' de centro em A e secante a I'y sdo I'} (que é uma circunferéncia
com centro em s) e Iy (que é uma reta perpendicular a s e secante a I'). Assim, sendo
{M}=T,Nsejaquel'1 NIy =17 NI, = ¢, segue que M ¢é externo a I}, de modo que
podemos considerar Wv tangente a [, com N € I'] e ¥ a circunferéncia de centro M
e raio M N, como na figura 4.3.

Observe que X é ortogonal a I'] e a I',. Além disso, como M pertence ao interior de
'y e A€l temos que MN > MA, ou seja, A nao pertence a X;, de modo que X} = X
(o inverso de ¥ com relacdo a I') é uma circunferéncia ortogonal a I'; e a I'y, de acordo
com a Secao 3.2.

. ) . s
Para demonstrar o lema, sejam P e () as interseccoes de X com a reta s = O10s.
Vamos considerar agora uma inversao com centro em um destes dois pontos, digamos P,
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Figura 4.3: X é ortogonal a I'; e I'y

que pertence ao interior de I'y e ao exterior de I'y. Esta inversao transforma I'; em uma
circunferéncia [} com centro em C € s e ¥ em uma reta ', perpendicular a s. Como X
¢ ortogonal a I'y, segue que X' é ortogonal a I'} e, portanto, >’ passa por C;. Por outro
lado, tal inversdo transforma [’y em uma circunferéncia I';, com centro em Cy € s e ja
que X também é ortogonal a I'y, segue que Y’ é ortogonal a I, ou seja, > passa por Cs.
Consequentemente, temos que C; = Cy = C, o que mostra que [} e I'; sdo concéntricas
de centro C', como pode ser visto na figura 4.4

O

Voltando ao problema de Apolénio proposto no inicio da secao, transformamos I'; e
[’y em duas circunferéncias concéntricas I} e [',, por uma inversdo com centro P, que
pertence ao interior de I';. Que posicao [y ocuparé em relacdo a I} e I',? Vamos mostrar
que I'y esté contida no interior da coroa circular limitada por I} e I',. Para demonstrar
isto, comecemos com as seguintes proposigoes:

Proposigao 4.1. Sejam I'y e 'y circunferéncias externas e P um ponto do interior de I'y.
Se I} e Iy sao os inversos de I'y e I'y, respectivamente, em relagio a uma circunferéncia
[ de centro P, entao T, pertence ao interior de I'}.

Demonstra¢ao. Observemos inicialmente que I'y NIy = Iy NI, = ¢. Consideremos, entao,
a reta m, onde Oy é o centro de I'y e sejam { X7, X5} = FOEHFI e {Y1,Ys} = mﬂFQ,
tais que Xl_P_XQ_YI_OQ_}/Q

Sendo X7, X}, Y/ e Y], respectivamente, os inversos de X;, X, Y] e Y5 com relagao a
', segue pelo Lema 3.4 que X| — P —Y, — Y/ — X}. Como I"] e I'} sao circunferéncias tais
que X| X} é uma corda de I} e Y/YJ é uma corda de I'y, segue I', esta contida em IY,.
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-

Figura 4.4: T"] e I', sdo concéntricas de centro {C} = sNY’

]

Proposicao 4.2. Sejam I'y e 'y circunferéncias externas e P um ponto exterior as duas.
Se I} e Iy sao os inversos de I'y e I'y, respectivamente, em relagio a uma circunferéncia
[ de centro P, entao 1"} e I'y sdo duas circunferéncias externas.

Demonstrag¢ao. Temos que [''NIy = I NI, = ¢, ou seja, I} e I, ndo podem ser secantes
nem tangentes. Suponhamos entao, por absurdo, que uma uma delas esteja contida na
outra. Sem perda de %eneralidade, podemos supor que [} esta contida no interior de I',.

Consideremos a reta PCy, onde C; é o centro de I']. Esta reta interceptara I} e I'; em
dois pontos cada uma, digamos {B’,C'} e {A’, D'}, respectivamente, todos distintos dois
a dois. Novamente, sem perda de generalidade, podemos supor que A’ — B' — C' — D',
Agora, notemos que P nao pode coincidir com nenhum destes quatro pontos, pois caso
contrario I'; ou I'y seria uma reta (ja que o inverso de uma circunferéncia que passa pelo
centro de inversao é uma reta). Se P— A’ — B’ —C" — D', entdo pelo lema 3.4 , temos que
P—D—-C—-B—A (onde A, B,C e D, respectivamente, sao os inversos de A, B',C" e D’
em relacao a I'). Assim, BC seria uma corda de I'; contida em uma corda AD de I'y, o
que contraria a hipotese de I'; e I'y serem externas. O caso em que A’ — B' —C'— D' — P
¢ completamente analogo. Por fim, se A’ — P — D’ segue que A — P — D, ou seja, P
pertence & corda AD de T'y, o que contraria a hipotese de P ser externo a I'y e a I's.

]

Pelas Proposicoes 4.1 e 4.2, segue que I}, e I'; estao contidas em I'} e, além disso, I
e I} sdo externas. Isso mostra que I'; estd contida na coroa circular limitada por I'} e I'%.
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Nosso problema agora é, entao, desenhar as circunferéncias tangentes simultaneamente
a I, T, e Iy e, em seguida, inverté-las com relagdo a I', ja que se ' é tangente I}, [,
e I';, entao €2 é tangente I'y, I's e I's. Isso reduz o problema original a um caso bem
particular. Notemos primeiramente que se Q' é tangente a I} e a I, (que sao concéntri-

- C Ty — T2 r1 4 T2 ;.
cas) entao seu raio ¢ igual a 5 ou 5 conforme {2’ seja tangente externamente
ou internamente a [, respectivamente, em que r; e 7o denotam os raios de '} e T,

. .. . . N AT
respectivamente. Inicialmente, vamos construir as circunferéncias de raio ———. Essas

circunferéncias podem ser tangentes interna ou externamente a I'3. Como essas circun-

feréncias sao tangentes externamente a [, e internamente a I}, seu centro estd a uma
ca T T2 T+ T2 ~ :
distancia — + 1y = ———— de C (centro de I'] e ['}). Tracamos, entdo, uma circun-

2
. R T ol
feréncia W, de centro C' e raio —

Temos agora dois casos: 1) Se ) é tangente externamente a [, entdo a distancia do

L =T . . .
centro C3 de I'; ao centro de ' é igual a T+r3, onde r3 é o raio de I'; . Construimos,

- . N A Sl ) .
entdo a circunferéncia ¥y com centro em C'5 e raio T+T3 e sejam V1NV, = { Ky, Ky}
Consequentemente, as circunferéncias 2 e €2 de centros K e Ko, respectivamente, e raio
T —T

2 - :
— 840 tangentes externamente a [, e a ['y e internamente a [}, como na figura 4.5.

2) Se ' & tangente internamente a I'}, entao a distancia do centro C de I'; ao centro
1— T2

, . r . - . N
de € ¢é igual a — r3. Construimos, entao a circunferéncia V3 com centro em (s

A T ) . . N
e raio ——— — 73 e sejam ¥y N V3 = {Kj3, K4}. Consequentemente, as circunferéncias
2 Y ?

L —T2

QL e ) de centros K3 e K4 e raio sao tangentes internamente a I} e a I'; e
3 4 1 3

externamente a I';, como na figura 4.6. Observemos que como I'; estd contida na coroa

circular de raios r1 e 7o, segue que 1 — rp > 2r3, ou seja, “5= —r3 > 0.

. . Al . ’ . 1ty . R
Vejamos agora as circunferéncias €)' de raio — (que sao tangentes internamente a

e . N 1+ 1o
I',). Nesse caso, a distancia de C' ao centro dessas circunferéncias é igual & ———= — 1y =
2 ) 2

rn—"r2 r—T2

Seja entao, ¥, a circunferéncia de centro C' e raio Aqui novamente

temos dois casos:

1) Se Q' & tangente externamente a I';, a distancia de C5 ao centro de Q' é igual a
r1+ T 3 - . N N S ol )
————= +r3. Construimos entao a circunferéncia Vs com centro em C3 e raio —— + 13

e sejam Wy N U5 = {K5, Kg}. Dessa forma, as circunferéncias Q% e Q de centros Ks e

. Tt Te .
Kg e raio —5 S0 tangentes internamente a I} e a I} e externamente a I, como na

figura 4.7.
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Figura 4.5: Q] e (2 sdo tangentes externamente a [, e a I'}
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Figura 4.6: Q} e () sdo tangentes externamente a I, e internamente a [}
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Figura 4.7: Qf e () sdo tangentes externamente a I'; e internamente a [
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2) Se € é tangente internamente a L', a distancia de C3 ao centro de 2 ¢é igual a
r1+ T2 ritTr

—rs. Construimos entao a circunferéncia W com centro em Cs e raio

e sejam WU, N W = {K;, Kg}. Dessa forma, as circunferéncias de centros K7 e Ky e raio

r+re .
sdo tangentes internamente a I, a I'; e a I';, como na figura 4.8. Observemos

que como [ estd contida na coroa circular de raios r; e 79, segue que r; —ry > 2r3. Mas,
™+ 19 > 11— To. LOgO7 % — 73> 0.

Figura 4.8: Q7 e () s@o tangentes internamente a I} a I

Na figura 4.9, tracamos as 8 circunferéncias simultaneamente tangentes a I'}, I, e T'%.

Invertendo-se as circunferéncias 0,7 = 1,2, 3, ..., 8 em relacao a I' temos as 8 solugoes
para o nosso problema original, de modo que as circunferéncias €2;,7 = 1,2,3,...,8, sao
todas tangentes as circunferéncias I'y, I's e I'3, como na figura 4.10.
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Figura 4.9: Q)i =1,2,3,...,8, sdo tangentes a [}, I, e ['}.

41
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Figura 4.10: ©;,7 =1,2,3,...,8, sao tangentes a I'y, I'y e I's.



Capitulo 5

Exercicios

Neste capitulo, propomos alguns exercicios e, em seguida, algumas sugestoes para a cosn-
trucao das solucoes, baseadas nos resultados provados nos capitulos anteriores. Estes
exercicios podem ser resolvidos com régua e compasso ou com um software de geome-
tria dindmica, como o Geogebra, que foi utilizado nesta dissertacao. Nosso objetivo é
desenvolver no aluno do Ensino Médio habilidades que estejam ligadas as cosntrugoes
geométricas, bem como as propriedades de figuras planas, como tangéncia, por exemplo.

1. Utilizando régua e compasso, desenhe o inverso s’ da reta s em relacao a circunfe-
réncia [', de centro O, em cada caso a seguir:

2. Em cada caso a seguir, desenhe o inverso ¥’ da circunferéncia ¥ em relacdo a
circunferéncia I', de centro O.

3. Sejam I'; e ['s duas circunferéncias tangentes externamente e uma reta s exterior a
ambas. Construa uma circunferéncia tangente a I'y, a I'; e a s.

4. Sejam I'y e I's duas circunferéncias tangentes e P um ponto fora delas. Construa
uma circunferéncia que passa por P e é tangente a 'y e I's.
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5. Dadas trés circunferéncias 'y, I's e I's, tangentes externamente entre si, duas a duas,
construir uma circunferéncia tangente as trés. Quantas solugoes tem este problema?

5.1 Resolucoes dos exercicios propostos

1. Basta usarmos o resultado da proposicao 3.2.

2. Basta usarmos o resultado da proposicao 3.3
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a) b
¥
¥
T
T

3. Sejam A o ponto de tangéncia de I'; e I'y e [' uma circunferéncia qualquer de centro
A. Os inversos de I'y e I'y sao duas retas paralelas I} e I, e o inverso de s é uma
circunferéncia compreendida entre as retas [} e I';. Devemos entdo, construir as
circunferéncias tangentes a I}, I, e a s. Os centros dessas circunferéncias pertencem
a uma reta paralela a '} e T', (pois o raio r mede a metade da distancia entre I'} e
I'}) e estdao a uma distancia r+ry ou r—ry, conforme sejam tangentes externamente
ou internamente a s, onde ry é o raio de s’. Nesse caso, temos quatro solugoes,
cujas construgoes estao ilustradas na figura 5.1.

Basta entao "desinvertemos'"tais circunferéncias e obtemos as soluc¢des do problema,
cujas construgoes estao ilustradas na figura 5.2.

4. A resolugao é completamente andloga a do exercicio anterior.

5. Sendo A o ponto de tangéncia entre I'; e I'y, vamos considerar uma inversao em
relacao a uma circunferéncia I', de centro A. Assim, os inversos de I'; e I'y sdo duas
retas paralelas I} e [, e o inverso de I'; é uma circunferéncia I';, tangente a I'} e
I'y. Construimos entdo as circunferéncias 2] e Q) tangentes a [}, I'; e [y, como na
figura 5.3.

Observamos que o problema tem exatamente duas solugoes, que sao obtidas "desinvertendo-
se"()] e €2, conforme podemos verificar na figura 5.4.
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Figura 5.1: Solugdes 2, Q, Q% e )

Figura 5.2: Solucoes €21, Qs, Q5 € Uy
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Ty

ry

Figura 5.3: Solugoes 2] e €0,

A

DN

~— 1 7

Figura 5.4: Solucoes 2 e €2y
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5.2 Plano de aula

Nesta secao propomos um roteiro de duas aulas para a resolugao dos exercicios propostos
neste trabalho.

5.2.1 Aula1l

Tema: Inversao em relacao a uma circunferéncia

Objetivos: Definir inversao em relacao a uma circunferéncia. Mostrar como construir
o inverso de um ponto com régua e compasso ou com o auxilio de um software de Geometria
Dinamica, como o Geogebra. Mostrar como construir o inverso de uma reta e de uma
circunferéncia.

Contetudo: Definicao de inversao. Inversao de pontos, retas e circunferéncias.

Roteiro:Apos a definicao de inversao em relacdo a uma circunferéncia I', de centro
O, o Professor deve mostrar aos alunos como construir o inverso de um ponto, distinto
de O. A seguir, deve-se mostrar que o inverso de uma reta pode ser uma reta ou uma
circunferéncia, o mesmo acontecendo com o inverso de uma circunferéncia. Sugerimos
discutir os casos que a reta ou a circunferéncia a serem invertidas passam ou nao pelo
centro da circunferéncia de inversao. Apoés essa discussao, resolver os exercicios 1 e 2. Para
isso, deve-se observar que se o inverso que procuramos for uma reta, basta invertermos
dois pontos quaisquer do objeto a ser invertido. Se o inverso for uma circunferéncia,
devemos inverter trés pontos quaisquer. E importante ressaltar que se for possivel o
uso do Geogebra, basta utilizar a ferramenta Inversao, clicando primeiro no objeto a ser
invertido e, em seguida, na circunferéncia de inversao.

Observacoes E importante notar que todos os exercicios da aula podem ser resolvidos
com régua e compasso. Por outro lado, se o Professor e os alunos tiverem acesso ao
Geogebra, as construcoes ficam bem mais rapidas. Mesmo assim, sugerimos que pelo
menos um dos itens seja resolvido apenas com régua e compasso. Se for possivel o uso
do Geogebra, sugerimos que o Professor peca aos alunos que inventem outros exercicios
semelhantes e que eles utilizem a dinamica do Software para perceber como os inversos
mudam na medida em que mudamos algo na circunferéncia de inversao ou no objeto a ser
invertido.

5.2.2 Aula 2

Tema: Problemas de Apolonio

Objetivos: Resolver alguns casos particulares dos Problemas de Apolonio, em especial
casos em que dois dos trés objetos sao circunferéncias tangentes.
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Contetido: Resolucao de 3 casos particulares dos Problemas de Apolonio: dois dos
obejtos sao duas circunferéncias e o terceiro objeto é uma reta, um ponto no exterior das
duas circunferéncias ou uma circunferéncia tangente externamente as duas, que sao o0s
exercicios 3, 4 e 5, respectivamente.

Roteiro: Para iniciar esta aula, sugerimos que o Professor mostre que se dois objetos
(que podem ser uma reta ou uma circunferéncia) sdo tangentes em um ponto P, entdo os
inversos destes objetos em relacao a uma circunferéncia com centro em P sao duas retas
paralelas. Em seguida, discutir e resolver o exercicio 3. Para isso, mostrar que o problema
se reduz a desenhar as circunferéncias tangentes, simultaneamente, a duas retas paralelas
e a uma circunferéncia no "interior"destas retas.

Com a mesma ideia do exercicio 3, sugerimos que o Professor resolva o exercicio 4.

Por fim, pode-se resolver com os alunos o exercicio 5. O Professor deve insistir no
fato de que, neste caso, podemos utilizar uma inversao com relagao a uma circunferéncia
centrada em qualquer um dos trés pontos de tangéncia. Tal inversao reduz o problema a
tragarmos as circunferéncias tangentes, simultaneamente, a duas retas paralelas e a uma
circunferéncia tangente a estas duas retas. E importante ressaltar que ha exatamente
duas solucoes para o problema.

Observacoes Sugerimos insistir com os alunos que uma inversao em relagao a uma cir-
cunferéncia centrada num ponto de tangéncia de dois objetos reduz bastante a dificuldade
do problema, ja que seus inversos serao duas retas paralelas. O inverso do terceiro objeto
pode ser um ponto, uma reta ou uma circunferéncia. E interessante também mostrar o
numero de solugoes em cada exercicio proposto.

5.3 Tutorial do Geogebra

Nesta se¢ao vamos mostrar como utilizar a ferramenta Inversao no software Geogebra,
que foi utilizado bastante utilizado para as construgoes das figuras deste trabalho.

O software possui no canto superior uma barra de ferramentas, entre elas a inversao,
como podemos ver na figura a seguir:

Dada uma circunferéncia qualquer, para inverter pontos em relacao a esta circunfe-
réncia, basta clicarmos primeiro no ponto que queremos inverter e, em seguida, na cir-
cunferéncia. Na figura a seguir temos os inversos dos pontos A, B e C, respectivamente,
no interior, no exterior e sobre a circunferéncia.

Para invertermos retas e/ou circunferéncias, fazemos da mesma forma: primeiramente
clicamos no objeto a ser invertido e, em seguida, na circunferéncia de inversao.

Para a construcao de uma circunferéncia ortogonal a duas circunferéncias externas I'y
e 'y dadas, temos os seguintes passos:
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Figura 5.5: Ferramenta inversao

e Tracamos a reta que passa pelos centros O e Oy de I'y e I'y, respectivamente;

Sendo I' uma circunferéncia de centro em A, um dos pontos de interseccao de 25102

com T, invertemos I'y e T’y (I'; é uma reta e I} é uma circunferéncia, ambas dis-

juntas);

Sendo M a intersec¢ao de I, com 25102, tragamos, por M, uma das retas tangentes
a [}, digamos no ponto N;

e Tracamos a circunferéncia ¥, de centro M e raio M N.

Por fim, invertemos ¥; com relacdo a I', obtendo ] = 3, uma circunferéncia
ortogonal a I'y e a I'.

A construcao anterior resulta na figura a seguir:

Apobs a construgao anterior, seja P uma das interseccoes de m com Y. Sem perda
de generalidade, podemos supor P no interior de I';. Consideremos, entdao, uma circun-
feréncia I', de centro P e raio qualquer. Os inversos de I'; e I'y em relacao a I' sao duas
circunferéncias I} e I';, com I, no interior de I'}. Invertendo I's com relacdo a I', obtemos
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Figura 5.6: Invertendo os pontos A, B e C.

uma circunferéncia I}, no interior da coroa circular delimitada por I"] e I'}, conforme a
figura a seguir:
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Figura 5.7: X é ortogonal a I'y e a I'y
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Figura 5.8: I"] e I} sao concéntricas
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