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Resumo
O trabalho a seguir, foi realizado em cima do Jogo do Par ou Ímpar. Ao explorar

esse jogo, analisamos uma disputa entre dois jogadores, sendo um deles estrategista e

o outro leigo. Na primeira parte consideramos sucessivas apostas, nais quais, o estra-

tegista tem vantagem probabilística sobre o leigo. Depois, consideramos o caso onde

os jogadores jogam até que alguém �que sem dinheiro. A metodologia é investigativa

e direcionada por atividade que buscam mostrar a importância desse conhecimento na

formação cognitiva do aluno, propiciando-lhe uma re�exão teórico-prática acerca das

experiências vivenciadas e estimulando o raciocínio lógico matemático. O trabalho foi

dividido em partes. Antes de iniciar o detalhamento do trabalho, usamos um embasa-

mento teórico direcionado a Teoria dos Jogos e a Probabilidade. No desenrolar deste,

apresentamos resultados pertinentes a problemática do trabalho. Logo em seguida,

temos quatro propostas de aulas utilizando o jogo do Par ou Ímpar. Sendo que uma

delas foi executada aos alunos do Ensino Médio.

Palavras-chave

Probabilidade, Par ou ímpar, passeio aleatório.
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Abstract
The following work was carried out over the game of odd or even. By exploring this

game, we analyze a dispute between two players, one being a strategist and another

layman. In the �rst part were successive bets, in which the strategist had advantage

over the layman. Then play until someone stay without money. The methodology

is investigative and directed by activities that seek to show the importance of this

knowledge in cognitive training of the student, giving it a theoretical re�ection on the

practice experienced and stimulating logical reasoning mathematical experiences. The

work was divided into parts. Before starting the detail work, we use a theoretical basis

directed to Game Theory and Probability. In the course of this, we present the relevant

problems of work results. Shortly following section, we have four draft classes using

the game of odd or even. One of which was performed at the High School students.

Keywords

Probability, odd or even, random walk.
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Capítulo 1

Introdução

O nosso problema consiste em um jogo de par ou ímpar onde cada jogador mostra a

mão com uma quantidade aleatória de dedos para cima. O resultado depende da soma

dos números de ambos jogadores. É um jogo de azar, pois não sabemos o que o outro

jogador vai colocar. Suponha que o jogador 1 escolha par e o jogador 2 escolha ímpar.

O jogador 1 con�ando que o jogador 2 vai colocar par, então deve colocar par. Se o

jogador 1 achar que o jogador 2 vai colocar ímpar, então deve colocar ímpar para que

o resultado seja par. Há duas maneiras de jogar: aleatoriamente ou estrategicamente.

No capítulo 2 apresentamos algumas demonstrações de resultados que são utilizados

no desenvolvimento do trabalho. No capítulo 3, detalhamos o nosso problema, onde

temos dois jogadores realizando apostas num jogo de par ou ímpar. Eles repetem

apostas em sucessivas rodadas. Chamamos os dois jogadores de: Estrategista e Leigo.

O Estrategista não joga aleatoriamente, adota estratégia de assumir que o outro joga

aleatoriamente e joga de forma a maximizar suas chances de ganho. Já o Leigo, joga

aleatoriamente e nunca usa estratégia para vencer. O objetivo é mostrar a vantagem

que o estrategista tem no decorrer do jogo, mostrando-o qual é a melhor estratégia a

ser adotada. Logo em seguida, calculamos a probabilidade do jogador ganhar o jogo

colocando par ou ímpar. No decorrer do trabalho, obtemos a média e a variância

do lucro do estrategista e do número de vitórias. No capítulo 4, detalhamos a parte

do currículo de referência da Rede Estadual de Educação de Goiás que abrange os

conteúdos de Análise Combinatória e Probabilidade com suas respectivas expectativas

de aprendizagem. Apresentamos quatro propostas de aulas para o ensino médio. Umas

das propostas foi realizada em sala de aula. Os detalhes desta aula são apresentados.

13



14 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

A contribuição deste trabalho está relacionado a metodologia de aulas diferenciadas,

utilizando o jogo, porém não deixando o conteúdo didático, mas sim conduzindo o

aluno ao saber sistematizado.

Finalmente, na conclusão apresentamos algumas considerações e conclusões relaci-

onadas ao problema.



Capítulo 2

Referencial Teórico

2.1 Teoria dos Jogos

Nesta parte do trabalho são abordadas teorias e visões de autores para de�nição de

Teoria dos Jogos Estratégicos. Diante de situações de con�ito e/ou cooperação mútua,

tenta-se equacionar o quanto é mais vantajoso colaborar ou se abster e encarar uma

decisão de competição.

2.1.1 Conceito de Jogos

O jogo é uma forma diferenciada de estimular o raciocínio do aluno, que se interessa

em aprender o sentido do jogo para poder ganhar. Porém, para vencer estes jogos,

utilizam-se de várias estratégias, pois cada jogo apresentam inúmeras possibilidades.

As estratégicas nem sempre são as mesmas, depende do andamento do jogo. Portanto,

a Teoria dos Jogos pode ser entendida como uma grande abordagem que não resolve

questões estratégicas, mas ajuda a organizar o processo de pensamento estratégico do

aluno.

Com a ajuda da Teoria dos jogos, os indivíduos raciocinam mais, atentam para as

jogadas do oponente e estudam melhor a opção a ser utilizada. Essas análises pode

indicar uma solução para o jogo, ou indicar a melhor maneira de jogar. Ainda assim,

na maioria dos jogos que descrevem problemas reais, ela só nos fornece uma visão geral,

descartando algumas jogadas que não levarão a bons resultados.

15



16 CAPÍTULO 2. REFERENCIAL TEÓRICO

Para introduzir um jogo, o professor deve explicar o conteúdo que será tratado no

jogo e em seguida explicar as regras e pontuações deixando bem claras. Cada jogo pode

ser composto com pelo menos dois jogadores, realizam-se sucessivas jogadas, sendo que

ambos poderão utilizar estratégia ou não. No decorrer de cada jogada, são anotados

os resultados, no �m do jogo, cada jogador obtém um payo�. Caso ele vença, o payo�

é +1, caso empate, o payo� é 0, e caso perca, o payo� é -1.

2.1.2 Classi�cação de jogos

A classi�cação do jogo ocorre de acordo com os diversos tipos possíveis de jogos,

permitindo que ele represente, com maior ou menor autenticidade, diversas situações

de con�ito real. Entre as possibilidades temos:

- Jogos baseados em regras x jogos de desenvolvimento livre;

- Jogos cooperativos x jogos não cooperativos;

- Jogos de informação perfeita x jogos de informação imperfeita;

- Jogos de soma zero x jogos de soma não zero.

A teoria básica pode ser encontrada em [12].

2.2 De�nição de Probabilidade

Um modelo probabilístico é uma tripla (Ω,F ,P) onde Ω é o espaço amostral que

consiste dos possíveis resultados do experimento, F é uma classe de eventos aleatórios e

P é uma probabilidade. A classe de eventos aleatórios F é uma classe de subconjuntos

de Ω satisfazendo:

1. Ω ∈ F ;

2. Se A ∈ F então AC ∈ F ;

3. Se An ∈ F para n = 1, 2, ... então
∪∞

n=1 An ∈ F .

Exemplo 1. Uma urna possui cinco bolas verdes, três bolas vermelhas e uma bola

preta. Uma bola é retirada ao acaso da urna. Um espaço amostral para esse ex-

perimento é: Ω = {verde, vermelha, preta} e uma classe de eventos aleatórios para

Ω seria F = {ϕ, {verde}, {vermelha}, {preta}, {verde, vermelha}, {verde, preta},
{vermelha, preta}, Ω}.
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Há quatro de�nições de probabilidade conhecidas:

- clássica;

- axiomática;

- frequentista;

- subjetiva.

A seguir, de�nimos cada uma delas.

2.2.1 De�nição Clássica(Cardano(1663), De Moivre(1718), La-

place(1912)):

De�nição 1. Seja Ω �nito, não-vazio, e suponhamos que cada subconjunto elementar

de Ω é igualmente provável. Então, para qualquer A ⊂ Ω, de�nimos a probabilidade

de A como:

P(A) =
|A|
|Ω|

. (2.1)

Observação: A de�nição anterior formaliza a primeira de�nição conhecida de proba-

bilidade: �relação entre o número de casos favoráveis ao acontecimento (evento) e o

número total de casos possíveis, supondo todos os casos igualmente possíveis�.

Exemplo 2. Extraem-se quatro cartas de um baralho com cinquenta e duas cartas.

Se A é o evento �extrair duas cartas pretas e duas vermelhas� então

P(A) =
|A|
|Ω|

=
C26,2 · C26,2

C52,4

=
325

833
.

2.2.2 De�nição Axiomática(Kolmogorov(1933)):

De�nição 2. Uma probabilidade é uma função P(.) a valores reais de�nida em uma

classe F de eventos de um espaço amostral Ω, que satisfaz as seguintes condições:

(A1) 0 ≤ P(A) ≤ 1, para todo A ∈ F ,

(A2) P(Ω) = 1,

(A3) Aditividade enumerável: para qualquer sequência A1, A2, ... ∈ F de eventos dois

a dois disjuntos;

P

(
∞∪
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P(Ai). (2.2)
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A tripla (Ω,F ,P) é chamada espaço de probabilidade.

Observação: No caso de Ω �nito ou in�nito enumerável, podemos de�nir a pro-

babilidade na classe F de todos os subconjuntos de Ω, a qual é usualmente denotada

por 2Ω ou P (Ω) (conjunto das partes de Ω). Neste caso, escrevendo Ω = {ω1, ω2, ...},
associamos a cada ωi, i = 1, 2, ..., um número p(ωi) tal que p(ωi) ≥ 0 e

∑∞
i=1 p(ωi) = 1.

Para i = 1, 2, ..., p(ωi) é a probabilidade do evento simples ωi. A probabilidade de um

evento A ∈ F é de�nida por:

P(A) =
∑
ωi∈A

p(ωi). (2.3)

Quando Ω é in�nito não-enumerável, é em geral impossível associar uma probabi-

lidade bem de�nida a todos os subconjuntos de Ω. De�ne-se então uma probabilidade

em uma classe mais restrita de subconjuntos de Ω; apenas esses subconjuntos são de-

nominados eventos aleatórios. O ponto essencial é que essa classe contém todos os

subconjuntos (eventos aleatórios) de interesse prático. Um exemplo importante é Ω

igual a um intervalo da reta, para o qual se considera a classe de subconjuntos conhe-

cida como σ−álgebra de Borel.

Exemplo 3. Todas as cores do mundo são obtidas a partir da mistura de apenas

três: vermelho, amarelo e azul, as chamadas cores primárias. As cores secundárias

são formadas pela mistura de duas cores primárias. O verde vem da mistura de azul

com amarelo. O roxo, de vermelho com azul. E o laranja, de amarelo com vermelho.

Considere uma urna com a seguinte composição:

Composição da Urna.

Cor Vermelha Amarela Azul Verde Roxa Laranja

Número de Bolas 4 5 3 8 2 3

Fonte: Dados Hipotéticos.

Uma bola é retirada ao acaso desta urna.

a) Um espaço amostral para este experimento é Ω = {vermelha, amarela, azul, verde,

roxa, laranja}.
b) Uma classe de eventos aleatórios é dada por F = P(Ω). Note que |Ω| = 6 e

|F| = |P(Ω)| = 2|Ω| = 26 = 64. Ou seja, temos 64 eventos aleatórios.
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c) Para de�nir probabilidade note que:

P(vermelha) =
4

25
, P(amarela) =

5

25
, ,P(azul) =

3

25
,

P(verde) =
8

25
, P(roxa) =

2

25
, ,P(laranja) =

3

25
.

d) Se A é o evento �bola retirada tem cor primária� então;

P(A) =
∑
ωi∈A

P(ωi) = P(vermelha) + P(amarela) + P(azul)

P(A) =
4

25
+

5

25
+

3

25
=

12

25
.

2.2.3 De�nição Frequentista

A de�nição clássica é ambígua, pois a ideia de igualmente provável é a mesma de

com probabilidade igual, e, além disso, essa de�nição não pode ser aplicada quando o

espaço amostral for in�nito. Por exemplo, a probabilidade de tirar uma carta de ouros

em um baralho é: 13/52 = 1/4 = 25 %. Considerando meu espaço amostral �nito é

válido essa probabilidade, agora, caso altere a quantidade de cartas do meu baralho

essa probabilidade não permanece a mesma.

Por causa dessas limitações surge a segunda de�nição de probabilidade, denominada

empírica ou a posteriori, ou ainda frequentista mais abrangente. Esta é consequência

da �Lei dos grandes números�, atribuída ao matemático austríaco Richard von Mises

(1883-1953).

Para calcularmos uma probabilidade frequentista procedemos da seguinte forma.

Admita que estamos interessados na probabilidade de um evento A associado a um

experimento aleatório. Se o experimento pode ser realizado muitas vezes sob condições

rigorosamente idênticas, então repetimos o procedimento uma quantidade grande n de

vezes. Anotamos o número de vezes que A ocorre nessas repetições e assim podemos

obter uma boa estimativa da probabilidade de ocorrência de A. Logo, a probabilidade

empírica ou a posteriori de A é dada por

P (A) = lim
n→∞

n(A)

n
,

onde n(A) é o número de vezes que A ocorre nas n repetições.

Exemplo 4. Lançamos um dado honesto várias vezes e anotamos numa tabela o nú-

mero de vezes que a face sorteada foi o número 5. Os dados obtidos encontram-se na

tabela a seguir:
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Número de Repetições da Face 5.

Número de lançamentos Face 5 Frequência

100 24 0,2400

1.000 172 0,1720

10.000 1.685 0,1685

100.000 16.650 0,1665

Fonte: Dados Hipotéticos.

Se calcularmos a probabilidade pela forma convencional, teremos p = 1/6 = 0, 166....

Note que a freqüência obtida nos lançamentos se aproxima do resultado dessa proba-

bilidade conforme aumentamos a quantidade de lançamentos.

2.2.4 De�nição Subjetiva

A probabilidade subjetiva é o grau de convicção ou crença que cada pessoa atribui

à ocorrência ou não de um evento. A probabilidade subjetiva é frequentemente empre-

gada naquelas situações em que a repetição do experimento não pode ser realizada ou

que não pode ser realizada em idênticas condições, como por exemplo:

a) Um paciente é submetido a um novo tipo de cirurgia e deseja-se saber se ele �cará

bom;

b) Num jogo de futebol entre dois times, deseja-se saber quem vencerá;

c) Uma pessoa deseja saber se seu relacionamento afetivo terá ou não sucesso;

d) Uma pessoa pode acreditar fortemente que ganhará na loteria, ainda que a proba-

bilidade teórica indique o contrário.

A probabilidade subjetiva não deve ser confundida com a probabilidade freqüen-

tista, uma vez que as condições de realização do experimento não são as mesmas.

2.2.5 Teoria Elementar de Probabilidade

Proposição 1. Considere um espaço de probabilidade (Ω,F ,P). Então:
i) P(ϕ) = 0;

ii) P(A) = 1− P(Ac) para todo A ∈ F .

De�nição: Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade. Sejam A ∈ F e B ∈ F dois
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eventos aleatórios tais que P(B) > 0. A probabilidade condicional de A dado que B

ocorreu é dada por:

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
. (2.4)

Exemplo 5. Voltando ao Exemplo 3 (das cores), seja B o evento �bola retirada tem

cor verde ou vermelha�. Temos que:

P(B) =
∑
ωi∈B

P(ωi) = P(verde) + P(vermelha) =
8

25
+

4

25
=

12

25
.

Além disso;

P(A ∩B) = P(vermelha) =
4

25
.

Logo;

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
=

4
25
12
25

=
1

3
.

Em palavras, dado que a bola retirada tem cor verde ou vermelha a probabilidade

que ela tenha cor primária é 1
3
.

Proposição 2. (Regra da multiplicação) Sejam A1, A2, A3, ..., An eventos aleatórios

tais que P(A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ ... ∩ An−1) > 0, então

P(A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ An) = P(A1)P (A2|A1)...P(An|A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ An−1). (2.5)

Exemplo 6. Considere uma urna contendo inicialmente oito bolas verdes e duas bolas

vermelhas. Três bolas são retiradas uma a uma de forma aleatória desta urna segundo

o seguinte processo: após cada retirada, a bola extraída é devolvida junto com duas

bolas de mesma cor. De�na os eventos Ai: �Sair bola verde na i-ésima retirada�,com

i = 1, 2, 3 e A: �Sair bola vermelha em pelo menos uma das retirada�. A probabilidade

de sair bola verde nas três retiradas é

P(A1 ∩ A2 ∩ A3) =P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 ∩ A2)

P(A1 ∩ A2 ∩ A3) =
8

10
· (8 + 2)

(10 + 2)
· (8 + 2 + 2)

(10 + 2 + 2)
=

8

10
· 10
12

· 12
14

=
4

7
.
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De�nição 3. Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade. Os eventos aleatóriosA1, A2, . . . , An

em F são ditos independentes se e somente se:

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik) = P(Ai1).P(Ai2). · · ·P(Aik)

para todo k = 2, 3, 4, · · ·n com ij ∈ {1, 2, 3, · · · , n} para j = 1, 2, · · · k.

Observação: No experimento retirar uma a uma ao acaso e com reposição 5 bolas

de uma urna contendo inicialmente 8 bolas verdes e 2 bolas vermelhas, os eventos Ai:

retirar bola verde na i-ésima retirada para i = 1, 2, 3, 4, 5 são independentes.

2.3 Variáveis Aleatórias e suas Caracterizações

A seguir, apresentamos a de�nição e a caracterização de uma variável aleatória.

Logo em seguida, de�nições de esperança, variância, distribuição Normal, distribuição

de Bernoulli, distribuição Binomial e distribuição de Poisson são dadas.

2.3.1 De�nição de Variável Aleatória

De�nição 4. Uma variável aleatória X em um espaço de probabilidade (Ω,F ,P) é
uma função a valores reais de�nida em Ω, tal que

{X ≤ x} = {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ F ;

para todo x ∈ R. As variáveis aleatórias que assumem valores em um conjunto �nito

ou in�nito enumerável são chamadas discretas e aquelas que assumem valores em um

intervalo da reta real são chamadas contínuas.

Exemplo 7. Considere uma urna contendo quatro bolas vermelhas e seis verdes. Duas

bolas são retiradas da urna, uma a uma, ao acaso e sem reposição. De�na X como

o número de bolas verdes retiradas. Escreva Ω = {(verde, verde); (vermelha, verde);

(verde, vermelha); (vermelha, vermelha)} e F = P(Ω). Logo,

{X ≤ x} =



∅, se x < 0;

(vermelha, vermelha), se 0 ≤ x ≤ 1;

(verde, verde)C , se 1 ≤ x < 2;

Ω, se x ≥ 2.
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Concluímos então que X é variável aleatória pois {X ≤ x} ∈ F para todo x real.

2.3.2 De�nição de Função de Distribuição

De�nição 5. A função de distribuição acumulada de uma variávelX é a função F = Fx

de�nida por

F (x) = P(X ≤ x) = P(ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x), x ∈ R.

A Figura 2.1 apresenta a função de distribuição de uma variável aleatória contínua X.

Dados dois valores x0 e x1, a diferença F (x1)−F (x0) representa a probabilidade de X

assumir valores entre x0 e x1. No exemplo dado esse valor é 0,50.

Figura 2.1: Função de Distribuição Acumulada.

Fonte: http://www.dpi.ufv.br/ peternelli/applets/helpvac/dist.htm

Propriedades fundamentais de uma função de distribuição:

(F1) F é uma função não-decrescente: x < y, então F (x) ≤ F (y).

(F2) F é contínua a direita: se xn ↓ x, então F (xn) ↓ F (x).

(F3) Se xn ↓ −∞, então F (xn) ↓ 0; se xn ↓ +∞, então F (xn) ↓ 1.

Observação: Uma função F : R → R que satisfaz (F1), (F2) e (F3) é a função de

distribuição de alguma variável aleatória X.
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Exemplo 8. Voltando ao Exemplo 7, de�na Ai como o evento �sair bola verde na

i-ésima retirada�. Então:

P((verde, verde)) = P(A1)P(A2|A1) =
6

10
· 5
9
=

30

90
=

5

15
;

P((vermelha, verde)) = P(AC
1 )P(A2|AC

1 ) =
4

10
· 6
9
=

24

90
=

4

15
;

P((verde, vermelha)) = P(A1)P(AC
2 |A1) =

6

10
· 4
9
=

24

90
=

4

15
;

P((vermelha, vermelha)) = P(AC
1 )P(AC

2 |AC
1 ) =

4

10
· 3
9
=

12

90
=

2

15
.

Daí,

P((verde, verde)C) = 1− 5

15
=

10

15
;

P((vermelha, vermelha)) =
2

15
.

Logo,

F (x) = P(X ≤ x) =



0, se x < 0;

2
15
, se 0 ≤ x < 1;

10
15
, se 1 ≤ x < 2;

1, se x ≥ 2.

De�nição 6. Seja X uma variável aleatória discreta. A função p(x) = P(X = x) é

chamada função de probabilidade de X.

Exemplo 9. Voltando ao Exemplo 8:

p(0) = P(X = 0) = P((vermelha, vermelha)) =
2

15
;

p(1) = P(X = 1) =
∑

ωi∈{X=1}

P(ωi) = P((verde, vermelha)) + P((vermelha, verde))

=
4

15
+

4

15
=

8

15
;

p(2) = P(X = 2) = P((verde, verde)) =
5

15
.
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De�nição 7. SejaX uma variável aleatória contínua. Então, existe uma função f(x) ≥
0 tal que

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt, ∀x ∈ R.

Observação: A função f(x) é chamada função de densidade de probabilidade de X.

i) Se f(x) é densidade de probabilidade de X, então∫ +∞

−∞
f(t)dt = 1.

ii) Se f(x) é densidade de probabilidade de X, então

P(a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

f(x)dx.

Exemplo 10. Suponha que a densidade de probabilidade de X é dada por

f(x) =

 λe−λx, x ≥ 0;

0, x < 0,

onde λ é uma constante positiva eX é conhecida como variável aleatória exponencial(Usa-

se a notação X ∼ exp(λ)). Se x < 0, F (x) = 0. Por outro lado, se x > 0,

F (x) =

∫ x

0

λe−λtdt = 1− e−λx.

Logo,

F (x) =

 1− e−λx, x ≥ 0;

0, caso contrário .

2.3.3 De�nição de Esperança

De�nição 8. A esperança (média, valor esperado) de uma variável aleatória X é

de�nida por

µX = E(X) =
∑
x

xP(X = x), se X discreta;

µX = E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx, se X é contínua com densidade f .

Observação: A esperança está de�nida somente quando a soma (integral) é bem de�-

nida.
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Exemplo 11. Voltando ao Exemplo 9.

E(X) =
∑
x

xP(X = x) = 0 · 2

15
+ 1 · 8

15
+ 2 · 5

15
=

18

15
= 1, 2.

Exemplo 12. Voltando ao Exemplo 10.

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ +∞

0

xλe−λxdx =
1

λ
.

Proposição 3. Seja h(X) uma variável aleatória (função de X). Então

E[h(X)] =
∑
x

h(x)P(X = x), se X é discreta;

E[h(X)] =

∫ +∞

−∞
h(x)f(x)dx, se X é contínua.

Demostração: Omitida.

Proposição 4. Seja X uma variável aleatória e a e b constantes reais. Então:

E(aX + b) = aE(X) + b.

Demonstração:

Se X é discreta, temos que:

E(aX + b) =
∑
x

(ax+ b)P(X = x), (Proposição 3)

E(aX + b) =
∑
x

axP(X = x) +
∑
x

bP(X = x),

E(aX + b) =a
∑
x

xP(X = x) + b
∑
x

P(X = x),

E(aX + b) =aE(X) + b · 1,

E(aX + b) =aE(X) + b.
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Se X é contínua:

E(aX + b) =

∫ +∞

−∞
(ax+ b)f(x)dx, (Proposição 3)

E(aX + b) =

∫ +∞

−∞
ax · f(x)dx+

∫ +∞

−∞
b · f(x)dx,

E(aX + b) =a

∫ +∞

−∞
x · f(x)dx+ b

∫ +∞

−∞
f(x)dx,

E(aX + b) =aE(X) + b · 1,

E(aX + b) =aE(X) + b.

Lema 1. Se X = c com probabilidade 1, então E(X) = c.

Demonstração:

E(X) =
∑
x

xP(X = x) = c · P(X = c) = c · 1 = c.

2.3.4 De�nição de Variância

De�nição 9. A variância de uma variável aleatória X integrável com esperança µ é

dada por

V ar(X) =
∑
x

(x− µ)2P(X = x), se X é discreta;

V ar(X) =

∫ +∞

−∞
(x− µ)2f(x)dx, se X é contínua.

Proposição 5.

V ar(X) = E(X2)− [E(X)]2 = E(X2)− µ2.

Demonstração:

V ar(X) =E[(X − µ)2] = E[X2 − 2 ·X · µ+ µ2]

V ar(X) =E[X2] + E[−2 ·X · µ] + E[µ2]

V ar(X) =E[X2]− 2 · µ2 + µ2

V ar(X) =E[X2]− µ2.
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Exemplo 13. No Exemplo 9, usando a Proposição 3, temos que:

E(X2) =
∑
x

x2P(X = x) = 02P(X = 0) + 12P(X = 1) + 22P(X = 2).

E(X2) =0 · 2

15
+ 1 · 8

15
+ 4 · 5

15
=

28

15
.

Logo, pela Proposição 5, temos:

V ar(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
28

15
−
(
18

15

)2

=
96

225
.

Exemplo 14. No Exemplo 10, usando a Proposição 3, temos:

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2 · f(x)dx =

∫ +∞

−∞
x2 · λe−λxdx =

2

λ2
.

Logo, pela Proposição 5, temos:

V ar(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
2

λ2
−
(

1

λ2

)
=

1

λ2
.

2.3.5 Função Característica

Seja X uma variável aleatória. A função característica de X é uma função φ : R →
C de�nida por:

φ(t) = E(eitX), t ∈ R.

Se X é discreta

φ(t) =
∑
k

eitk · P(X = k).

Se X é contínua

φ(t) =

∫ +∞

−∞
eitxf(x)dx,

Exemplo 15. Se X tem densidade

f(x) =
1√
2π

e−
x2

2 ,−∞ < x < +∞

então,

φ(t) =

∫ +∞

−∞
eitx

1√
2π

e−
x2

2

φ(t) =e−
t2

2 .
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Exemplo 16. Voltando ao Exemplo 9 temos:

φ(t) =E[eitX ] =
∑
x

eitxP(X = x)

φ(t) =eit·0P(X = 0) + eit·1P(X = 1) + eit·2P(X = 2)

φ(t) =1 · 2

15
+ eit · 8

15
+ e2it · 5

15

φ(t) =
2

15
+

8

15
· eit + 5

15
· e2it.

2.3.6 Distribuição Normal

De�nição 10. Distribuição Normal

Uma variável aleatória contínua tem distribuição Normal se sua função densidade de

probabilidade for dada por:

f(x) =
e−

1
2
·(x−µ

σ )
2

σ
√
2π

, −∞ < x < +∞.

Note que a distribuição normal é especi�cada por dois parâmetros: µ e σ. Sendo

que, µ representa a média populacional, e σ representa o desvio-padrão populacional.

Cada par de parâmetros (µ, σ) de�ne uma distribuição normal distinta. Se X é uma

variável aleatória com distribuição normal usamos a notação:

X ∼ N(µ, σ2).

Proposição 6. Se X ∼ N(µ, σ2) então

a) E(X) = µ;

b) V ar(X) = σ2;

c) φ(t) = eiµt−
(σt)2

2 .

Demonstração: a)

a)E(X) =

∫ +∞

−∞
x

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx

E(X) =µ.

Demonstração: b)

b)V ar(X) =

∫ +∞

−∞
(x− µ)2

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx

E(X) =σ2.
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Demonstração: c)

c)φ(t) =E[eitX ] =

∫ +∞

−∞
eitx

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx

φ(t) =eiµt−
(σt)2

2 .

De�nição 11. Uma variável aleatória normal é dita ter Distribuição Normal Padrão

se µ = 0 e σ2 = 1.

Proposição 7. Seja X uma variável aleatória normal com média µ e variância σ2.

Então,

Z =
X − µ

σ

tem distribuição Normal Padrão.

Demonstração:

P (Z ≤ z) =P

(
X − µ

σ
≤ z

)
= P (X − µ ≤ zσ) = P (X ≤ zσ + µ)

P (Z ≤ z) =

∫ zσ+µ

−∞

1√
2πσ

· e−(x−µ)2/2σ2

dx.

Tome

u =
x− µ

σ
.

Então, du = dx
σ

P (Z ≤ z) =

∫ z

−∞

1√
2π

· e−u2/2du = ϕ(z).

Lema 2.

ϕ(z) = 1− ϕ(−z)

Demonstração: Basta observar que o integrando é uma função par. Então, temos

que: ∫ −z

−∞

1√
2π

· e−x2/2dx =

∫ +∞

z

1√
2π

· e−x2/2dx

Mas, ∫ +∞

−∞

1√
2π

· e−x2/2dx = 1.
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Logo, ∫ z

−∞

1√
2π

· e−x2/2dx+

∫ +∞

z

1√
2π

· e−x2/2dx = 1

ϕ(z) +

∫ −z

−∞

1√
2π

· e−x2/2dx = 1

ϕ(z) + ϕ(−z) = 1

ϕ(z) = 1− ϕ(−z).

As probabilidades associadas a distribuições normais não podem ser obtidas ana-

liticamente. Seus valores são obtidos via cálculo numérico. A distribuição normal

padronizada facilita os cálculos de probabilidade, pois utilizamos uma única tabela

para calcularmos probabilidades associadas a qualquer distribuição normal. Na tabela

da distribuição Normal Padrão (veja anexo), os resultados são projetados mediante a

análise de ESCORES Z(indica o quanto acima ou abaixo da média está, em termos de

unidades padronizadas de desvio).

Observe que o valor padronizado representa o número de desvios-padrão pelo qual

um valor x dista da média (para mais ou para menos). Ou seja, como a distribuição

normal padronizada é aquela que tem média 0 e desvio-padrão 1, temos que Z tem

distribuição normal padrão expressa por:

Z ∼ N(0, 1).

Cálculo de Probabilidades

Seja X uma variável aleatória com distribuição normal de parâmetros (µ, σ2) , com

a e b valores na reta real, cuja a probabilidade de X assumir valores entre eles é

P(a < X < b). Esta probabilidade é exatamente a área sob a curva e acima do eixo

horizontal (x) entre a e b. Veja Figura 2.2:

Escreva Z =
x− µ

σ
. Então pela Proposição 7, X tem distribuição Normal Padrão.

Portanto;

P (a < X < b) = P

(
a− µ

σ
<

X − µ

σ
<

b− µ

σ

)
= P

(
a− µ

σ
< Z <

b− µ

σ

)
.
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Figura 2.2: Curva de Probabilidade Normal.

Fonte: http://www.ime.usp.br/ chang/home/mae116

/aulas/Aula%206_distribui%E7%E3o%20Normal.pdf

Note que, podemos obter a variável aleatória X ∼ N(µ, σ2) através da transformação

inversa:

X = µ+ Zσ.

Figura 2.3: Curva de Probabilidade.

Fonte: http://www.ime.usp.br/ chang/home/mae116

/aulas/Aula%206_distribui%E7%E3o%20Normal.pdf

2.3.7 Distribuição de Bernoulli
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De�nição 12. Ensaio de Bernoulli: Ensaio de Bernoulli é um experimento cujo o

resultado apresenta ou não determinada característica. Usa-se a terminologia sucesso

e fracasso.

De�nição 13. Distribuição de Bernoulli: Dizemos que uma variável aleatória X tem

uma distribuição denominada Bernoulli, se a sua função de probabilidade é:

P(X = x) =

 p, se x=1;

1− p, se x=0.

Como a probabilidade de fracasso é P(X = 0) = q = 1 − p e a probabilidade de

sucesso é P(X = 1) = p, então a variável aleatória de Bernoulli possui parâmetro p.

Notação:

X ∼ Bernoulli(p).

Nessas condições a variável aleatória X tem distribuição de Bernoulli se sua função

de probabilidade é dada por:

P(X = x) = px · (1− p)1−x, x = 0 ou 1.

Lema 3. Seja X uma variável aleatória com distribuição de Bernoulli, a esperança e a

variância é:

a)E[X] = p;

b)V ar[X] = p · (1− p).

Demonstração: A esperança é:

E[X] =P(X = x1) · x1 + P(X = x2) · x2

E[X] =P(X = 1) · 1 + P(X = 0) · 0

E[X] =p · 1 + (1− p) · 0

E[X] =p;
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e

E[X2] =P(X = x1) · x2
1 + P(X = x2) · x2

2

E[X2] =P(X = 1) · 1 + P(X = 0) · 0

E[X2] =p · 1 + (1− p) · 0

E[X2] =p.

A variância é:

V ar[X] =E[X2]− E[X]2

V ar[X] =p− p2

V ar[X] =p · (1− p).

2.3.8 Distribuição Binomial

De�nição 14. Experimento binomial: Chama-se experimento binomial ao experi-

mento:

i) que consiste de n repetições de ensaios de Bernoulli;

ii) cujos ensaios são independentes;

iii) para o qual a probabilidade de sucesso de cada ensaio é sempre igual a p, com

0 < p < 1.

De�nição 15. Distribuição binomial: A distribuição binomial é a generalização da

distribuição de Bernoulli. Denotemos por n o número de tentativas independentes,

cada uma delas resultando em um sucesso com probabilidade p e em um fracasso com

probabilidade q = 1 − p. Se X representa o número de sucessos nas n tentativas,

então diz-se que X segue a distribuição binomial com parâmetro n e p cuja função de

probabilidade é dada por:

P(k) = P(X = k) =

(
n

k

)
· pk · (1− p)(n−k), k = 0, 1, 2, 3, ..., n.

onde

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
é o número de modos de obter k sucessos em n repetições.

Notação:

X ∼ Binomial(n, p).
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Lema 4. Seja X uma variável aleatória binomial. Então, para X a Esperança, o

Segundo Momento, a Variância e Desvio Padrão são dados por:

a)E(X) = n · p;

b)E(X2) = n · (n− 1) · p2 + n · p;

c)V ar(X) = n · p · (1− p);

d)DP (X) =
√
n · p · (1− p).

Demonstração: do ítem a):

E[X] =
n∑

i=0

i · P (x = i)

E[X] =
n∑

i=1

i ·
(
n

i

)
pi(1− p)n−i

E[X] =
n∑

i=1

i · n!

i!(n− i)!
· pi(1− p)n−i

E[X] =
n∑

i=1

n!

(n− i)! · (i− 1)!
· pi(1− p)n−i

E[X] =np

n∑
i=1

(n− 1)!

(n− i)! · (i− 1)!
· pi−1(1− p)n−i

Seja, k = i− 1. Temos,

E[X] =np

n−1∑
k=0

(n− 1)!

k! · (n− 1− k)!
· pk(1− p)n−1−k

E[X] =np

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
· pk(1− p)n−1−k

Pelo Teorema Binomial, temos que:

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
· pk(1− p)n−1−k = (p+ 1− p)n−1 = 1.

Portanto,

E[X] =n · p.
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Demonstração: do ítem b):

E[X2] =E[X(X − 1) +X] = E[X(X − 1)] + E[X]

Usando a Proposição 3, temos:

E[X(X − 1)] =
n∑

k=0

k(k − 1)P(X = k) =
n∑

k=2

k(k − 1)

(
n

k

)
· pk(1− p)n−k

E[X(X − 1)] =
n∑

k=2

n! · pk(1− p)n−k

(n− k)! · (k − 2)!

E[X(X − 1)] =
n−2∑
j=0

n! · pj+2(1− p)n−2−j

(n− 2− j)! · j!

E[X(X − 1)] =n · (n− 1) · p2
n−2∑
j=0

(
n− 2

j

)
pj · (1− p)n−2−j

E[X(X − 1)] =n · (n− 1) · p2.

Logo,

E[X2] = n(n− 1)p2 + np.

Demonstração: do ítem c):

V ar[X] =E[X2]− E[X]2

V ar[X] =n(n− 1)p2 + np− n2p2

V ar[X] =n2p2 − np2 + np− n2p2

V ar[X] =np− np2

V ar[X] =np(1− p).

Demonstração: do ítem d:

DP [X] =
√

V ar[X]

DP [X] =
√

np(1− p)

Em resumo, as três propriedades básicas que caracterizam um experimento binomial

são:
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1. Temos repetições de ensaio de Bernoulli;

2. As repetições devem ser independentes;

3. A probabilidade de sucesso é a mesma a cada repetição do experimento.

2.3.9 Distribuição de Poisson

De�nição 16. A variável aleatória X tem distribuição de Poisson com parâmetro λ

se para k = 0, 1, 2, 3, ..., a distribuição de probabilidade de X é dada por:

P(X = k) =
e−λλk

k!
, k=0,1,2,3,...

Notação:

X ∼ Poisson(λ).

O símbolo �e� representa uma constante que é aproximadamente igual a 2,7183...

O seu nome é uma homenagem ao matemático suiço Leonard Euler, e constitui a base

do chamado logaritmo natural.

De acordo com (Morettin,1999), na construção de modelos aleatórios para fenôme-

nos observáveis algumas distribuições de probabilidade surgem com mais frequência do

que outras. A distribuição de Poisson pertence a esse grupo. A distribuição de Poisson

é muito usada na distribuição do número de:

1. carros que passam por um cruzamento por minuto, durante uma certa hora do dia;

2. erros tipográ�cos por página, em um material impresso;

3. defeitos por unidade (m2,m3,m, etc.) por peça fabricada;

4. mortes por ataque de coração por ano, numa cidade. É aplicada também em pro-

blemas de �las de espera em geral, e outros.

2.3.10 A Distribuição de Poisson como Aproximação da Distri-

buição Binomial

Teorema 1. Seja X ∼ binomial (n, p). Isto é:

P(X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.
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Admita que n → ∞ e p → 0 de modo que np = λ. Nestas condições:

lim
n→∞

P(X = k) =
e−kλk

k!
.

Demonstração:

P(X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

P(X = k) =
n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k

P(X = k) =
n(n− 1)(n− 2)...(n− (k + 1))

k!
pk(1− p)n−k

Faça np = λ onde p =
λ

n
e 1− p = 1− λ

n
=

n− λ

n

P(X = k) =
n · (n− 1) · (n− 2)...(n− (k + 1))

k!
· λ

k

nk
·
(
n− λ

n

)n−k

P(X = k) =
λk

k!
·
[
n(n− 1)(n− 2)...(n− k + 1)(n− λ)n−k

nn

]

Tomando n → ∞ de modo que np = λ, o que signi�ca também p → 0 junto com

n → ∞ de maneira a ter np = λ, logo;

lim
n→∞

P(X = k) =
e−λλk

k!
.

Lema 5. Seja X uma variável aleatória de Poisson(λ). Então a esperança de X e a

variância de X são:

a)E(X) = λ;

b)V ar(X) = λ.

Demonstração: a):

E(X) =
∞∑
k=0

k · P(X = k) =
∞∑
k=0

·k · e
−λ · λk

k!

E(X) =
∞∑
k=1

k · e
−λ · λk

k!
=

∞∑
k=1

e−λ · λk

(k − 1)!
.
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Chamando k − 1 = j, temos que:

E(X) =
∞∑
j=0

e−λ · λj+1

j!
= e−λ · λ ·

∞∑
j=0

λj

j!

E(X) =e−λ · λ · eλ = λ.

Demonstração: b):

Note que X2 = X(X − 1) +X. Pela Proposição 3, temos que:

E(X(X − 1)) =
∞∑
k=0

k · (k − 1)P(X = k)

E(X(X − 1)) =
∞∑
k=0

k · (k − 1)
e−λ · λk

k!

E(X(X − 1)) =
∞∑
k=2

k · (k − 1)
e−λ · λk

k!

E(X(X − 1)) =
∞∑
k=2

e−λ · λk

(k − 2)!
.

Chamando k − 2 = j, temos que:

E(X(X − 1)) =
∞∑
j=0

e−λ · λj+2

j!
= e−λ · λ2 ·

∞∑
j=0

λj

j!

E(X(X − 1)) =e−λ · λ2 · eλ = λ2.

Logo,

E(X2) = E(X(X − 1) +X) = E(X(X − 1)) + E(X) = λ2 + λ.

Assim,

V ar(X) =E(X2)− [E(X)]2

V ar(X) =λ2 + λ− λ2

V ar(X) =λ.
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A distribuição de Poisson é adequada em contagens ou eventos onde temos as 3

condições a seguir:

i) os incrementos são estacionários, isto é, a probabilidade de ocorrência de k eventos

no intervalo (s, s+ t) depende somente de t e não de s.

ii) os incrementos são independentes, isto é, o número de ocorrências durante intervalos

disjuntos de tempo são independentes.

iii) as ocorrências ocorrêm sozinhas e não simultaneamente. Isto é, a probabilidade de

se obter mais de um evento num intervalo de tempo muito pequeno é desprezível.

Em resumo, a distribuição de Poisson é longamente empregada quando se deseja

contar o número de eventos de certo tipo que ocorrem num intervalo de tempo, ou

superfície, ou volume, satisfazendo i), ii) e iii) acima.

2.4 Vetores Aleatórios Discretos

De�nição 17. Um vetor aleatório (X1, X2, ..., Xn) é um vetor de n-entradas onde

cada entrada é uma variável aleatória. Se todas as variáveis aleatórias do vetor forem

discretas o vetor (X1, X2, ..., Xn) é discreto.

De�nição 18. A função p(x1, x2, ..., xn) = P(X1 = x1, X2 = x2, ..., Xn = xn) é cha-

mada função de probabilidade conjunta.

De�nição 19. As variáveis aleatórias X1, X2, ..., Xn são independentes se para quais-

quer conjuntos Ai ⊂ R (borelianos), i = 1, 2, ..., n,

P(X1 ∈ A1, A2, ..., An ∈ An) =
n∏

i=1

P(Xi ∈ Ai).

Demontração: Omitida.

Proposição 8. (Critério para independência no caso discreto) As variáveis aleatórias

discretas X1, X2, ..., Xn são independentes se e somente se

P(X1 = x1, X2 = x2, ..., Xn = xn) = P(X1 = x1)P(X2 = x2)...P(Xn = xn)

para qualquer escolha de x1, x2, ..., xn.
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Proposição 9. Seja X1, X2, ..., Xn um vetor aleatório discreto com função de proba-

bilidade conjunta p(x1, x2, ..., xn) e h(X1, X2, ..., Xn) uma função de Rn em R. Então

E[h(X1, X2, ..., Xn)] =
∑
x1

∑
x2

...
∑
xn

h(x1, x2, ..., xn)p(x1, x2, ..., xn).

Proposição 10.

a)Sejam X1, X2, ..., Xn variáveis aleatórias discretas. Então

E

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

E(Xi).

b) Se as variáveis aleatórias discretas X1, X2, ..., Xn são independentes então,

E

(
n∏

i=1

Xi

)
=

n∏
i=1

E(Xi).

c) Se as variáveis aleatórias discretas X1, X2, ..., Xn são independentes então,

V ar

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V ar(Xi).

d) Se as variáveis aleatórias discretas X1, X2, ..., Xn são independentes então,

E

[
n∏

i=1

hi(Xi)

]
=

n∏
i=1

E [hi(Xi)] ,

onde hi(Xi) são funções de Rn em C.

Demonstração: a)

Faremos por indução, para n = 2, temos:

E(X1 +X2) =
∑
x1

∑
x2

(x1 + x2)P(X1 = x1, X2 = x2), (Proposição 7)

E(X1 +X2) =
∑
x1

∑
x2

x1P(X1 = x1, X2 = x2) +
∑
x1

∑
x2

x2P(X1 = x1, X2 = x2)

E(X1 +X2) =
∑
x1

x1

∑
x2

P(X1 = x1, X2 = x2) +
∑
x2

x2

∑
x1

P(X1 = x1, X2 = x2)

E(X1 +X2) =
∑
x1

x1P(X1 = x1) +
∑
x2

x2P(X2 = x2)

E(X1 +X2) =E(X1) + E(X2).
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Agora, suponha por indução que

E

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

E(Xi),

então:

E

(
n+1∑
i=1

Xi

)
=E

(
n∑

i=1

Xi +Xn+1

)
caso n=2

= E

(
n∑

i=1

Xi

)
+ E (Xn+1)

H.I.
= E

(
n∑

i=1

Xi

)
+ E (Xn+1) =

n+1∑
i=1

E(Xi).

Demonstração: b)

Faremos por indução, para n = 2, temos:

E(X1 ·X2) =
∑
x1

∑
x2

x1 · x2P(X1 = x1, X2 = x2)

E(X1 ·X2) =
∑
x1

∑
x2

x1 · x2P(X1 = x1)P(X2 = x2)

E(X1 ·X2) =
∑
x1

x1P(X1 = x1)
∑
x2

x2P(X2 = x2)

E(X1 ·X2) =E(X1) · E(X2).

Agora, suponha por indução que

E

(
n∏

i=1

Xi

)
=

n∏
i=1

E(Xi),

então:

E

(
n+1∏
i=1

Xi

)
=E

(
n∏

i=1

Xi ·Xn+1

)
caso n=2

= E

(
n∏

i=1

Xi

)
· E (Xn+1)

H.I.
= E

(
n∏

i=1

Xi

)
· E (Xn+1) =

n+1∏
i=1

E(Xi).

Demonstração: c)
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Faremos por indução, para n = 2, temos:

V ar(X1 +X2) =E[(X1 +X2)
2]− [E(X1 +X2)]

2, (Proposição 5)

V ar(X1 +X2) =E[X2
1 + 2 ·X1 ·X2 +X2

2 ]− [E(X1) + E(X2)]
2, (Proposição 8a)

V ar(X1 +X2) =E(X2
1 ) + 2E(X1 ·X2) + E(X2

2 )− E(X1)
2 − 2 · E(X1) · E(X2)− E(X2)

2,

V ar(X1 +X2) =E(X2
1 )− E(X1)

2 + E(X2
2 )− E(X2)

2, (Proposição 8b)

V ar(X1 +X2) =V ar(X1) + V ar(X2).

Agora, suponha por indução que

V ar

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V ar(Xi),

então:

V ar

(
n+1∑
i=1

Xi

)
=V ar

(
n∑

i=1

Xi +Xn+1

)
caso n=2

= V ar

(
n∑

i=1

Xi

)
+ V ar (Xn+1)

H.I.
= V ar

(
n∑

i=1

Xi

)
+ V ar (Xn+1) =

n+1∑
i=1

V ar(Xi).

Demonstração: d)

Faremos por indução, para n = 2, temos:

E(h1(X1) · h2(X2)) =
∑
x1

∑
x2

h1(x1) · h2(x2)P(X1 = x1, X2 = x2)

E(h1(X1) · h2(X2)) =
∑
x1

∑
x2

h1(x1) · h2(x2)P(X1 = x1)P(X2 = x2)

E(h1(X1) · h2(X2)) =
∑
x1

h1(x1)P(X1 = x1)
∑
x2

h2(x2)P(X2 = x2)

E(h1(X1) · h2(X2)) =E(h1(X1)) · E(h2(X2)).

Agora, suponha por indução que

E

(
n∏

i=1

hi(Xi)

)
=

n∏
i=1

E(hi(Xi)),
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então:

E

(
n+1∏
i=1

hi(Xi)

)
=E

(
n∏

i=1

hi(Xi) · hn+1(Xn+1)

)
caso n=2

= E

(
n∏

i=1

hi(Xi)

)
· E (hn+1(Xn+1))

H.I.
=

n∏
i=1

E(hi(Xi)) · E (hn+1(Xn+1)) =
n+1∏
i=1

E(hi(Xi)).

Exemplo 17. Suponha dez urnas numeradas de um a dez, tal que a urna de número i

contém i bolas verdes e 10− i bolas vermelhas. Suponha que cinco bolas são retiradas

uma a uma ao acaso e com reposição de cada uma dessas dez urnas. De�na Xi como

o número de bolas verdes retiradas na i-ésima urna. Então

Xi ∼ binomial

(
5,

i

10

)
.

Escreva agora X = X1 + X2 + ... + X10 como o número de bolas verdes retiradas ao

�m do processo. Então

E(X) = E

(
10∑
i=1

Xi

)
=

10∑
i=1

E(Xi).

Mas E(Xi) =
5 · i
10

=
i

2
. Assim

E(X) =
10∑
i=1

i

2
=

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10

2
= 27, 5.

Além disso, como as Xi�s são independentes

V ar(X) = V ar

(
10∑
i=1

Xi

)
=

10∑
i=1

V ar(Xi).

e

V ar(Xi) =
5 · i
10

· (10− i)

10
=

i(10− i)

20
.

Logo;

V ar(X) =
10∑
i=1

i(10− i)

20
=

1

20

10∑
i=1

i(10− i) =

V ar(X) =
1

20

(
10∑
i=1

10i−
10∑
i=1

i2

)
=

1

20

(
10

10∑
i=1

i−
10∑
i=1

i2

)
=

V ar(X) =
1

20
(10 · 55− 385) =

165

20
= 8, 25.



2.4. VETORES ALEATÓRIOS DISCRETOS 45

Proposição 11. Seja X uma variável aleatória discreta com E(X) < ∞. Então, para

qualquer ε > 0,

P(|X − E(X)| ≥ ε) ≤ V ar(X)

ε2
.

Demonstração:

V ar(X) =
∑
x

(x− µ)2P(X = x)

V ar(X) =
∑

x≤µ−k

(x− µ)2P(X = x) +

x<µ+k∑
x>µ−k

(x− µ)2P(X = x) +
∑

x≥µ+k

(x− µ)2P(X = x)

V ar(X) ≥
∑

x≤µ−k

(x− µ)2P(X = x) +
∑

x≥µ+k

(x− µ)2P(X = x)

pois, o somatório
x<µ+k∑
x>µ−k

(x − µ)2P(X = x) é, obviamente, não negativo. Agora, se

x ≤ µ− k ou x ≥ µ+ k, então (x− µ)2 ≥ ε2. Portanto,

V ar(X) ≥
∑

x≤µ−k

ε2P(X = x) +
∑

x≥µ+k

ε2P(X = x) = ε2

[ ∑
x≤µ−k

P(X = x) +
∑

x≥µ+k

P(X = x)

]

≥ε2{P[X ≤ (µ− k)] + P[X ≥ (µ+ k)]}

≥ε2P[|X − µ| ≥ ε].

Segue que

V ar(X)

ε2
≥ (P|(X − E(X)| ≥ ε) .

De�nição 20. Sejam X1, X2, ..., Xn, ... variáveis aleatórias em um espaço de probabi-

lidade (Ω,F ,P). Dizemos que Xn converge quase certamente, se o evento

{ω ∈ Ω;Xn(ω) → X(ω) quando n → ∞} tem probabilidade 1. Notação: Xn
q.c.→ X.

De�nição 21. Sejam X1, X2, ..., Xn, ... variáveis aleatórias em um espaço de probabi-

lidade (Ω,F ,P). Dizemos que Xn converge para X em distribuição se P(Xn ≤ x) →
P(X ≤ x) quando n → ∞ para todo ponto x em que FX(x) = P(X ≤ x) é contínua.

Notação: Xn
d.→ X.
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Teorema 2. Lei Forte dos Grandes Números de Kolmogorov: Sejam X1, X2, ...

, Xn, ... uma sequência de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuí-

das com média �nita µ. As somas parciais Sn = X1 +X2 + ...+Xn satisfazem

Sn

n

q.c.→ µ.

Demonstração: A prova apresentada a seguir tem como base [13]. Observe que basta

mostrarmos para µ = 0, pois no caso geral em que µ ̸= 0 fazermos uma mudança de

variável, usandoGn = Xn−µ. Neste caso as variáveis aleatóriasGn serão independentes

e identicamentes distribuídas com E[Gn] = 0.

Seja Yn de�nida da seguinte forma.

Ym =

 Xn, seXn ∈ (n,−n]

0, caso contrário.

E seja Zn = Xn − Yn → Xn = Yn + Zn, temos que:

X1 + ...+Xn

n
=

Y1 + ...+ Yn

n
+

Z1 + ...+ Zn

n

Vamos dividir a demonstração deste teorema em três partes. Primeiro mostramos que:

Z1 + ...+ Zn

n

q.c.→ 0.

observamos que Zn ̸= 0 ⇔ Yn ̸= Xn → Xn /∈ (−n, n]. Assim,

P(Zn ̸= 0) = P(Xn /∈ (−n, n]) < P(|Xn| > n).

Mas os eventos An = [Zn ̸= 0] satisfazem

∞∑
n=1

P(An) ≤
∞∑
n=1

P(|Xn| ≥ n)

Notemos que se os Xi são identicamentes distribuídos, então temos que:
∞∑
n=1

P(|Xn| ≥ n) =
∞∑
n=1

P(|X1| ≥ n) < ∞,

no qual a última passagem é consequência da intregabilidade deX1. Assim pelo lema de

Borel-Cantelli(Veja Lebensztayn e Coletti(2012)) decorre que P(lim supn→∞ An) = 0,

o que implica que:

P(lim sup
n→∞

Zn ̸= 0) = 0
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Ou seja,

P(lim inf
n→∞

An) = 1 ⇒ P(Zm = 0) = 1,

com m > n para algum n su�cientemente grande, isto é, Zn → 0 e ainda

Z1 + ...+ Zn

n
→ 0 ⇒ P

(
Z1 + ...+ Zn

n
→ 0

)
= 1

Logo;

Z1 + ...+ Zn

n

q.c.→ 0

Mostramos agora que:

Y1 + ...+ Yn

n
− E[Y1] + ...+ E[Yn]

n

q.c.→ 0

Agora, precisamos mostrar que E[Y1]+...+E[Yn]
n

→ 0. Desta forma, basta mostrarmos que

E[Yn] → 0. De fato,

E[Yn] = E[Xn] = E[X1] → E[X1] = 0,

onde Xn ∈ (−n, n]. Portanto

X1 + ...+Xn

n

q.c.→ 0

e no caso mais geral:

X1 + ...+Xn

n

q.c.→ µ.

Corolário 1. Lei Forte dos Grandes Números de Borel: Seja X1, X2, ...

Xn, ... uma sequência de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas

tal que P(Xn = 1) = p e P(Xn = 0) = 1− p para todo n. As somas parciais

Sn = X1 +X2 + ...+Xn satisfazem

Sn

n

q.c.→ p.

Exemplo 18. Uma urna possui 8 bolas verdes e 2 bolas vermelhas. Bolas são retiradas

desta urna uma a uma ao acaso e com reposição. De�na

Xi =

 1, se i-ésima bola retirada é verde;

0, caso contrário.
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Seja Sn = X1 + X2 + ... + Xn o número de bolas verdes retiradas após a n-ésima

extração. Pela Lei Forte dos Grandes Números

Sn

n

q.c.→ E(X1) = 0 · P(Xi = 0) + 1 · P(Xi = 1) =
4

5
.

Intuitivamente podemos concluir que para qualquer ε > 0 dado, haverá uma extração

a partir da qual

Sn

n
∈
(
4

5
− ε;

4

5
+ ε

)
.

Figura 2.4: A Propoção de Bolas Verdes Retiradas na n-ésima Extração.

Fonte: Exemplo 18.

Além disso, pela Desigualdade de Chebyshev

P (|Sn − E(Sn)| ≥ ε) ≤ V ar(Sn)

ε2

Mas,

E(Sn) = E

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

E(Xi) = n · E(X1) =
4n

5
.
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e

V ar(Sn) =V ar

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V ar(Xi) = n · V ar(X1)

V ar(Sn) =n[E(X2
1 )− E(X1)

2] = n ·

[
02 · P (X1 = 0) + 12 · P (X1 = 1)−

(
4

5

)2
]

V ar(Sn) =n

[
4

5
−
(
4

5

)2
]
= n

[
4

5
− 16

25

]
V ar(Sn) =

4n

25
.

Logo,

P
(∣∣∣∣Sn −

4n

5

∣∣∣∣ > ε

)
≤ 4n

25 · ε2
.

Tomando n = 1.000 e ε = 50, temos que:

P (|S1.000 − 800| > 50) ≤ 4.000

25 · 2.500
=

8

125
= 0, 064.

Isto é;

P (S1.000 ∈/(750; 850)) ≤ 0, 064.

Proposição 12. Seja {Xn}n>1 uma sequência de variáveis aleatórias discretas com fun-

ções características correspondentes {φn(t)}n>1. Suponha que limn→+∞ φn(t) = φ(t),

onde φ(t) é a função característica da variável aleatória X. Então limn→+∞ P(Xn ≤
x) = P(X ≤ x) para todo ponto x onde P(X ≤ x) é contínua. Em particular, se

limn→+∞ φn(t) = e−
t2

2 então,

lim
n→+∞

P(Xn ≤ x) =

∫ x

−∞

1√
2π

e−
x2

2 dx.

Demonstração: Omitida.

2.5 Teorema Central do Limite

O teorema central do limite surge de um importante resultado da estatística, sendo

que a demonstração de vários outros teoremas estatísticos dependem dele. Este Teo-

rema a�rma que quando a média de uma amostra de n elementos de uma população sob
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determinadas condições aumenta, a distribuição amostral da sua média aproxima-se a

uma distribuição normal. Ou seja, quando nos distanciarmos da média, a probabilidade

de ocorrência diminui, sendo que, é mais provável ocorrer um evento que se encontra

próximo da média do que um evento de um dos extremos.

Sabemos que é válido (em se tratando de amostras discretas), considerando amos-

tras su�cientemente grandes da população. Esse termo �su�cientemente grande�, va-

ria de acordo com a população, para populações com distribuição quase simétrica, a

amostra pode ser menor do que para populações cuja distribuição seja assimétrica. De

acordo com Willian (2012,p.168) em geral consideramos o tamanho da amostra maior

do que trinta, pois produz uma boa aproximação. Consideremos que a curva normal

obtida, pode então ser convertida em uma curva binomial ou em uma curva de poisson,

e posteriormente pode-se ainda realizar uma correção de continuidade. A precisão da

correção de continuidade também pode ser medida.

Portanto, na estatística é permitido inferir sobre a população através da média

amostral e do desvio padrão amostral. Se extraíssemos todos os elementos da popula-

ção, os dados sobre a amostra seriam exatamente iguais aos da população, mas isso é

demasiadamente custoso e/ou lento e/ou impossível (por exemplo, é impossível medir

a resistência máxima de qualquer produto para todos os elementos da população).

Há inúmeras maneiras de enunciar o teorema central do limite, todas elas equi-

valentes, ainda que com maior ou menor rigor formal. A seguir veremos a versão

particular e geral do teorema, assim como suas aplicações a estimação intervalar.

Teorema 3. Seja X1, X2, ..., Xn uma amostra aleatória simples de tamanho n com

média µ e variância σ2 �nita.

Seja Xn =
X1 +X2 + ...+Xn

n
a média amostral.

Seja Sn = X1 +X2 + ...+Xn a soma das observações amostrais.

Então, se n su�cientemente grande, X tem distribuição aproximadamente normal

com parâmetros µ e σ2

n
. Equivalentemente Sn tem distribuição aproximadamente nor-

mal com parâmetros nµ e nσ2.

A pergunta natural a fazer é: o que signi�ca �su�cientemente grande�? A resposta

depende da forma da distribuição da população. Se a amostra for extraída de uma
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distribuição quase simétrica, a aproximação normal pode ser boa até mesmo para um

valor relativamente pequeno de n. Entretanto, se a população for bastante assimétrica,

será necessário um n relativamente grande.

Teorema 4. Versão geral: Seja X1, X2, ..., Xn, ... uma sequência de variáveis aleatórias

independentes e identicamente distribuídas, cada uma com média µ e variância σ2(0 <

σ2 < ∞). Então, a distribuição de;

X1 + ...+Xn − nµ

σ
√
n

tende a distribuição normal padrão quando n → ∞. Isto é, para −∞ < a < +∞,

P
(
X1 + ...+Xn − nµ

σ
√
n

≤ a

)
→ 1√

2π
·
∫ a

−∞
e

−x2

2 dx.

Demonstração: A prova a seguir tem como base [14]. Provaremos paraX1, X2, ..., Xn

variáveis aleatórias discretas. O caso contínuo é inteiramente análogo. Sem perda de

generalidade, seja E(Xn) = 0 e E(X2
n) = 1 (caso este não seja o caso, pode-se provar

o resultado para

X∗
i =

Xi − µ

σ
,

já que E(X∗
n) = 0 e E(X∗

n)
2 = 1). Seja φn(t) = E(e

it Sn√
n ) e φ(t) = E(eitXi). Como

a função característica de uma soma de variáveis aleatórias independentes é igual ao

produto das funções características das variáveis aleatórias, tem-se que

φ(t) =
(
E
(
e
it

Xi√
n

))n
= φn

(
t√
n

)
.

Como os dois primeiros momentos existem, φ possui duas derivadas contínuas. Então,

utilizando a expansão de Taylor de φ e o fato que φ(k)(0) = ikE(Xk
1 ), temos que

φ(t) = 1 + tφ′(0) +
t2

2
φ′′(θ(t)),

onde |θ(t)| ≤ |t|. Logo, como φ
′′
é contínua em 0, temos que φ

′′
(θ(t)) − φ

′′
(0) → 0

quando t → 0. Então, tem-se

φ(t) = 1− t2

2
+

t2

2
e(t),
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onde e(t) = φ
′′
(θ(t)) + 1 e limt→0 e(t) = 0. Então, para t �xo

φn

(
t√
n

)
=

[
1− t2

2n
+

t2

2n
e

(
t√
n

)]n
=

[
1 +

−t2

2n

[
1− e

(
t√
n

)]]n
→ e

−t2

2 ,

quando n → ∞ pois
[
1− e

(
t√
n

)]
→ 1 e para números complexos cn → c ⇒(

1 + cn
n

)n → ec (Esse limite é conhecido como limite de Euler e sua prova será omitida).

Um caso especial do Teorema Central do Limite para variáveis aleatórias indepen-

dentes e identicamente distribuídas é quando estas variáveis são distribuídas de acordo

com a distribuição de Bernoulli, este caso é conhecido como Teorema Central do Limite

de De Moivre e Laplace.

2.6 Processos Estocásticos

De�nição 22. Um processo estocástico {X(t)}t∈T é uma família de variáveis aleatórias

X(t), t ∈ T onde T é um conjunto de índices e �xado um parâmetro t ∈ T , X(t) é uma

variável aleatória.

Lembre que uma variável aleatória é uma função de�nida num espaço amostral Ω.

Então, o processo estocástico X(t), t ∈ T é uma função de dois argumentos X(t, w), t ∈
T,w ∈ Ω. Para um t = t0 �xo, X(t0, w) = Xt0(w) é uma variável aleatória denotada

por X(t0) já que w varia no espaço amostral Ω. Por outro lado, �xando w = w0,

X(t;w0) = Xw0(t) é uma função que só depende de t, e é chamada de uma realização

do processo. É claro que se t e w são �xos, X(t;w) é um número real.

O conjunto T é chamado de espaço de parâmetro. Os valores assumidos porX(t) são

chamados de estados, e o conjunto de todos os possíveis estados é chamado de espaço

de estados do processo estocástico e é denotado por E. Se o conjunto T é discreto,

então o processo estocástico é dito ser de tempo discreto, nesse caso ele também pode

ser chamado de uma sequência aleatória. Se T é contínuo, então o processo é dito ser

de tempo contínuo. Se é discreto, então o processo é dito ser um processo de estados

discretos, e pode ser chamado também de uma cadeia. Se é contínuo, então o processo

é dito ser de espaço continuo.

2.6.1 Passeios Aleatórios

De�nição 23. Vargas J.(2009, p.1) Sejam X1, X2, ..., Xn variáveis aleatórias inde-

pendentes e identicamente distribuídas tal que a média destas variáveis aleatórias é
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E|Xi| < ∞. Seja S0 = C e

Sn = S0 +
n∑

i=1

Xi, n ≥ 1.

O processo {Sn, n ≥ 0} é chamado passeio aleatório.

Exemplo 19. Sejam X1, X2, ..., Xn variáveis aleatórias independentes e identicamente

distribuídas tais que:

P(Xi = 1) = p e P(Xi = −1) = 1− p = q.

Temos um passeio aleatório simples. Se, p = q temos um passeio aleatório simples

simétrico.

De�nição 24. Sejam X1, X2, ..., Xn uma sequência de variáveis aleatórias. N é dito

ser tempo de parada para a sequência {Xi}i≥1 se o evento {N = n} independe de

Xn+1, Xn+2 , ....

Teorema 5. Equação de Wald Sejam Xi, i ≥ 1 são variáveis aleatórias independen-

tes e identicamente distribuídas tais que a média destas variáveis seja E|Xi| < ∞. Se

N é um tempo de parada para as variáveis X1, X2, ..., Xn com média de E[N ] < ∞;

então:

E

[
N∑
i=1

Xi

]
= E[N ]E[X1].

Prova: Ver conforme (Wald, 1984) [3].

Exemplo 20. Considere E(Xi) a média das variáveis aleatórias Xi, i ≥ 1 com p > 1
2
.

O número esperado de passos até o passeio alcançar a posição k, k > 0 é

E[N ] =
k

2p− 1
.

Demonstração: Note que E|Xi| = 1 < ∞ e {N = n} = {X1 ̸= k,X1 + X2 ̸=
k, ..., X1 +X2 +...+Xn−1 ̸= k,Xn ̸= k}. Logo, N é tempo de parada

N∑
j=1

Xj = k ⇒ E

[
N∑
j=1

Xj

]
= k.

Sabendo que a média dos Xi é E(Xi) = (2p− 1) com p > 1
2
.
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A Equação de Wald nos dá:

E

[
N∑
i=1

Xi

]
= E[N ]E[X1]

k = E[N ] · (2p− 1)

E[N ] =
k

2p− 1

Proposição 13. Seja Sn um passeio aleatório com sucessivas realizações. A distribui-

ção de probabilidade de Sn é dada por:

P(Sn = k) =


(

n
n+k
2

)
p

n+k
2 (1− p)

n−k
2 , se n+k

2
for par;

0, caso contrario.

Demonstração. Seja Sn = k, r o número de passos positivos e s o número de

passos negativos. Assim, r − s = k e r + s = n. r − s = k;

r + s = n.

Logo r =
n+ k

2
e s =

n− k

2
. O número de realizações onde isto ocorre é

(
n

r

)
e cada

uma tem a mesma probabilidade, a saber pr · (1− p)s. Então

P(Sn = k) =

(
n

r

)
pr · (1− p)s

P(Sn = k) =

(
n

n+k
2

)
p

n+k
2 (1− p)

n−k
2 .



Capítulo 3

Jogo do Par ou Ímpar

O jogo Par ou Ímpar é um jogo que ocorre entre duas pessoas sendo o objetivo

resolver de maneira aleatória um impasse. Há duas opções para cada jogador(par

ou ímpar), porém, as opções dos oponentes devem ser distintas. Logo em seguida,

mostram as mãos com alguns dedos levantados ou não, contam-se os dedos levantados

e vence quem tiver acertado a paridade do número de dedos. O jogo Par ou Ímpar

pode ser jogado de várias maneiras, sendo que o resultado do jogo depende de como

ele é jogado.

3.1 Introdução

Considere a seguinte versão do jogo �Par ou Ímpar�. Um dos jogadores escolhe a

opção par e o outro ímpar. Então, num mesmo instante, cada jogador apresenta, com

os dedos, um número de um a cinco. Se o total de dedos mostrados for par, ganha o

jogador que escolheu par, caso contrário o outro jogador ganha.

Comecemos com as seguintes análises:

Lema 6. Se os dois jogadores escolherem os números que vão jogar de maneira aleató-

ria, com qualquer um dos cinco números tendo a mesma probabilidade de ser escolhido,

o que tem a maior chance de ganhar é aquele que escolher par.

Demonstração: Cada jogador poderá escolher números entre 1 e 5. O conjunto

55
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de casos possíveis são:

Ω = {(i, j), i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}}.

Seja o evento A �jogador que escolheu par ganhar�.

A = {(i, j), i+ j, par }.

P (A) =
|A|
|Ω|

=
13

25
= 0, 52.

Assumindo que os dois jogadores jogam aleatoriamente, terá maior chance de ganhar

aquele jogador que escolher par. O jogador que escolher par, terá 52 % de chance de

ganhar e 48 % de chance de perder.

Lema 7. Suponha que, o jogador que escolheu par assuma que o outro jogará aleato-

riamente. Então, a estratégia adotada para maximizar suas chances de ganho será de

colocar um número ímpar de dedos.

Demonstração: Seja Ω o espaço amostral.

Ω = {(i, j), i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}}.

Seja o evento A �jogador que escolheu par, joga um número ímpar�.

Seja o evento B �jogador que escolheu ímpar, joga um número ímpar�.

A ∩B = {(i, j), i+ j, par, com i, j números ímpares }.

Portanto, a probabilidade que ocorra o evento A sabendo que ocorreu o evento B é de:

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
=

9/25

15/25
= 0, 60.

Lema 8. Suponha que os jogadores pensem estrategicamente, assumindo que o opo-

nente jogará aleatoriamente e adotam o tipo de estratégia (quem escolher par jogará

ímpar e quem escolher ímpar jogará par) para tentar aumentar suas chances. Ganhará

o jogador que escolher ímpar.

Demonstração: Seja A e B os jogadores. O jogador A se escolher par, deverá

jogar números ímpares, e o jogador B escolhendo ímpar, jogará par. Logo o jogador

B será o vencedor. Agora se o jogador A escolher ímpar, deverá jogar números pares,

pois o outro jogador B escolhendo par e adotando a mesma estratégica jogará ímpar,

logo o vencedor será o jogador A. Portanto, vencerá a disputa quem escolher ímpar.

Mesmo jogando estrategicamente, ainda há vantagem para aquele jogador que escolher

ímpar.
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3.2 Passeio Aleatório para o Jogo Par ou Ímpar

De�nição 25. Seja Sm o lucro do estrategista após m rodadas e k o valor de cada

aposta. Podemos escrever:

Sm =
m∑
i=1

Xi;

onde as variáveis aleatórias X1, X2, X3, ..., Xm tem distribuição de probabilidade:

P(Xi = j) =

 0, 6; se j = k;

0, 4; se j = −k.

Lema 9. Seja Vm o número de vitórias do estrategista. Então:

Sm = k · (2Vm −m).

Demonstração: Em m rodadas o estrategista obtém Vm vitórias e (m−Vm) derrotas.

Em cada vitória, lucra k e em cada derrota perde k. Logo:

Sm =k · Vm + (−k)[m− Vm]

Sm =k · Vm + k · Vm − k ·m

Sm =2k · Vm − k ·m

Sm =k(2Vm −m) .

Lema 10.

Sm ∈ {−mk,−mk + 2k, ...,mk} = Rm,k.

Demonstração:

Vm ∈ {0, 1, 2, ...,m}.

Mas no Lema 8, temos:

Sm = k · (2Vm −m).

Logo;

Sm ∈ {−mk,−mk + 2k, ...,mk}
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Lema 11. Seja Vm o número de vitórias do estrategista em m rodadas. Temos que:

i) Vm ∼ binomial(m; 0, 6);

ii) E(Vm) = 0, 6.m;

iii) V ar(Vm) = 0, 24.m.

Demonstração:

i) Basta observar que Vm pode ser visto como o número de sucessos em m repetições

de ensaios de Bernoulli independentes, cada um com probabilidade 0,6 de sucesso.

ii) Pelo Lema 4a), a média esperada para Vm é:

E(Vm) =n · p

E(Vm) =m · 0, 6

E(Vm) =0, 6m

iii) Pelo Lema 4c), a variância de Vm é:

V ar[Vm] =0, 6 ·m · (1− 0, 6)

V ar[Vm] =0, 6 ·m · 0, 4

V ar[Vm] =0, 24 ·m

Teorema 6. A distribuição de probabilidade do lucro do estrategista após m rodadas

é:

P(Sm = i) =


(

m
1
2
·( i

k
+m)
)
· 0, 6

1
2
·( i

k
+m) · (0, 4)m− 1

2
·( i

k
+m); se i ∈ Rm,k;

0; caso contrário.

Demonstração:Temos:

Sm = k · (2Vm −m).
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A distribuição de Sm satisfaz:

P (Sm = i) =P (k(2Vm −m) = i)

P (Sm = i) =P

(
2Vm −m =

i

k

)
P (Sm = i) =P

(
2Vm =

i

k
+m

)
P (Sm = i) =P

(
Vm =

1

2
·
(
i

k
+m)

))

Como Vm é o número de vitórias em m repetições de ensaio de Bernoulli. Temos que:

Vm ∼ binomial(m; 0, 6).

Mas;

P (Vm = j) =

(
m

j

)
· 0, 6j · (0, 4)m−j;

Logo;

P

(
Vm =

1

2
·
(
i

k
+m

))
=

(
m

1
2
·
(
i
k
+m

)) · 0, 6
1
2
·( i

k
+m) · (0, 4)m− 1

2
·( i

k
+m).

Proposição 14. Seja E(Sm) a média do lucro do estrategista e V ar(Sm) a variância

do lucro do estrategista, temos que:

i) E(Sm) = 0, 2km;

ii) V ar(Sm) = 0, 96k2m.

Demonstração:
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i) A média de Sm é:

E(Sm) =E[k(2Vm −m)]

E(Sm) =kE[(2Vm −m)]

E(Sm) =k[2E(Vm)−m]

E(Sm) =k[2 · 0, 6m−m]

E(Sm) =k[1, 2m−m]

E(Sm) =k[0, 2m]

E(Sm) =0, 2km

ii) A variância de Sm é:

V ar[Sm] =V ar[k(2Vm −m)]

V ar[Sm] =V ar[(2kVm − km)]

V ar[Sm] =(2k)2 · V ar[Vm]

V ar[Sm] =4k2 · V ar[Vm]

V ar[Sm] =4k2 · 0, 24m

V ar[Sm] =0, 96k2m

Exemplo 01: Considere apostas de 1,00 real.

Esperança e Variância do Lucro do Estrategista com Aposta de 1 Real.

m 10 20 50 100 200 500 1000

E(Sm) 2 4 10 20 40 100 200

V ar(Sm) 9,6 19,2 48 96 191 480 960

Podemos observar que, nas 10 primeiras rodadas, E(S10) a média do lucro do es-

trategista é 2,00 reais e V ar(S10) a variância do lucro do estrategista é 9,6. Para 200

rodadas, E(S200) a média do lucro do estrategista é 40,00 reais e V ar(S200) a variância
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do lucro do estrategista é 191. Se jogarmos 1.000 rodadas, E(S1.000) a média do lucro

do estrategista é 200,00 reais e V ar(S1.000) a variância do lucro do estrategista é 960.

Exemplo 02: Agora considere apostas de 5,00 reais.

Esperança e Variância do Lucro do Estrategista com Aposta de 5 Reais.

m 10 20 50 100 200 500 1000

E(Sm) 10 20 50 100 200 500 1.000

V ar(Sm) 240 480 1.200 2.400 4.800 12.000 24.000

Neste exemplo podemos observar que, nas 20 primeiras rodadas, E(S20) a média do

lucro do estrategista é 20,00 reais e V ar(S20) a variância do lucro do estrategista é 480.

Quando houver 100 rodadas, E(S100) a média do lucro do estrategista é 100,00 reais

e V ar(S100) a variância do lucro do estrategista é 2.400. Se jogarmos 1.000 rodadas,

E(S1.000) a média do lucro do estrategista é 1.000,00 reais e V ar(S1.000) a variância do

lucro do estrategista é 24.000.

Exemplo 03: Agora considere apostas de 7,00 reais.

Esperança e Variância do Lucro do Estrategista com Aposta de 7 Reais.

m 10 20 50 100 200 500 1000

E(Sm) 14 28 70 140 280 700 1.400

V ar(Sm) 470,4 940,8 2.352 4.704 9.408 23.520 47.040

Neste exemplo, nas 20 primeiras rodadas, E(S20) a média do lucro do estrategista

é 28,00 reais e V ar(S20) a variância do lucro do estrategista é 940,8. Quando houver

500 rodadas, E(S500) a média do lucro do estrategista é 700,00 reais e V ar(S500) a

variância do lucro do estrategista é 23.520. Se jogarmos 1.000 rodadas, E(S1.000) a

média do lucro do estrategista é 1.400,00 reais e V ar(S1.000) a variância do lucro do

estrategista é 47.040.

Quanto maior for o valor da aposta e quanto maior o número de rodadas, maior

será a média do lucro do estrategista.

Teorema 7. A distribuição do lucro do Estrategista satisfaz

P (|Sm − 0, 2km| > ε) ≤ 0, 96k2m

ε2
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para todo ε > 0.

Demonstração:

TemosE(Sm) = 0, 2km e V ar(Sm) = 0, 96k2m. Usando a Desigualdade de Chebyshev,

temos:

P(|Sm − E(Sm)| > ε) ≤V ar(Sm)

ε2

P(|Sm − 0, 2km| > ε) ≤0, 96k2m

ε2
.

Teorema 8. A distribuição de probabilidade de Sm satisfaz:

P(Sm ≤ a) ≃ ϕ

(
a− 0, 2km

2k
√
0, 24m

)
;

Onde P(Sm ≤ a) é a probabilidade do lucro do estrategista não ser superior a a reais

após o término da m-ésima rodada.

Demonstração: Utilizando o Teorema Central do Limite para m grande, temos

que se Z ∼ N(0, 1) e

Zm =
Vm − E(Vm)√

V ar(Vm)
=

Vm − 0, 6m√
V ar(0, 24m)

. Então, quando m → ∞ :

Zm
d→ Z.

A probabilidade será de:

P(Sm ≤ a) =P(k(2Vm −m) ≤ a)

=P
(
2Vm −m ≤ a

k

)
=P
(
2Vm ≤ m+

a

k

)
=P
(
Vm ≤

(
1

2

)
·
(
km+ a

k

))
=P
(
Vm ≤

(
km+ a

2k

))
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Pelo Teorema Central do Limite, implica que:

P

(
Vm − 0, 6m√

0, 24m
≤

km+a
2k

− 0, 6m
√
0, 24m

)

P
(
Zm ≤ km+ a− 1, 2km

2k
√
0, 24m

)
P
(
Zm ≤ a− 0, 2km

2k
√
0, 24m

)
≃ ϕ

(
a− 0, 2km

2k
√
0, 24m

)

onde;

ϕ(z) =

∫ z

−∞

1√
2π

· e−
x2

2 dx = P(Z ≤ z)

Corolário 2. Suponha k igual a um real. A probabilidade do estrategista não estar

em lucro após m rodadas será:

P(Sm ≤ 0) ≃ ϕ

(
−1

2
·
√

m

6

)
.

Demonstração:

Segundo o Teorema 8, temos que:

P(Sm ≤ 0) ≃ϕ

(
−0, 2km

2k
√
0, 24m

)
P(Sm ≤ 0) ≃ϕ

(
−
√
m√
24

)
P(Sm ≤ 0) ≃ϕ

(
−1

2

√
m

6

)
.

Exemplo 21. A probabilidade do estrategista não estar em lucro após 24 rodadas é de

ϕ(−1).

P(S24 ≤ 0) ≃ϕ

(
−1

2

√
m

6

)
P(S24 ≤ 0) ≃ϕ

(
−1

2

√
24

6

)

P(S24 ≤ 0) ≃ϕ

(
−1

2
· 2
)

P(S24 ≤ 0) ≃ϕ(−1) = 1− 0, 8413 = 0, 1587.
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Exemplo 22. A probabilidade do estrategista não estar em lucro após 600 rodadas é

de ϕ(−5).

P(S600 ≤ 0) ≃ϕ

(
−1

2

√
m

6

)
P(S600 ≤ 0) ≃ϕ

(
−1

2

√
600

6

)

P(S600 ≤ 0) ≃ϕ

(
−1

2
· 10
)

P(S600 ≤ 0) ≃ϕ(−5) ≃ 0

Os valores de ϕ(−1) e ϕ(−5) são dados retirados da Tabela de Distribuição Normal

Padrão. Portanto, é muito improvável que o Estrategista não esteja em lucro após 600

rodadas.

Corolário 3. Seja o capital inicial do leigo b = 0, 1m e o valor de cada aposta do jogo

par ou ímpar de k = 1. A distribuição de probabilidade do lucro Sm será de:

P(Sm ≤ 0, 1m) ≃ϕ

(
0, 1m− 0, 2km

2k
√
0, 24m

)
= ϕ

(
m(0, 1− 0, 2k)

2k
√
0, 24m

)
P(Sm ≤ 0, 1m) ≃ϕ

(
−0, 1m

2
√
0, 24m

)
= ϕ

(
−1

4
·
√

m

6

)
.

Logo, a probabilidade do leigo perder todo o capital inicial após m rodadas é

P(Sm > 0, 1m) ≃ 1− ϕ

(
−1

4
·
√

m

6

)
.

Exemplo 23. Seja o capital inicial do leigo b = 2, 4. A probabilidade do leigo perder

todo o seu dinheiro após 24 rodadas é 1− ϕ(−0, 5).

P(S24 ≤ 0, 1 · 24) ≃ϕ

(
−1

4
·
√

m

6

)
P(S24 ≤ 2, 4) ≃ϕ

(
−1

4
·
√

24

6

)

P(S24 ≤ 2, 4) ≃ϕ

(
−1

4
· 2
)

P(S24 ≤ 2, 4) ≃ϕ(−0, 5) = 1− 0, 6915 = 0, 3085.

Logo, P(S24 > 2, 4) ≃ 0, 6915.
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Exemplo 24. Seja o capital inicial do leigo b = 60. A probabilidade do leigo perder

todo o seu dinheiro após 600 rodadas é 1− ϕ(−2, 5).

P(Sm ≤ 0, 1m) ≃ϕ

(
−1

4
·
√

m

6

)
P(S600 ≤ 0, 1 · 600) ≃ϕ

(
−1

4
·
√

600

6

)

P(S600 ≤ 60) ≃ϕ

(
−1

4
· 10
)

P(S600 ≤ 60) ≃ϕ(−2, 5) = 1− 0, 9938 = 0, 0062.

Logo, P(S600 > 60) ≃ 0, 9938.

Fato: Independente do valor da aposta, o Estrategista sempre terá em média van-

tagem sobre o leigo.

Proposição 15. O número médio de rodadas até o estrategista lucrar C reais é

E(N) = 5C.

Demonstração:

Use a Equação de Wald com p = 0, 6.

E[N ] =
k

2p− 1

E[N ] =
C

2 · 0, 6− 1

E[N ] =
C

1, 2− 1

E[N ] =
C

0, 2

E[N ] =5C.

Exemplo:

Número Médio de Rodadas até o Estrategista Lucrar C Reais

C 5 10 15 20 100

E(N) 25 50 75 100 500
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Portanto, o número médio de rodadas até o estrategista lucrar C reais é diretamente

proporcional a C.

Teorema 9. Suponha que existam d duplas de jogadores jogando par ou ímpar (em

cada dupla há um estrategista - time A e um leigo - time B). Admita que cada dupla

jogará l rodadas. Para cada par de jogadores diremos que o jogador 1 venceu o jogador

2 caso tenha vencido mais rodadas. Seja Y o número de vitórias dos leigos ao �m de

todas as disputas. Então Y ∼ binomial(d, p) onde

p = P(Sl < 0) ≃ ϕ

(
−1

2
·
√

l

6

)

Logo;

P(Y = y) ≃
(
d

y

)[
ϕ

(
−1

2
·
√

l

6

)]y
·

[
1− ϕ

(
−1

2
·
√

l

6

)]d−y

,

com y = 0, 1, 2, 3, ...d. Em particular, se d é grande, temos;

P(Y = y) =
exp

{
dϕ
(
−1

2

√
l
6

)} [
dϕ
(
−1

2

√
l
6

)]y
y!

,

e assim

P(Y = 0) =

[
1− ϕ

(
−1

2

√
l

6

)]d
≃ e

−dϕ
(
− 1

2

√
l
6

)
.

Exemplo 25. Suponha 20 duplas onde cada dupla jogará 54 rodadas. Temos:

p ≃ ϕ

(
−1

2
· 3
)

= ϕ(−1, 5) = 1− 0, 9332 = 0, 0668.

Então Y ∼ binomial(20; 0, 0668). Logo,

P(Y = y) ≃
(
20

y

)
· 0, 0668y · 0, 933220−y, com y = 0, 1, 2, 3, ..., 20.

Em particular, temos que P(Y = 0) ≃ 0, 933220 ≃ 0, 25.

Teorema 10. Suponha que existam d duplas de jogadores jogando par ou ímpar (em

cada dupla há um estrategista - time A e um leigo - time B). Admita que cada dupla

jogará l rodadas. Para cada par de jogadores diremos que o jogador 1 venceu o jogador
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2 caso tenha vencido mais rodadas. Seja Y o número de vitórias os leigos ao �m de

todas as disputas. Se d é grande, então:

P(Y ≤ y) ≃ ϕ

 y − dϕ
(
−1

2

√
l
6

)
√
dϕ
(
−1

2

√
l
6

)
· ϕ
(

1
2

√
l
6

)
 .

Demonstração: Basta usar o Teorema Central do Limite para aproximar

Zd =
Y − dp√
dp(1− p)

de uma normal padrão. Aqui

p = ϕ

(
−1

2

√
l

6

)
.

Exemplo 26. Suponha 40 duplas e que cada dupla jogará 54 rodadas. Temos:

p =ϕ

(
−1

2

√
54

6

)

p =ϕ

(
−1

2
· 3
)

p =ϕ(−1, 5)

p =1− ϕ(1, 5)

p =1− 0, 9332

p =0, 0668.

Então;

P(Y ≤ y) ≃ ϕ

(
y − 40 · 0, 0668√

40 · 0, 0668 · 0, 9332

)
= ϕ

(
y − 2, 672√
2, 49351

)
= ϕ

(
y − 2, 672

1, 579

)
.

Em particular, P (Y ≤ 5) ≃ ϕ(1, 47) = 0, 9292 e P (Y ≤ 10) ≃ ϕ(4, 64) ≃ 1. Portanto,

P (Y > 10) ≃ 0.

3.3 Caso Geral

Considere que os dois jogadores realizam apostas num jogo de par ou ímpar. Como

antes, repetem apostas em rodadas, apostando k reais em cada rodada. Chamamos os
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dois jogadores por:

Estrategista: Não joga aleatoriamente, adota a estratégia de assumir que o outro

jogará aleatoriamente e joga de forma a maximizar suas chances de ganho. Assim,

quando escolhe par colocar uma quantidade ímpar de dedos e quando escolhe ímpar

colocar uma quantidade par de dedos.

Leigo: Joga aleatoriamente e nunca usa estratégia para tentar aumentar suas chances

de ganho.

A partir de agora vamos considerar que o estrategista começa com a reais e o leigo

com b reais. Admita que o jogo acaba quando um dos jogadores perder todo seu

dinheiro e por simplicidade suponha k = 1, isto é, em cada rodada a aposta vale 1 real.

De�nição 26. Seja Cm, m ≥ 0 o capital após m rodadas. Então se o estrategista

inicia o jogo com a reais, temos:

Co = a e Cm = a+ Sm

Teorema 11. A probabilidade do leigo em algum momento perder todo seu dinheiro

é

Pa =

(
1−

(
2
3

)a
1−

(
2
3

)a+b

)

Demonstração: Seja Pi a probabilidade de iniciando com i reais, o Estrategista al-

cance a+ b antes de 0. Com 0 < i < (a+ b);

Temos que:

P0 = 0;

Pa+b = 1.

De acordo com a De�nição 9 a probabilidade do Estrategista ganhar o jogo é 60% e do

Leigo é de 40%. Então:
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Pi =0, 6Pi+1 + 0, 4Pi−1

Pi(0, 6 + 0, 4) =0, 6Pi+1 + 0, 4Pi−1

0, 6Pi + 0, 4Pi =0, 6Pi+1 + 0, 4Pi−1

Pi+1 − Pi =
0, 4

0, 6
· (Pi − Pi−1)

Pi+1 − Pi =
2

3
· (Pi − Pi−1) .

Assim; com i = 1, temos:

P2 − P1 =
2

3
(P1 − P0)

P2 − P1 =
2

3
P1,

Com i = 2, temos:

P3 − P2 =
2

3
· (P2 − P1)

P3 − P2 =
2

3
·
(
2

3
P1

)

P3 − P2 =

(
2

3

)2

P1. (3.1)

Generalizando os casos acima, temos que:

Pi − Pi−1 =

(
2

3

)i−1

P1. (3.2)

Para quaisquer valores de i, entre 0 e a + b. O nosso problema termina quando o

estrategista alcançar Cn = a+ b. Então; com i = a+ b, temos:

Pa+b − Pa+b−1 =
2

3
(Pa+b−1 − Pa+b−2)

Pa+b − Pa+b−1 =

(
2

3

)a+b−1

P1. (3.3)
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Somando as i− 1 primeiras equações:

(P2 − P1) + (P3 − P2) + ...+ (Pi − Pi−1)

temos que:

(Pi − P1) =

(
2

3

)
P1 +

(
2

3

)2

P1 + ...+

(
2

3

)i−1

P1

Pi =P1 +

(
2

3

)
P1 +

(
2

3

)2

P1 + ...+

(
2

3

)i−1

P1

Pi =P1

[
1 +

(
2

3

)
+

(
2

3

)2

+ ...+

(
2

3

)i−1
]

Mas,

[
1 +

(
2

3

)
+

(
2

3

)2

+ ...+

(
2

3

)i−1
]
é uma Progressão Geométrica de razão

2

3
.

De acordo com (Bonjorno e Giovanni) temos que, a soma de uma Progressão Geomé-

trica �nita (P.G.) é:

Sn =
a1 · (1− qn)

1− q
.

Logo, temos i termos nesta (P.G.), portanto:[
1 +

(
2

3

)
+

(
2

3

)2

+ ...+

(
2

3

)i
]
=

1−
(
2
3

)i
1− 2

3

Pi = P1 ·

(
1−

(
2
3

)i
1− 2

3

)

Como Pa+b = 1 segue:

1 = Pa+b = P1 ·

(
1−

(
2
3

)a+b

1− 2
3

)

Portanto:

P1 =

(
1− 2

3

1−
(
2
3

)a+b

)
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Porém;

Pi =P1 ·

(
1−

(
2
3

)i
1− 2

3

)

Pi =

(
1− 2

3

1−
(
2
3

)a+b

)
·

(
1−

(
2
3

)i
1− 2

3

)

Pi =

(
1−

(
2
3

)i
1−

(
2
3

)a+b

)

Sendo, i = a temos que:

Pi =

(
1−

(
2
3

)i
1−

(
2
3

)a+b

)

Pa =

(
1−

(
2
3

)a
1−

(
2
3

)a+b

)
.

Corolário 4. Suponha que o Leigo possua um capital inicial muito grande, b → ∞,

mesmo assim ele terá chance de perder todo o seu dinheiro. Temos que:

lim
b→∞

Pa = 1−
(
2

3

)a

.

Demonstração:

lim
b→∞

Pa = lim
b→∞

(
1−

(
2
3

)a
1−

(
2
3

)a+b

)

Como 1−
(
2

3

)a+b

tende a 1 com b → ∞. Portanto, temos que:

lim
b→∞

Pa =1−
(
2

3

)a

.

Exemplo 27. Suponha valores �xos para a, temos:

Probabilidade do Leigo Perder todo o seu Dinhero em Função do Capital

Inicial do Estrategista.

a 1 2 3 4 5 10

Pa
1
3

5
9

19
27

65
81

211
243

58025
59057
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A tabela apresentada mostra a Probabilidade do Leigo perder todo o seu dinheiro

em função do capital inicial do Estrategista. Note que para valores grandes do capital

inicial do Estrategista, a probabilidade do Leigo perder todo o seu dinheiro se aproxima

de 1.

Observação: Segundo o Corolário 4, a medida que o capital inicial do leigo cresce a

probabilidade dele perder todo seu dinheiro converge para 1−
(
2

3

)a

.

Teorema 12. Seja B o número de passos até o capital do Estrategista atingir a + b

ou 0. A média de B é:

E(B) =5 ·

[
(a+ b) ·

(
1−

(
2
3

)a
1−

(
2
3

)a+b

)
− a

]
.

Demonstração: De�na B como o número de passos até o capital atingir a+ b ou 0.

Em outras palavras B é o número de rodadas do jogo acabar. Cm é o valor do capital

do estrategista após m rodadas.

B = mín {m : Cm = 0 ou Cm = a+ b}
Escreva:

Cm = C0 +
m∑
j=1

Xj.

Onde Xj é a variável aleatória que dá o ganho do estrategista na j-ésima rodada, sendo

sua distribuição igual a;

P(Xj = i) =

 0, 6, se i=1;

0, 4, se i=-1.

Logo;

B = min{m :
m∑
j=1

Xj = −a ou
m∑
j=1

Xj = b}.

Temos que:

E(Xj) = 1 · 0, 6 + (−1) · 0, 4 = 0, 6− 0, 4 = 0, 2.

Pela equação de Wald:

E

(
B∑
j=1

Xj

)
= E(X1) · E(B) = 0, 2 · E(B).
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Mas,

B∑
j=1

Xj =


b, com probabilidade

(
1−( 2

3)
a

1−( 2
3)

a+b

)
−a, com probabilidade 1−

[(
1−( 2

3)
a

1−( 2
3)

a+b

)]
Portanto;

E

(
B∑
j=1

Xj

)
=b ·

[(
1−

(
2
3

)a
1−

(
2
3

)a+b

)]
+ (−a) ·

[
1−

(
1−

(
2
3

)a
1−

(
2
3

)a+b

)]

E

(
B∑
j=1

Xj

)
=(a+ b) ·

(
1−

(
2
3

)a
1−

(
2
3

)a+b

)
− a

0, 2 · E(B) =(a+ b) ·

(
1−

(
2
3

)a
1−

(
2
3

)a+b

)
− a

E(B) =5 ·

[
(a+ b) ·

(
1−

(
2
3

)a
1−

(
2
3

)a+b

)
− a

]
.

Exemplo 28. Suponha que o capital inicial do estrategista é 10 reais e do leigo 20

reais. Neste caso

E(B) =5 ·

[
(10 + 20) ·

(
1−

(
2
3

)10
1−

(
2
3

)10+20

)
− 10

]

E(B) =5 ·

[
30 ·

(
1−

(
2
3

)10
1−

(
2
3

)30
)

− 10

]

E(B) =5 ·

[
30 ·

(
1−

(
2
3

)10
1−

(
2
3

)30
)

− 10

]

E(B) =97, 4.



Capítulo 4

Aplicação no Ensino Médio

4.1 Currículo de Referência da Rede Estadual de Edu-

cação de Goiás

Segundo o currículo de referência da Rede Estadual de Educação de Goiás, os

conteúdos Análise Combinatória e Probabilidade estão inseridos no terceiro bimestre

da 2a SÉRIE DO ENSINO MÉDIO.

EXPECTATIVAS DE APRENDIZAGEM

Segundo o currículo de referência da Rede Estadual de Educação de Goiás, as

expectativas de aprendizagem são:

- Efetuar cálculos envolvendo os agrupamentos de permutação, arranjo e combinação.

- Resolver problemas de contagem utilizando o princípio multiplicativo ou noções de

permutação simples, arranjos simples e/ou combinação simples.

- Utilizar o princípio multiplicativo e o princípio aditivo da contagem na resolução de

problemas.

- Identi�car e diferenciar os diversos tipos de agrupamentos.

- Resolver problemas utilizando noções de arranjos simples, permutação e combinação

simples.

- Realizar cálculos utilizando Binômio de Newton.

- Conceituar evento e espaço amostral de um experimento.

- Calcular a probabilidade de um evento.
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- Resolver problemas envolvendo o cálculo de probabilidades.

- Resolver problemas utilizando a probabilidade da união de eventos.

- Resolver problemas envolvendo a probabilidade de eventos complementares.

- Resolver problemas envolvendo a probabilidade condicional.

Tendo em vista a didática atual no ensino destes conteúdos, podemos inserir algu-

mas propostas alternativas com objetivo de dar abertura na participação dos alunos

e predominância do pensamento combinatório e probabilístico ao invés da ênfase às

fórmulas. Uma razão que motivou este trabalho, foi que boa parte dos professores

consideram Probabilidade como algo complicado. Consideram-na um assunto de difí-

cil entendimento por parte dos alunos. Estes, por sua vez, acabam vendo-se frente a

várias fórmulas e nomenclaturas para eles ��sem sentido�. Na maioria das vezes, essas

expectativas de aprendizagem não são alcançadas com sucesso.

4.2 Propostas de aulas aplicadas ao Ensino Médio

Estas propostas de aulas diversi�cadas em sala constitui-se em uma alternativa ca-

paz de atender às diferenças individuais, envolvendo os alunos em diversas atividades,

criando um ambiente de trabalho extremoso e aprazível, onde todos tenham a oportuni-

dade de trabalhar a cooperação, o respeito e a convivência em grupo, e entendendo que,

apesar das diferenças pessoais, existem interesses, objetivos maiores, que são comuns

para serem conquistados. Nessas aulas, o professor deve utilizar os recursos didáticos

oferecidos pela escola, como datashow, lousa digital e outros.

4.2.1 Proposta 01

Título: A probabilidade de vencer em um jogo de par ou ímpar.

Nível de ensino: Ensino Médio.

Ano/semestre de estudo: 2o ano.

Componente curricular: Matemática.

Tema: Probabilidade.

Duração da aula: 1 aula(45 minutos).

Modalidade de ensino: Educação presencial.

Objetivos
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- Calcular a probabilidade de vencer em um jogo de par ou ímpar.

- Representar na forma de razão e porcentual a chance de ocorrência de um evento.

Desenvolvimento

1a etapa

No início da aula, o professor chamará atenção dos alunos dizendo que ele consegue

vencer a maioria das vezes do jogo par ou ímpar. Neste momento, espera-se que os

alunos �quem entusiasmados, pois em vários jogos no colégio, utilizam o par ou ímpar

(para começar ou até para determinar o vencedor). Divida os alunos em duplas e pro-

ponham 10 disputas de par ou ímpar. Observe atentamente as reações dos estudantes

conforme as rodadas avancem, pois a turma pode estranhar a repetição de resultados.

Os resultados vão sendo anotados no quadro. Explique que, antes de iniciar, cada aluno

tem de decidir quem será par e quem será ímpar.

2a etapa

Discuta com os alunos qual dos resultados mais apareceu. Provavelmente os alu-

nos responderão "par". Questione o motivo. É provável que, num primeiro momento,

o grupo descreva as possibilidades utilizando os registros da tabela. Explique que

conhecendo todas as possibilidades de resultados, é possível pensar na chance que o

resultado par ou ímpar tem de vencer, comparando o número de possibilidades fa-

voráveis em relação ao número de possibilidades. O professor adota a ideia de jogar

ESTRATEGICAMENTE. Em seguida, o professor passa em mesa em mesa jogando 5

vezes com cada aluno. Novamente, esses resultados serão anotados no quadro negro.

3a etapa

Após o termino dos jogos, questione-os sobre a chance que o aluno que escolher

ímpar tem de vencer? Represente em forma de fração a chance de cada jogador? Qual

a forma percentual desses registros? Explique que muitas vezes nos deparamos com

situações que possibilitam diferentes resultados e precisamos saber qual é a chance de

um desses resultados se realizar ou não e que o campo da Matemática que se dedica a

esse estudo é chamado probabilidade.

Avaliação

- Participação e cooperação.

- Trabalho em grupo.

- Ensino Recíproco.
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4.2.2 Proposta 02

Título: A probabilidade de um grupo vencer em um jogo de par ou ímpar.

Nível de ensino: Ensino Médio.

Ano/semestre de estudo: 2o ano.

Componente curricular: Matemática.

Tema: Probabilidade.

Duração da aula: 2 aulas(90 minutos).

Modalidade de ensino: Educação presencial.

Desenvolvimento

Primeira etapa: Explique aos alunos que ao longo de duas aulas eles aprenderão

probabilidade jogando o jogo par ou ímpar. Para introduzir o tema, mobilize o inte-

resse deles com algumas perguntas comum por exemplo: Onde eles utilizavam o jogo

do Par ou Ímpar? Algum aluno tem interesse de aprender técnicas de vencer o jogo

par ou ímpar? Quanto maior a diversidade das perguntas, melhores as possibilidades

de sucesso na aula. No segundo momento, divida a sala de aula em dois grupos de

mesma quantidade. O primeiro grupo é formado pelo estrategistas e o segundo grupo

pelos leigos. O professor orientar cada grupo. Realize 37 partidas de par ou ímpar,

sendo que cada jogo seja realizado com um elemento de cada grupo.

Segunda etapa: Anote os resultados em uma tabela. Cada dupla tem sua própria

súmula.

Terceira etapa: Veri�que quantos vencedores temos em cada grupo.

Quarta etapa: Discuta com a turma qual dos resultados mais apareceu. Questione o

motivo e qual a justi�cativa dos resultados.

Quinta etapa: Explique o que aconteceu.

Metodologia - Explicação oral do professor com ajuda de esquemas no quadro ou

data-show;

- Observação e análise através de experimentos.

Avaliações:

- Participação individual em resoluções de atividades propostas em sala de aula;

- Participação em grupo em resoluções de atividades propostas em sala de aula;

- Oralidade e participação em sala relacionada ao conteúdo proposto;

- Interesse e participação do aluno pelas atividades propostas.



78 CAPÍTULO 4. APLICAÇÃO NO ENSINO MÉDIO

4.2.3 Proposta 03

Título: A probabilidade de vencer em um jogo de par ou ímpar qualquer.

Nível de ensino: Ensino Médio.

Ano/semestre de estudo: 2o ano.

Componente curricular: Matemática.

Tema: Probabilidade.

Duração da aula: 1 aula(45 minutos.)

Modalidade de ensino: Educação presencial.

Objetivo geral

Mostrar aos alunos que na 2a e 3a maneira o jogo é honesto e justo, já na 1a e 4a

maneira o jogo não é justo.

Objetivos especí�cos - Conceituar evento e espaço amostral de um experimento;

- Calcular a probabilidade de um evento;

- Resolver problemas envolvendo o cálculo de probabilidades.

Desenvolvimento

No início da aula, o professor convida os alunos a listarem as diferentes maneiras

de jogar o par ou ímpar. Jogo este, utilizado por eles para de�nir várias coisas. As

maneiras de jogar são:

1a) Cada jogador usa uma mão podendo levantar 1,2,3,4, ou 5 dedos.

2a) Cada jogador usa uma mão podendo levantar 0,1,2,3,4, ou 5 dedos.

3a) Cada jogador usam as duas mãos podendo levantar 1,2,3,4,5,6,7,8,9, ou 10 dedos.

4a) Cada jogador usam as duas mãos podendo levantar 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, ou 10 dedos.

Após a listagem das maneiras de jogar, o professor desa�a a turma para um jogo

usando a 1a regra. O professor joga de maneira estratégica sem que eles percebam, 10

vezes com cada aluno. No decorrer das partidas o professor alterna a escolha de par ou

ímpar, para que outros alunos não descubram a regra. Obtém as vitórias e derrotas.

Coloca os dados em tabela. Logo em seguida, os alunos analisam os resultados. Com

grande probabilidade, neste momento os alunos percebem que o professor venceu a

maioria das partidas. Alguns alunos entendem que o professor venceu devido a quan-

tidade de números pares e ímpares em cada partida não ser igual, pois escolhemos a

primeira maneira de jogar onde temos três números par e dois números ímpar. Porém,
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o professor diz aos alunos que eles tem a oportunidade de escolha no par ou ímpar, isso

implica que cada jogo foi justo. Novamente os alunos opinam.

Conclusão:

Somente após os alunos darem opinião o professor calcula a chance de ganho em

cada caso e diz que jogou estrategicamente e qual estratégia usou.

4.2.4 Proposta 04

Título: Análise de resultados em um jogo de par ou ímpar.

Nível de ensino: Ensino Médio.

Ano/semestre de estudo: 2o ano.

Componente curricular: Matemática.

Tema: Probabilidade.

Duração da aula: 1 aula(45 minutos.)

Modalidade de ensino: Educação presencial.

Objetivo geral:

Levar o aluno a aprender probabilidade de forma lúdica, interagindo com os outros

educandos e o professor e assimilando o conteúdo de forma espontânea.

Objetivos especí�cos:

- Fazer com que o educando consiga montar e analisar dados em tabelas.

- Levar o aluno a resolver problemas envolvendo o cálculo de probabilidades.

- Relembrar os conteúdos básicos.

- Promover a interação e a socialização entre os alunos.

Metodologia:

No início da aula o professor conversa com os alunos que a aula é dinâmica, onde

todos vão participar. Nessa aula utilizamos o jogo do par ou ímpar, diz o professor. A

turma é dividida em 3 grupos A, B e C. O professor instrui os grupos separadamente.

Cada grupo deve guardar suas instruções sem que os grupos vizinhos percebam. Os

alunos do grupo A recebem instruções para jogar sempre usando estratégia (modo

estrategista), os alunos do grupo B recebem instruções para jogar de modo aleatório

(modo leigo) e o grupo C não participa do jogo, pois são os observadores, cujo objetivo
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é anotar o que acontece, ver e detalhar o que viu e concluiu. Cada jogador deve escolher

números de 1 ao 5, segundo nossa regra.

Após informá-los da maneira de jogar, realizam-se as partidas. Cada partida é re-

alizada com um integrante do grupo A e um integrante do grupo B. Além disso, em

cada partida há um aluno do grupo C. Todos devem participar. Após todos integrantes

jogarem 41 vezes cada, o jogo cessa. Com esses dados, o grupo C que tinha como obje-

tivo contabilizar os resultados, monta uma tabela contendo os dados e as informações

retiradas das partidas.

Cada grupo comenta sobre o que percebeu. Começamos com o grupo C, onde eles

relatam os resultados em forma de tabelas. Os alunos do grupo B, explicam que todos

os jogadores jogaram aleatoriamente e os alunos do grupo A explicam que jogaram

estrategicamente. Após cada fala, o professor orientador desta aula, dirá tudo o que

ocorreu. Na primeira parte ele dividiu toda a sala em 3 grupos, sendo o grupo A o

dos estrategistas, o grupo B o dos leigos e o grupo C os observadores. Cada jogador

do grupo A, por utilizar nas jogadas a estratégia dada, tinha 60% de chance de vencer

enquanto cada jogador do grupo B tinha 40% de chance de vencer. O professor deve

se certi�car se algum aluno do grupo B não usou algum tipo de estratégia.

Avaliação:

Os alunos são avaliados através da participação e cooperação em sala de aula e

resolução de exercícios propostos. Trabalho em grupo.

4.2.5 Execução da Proposta 02

A aula foi realizada no Colégio Estadual Novo Horizonte, localizado na cidade de

Goiânia-Goiás, no dia 29 de maio de 2014. A duração foi de duas aulas com os alunos

do 2o Ano E do ensino médio vespertino. Nosso tema foi aplicação da probabilidade

no jogo Par ou Ímpar.

Desenvolvimento

Primeira etapa: No início da aula, perguntei aos alunos onde eles utilizavam o

jogo do Par ou Ímpar. Muitos alunos responderam que em várias disputas de jogos,

no caso do futebol, no início da partida e em caso de empate, eles disputam a vitória

em um jogo de Par ou Ímpar. No segundo momento da aula dividi os 40 alunos em

dois grupos de mesma quantidade. Os alunos do primeiro grupo foram os estrategistas
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e os alunos do segundo grupo foram os leigos. Após reunir os grupos, eu orientei o

primeiro grupo a jogarem estrategicamente, ensinando a regra (nossa regra, jogando

apenas números de 1 a 5) sem eles descon�arem. Foram realizadas 37 partidas de par

ou ímpar, sendo que cada jogo foi realizado com 1 elemento de cada grupo. Tivemos

um total de 20x37=740 resultados.

Segunda etapa: Cada integrante anotou as suas vitórias. Perguntei a eles os resul-

tados e anotei-os em uma tabela. Os resultados foram:

Resultado das 20 disputas.

DUPLAS 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

VITÓRIAS DO 1o GRUPO 23 17 22 24 27 30 25 18 13 22

VITÓRIAS DO 2o GRUPO 14 20 15 13 10 7 12 19 24 15

DUPLAS 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

VITÓRIAS DO 1o GRUPO 27 28 25 17 16 19 21 15 27 23

VITÓRIAS DO 2o GRUPO 10 9 12 20 21 18 16 22 10 14

Analisando esta tabela, temos que na dupla de número 14, houve 17 vitórias do pri-

meiro grupo e 20 vitórias do segundo grupo. Nesse momento percebemos que apenas

seis integrantes do segundo grupo venceu a disputa. Um fato de pequena probabili-

dade ocorrido foi na dupla de número 9 acontecer 24 vitórias do segundo grupo contra

13 vitórias do primeiro grupo. A duas hipóteses. Primeira estamos diante de um

evento muito improvável. Ou segundo, o integrante do primeiro grupo não entendeu a

maneira de jogar ou, o integrante do segundo grupo resolveu jogar de maneira diferente.

Terceira etapa: Discuti com a turma qual dos resultados mais apareceu. De maneira

rápida disseram �par�. Questionei novamente: Qual o motivo? Qual a justi�cativa dos

resultados? Porque no segundo caso, a regra utilizada pelo grupo 1 teve falha?

Quarta etapa: Neste momento, todos os alunos queriam participar, tive di�culdade

em conter a ordem da sala, pois vários alunos queriam opinar. No entanto, embora

vários alunos omitiram opinião, nenhum deles foi capaz de entender por que houve

vantagem do primeiro grupo. Alguns alunos descon�aram que havia alguma estrategia

por trás. Porém nenhum foi capaz de indenti�cá-la.

Quinta etapa: Logo após, coloquei no quadro todo o espaço amostral obtido neste
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jogo e expliquei por que tudo isso aconteceu. Quando o grupo 01 joga estrategicamente,

a chance dele ganhar em cada rodada é 60%. Supondo é claro que cada leigo jogou

aleatoriamente.

Cálculos Realizados em cima da Aula Executada.

Percebemos que na dupla de número 9 houve 24 vitórias do grupo 2 contra 13

vitórias do grupo 1. Vamos calcular a probabilidade disto acorrer. Utilizando o Lema

8, considerando apostas de 1 real para V37 = 13 obtemos:

Sm =k · (2Vm −m)

S37 =1 · (2 · 13− 37)

S37 =1 · (26− 37)

S37 =1 · (−11)

S37 =− 11.

Usando o Teorema 8 temos que:

P(S37 ≤ −11) ≃ϕ

(
−11− 0, 2 · 1 · 37
2 · 1 ·

√
0, 24 · 37

)
P(S37 ≤ −11) ≃ϕ

(
−18, 4

5, 96

)
= ϕ(−3, 09)

P(S37 ≤ −11) =1− ϕ(3, 09)

P(S37 ≤ −11) =1− 0, 9990

P(S37 ≤ −11) =0, 001.

Isso signi�ca que há 0,001 de chance de acontecer esse placar. Assim, em média, a

cada 1.000 duplas jogando 37 partidas isso ocorreria 1 vez.

Usando o Teorema 9 no contexto da nossa aula, temos que:

Y ∼ Binomial(20; p).

Mas,

p =P(S37 < 0) ≃ ϕ

(
−1

2
·
√

37

6

)
≃ ϕ(−1, 24)

p =1− ϕ(1, 24) = 1− 0, 8925 = 0, 1075.
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Como Y é uma variável aleatória binomial, o valor médio esperado é:

E(Y ) = 20 · 0, 1075 = 2, 15.

Isso signi�ca que para 20 duplas jogando 37 partidas espera-se, em média, 2,15

vitórias de leigos.

Usando o Teorema 10 temos que:

P(Y ≤ y) ≃ ϕ

(
y − 2, 15√
1, 918875

)
P(Y ≤ y) ≃ ϕ

(
y − 2, 15

1, 3852

)
.

A probabilidade de na nossa aula no máximo 6 leigos vencerem seus desa�antes é:

P(Y ≤ 6) ≃ϕ

(
6− 2, 15

1, 3852

)
P(Y ≤ 6) ≃ϕ(2, 78) = 0, 9973.

Portanto, temos P(Y > 6) ≃ 0. Observe que na realização da aula os leigos

venceram em 6 dos desa�os.
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Anexos
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Conclusão

Neste trabalho abordamos o assunto do jogo Par ou Ímpar o qual tínhamos dois

grupos, o grupo dos estrategistas e o grupo dos leigos, jogando entre si, apostando

k reais em cada rodada. No início do problema, percebemos que, se os jogadores

jogassem aleatoriamente, quem escolhesse par teria a maior chance de ganhar. Em

seguida, se um dos jogadores jogar estrategicamente, teria maior chance de ganhar. Se

ambos os jogadores jogassem estrategicamente, venceria quem escolhesse ímpar. Após

essas análises inciais, realizamos sucessivas rodadas. Veri�camos impiricamente que

quem joga estrategicamente tem maior vantagem de vencer. Teoricamente se repetirem

o jogo inde�nidamente, o jogador que joga estrategicamente, tem grande chance de

sempre estar em lucro. No decorrer do trabalho, obtemos a média e a distribuição de

probabilidade do lucro do estrategista após m rodadas.

Esse trabalho foi muito importante para meu conhecimento, pois utilizei-o em uma

aula do ensino médio, onde os alunos �caram entusiasmados e empolgados. Ao repetir

quatrocentos e setenta(470) vezes o jogo Par ou Ímpar, obtive resultados satisfatórios.

Consegui mostrar aos alunos que determinado grupo tinha maior chance de vencer os

jogos pois seus componentes jogaram estrategicamente. No término da aula, diversos

alunos descobriram o método de jogar estrategicamente o jogo Par ou Ímpar. Como

mencionado no trabalho, o conteúdo de Probabilidade é um assunto em que os alunos

apresentam grandes di�culdades, por esse motivo, este trabalho contribuiu com quatro

propostas de aulas diversi�cadas. O aprofundamento desse tema, gerou um enriqueci-

mento no meu conteúdo didático. O ensino didático com aulas diversi�cadas gera um

excelente aproveitamento em sala de aula. Por �m, concluímos que se o jogador jogar

85
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estrategicamente terá grande chance de vencer mais do que perder em uma sequência

de rodadas de Par ou Ímpar. Os alunos �caram entusiamados com o resultado.
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