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Resumo

O trabalho a seguir, foi realizado em cima do Jogo do Par ou Impar. Ao explorar
esse jogo, analisamos uma disputa entre dois jogadores, sendo um deles estrategista e
o outro leigo. Na primeira parte consideramos sucessivas apostas, nais quais, o estra-
tegista tem vantagem probabilistica sobre o leigo. Depois, consideramos o caso onde
os jogadores jogam até que alguém fique sem dinheiro. A metodologia é investigativa
e direcionada por atividade que buscam mostrar a importancia desse conhecimento na
formacao cognitiva do aluno, propiciando-lhe uma reflexao teoérico-pratica acerca das
experiéncias vivenciadas e estimulando o raciocinio l6gico matematico. O trabalho foi
dividido em partes. Antes de iniciar o detalhamento do trabalho, usamos um embasa-
mento tedrico direcionado a Teoria dos Jogos e a Probabilidade. No desenrolar deste,
apresentamos resultados pertinentes a problemética do trabalho. Logo em seguida,
temos quatro propostas de aulas utilizando o jogo do Par ou Impar. Sendo que uma

delas foi executada aos alunos do Ensino Médio.

Palavras-chave

Probabilidade, Par ou impar, passeio aleatorio.
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Abstract

The following work was carried out over the game of odd or even. By exploring this
game, we analyze a dispute between two players, one being a strategist and another
layman. In the first part were successive bets, in which the strategist had advantage
over the layman. Then play until someone stay without money. The methodology
is investigative and directed by activities that seek to show the importance of this
knowledge in cognitive training of the student, giving it a theoretical reflection on the
practice experienced and stimulating logical reasoning mathematical experiences. The
work was divided into parts. Before starting the detail work, we use a theoretical basis
directed to Game Theory and Probability. In the course of this, we present the relevant
problems of work results. Shortly following section, we have four draft classes using

the game of odd or even. One of which was performed at the High School students.

Keywords

Probability, odd or even, random walk.
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Capitulo 1

Introducao

O nosso problema consiste em um jogo de par ou impar onde cada jogador mostra a
mao com uma quantidade aleatéria de dedos para cima. O resultado depende da soma
dos niimeros de ambos jogadores. E um jogo de azar, pois nao sabemos o que o outro
jogador vai colocar. Suponha que o jogador 1 escolha par e o jogador 2 escolha impar.
O jogador 1 confiando que o jogador 2 vai colocar par, entao deve colocar par. Se o
jogador 1 achar que o jogador 2 vai colocar impar, entao deve colocar impar para que

o resultado seja par. H4 duas maneiras de jogar: aleatoriamente ou estrategicamente.

No capitulo 2 apresentamos algumas demonstragoes de resultados que sao utilizados
no desenvolvimento do trabalho. No capitulo 3, detalhamos o nosso problema, onde
temos dois jogadores realizando apostas num jogo de par ou impar. Eles repetem
apostas em sucessivas rodadas. Chamamos os dois jogadores de: Estrategista e Leigo.
O Estrategista nao joga aleatoriamente, adota estratégia de assumir que o outro joga
aleatoriamente e joga de forma a maximizar suas chances de ganho. Ja o Leigo, joga
aleatoriamente e nunca usa estratégia para vencer. O objetivo é mostrar a vantagem
que o estrategista tem no decorrer do jogo, mostrando-o qual é a melhor estratégia a
ser adotada. Logo em seguida, calculamos a probabilidade do jogador ganhar o jogo
colocando par ou impar. No decorrer do trabalho, obtemos a média e a variancia
do lucro do estrategista e do ntimero de vitoérias. No capitulo 4, detalhamos a parte
do curriculo de referéncia da Rede Estadual de Educacao de Goids que abrange os
contetdos de Analise Combinatoria e Probabilidade com suas respectivas expectativas
de aprendizagem. Apresentamos quatro propostas de aulas para o ensino médio. Umas

das propostas foi realizada em sala de aula. Os detalhes desta aula sao apresentados.

13



14 CAPITULO 1. INTRODUCAO

A contribuicao deste trabalho esta relacionado a metodologia de aulas diferenciadas,

utilizando o jogo, porém nao deixando o contetido didatico, mas sim conduzindo o

aluno ao saber sistematizado.
Finalmente, na conclusao apresentamos algumas consideragoes e conclusoes relaci-

onadas ao problema.



Capitulo 2

Refterencial Teoérico

2.1 Teoria dos Jogos

Nesta parte do trabalho sao abordadas teorias e visdes de autores para definicao de
Teoria dos Jogos Estratégicos. Diante de situacoes de conflito e/ou cooperagao mitua,
tenta-se equacionar o quanto é mais vantajoso colaborar ou se abster e encarar uma

decisao de competicao.

2.1.1 Conceito de Jogos

O jogo é uma forma diferenciada de estimular o raciocinio do aluno, que se interessa
em aprender o sentido do jogo para poder ganhar. Porém, para vencer estes jogos,
utilizam-se de vérias estratégias, pois cada jogo apresentam intimeras possibilidades.
As estratégicas nem sempre sao as mesmas, depende do andamento do jogo. Portanto,
a Teoria dos Jogos pode ser entendida como uma grande abordagem que nao resolve
questoes estratégicas, mas ajuda a organizar o processo de pensamento estratégico do
aluno.

Com a ajuda da Teoria dos jogos, os individuos raciocinam mais, atentam para as
jogadas do oponente e estudam melhor a opcao a ser utilizada. Essas anélises pode
indicar uma solugao para o jogo, ou indicar a melhor maneira de jogar. Ainda assim,
na maioria dos jogos que descrevem problemas reais, ela s6 nos fornece uma visao geral,

descartando algumas jogadas que nao levarao a bons resultados.

15



16 CAPITULO 2. REFERENCIAL TEORICO

Para introduzir um jogo, o professor deve explicar o contetido que serd tratado no
jogo e em seguida explicar as regras e pontuacoes deixando bem claras. Cada jogo pode
ser composto com pelo menos dois jogadores, realizam-se sucessivas jogadas, sendo que
ambos poderao utilizar estratégia ou nao. No decorrer de cada jogada, sao anotados
os resultados, no fim do jogo, cada jogador obtém um payoff. Caso ele venca, o payoff

é +1, caso empate, o payoff é 0, e caso perca, o payoff é -1.

2.1.2 Classificagao de jogos

A classificacao do jogo ocorre de acordo com os diversos tipos possiveis de jogos,
permitindo que ele represente, com maior ou menor autenticidade, diversas situacoes
de conflito real. Entre as possibilidades temos:

- Jogos baseados em regras x jogos de desenvolvimento livre;

- Jogos cooperativos X jogos nao cooperativos;

- Jogos de informacao perfeita x jogos de informacao imperfeita;
- Jogos de soma zero x jogos de soma nao zero.

A teoria béasica pode ser encontrada em [12].

2.2 Definicao de Probabilidade

Um modelo probabilistico é uma tripla (2, F,[P) onde € é o espa¢o amostral que
consiste dos possiveis resultados do experimento, F é uma classe de eventos aleatorios e
P é uma probabilidade. A classe de eventos aleatorios F é uma classe de subconjuntos

de €2 satisfazendo:
1. Qe F;
2. Se A € F entdo A® € F;
3. Se A, € Fparan=1,2,...entao | J7—, A, € F.

Exemplo 1. Uma urna possui cinco bolas verdes, trés bolas vermelhas e uma bola
preta. Uma bola é retirada ao acaso da urna. Um espaco amostral para esse ex-
perimento é: Q = {wverde, vermelha,preta} e uma classe de eventos aleatérios para
Q2 seria F = {¢, {verde}, {vermelha}, {preta}, {verde,vermelha}, {verde,preta},
{vermelha, preta}, Q1}.
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H& quatro defini¢oes de probabilidade conhecidas:
- classica;
- axiomatica;
- frequentista;
- subjetiva.

A seguir, definimos cada uma delas.

2.2.1 Definicao Classica(Cardano(1663), De Moivre(1718), La-

place(1912)):

Definicao 1. Seja €2 finito, nao-vazio, e suponhamos que cada subconjunto elementar
de € é igualmente provavel. Entao, para qualquer A C €, definimos a probabilidade
de A como:

_ Al

P(4) = o

(2.1)

Observacao: A definicao anterior formaliza a primeira definicao conhecida de proba-
bilidade: “relagdo entre o nimero de casos favoraveis ao acontecimento (evento) e o

numero total de casos possiveis, supondo todos os casos igualmente possiveis”.

Exemplo 2. Extraem-se quatro cartas de um baralho com cinquenta e duas cartas.

Se A é o evento “extrair duas cartas pretas e duas vermelhas” entao
A Cog.0 - C 325

P(A) = u _ G262 Coga 920

19| Cs2.4 833

2.2.2 Definicao Axiomatica(Kolmogorov(1933)):

Definigao 2. Uma probabilidade é uma funcao P(.) a valores reais definida em uma
classe F de eventos de um espacgo amostral €2, que satisfaz as seguintes condigoes:
(A1) 0 <PP(A) <1, para todo A € F,

(A2) P(Q) =1,

(A3) Aditividade enumeravel: para qualquer sequéncia A;, As, ... € F de eventos dois

a dois disjuntos;
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A tripla (Q, F,P) é chamada espago de probabilidade.

Observacao: No caso de 2 finito ou infinito enumeravel, podemos definir a pro-
babilidade na classe F de todos os subconjuntos de €2, a qual é usualmente denotada
por 29 ou P(Q) (conjunto das partes de ). Neste caso, escrevendo = {wy,ws, ...},
associamos a cada w;, i = 1,2, ..., um ntmero p(w;) tal que p(w;) > 0e > = p(w;) = 1.
Para i = 1,2,..., p(w;) é a probabilidade do evento simples w;. A probabilidade de um
evento A € F é definida por:

P(A) = pwi). (2.3)
w; EA

Quando € é infinito nao-enumerével, é em geral impossivel associar uma probabi-
lidade bem definida a todos os subconjuntos de €. Define-se entao uma probabilidade
em uma classe mais restrita de subconjuntos de €2; apenas esses subconjuntos sao de-
nominados eventos aleatorios. O ponto essencial é que essa classe contém todos os
subconjuntos (eventos aleatorios) de interesse pratico. Um exemplo importante é €
igual a um intervalo da reta, para o qual se considera a classe de subconjuntos conhe-

cida como o—algebra de Borel.

Exemplo 3. Todas as cores do mundo sao obtidas a partir da mistura de apenas
trés: vermelho, amarelo e azul, as chamadas cores primérias. As cores secundarias
sao formadas pela mistura de duas cores primarias. O verde vem da mistura de azul
com amarelo. O roxo, de vermelho com azul. E o laranja, de amarelo com vermelho.

Considere uma urna com a seguinte composi¢ao:

Composicao da Urna.

Cor Vermelha | Amarela | Azul | Verde | Roza | Laranja

Numero de Bolas 4 5 3 8 2 3

Fonte: Dados Hipotéticos.

Uma bola é retirada ao acaso desta urna.

a) Um espago amostral para este experimento é Q2 = {vermelha, amarela, azul, verde,
roxa,laranja}.

b) Uma classe de eventos aleatorios é dada por F = P(£2). Note que |Q2] = 6 e
|F| = |P(Q)| = 2% = 26 = 64. Ou seja, temos 64 eventos aleatorios.
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c¢) Para definir probabilidade note que:

4
P(vermelha) = % P(amarela) = 2—557 ,Plazul) = 2—357
8

2
P(verde) = 5% P(roxa) = %

d) Se A é o evento “bola retirada tem cor priméaria” entao;

3
,P(laranja) = %

P(A) = Z P(w;) = P(vermelha) + P(amarela) + P(azul)

A4 5 3 12
P(A) =y 2 5 _ 1%
(A =55+ 55 T35 =3

2.2.3 Definicao Frequentista

A definicao classica é ambigua, pois a ideia de igualmente provavel é a mesma de
com probabilidade igual, e, além disso, essa definicao nao pode ser aplicada quando o
espaco amostral for infinito. Por exemplo, a probabilidade de tirar uma carta de ouros
em um baralho é: 13/52 = 1/4 = 25 %. Considerando meu espago amostral finito é
valido essa probabilidade, agora, caso altere a quantidade de cartas do meu baralho
essa probabilidade nao permanece a mesma.

Por causa dessas limitagoes surge a segunda defini¢ao de probabilidade, denominada
empirica ou a posteriori, ou ainda frequentista mais abrangente. Esta é consequéncia
da “Lei dos grandes numeros”, atribuida ao matematico austriaco Richard von Mises
(1883-1953).

Para calcularmos uma probabilidade frequentista procedemos da seguinte forma.
Admita que estamos interessados na probabilidade de um evento A associado a um
experimento aleatério. Se o experimento pode ser realizado muitas vezes sob condigoes
rigorosamente idénticas, entao repetimos o procedimento uma quantidade grande n de
vezes. Anotamos o nimero de vezes que A ocorre nessas repeticoes e assim podemos
obter uma boa estimativa da probabilidade de ocorréncia de A. Logo, a probabilidade

empirica ou a posteriori de A é dada por

P(A) = lim M,

n—oo M

onde n(A) é o namero de vezes que A ocorre nas n repeti¢oes.

Exemplo 4. Lancamos um dado honesto varias vezes e anotamos numa tabela o nt-
mero de vezes que a face sorteada foi o nimero 5. Os dados obtidos encontram-se na

tabela a seguir:
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Numero de Repeticoes da Face 5.

Niumero de langcamentos | Face 5 | Frequéncia
100 24 0,2400
1.000 172 0,1720
10.000 1.685 0,1685
100.000 16.650 0,1665

Fonte: Dados Hipotéticos.

Se calcularmos a probabilidade pela forma convencional, teremos p = 1/6 = 0, 166....
Note que a freqiiéncia obtida nos lancamentos se aproxima do resultado dessa proba-

bilidade conforme aumentamos a quantidade de langamentos.

2.2.4 Definicao Subjetiva

A probabilidade subjetiva é o grau de conviccao ou crenca que cada pessoa atribui
a ocorréncia ou nao de um evento. A probabilidade subjetiva é frequentemente empre-
gada naquelas situacoes em que a repeticao do experimento nao pode ser realizada ou
que nao pode ser realizada em idénticas condi¢oes, como por exemplo:
a) Um paciente é submetido a um novo tipo de cirurgia e deseja-se saber se ele ficara
bom;
b) Num jogo de futebol entre dois times, deseja-se saber quem vencera,
¢) Uma pessoa deseja saber se seu relacionamento afetivo terd ou nao sucesso;
d) Uma pessoa pode acreditar fortemente que ganhara na loteria, ainda que a proba-
bilidade teorica indique o contrario.

A probabilidade subjetiva nao deve ser confundida com a probabilidade freqiien-

tista, uma vez que as condicoes de realizacao do experimento nao sao as mesmas.

2.2.5 Teoria Elementar de Probabilidade

Proposigao 1. Considere um espago de probabilidade (2, F,P). Entao:

i) P(6) = 0;

ii) P(A) = 1 — P(A°) para todo A € F.

Defini¢do: Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade. Sejam A € F e B € F dois
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eventos aleatorios tais que P(B) > 0. A probabilidade condicional de A dado que B

ocorreu é dada por:

P(AN B)

P(AIB) = ~5

(2.4)
Exemplo 5. Voltando ao Exemplo 3 (das cores), seja B o evento “bola retirada tem

cor verde ou vermelha”. Temos que:

4 12
P(B) = Z P(w;) = P(verde) + P(vermelha) = % + = = o

w;€B

Além disso;

4
P(AN B) = P(vermelha) = %

Logo;

P(ANB 4
P(A|B) = —(P(B) ) _ % =3
25

Em palavras, dado que a bola retirada tem cor verde ou vermelha a probabilidade

1

que ela tenha cor priméria é 3

Proposicao 2. (Regra da multiplicacdo) Sejam A;, Ay, As, ..., A,, eventos aleatorios
tais que P(A; N As N A3N...NA,_1) >0, entdo

P(A; N Ay ... N Ay) = P(A)P(A] Ay P(Au| A1 O A 0o A, s). (2.5)

Exemplo 6. Considere uma urna contendo inicialmente oito bolas verdes e duas bolas
vermelhas. Trés bolas sao retiradas uma a uma de forma aleatoria desta urna segundo
o seguinte processo: apoés cada retirada, a bola extraida é devolvida junto com duas
bolas de mesma cor. Defina os eventos A;: “Sair bola verde na i-ésima retirada”,com
1=1,2,3 e A: “Sair bola vermelha em pelo menos uma das retirada”. A probabilidade

de sair bola verde nas trés retiradas é

P(A; N Ay N Ay) =P(A;)P(Ay| A1)P(A3] A, N Ap)
8 (8+2) (8+2+2) 8 10 12 4

10 (10+2) (10+242) 10 12 14 7

P(Al N A2 N A3) -
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Definigao 3. Seja (2, F, P) um espaco de probabilidade. Os eventos aleatorios Ay, As, ..., A,

em F sao ditos independentes se e somente se:
para todo k =2,3,4,---ncom i; € {1,2,3,--- ,n} paraj=1,2,--- k.
Observagao: No experimento retirar uma a uma ao acaso e com reposi¢ao 5 bolas

de uma urna contendo inicialmente 8 bolas verdes e 2 bolas vermelhas, os eventos A;:

retirar bola verde na i-ésima retirada para ¢ = 1,2, 3,4, 5 sao independentes.

2.3 Variaveis Aleatoérias e suas Caracterizacoes

A seguir, apresentamos a definicdo e a caracterizacao de uma variavel aleatoria.
Logo em seguida, defini¢oes de esperanca, variancia, distribuicao Normal, distribuicao

de Bernoulli, distribuicao Binomial e distribuicao de Poisson sao dadas.

2.3.1 Definicao de Variavel Aleatoéria

Defini¢ao 4. Uma varidvel aleatéria X em um espago de probabilidade (2, F,P) é

uma funcao a valores reais definida em €2, tal que
{X<z}={weQ: X(w) <z} eF,

para todo x € R. As variaveis aleatorias que assumem valores em um conjunto finito
ou infinito enumerével sao chamadas discretas e aquelas que assumem valores em um

intervalo da reta real sao chamadas continuas.

Exemplo 7. Considere uma urna contendo quatro bolas vermelhas e seis verdes. Duas
bolas sao retiradas da urna, uma a uma, ao acaso e sem reposicao. Defina X como
o ntamero de bolas verdes retiradas. Escreva 2 = {(verde, verde); (vermelha, verde);
(verde,vermelha); (vermelha,vermelha)} e F = P(Q2). Logo,

;

a, sex < 0;
(vermelha,vermelha), se 0 <ax <1;
{X <a}=
(verde, verde)®©, sel <z <2
Q sex > 2.

\ )
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Concluimos entao que X é variavel aleatoria pois {X < z} € F para todo x real.

2.3.2 Definicao de Funcao de Distribuicao

Definicao 5. A funcao de distribuicao acumulada de uma variavel X é a funcao F' = F},

definida por
Flz)=P(X <2)=Pwe: X(w) <x),zreR.

A Figura 2.1 apresenta a funcao de distribuicao de uma variavel aleatoria continua X.
Dados dois valores z e x1, a diferenga F'(x;) — F'(z() representa a probabilidade de X

assumir valores entre xo e 1. No exemplo dado esse valor é 0,50.

Figura 2.1: Funcao de Distribuicao Acumulada.

100 F&)
067
Fixl)>
033
o0 Fdys =
A 30 042 1,14 136 1,58
Px0<X<x1)=Fx1)-Fx0)=  [050]

Fonte: http://www.dpi.ufv.br/ peternelli/applets/helpvac/dist.htm

Propriedades fundamentais de uma funcao de distribuicao:
(F1) F' é uma fungao nao-decrescente: x < y, entao F'(z) < F(y).
(F2) F é continua a direita: se x,, | z, entao F(z,) | F(x).
(F3) Se z,, | —o0, entdo F(z,) | 0; se x, | +o00, entdo F(z,) | 1.

Observacao: Uma fun¢ao F' : R — R que satisfaz (F1), (F2) e (F3) é a fungao de

distribuicao de alguma variavel aleatoria X.
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Exemplo 8. Voltando ao Ezemplo 7, defina A; como o evento “sair bola verde na

1-ésima retirada”. Entao:

6 5 30 5}
P((verde,verde)) = P(A;)P(A3|A;) = 5 5=5%0= 1
4 6 24 4
P =P(AD)P(Ay]AY) = — - — = = =
((vermelha, verde)) (AT)P(Ag|AT) 00" 00" 15
6 4 24 4
P((verde, vermelha)) = P(A,)P(AS|Ay) = 09" 00" 15
4 3 12 2
P lh lha)) = P(AQ)P(AT|AY) = — - = = = = =
((vermelha, vermelha)) (AT)P(AS|AT) 00" 00" 1
Dai,
5) 10
oy _q1_ 2 _ 1Y
P((verde,verde)”) = 1 TIREEL
P((vermelha,vermelha)) = T
Logo,
)
0, sex < 0;
%, se 0 <z <1,
Flz)=P(X < z) =

10 .
& sel<xz <2

[ L sex > 2.

Definigao 6. Seja X uma variavel aleatoria discreta. A fungao p(z) = P(X = ) é

chamada funcao de probabilidade de X.

Exemplo 9. Voltando ao Exemplo 8:

2
p(0) = P(X = 0) = P((vermelha,vermelha)) = —;

15’7
p(l)=P(X =1) = Z P(w;) = P((verde, vermelha)) + P((vermelha, verde))
w;e{X=1}
4 4 8
BEERRCITS

p(2) = P(X = 2) = P((verde,verde)) = 1%
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Definigao 7. Seja X uma variavel aleatoria continua. Entéao, existe uma fungao f(x) >

0 tal que
F(x) :/ fdt, Vx € R.

Observagao: A fungao f(x) é chamada funcao de densidade de probabilidade de X.
i) Se f(x) € densidade de probabilidade de X, entao

+o0
F(t)dt = 1.

—00

ii) Se f(x) € densidade de probabilidade de X, entao

b
Pla< X <b) = / f(z)dx.
Exemplo 10. Suponha que a densidade de probabilidade de X é dada por

e M x> 0;
flx) =

0, =<0,

onde A\ é uma constante positiva e X é conhecida como variavel aleatoria exponencial(Usa-
se a notagao X ~ exp()N)). Se x < 0, F(x) = 0. Por outro lado, se z > 0,

F(z) = / e Mdt =1 — e,

0

Logo,

0, caso contrdrio .

2.3.3 Definicao de Esperanca

Definigao 8. A esperanca (média, valor esperado) de uma variavel aleatoria X é

definida por

pux = E(X) = ZxIP’(X =), se X discreta;

+oo
ux = E(X) = / zf(z)dz, se X é continua com densidade f.

o0

Observagao: A esperanga esté definida somente quando a soma (integral) é bem defi-

nida.
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Exemplo 11. Voltando ao Exemplo 9.

9 8 5 18
EX) =S aP(X =2)=0- 2 1+1. 2 49.2 % _1 9
(X) Zx (X =2) 5T T T

Exemplo 12. Voltando ao Exemplo 10.

E(X) = /_+OO zf(z)dr = /0+00 e Mdr = %

[e.9]

Proposigao 3. Seja h(X) uma variavel aleatoria (fungao de X). Entao

Eh(X)] = Z h(x)P(X = x), se X € discreta;

E[h(X)] = / h h(z)f(x)dz, se X € continua.

o0

Demostracao: Omitida.

Proposicao 4. Seja X uma variavel aleatoria e a e b constantes reais. Entao:
E(aX +b) =aE(X)+0.

Demonstracao:

Se X é discreta, temos que:

E(aX +b) = Z(ax +b)P(X = x), (Proposi¢io 3)
E(aX +0b) :ZaxIP’(X =)+ Zb]P’(X = 1),
E(aX +b) =a) aP(X =z)+b) P(X =),

E(aX +b) =aE(X)+b-1,

E(aX +b) =aE(X)+0b. O



2.3. VARIAVEIS ALEATORIAS E SUAS CARACTERIZACOES 27

Se X é continua:

+oo

E(aX + ) :/ (ax + ) f(z)dz, (Proposi¢ao 3)
+o00 +o00

E(aX + ) :/ ax - f(z)dx —I—/ b f(x)dx,
70100 7oo+oo

E(aX +0b) :a/_ x- f(z)dx +b 3 f(z)dx,

E(aX +b) =aE(X)+b-1,
E(aX +b) =aE(X)+0b. O

Lema 1. Se X = ¢ com probabilidade 1, entao F(X) = c.

Demonstragao:

E(X)=) aP(X=1)=c-P(X=c)=c-1=c

2.3.4 Definicao de Variancia

Definicao 9. A variancia de uma variavel aleatoria X integravel com esperanca p é

dada por

Var(X) = Z(x — p)*P(X = x), se X € discreta;

T

+oo
Var(X) = / (x — p)*f(z)dz, se X é continua.

[e.9]

Proposicao 5.
Var(X) = E(X?) ~ [E(X)P = B(X?) - 1
Demonstracgao:
Var(X) =B[(X — )] = B[X* =2 X - p+ pi°]
Var(X) =E[X?| + E[-2- X - u] + E[p?]
Var(X) =E[X?] =2 12 + 1/

Var(X) =E[X?] —p?. O
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Exemplo 13. No Exemplo 9, usando a Proposicao 3, temos que:
E(X?) =Y 2’P(X =) = 0°P(X =0) + I’P(X = 1) + 2°P(X = 2).

9 8 5 928
EX))=0-—+4+1-—+4.-— ==,
(X =0- 15t 5= 3

Logo, pela Proposicao 5, temos:

Var(X) = E(X?) - [E(X))* = % - (%) N %

Exemplo 14. No Exemplo 10, usando a Proposicao 3, temos:

+oo +oo 2
E(X?) = / 2% f(x)dr = / 2% Ae Mdr = —.

—00 —00 A2
Logo, pela Proposicao 5, temos:

Var(X) = BE(X?) - [E(X)]* = % — (%) = %

2.3.5 Funcao Caracteristica

Seja X uma variavel aleatoria. A funcao caracteristica de X é uma funcao ¢ : R —
C definida por:

o(t) = B(e"X),t € R.

Se X é discreta

Se X é continua

+0o0
o) = [ e
Exemplo 15. Se X tem densidade
1 2
T) = e ?2,—oo<r<+00
f@)= =
entao,
teo 1 2
t) = e ez
R
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Exemplo 16. Voltando ao Exemplo 9 temos:
plt) =E["™] =) ¢"P(X =)

p(t) =e""P(X = 0) + "'P(X = 1) + "*P(X = 2)

2 L8 . b

) =1 — it 2 2zt._

plt) =L gt et g et o
2 8 4, 9 ou
o(t) =T + B e’ + B e,

2.3.6 Distribuicao Normal

Definicao 10. Distribui¢cao Normal
Uma variavel aleatoria continua tem distribuicao Normal se sua funcao densidade de

probabilidade for dada por:

f(z) = ————, —00 <z < +00.

o2
Note que a distribuicao normal é especificada por dois parametros: e o. Sendo
que, p representa a média populacional, e o representa o desvio-padrao populacional.
Cada par de parametros (p, o) define uma distribui¢do normal distinta. Se X é uma

variavel aleatoria com distribuicao normal usamos a notagao:

X ~ N(p,0%).
Proposigao 6. Se X ~ N(u,0?) entao
a) BE(X) = p;
b) Var(X) = o?;
(o)?

c) o(t) =e*t="3,
Demonstragao: a)

tee (@)
a)E(X) = x e 22 dx
oo 2mo
E(X)=p 0O
Demonstragao: b)
+o0o 1 s—)2
b)Var(X) :/ (z — p)? e B dn
oo 2mo

E(X)=0* O
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Demonstragao: c)

() =Bl = [ et

2
p(t) ==
Definicao 11. Uma variavel aleatéria normal é dita ter Distribuicao Normal Padrao
se p=0e0%=1.

Proposicao 7. Seja X uma variavel aleatéria normal com média p e variancia o2.

Entao,

tem distribuicao Normal Padrao.

Demonstracao:

P(ZSZ):P(X;'MSZ):P(X—ugza):P(X§z0+u)

zZo+u 1

Pla<z)= 2ro

Tome

Entao, du = %””

Lema 2.
¢(z) =1—0(—2)
Demonstracao: Basta observar que o integrando é uma funcao par. Entao, temos
que:
=1 2 teo 1 2
e %2y :/ e /2g
e x e x
/oo V2m . V2T

Mas,

e Ry = 1.

—
] +

8
9~
3
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Logo,

As probabilidades associadas a distribui¢oes normais nao podem ser obtidas ana-
liticamente. Seus valores sao obtidos via calculo numérico. A distribuicao normal
padronizada facilita os calculos de probabilidade, pois utilizamos uma tnica tabela
para calcularmos probabilidades associadas a qualquer distribui¢ao normal. Na tabela
da distribuigdo Normal Padrao (veja anexo), os resultados sdo projetados mediante a
analise de ESCORES Z(indica o quanto acima ou abaixo da média estd, em termos de
unidades padronizadas de desvio).

Observe que o valor padronizado representa o niimero de desvios-padrao pelo qual
um valor z dista da média (para mais ou para menos). Ou seja, como a distribuigao
normal padronizada é aquela que tem média 0 e desvio-padrao 1, temos que Z tem

distribuicao normal padrao expressa por:

Z ~ N(0,1).

Calculo de Probabilidades

Seja X uma variavel aleatoria com distribuicdo normal de parametros (i, 0?) , com
a e b valores na reta real, cuja a probabilidade de X assumir valores entre eles é
P(a < X < b). Esta probabilidade é exatamente a area sob a curva e acima do eixo

horizontal (x) entre a e b. Veja Figura 2.2:

xr —

Escreva Z = ’u. Entao pela Proposicao 7, X tem distribuicao Normal Padrao.

Portanto;

— X - b— — b—
P(a<X<b):P<a s s M>:P<a P z< #).
g g g g o
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Figura 2.2: Curva de Probabilidade Normal.
E(2)=0

Var(Z)=1 fix X~N(g; &)

1(2)

Z~N(0; 1)

_j \ _____

a-=-g o
c

i

(=l
X

N

Fonte: http://www.ime.usp.br/ chang/home/mael16
Jaulas/Aula%206 _distribui%E7%E30%20Normal.pdf

Note que, podemos obter a variavel aleatoria X ~ N(u,o0?) através da transformacao

mversa:

X=pu+2Zo.

Figura 2.3: Curva de Probabilidade.

Fonte: http://www.ime.usp.br/ chang/home/mael16
Jaulas/Aula%206 _distribui%E7%E30%20Normal.pdf

2.3.7 Distribuicao de Bernoulli
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Definicao 12. Ensaio de Bernoulli: Ensaio de Bernoulli é um experimento cujo o
resultado apresenta ou nao determinada caracteristica. Usa-se a terminologia sucesso

e fracasso.

Definicao 13. Distribuicao de Bernoulli: Dizemos que uma variavel aleatoria X tem

uma distribuicao denominada Bernoulli, se a sua funcao de probabilidade é:

p, sex=1;
1—p, sexz=0.

Como a probabilidade de fracasso é P(X = 0) = ¢ = 1 — p e a probabilidade de
sucesso ¢ P(X = 1) = p, entdo a variavel aleatoria de Bernoulli possui parametro p.

Notagao:
X ~ Bernoulli(p).

Nessas condicoes a variavel aleatoria X tem distribuicao de Bernoulli se sua funcao

de probabilidade é dada por:
PX=2)=p"-(1-p)"* 2=0oul.

Lema 3. Seja X uma variavel aleatoria com distribuicao de Bernoulli, a esperanca e a

variancia é:
a)E[X] = p;
b)Var(X]=p- (1 —p).

Demonstracao: A esperanca é:
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EX? =P(X =z,) -2} + P(X = 13) - 23
E[X*]=P(X =1)-1+P(X =0)-0
EX*=p-1+(1—p)-0
E[X?] =p.
A variancia é:
Var[X] =E[X?] — E[X]?
Var[X] =p — p?

Var[X]=p-(1—p). O

2.3.8 Distribuicao Binomial

Definicao 14. FEzxperimento binomial: Chama-se experimento binomial ao experi-
mento:

i) que consiste de n repeti¢oes de ensaios de Bernoulli;

ii) cujos ensaios sao independentes;

iii) para o qual a probabilidade de sucesso de cada ensaio é sempre igual a p, com
0<p<l.

Definicao 15. Distribuicao binomial: A distribuicao binomial é a generalizacao da
distribuicao de Bernoulli. Denotemos por n o nimero de tentativas independentes,
cada uma delas resultando em um sucesso com probabilidade p e em um fracasso com
probabilidade ¢ = 1 — p. Se X representa o nimero de sucessos nas n tentativas,
entao diz-se que X segue a distribuicao binomial com parametro n e p cuja funcao de
probabilidade ¢ dada por:

P(K) = P(X = k) = @ P (=P, k=0,1,2.3,n.

n n!
onde = ———— & o nimero de modos de obter k£ sucessos em n repeticoes.
k El(n — k)!

Notagao:

X ~ Binomial(n,p).
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Lema 4. Seja X uma variavel aleatéria binomial. Entao, para X a Esperanca, o

Segundo Momento, a Variancia e Desvio Padrao sao dados por:
a)E(X) =n-p;
WEX*)=n-(n—1)-p*+n-p;
)Var(X)=n-p-(1-p);
d)DP(X)=+/n-p-(1—p).

Demonstracao: do item a):

—~ il(n—1)!
BIX) =Y. ety P o)
ElX]=np 0 —(?)!f (1@)'_ 0 (=)
Seja, k =1 — 1. Temos,
E[X] —npz_: o ((g —11)i TR A
k=0
BlX] anz_: (n N 1) PP —p)tE
k=0

Portanto,
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Demonstracao: do item b):
E[X?| =E[X(X - 1)+ X] = E[X(X - 1)] + E[X]
Usando a Proposicao 3, temos:
E[X(X —1)] :ik(k - 1)P(X =k) =
k=0

n—k

n nl - k 1—
E[X(X —1)] =; (n _pk)(! . (kp)_ 2)!

I
BLXCE= =001 Y (")

Logo,
E[X?=n(n—-1p*+np. O
Demonstragao: do item c):
Var[X] =E[X? — E[X]?
Var[X] =n(n — 1)p* + np — n*p?
Var[X] =n*p* — np* + np — n?p?
Var[X] =np — np*
Var[X] =np(l —p). O
Demonstracgao: do item d:
DP[X] = /Var[X]
DP[X]=+/np(1—p) O

Em resumo, as trés propriedades bésicas que caracterizam um experimento binomial

Sao:
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1. Temos repeticoes de ensaio de Bernoulli;
2. As repeticoes devem ser independentes;

3. A probabilidade de sucesso é a mesma a cada repeticao do experimento.

2.3.9 Distribuicao de Poisson

Definicao 16. A variavel aleatoria X tem distribuicao de Poisson com parametro A
se para k =0,1,2,3, ..., a distribuicao de probabilidade de X é dada por:

e ANF
K

P(X = k) = k=0,1,2,3,...

Notagao:
X ~ Poisson(N).

O simbolo “€” representa uma constante que é aproximadamente igual a 2,7183...
O seu nome é uma homenagem ao matemaético suico Leonard Euler, e constitui a base
do chamado logaritmo natural.

De acordo com (Morettin,1999), na construgao de modelos aleatorios para fenome-
nos observaveis algumas distribuicoes de probabilidade surgem com mais frequéncia do
que outras. A distribuicao de Poisson pertence a esse grupo. A distribuicao de Poisson
¢ muito usada na distribuicao do nimero de:

1. carros que passam por um cruzamento por minuto, durante uma certa hora do dia;
2. erros tipograficos por pagina, em um material impresso;

3

3. defeitos por unidade (m? m?,m,etc.) por peca fabricada;

4. mortes por ataque de coracdo por ano, numa cidade. E aplicada também em pro-

blemas de filas de espera em geral, e outros.

2.3.10 A Distribuicao de Poisson como Aproximacao da Distri-
buicao Binomial

Teorema 1. Seja X ~ binomial (n,p). Isto é:
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Admita que n — oo e p — 0 de modo que np = A\. Nestas condi¢oes:

: e FAF
Jin PO =) =
Demonstracao:
P(X = k) =(Z>p'“(1 —p)""
FX=H _k!(nni Tl
P(X = k) _nn—1)(n - 2};--(" —(k+ 1))pk(1 ok
Fa(}aan)\ondep:%el_pzl_%:n;)\
P(X _ k) _n- (n— 1) . (n —Ij)(n— (/{Z—i— l)) . ;\l_]]: . (n;)\>n—k
k n\n — n—=2a)..n— n — Nk
P(X = k) :%. (n—1)(n—2) (nn k+1)(n— ) }

Tomando n — oo de modo que np = A, o que significa também p — 0 junto com

n — oo de maneira a ter np = A, logo;

A\ k
lim P(X = k) = &2

Lema 5. Seja X uma variavel aleatoria de Poisson()). Entdo a esperanca de X e a

variancia de X sdo:

a)E(X) =\
b)Var(X) =\
Demonstracao: a):
0 0 e~ . \F
E(X)=> k-P(X=k =) -k o
k=0 k=0
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Chamando £ — 1 = 7, temos que:

O emA )\t ) S ¥/
E(X):ZT:e 'A'Zﬁ
j=0 j=0

Demonstracao: b):
Note que X? = X(X — 1) + X. Pela Proposicao 3, temos que:

E(X(X — 1)) :ik (k- DP(X = k)
par
BE(X(X —1)) = g k- (k- 1)62'! a8
E(X(X —1)) = i k- (k- 1)62" a8
B(X(X —1)) :i (e];A_ ;;
Chamando & — 2 = j, temos que:
E(X(X —1)) :i% :e”-ﬂ-gio%

Logo,

EX)=EX(X-1)+X)=EX(X-1)+E(X)=)\+\

Assim,
Var(X) =B(X?) - [E(X)]?
Var(X) =X+ X — \?

Var(X)=A. O

39
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A distribuicao de Poisson é adequada em contagens ou eventos onde temos as 3
condicoes a seguir:
i) os incrementos sao estaciondrios, isto é, a probabilidade de ocorréncia de k eventos
no intervalo (s, s+ t) depende somente de ¢ e nao de s.
ii) os incrementos sao independentes, isto é, o namero de ocorréncias durante intervalos
disjuntos de tempo sao independentes.
iii) as ocorréncias ocorrém sozinhas e nao simultaneamente. Isto é, a probabilidade de

se obter mais de um evento num intervalo de tempo muito pequeno é desprezivel.

Em resumo, a distribuicao de Poisson ¢ longamente empregada quando se deseja
contar o nimero de eventos de certo tipo que ocorrem num intervalo de tempo, ou

superficie, ou volume, satisfazendo i), ii) e iii) acima.

2.4 Vetores Aleatorios Discretos

Definigao 17. Um vetor aleatorio (Xi, Xs, ..., X,,) é um vetor de n-entradas onde
cada entrada é uma variavel aleatdria. Se todas as variaveis aleatorias do vetor forem

discretas o vetor (X, Xo, ..., X,,) é discreto.

Definigao 18. A fungao p(xy, 2o, ...,2,) = P(X; = 21, Xo = x9,..., X,, = x,) é cha-

mada funcao de probabilidade conjunta.
Definigao 19. As variaveis aleatorias X, X, ..., X,, sao independentes se para quais-
quer conjuntos A; C R (borelianos), i =1,2,...,n,

P(X) € Ay, Ay, ..., Ay € Ay) = [[P(X; € A)).

i=1

Demontragao: Omitida.

Proposicao 8. (Critério para independéncia no caso discreto) As variaveis aleatorias

discretas X1, Xo, ..., X,, sao independentes se e somente se
]P(Xl = T, XQ = X9, ,Xn = an) = ]P)(Xl = Qfl)]P)(XQ = Z‘Q)P(Xn = ZL‘n)

para qualquer escolha de x1, xo, ..., T,.
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Proposicao 9. Seja X1, Xy, ..., X,, um vetor aleatorio discreto com funcao de proba-
bilidade conjunta p(z1, za, ..., x,) e h(X1, X, ..., X,,) uma fun¢ao de R em R. Entao

E[h(Xl,XQ,... ZZ Zh T1,L2y ..., T ) (.Z'l,wg,...,l'n).

1 T2

Proposicao 10.
a)Sejam X1, Xo, ..., X, variaveis aleatorias discretas. Entao
n n
£(3ox) -3 e
i=1 i=1
b) Se as variaveis aleatorias discretas X, Xo, ..., X, sao independentes entao,
n n
E (H XZ) =[x
i=1 i=1
¢) Se as variaveis aleatorias discretas Xy, Xo, ..., X, s@o independentes entao,

r (Z Xi> = ZVaT(X)

d) Se as variaveis aleatorias discretas X1, X, ..., X, sdo independentes entao,

n

Hhi(Xi)] :ﬁE[h X

i=1

E

onde h;(X;) sao fun¢oes de R™ em C.
Demonstragao: a)

Faremos por inducao, para n = 2, temos:

E(X; + Xs) ZZ x1 + 22)P(Xy = 21, Xo = x3), (Proposi¢ao 7)

1 T2
E(X1+X2 ZZ.CElP Xl—xl,Xg—xg +ZZ$2]P Xl—.’lfl,XQ—wQ)
1 o 1 xr2

X1+X2 lez]}»Xl—{El,Xg—mg +Z$QZ]P)X1—$1,X2—(E2)

E(X1+X5) =) oiP(Xy =21) + > 2:P(Xs = )

x1 T2

E(X1 + XQ) :E(Xl) + E(Xz)
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Agora, suponha por indugao que

E (i XZ») = 2": E(X
i=1 i=1
entao:

n+1 n n
E (Z XZ) —FE (Z X; + Xn+1> = p <Z XZ) + E (Xn1)
=1

i=1 =1
n+1

L) (;X>+E 1) ZE

Demonstragao: b)

Faremos por inducao, para n = 2, temos:

XQ) :ZZI‘l . .CL’Q]P(Xl = Il,Xg = Ig)

E(Xl X2 szl .Z’QP(Xl = Il)P(XQ = .Z‘Q)
1 X2

XQ) = ZZL’l]P)(Xl = Il) ZIQP(XQ = JZQ)
E(Xy - Xp) =E(Xy) - E(Xs).

Agora, suponha por inducao que

entao:

Demonstragao: c)
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Faremos por inducao, para n = 2, temos:

VCLT‘(Xl + XQ) :E[(Xl + X2)2] — [E(Xl + X2)]2, (PTOPOSing 5)

Var(X; + Xo) =E[X7+2- X1 - Xo + XJ] — [E(X1) + E(X5)]?, (Proposicio 8a)

Var(X; + Xp) =E(X7) +2E(X; - Xo) + B(X3) — E(X1)* — 2 E(X;) - E(Xs) —

Var(X; + Xp) =E(X7) — E(X1)* + E(X3) — E(X3)?, (Proposi¢io 8b)
Var(X; + X3) =Var(X)) + Var(Xs). O

Agora, suponha por inducao que

Var (Zn: XZ-> = Zn: Var(X
i=1 i=1

entao:

n+1
Var < ) =Var <ZX + Xn+1> caso =2 v o (ZX) + Var (X,41)

Ly (Z Xi> +Var (Xop) =Y Var(X;). O

Demonstragao: d)

Faremos por indugao, para n = 2, temos:

E(h,l(X1> hg X2 ZZhl .1‘1 hg 33’2 P(Xl = l’l,XQ = .CEQ)

X1 T2

E(hi(X1) - ha(X2)) =) > ha(w1) - ha(2)P(Xy = 21)P(Xy = )

X1 T2

E(hi(X1) - ha(X3)) Zhl 2)P(Xy = 21) Y ha(a2)P(Xs = )

E(h(X1) - ha(X3)) =E(hn(X1)) - E(ha(X2)).

Agora, suponha por inducao que

E (H m(xi)) = H E(hi(X)),
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entao:

o) - (

H_

i : n+1 n+1)> e 2 <Hh ) n+1(Xn+1))

n+1

(thrl n+1 H E

|Iz5 ﬁ'mﬁ

Exemplo 17. Suponha dez urnas numeradas de um a dez, tal que a urna de niimero ¢
contém ¢ bolas verdes e 10 — 7 bolas vermelhas. Suponha que cinco bolas sao retiradas
uma a uma ao acaso e com reposicao de cada uma dessas dez urnas. Defina X; como
o niamero de bolas verdes retiradas na i-ésima urna. Entao

X o b . K2
; ~ binomial (5 10)

Escreva agora X = X; + X5 + ... + Xjp como o numero de bolas verdes retiradas ao

fim do processo. Entao

—E (ix) :iE(X

5-14
Mas E(X;) = 1—02 5 Assim
ZOI _ 14243444546+ 7+8+9+10
2 T
-1
Além disso, como as X; s sao independentes
10 10
Var(X)=Var (Z Xi> = Z Var(X
i=1 i=1
e
5.7 (10—14) (10 —1)
X;) = . = )
Var(Xs) = 957 g 20
Logo;
0 . . 10
i(10—4) 1 : ,
X e —_— 1 — e
Var(X) ; 50 50 2':11( 0—1)
1 10 10 1 10 10
X — 1 . -2 - 1 . ) _
vor) =gy (- 2o = (36 .¢)
1 165
Var(X)=— (10-55 — 385 — =8, 25.



2.4. VETORES ALEATORIOS DISCRETOS 45

Proposigao 11. Seja X uma variavel aleatoria discreta com F(X) < co. Entao, para

qualquer € > 0,

Var(X)
B(IX — B(X)| 2 ¢) < V),
Demonstragao:
Var(X) = Z(x — p)*P(X = 2)
r<pu+k
Var(X)= S (r—pfP(X =)+ 3 (w—pPP(X =)+ 3 (o= p)P(X = 2)
z<p—k T>p—k T>p+k
Var(X) > 3 (- wBX =)+ 3 (&~ n/B(X = 2)
e<u—k x> p+k
r<put+k
pois, o somatorio Z (x — p)’P(X = x) é, obviamente, ndo negativo. Agora, se
z>pu—k

r<p—koux>pu+k, entao (x — pu)* > &2 Portanto,

Var(X)> > PP(X =a)+ Y PX=2)= | Y PX=x)+ » PX=

e<u—k x> p+k z<p—k x> p+k

> {P[X < (u— k)] +P[X > (u+k)]}
>*P[|X — p| > €].

Segue que

Var(X)
22

> (Bl(X ~ E(X)| 2¢). O

Definicao 20. Sejam X, X, ..., X,,, ... variaveis aleatorias em um espago de probabi-
lidade (2, F,P). Dizemos que X,, converge quase certamente, se o evento
{we 2 X, (w) = X(w) quando n — oo} tem probabilidade 1. Notacdo: X, &% X.

Definicao 21. Sejam X, Xo, ..., X,,, ... varidveis aleatorias em um espaco de probabi-
lidade (€2, F,P). Dizemos que X, converge para X em distribui¢ao se P(X, < x) —
P(X < z) quando n — oo para todo ponto x em que Fx(z) = P(X < x) é continua.
Notacao: X, 5 X,
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Teorema 2. Lei Forte dos Grandes Nimeros de Kolmogorov: Sejam X5, X5, ...
, Xp, ... uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribui-

das com média finita p. As somas parciais S, = X; + Xs + ... + X, satisfazem

Sh qe.

== =

n
Demonstragao: A prova apresentada a seguir tem como base [13]. Observe que basta
mostrarmos para g = 0, pois no caso geral em que p # 0 fazermos uma mudanca de
variavel, usando G,, = X,,—u. Neste caso as variaveis aleatorias GG, serao independentes
e identicamentes distribuidas com E[G,,] = 0.

Seja Y, definida da seguinte forma.

X, seX, € (n,—n]
Y, =

0, caso contrario.
E seja Z, =X, - Y, = X, =Y, + Z,, temos que:

XitotXe N4t Yo Dt 42,
n N n n

Vamos dividir a demonstragao deste teorema em trés partes. Primeiro mostramos que:

Zl—l—...—i-an;c),O'
n

observamos que Z,, # 0 <Y, # X,, = X,, ¢ (—n,n]. Assim,

P(Z, £ 0) = P(X,, ¢ (—n,n]) < P(|X,| > n).

Mas os eventos A, = [Z,, # 0] satisfazem

> P(4,) Z (1X,| > n)

Notemos que se os X; sao identicamentes distribuidos, entao temos que:

Y P(IXu| = n) =) P(Xi| >n) < oo
n=1 n=1

no qual a ultima passagem é consequéncia da intregabilidade de X;. Assim pelo lema de
Borel-Cantelli(Veja Lebensztayn e Coletti(2012)) decorre que P(limsup,, . An) = 0,
o que implica que:

P(limsup Z,, #0) =0

n—o0
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Ou seja,

P(ligglfAn) =1=PZ,=0)=1,
com m > n para algum n suficientemente grande, isto é, Z, — 0 e ainda

21+ ..+ 7 21+ ...+ 24,
n n

Logo;

n

Mostramos agora que:

Vi+..+Y, EMN]+.. +E[Y,)] 15

n n

EY1]+..4+E[Ys
n

Agora, precisamos mostrar que L 5 0. Desta forma, basta mostrarmos que

E[Y,] — 0. De fato,
E[Y,] = E[X,] = E[X1] — E[X1] =0,

onde X,, € (—n,n|. Portanto

Xl—f—...—i-XngO

n

e no caso mais geral:

Xi+ ..+ X, e
n

]

Corolario 1. Lei Forte dos Grandes Niameros de Borel: Seja X5, X5, ...

X,, ... uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas
tal que P(X, =1) =peP(X,, =0) =1 — p para todo n. As somas parciais

S, = X; + X5+ ...+ X, satisfazem

Sn qe.

n
Exemplo 18. Uma urna possui 8 bolas verdes e 2 bolas vermelhas. Bolas sao retiradas

desta urna uma a uma ao acaso e com reposicao. Defina

1, sei-ésima bola retirada é verde;
X, =

0, caso contrario.
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Seja S, = X1+ X5+ ... + X,, o numero de bolas verdes retiradas ap0s a n-ésima

extracao. Pela Lei Forte dos Grandes Numeros

C. 4
%15 B(X) = 0-P(X, = 0) 4+ 1-B(X, = 1) = 3.

Intuitivamente podemos concluir que para qualquer € > 0 dado, havera uma extracao

S (44,
_ ——gi—+4e].
n 5 "5

Figura 2.4: A Propocao de Bolas Verdes Retiradas na n-ésima Extracao.

a partir da qual

Sn/n
A

08+€
0,8 stSettete gea 0, 04 a0y
08-€ : s

Fonte: Exemplo 18.

Além disso, pela Desigualdade de Chebyshev
< Var(Sy)

P (]S, — E(Sn)| > €) 22

Mas,
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e
Var(S,) =Var (Z Xi) = Z Var(X;) =n-Var(Xy)
i=1 i=1
A\ 2
Var(S,) =n 1o (4 i =n 4 16
o5 \5) | B 25
dn
=— [
Var(S,) o
Logo,
4dn 4dn
P - — < .
(S” 5 ‘ >5> =%
Tomando n = 1.000 e € = 50, temos que:
4.000

— 25-2500 125

Isto é;

P (S1.000 €(750;850)) < 0, 064.

Proposigao 12. Seja { X, },~1 uma sequéncia de variaveis aleatorias discretas com fun-
¢Oes caracteristicas correspondentes {@,(t)}n>1. Suponha que lim,,_, . ¢, (t) = p(t),
onde ¢(t) é a fungao caracteristica da variavel aleatoria X. Entao lim, . P(X, <
r) = P(X < x) para todo ponto x onde P(X < z) é continua. Em particular, se

lim,, 1o @n(t) = e~ 7 entdo,

o1 2
lim P(X, <z)= e zdzx.
n—+oo ( ) \/—oo‘/27[—

Demonstracao: Omitida.

2.5 Teorema Central do Limite

O teorema central do limite surge de um importante resultado da estatistica, sendo
que a demonstracao de varios outros teoremas estatisticos dependem dele. Este Teo-

rema afirma que quando a média de uma amostra de n elementos de uma populacao sob
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determinadas condicoes aumenta, a distribuicao amostral da sua média aproxima-se a
uma distribui¢ao normal. Ou seja, quando nos distanciarmos da média, a probabilidade
de ocorréncia diminui, sendo que, é mais provavel ocorrer um evento que se encontra
proximo da média do que um evento de um dos extremos.

Sabemos que é valido (em se tratando de amostras discretas), considerando amos-
tras suficientemente grandes da populacao. Esse termo “suficientemente grande”, va-
ria de acordo com a populagao, para populacoes com distribuicao quase simétrica, a
amostra pode ser menor do que para populacoes cuja distribuicao seja assimétrica. De
acordo com Willian (2012,p.168) em geral consideramos o tamanho da amostra maior
do que trinta, pois produz uma boa aproximacgao. Consideremos que a curva normal
obtida, pode entao ser convertida em uma curva binomial ou em uma curva de poisson,
e posteriormente pode-se ainda realizar uma correcao de continuidade. A precisao da
correcao de continuidade também pode ser medida.

Portanto, na estatistica é permitido inferir sobre a populacao através da média
amostral e do desvio padrao amostral. Se extraissemos todos os elementos da popula-
¢ao, os dados sobre a amostra seriam exatamente iguais aos da populacao, mas isso é
demasiadamente custoso e/ou lento e/ou impossivel (por exemplo, é impossivel medir
a resisténcia maxima de qualquer produto para todos os elementos da populacao).

Ha intimeras maneiras de enunciar o teorema central do limite, todas elas equi-
valentes, ainda que com maior ou menor rigor formal. A seguir veremos a versao

particular e geral do teorema, assim como suas aplicacoes a estimacao intervalar.

Teorema 3. Seja X, X, ..., X,, uma amostra aleatoria simples de tamanho n com

média p e variancia o2 finita.

— X1+ Xo+ .+ X, .
Seja X,, = 1At a média amostral.
n

Seja S, = X1+ Xo + ... + X, a soma das observacoes amostrais.

Entdo, se n suficientemente grande, X tem distribuicio aproximadamente normal
com parametros j e %2 Equivalentemente S,, tem distribuicao aproximadamente nor-
mal com parametros nu e no’.

A pergunta natural a fazer é: o que significa “suficientemente grande”” A resposta

depende da forma da distribuicao da populacao. Se a amostra for extraida de uma
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distribuicao quase simétrica, a aproximacao normal pode ser boa até mesmo para um
valor relativamente pequeno de n. Entretanto, se a populacao for bastante assimétrica,

sera necessario um n relativamente grande.

Teorema 4. Versao geral: Seja X1, Xo, ..., X,, ... uma sequéncia de variaveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas, cada uma com média p e variancia o2(0 <

0? < 00). Entdo, a distribui¢ao de;

X1+ ...+ X, —nu

ov/n

tende a distribuicao normal padrao quando n — oco. Isto é, para —o0 < a < +00,

Xi+..+X,—n 1 R
IP( L ~ Mga)%—-/ ez dzx.
O’\/ﬁ V2T J s
Demonstrag¢do: A prova a seguir tem como base [14]. Provaremos para X1, Xo, ..., X,
variaveis aleatorias discretas. O caso continuo é inteiramente analogo. Sem perda de
generalidade, seja E(X,) =0 e E(X2) =1 (caso este ndo seja o caso, pode-se provar
o resultado para
X — Xi—p

)
¢ o

-, Sn .
ja que E(XF) = 0 e E(X)? =1). Seja pn(t) = E(e"V7) e p(t) = E(e"X+). Como
a funcao caracteristica de uma soma de variaveis aleatorias independentes é igual ao

produto das fungoes caracteristicas das variaveis aleatérias, tem-se que

0=(B(5) = (5
= (& n = - .
2 2 N
Como os dois primeiros momentos existem, ¢ possui duas derivadas continuas. Entao,
utilizando a expansao de Taylor de ¢ e o fato que ) (0) = i* E(X¥), temos que
2

o(t) = 1+1'(0) + 5@”(9@)),

onde |A(t)| < |t|. Logo, como ¢ é continua em 0, temos que " (0(t)) — ¢ (0) — 0
quando t — 0. Entao, tem-se

p(t) =1 + elt),
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onde e(t) = ¢"(A(t)) + 1 e limy_,g e(t) = 0. Entao, para t fixo

O e s

quando n — 00 pois [1 —e (\/Lﬁﬂ — 1 e para numeros complexos ¢, — ¢ =
(1+ %")n — e (Esse limite é conhecido como limite de Euler e sua prova serd omitida).

Um caso especial do Teorema Central do Limite para variaveis aleatorias indepen-
dentes e identicamente distribuidas é quando estas variaveis sao distribuidas de acordo
com a distribui¢ao de Bernoulli, este caso é conhecido como Teorema Central do Limite

de De Moivre e Laplace.

2.6 Processos Estocasticos

Definigao 22. Um processo estocastico { X (¢) }ier é uma familia de variaveis aleatorias
X(t),t € T onde T & um conjunto de indices e fixado um parametro t € T, X () é uma
variavel aleatoria.

Lembre que uma variavel aleatéria é uma funcao definida num espago amostral §2.
Entao, o processo estocastico X (t),t € T é uma fungao de dois argumentos X (¢, w),t €
T,w € Q. Para um t = ty fixo, X(to,w) = X;,(w) é uma variavel aleatoria denotada
por X (tg) jA que w varia no espa¢o amostral €. Por outro lado, fixando w = wy,
X (t;wg) = Xy (t) € uma fungao que s6 depende de ¢, e é chamada de uma realizagao
do processo. E claro que se t e w sdo fixos, X (t;w) é um ntimero real.

O conjunto 7' é chamado de espaco de parametro. Os valores assumidos por X (t) sao
chamados de estados, e o conjunto de todos os possiveis estados é chamado de espago
de estados do processo estocéastico e é denotado por E. Se o conjunto T é discreto,
entao o processo estocéstico é dito ser de tempo discreto, nesse caso ele também pode
ser chamado de uma sequéncia aleatoria. Se T' é continuo, entao o processo é dito ser
de tempo continuo. Se é discreto, entao o processo é dito ser um processo de estados
discretos, e pode ser chamado também de uma cadeia. Se é continuo, entao o processo

é dito ser de espaco continuo.

2.6.1 Passeilos Aleatorios

Definigao 23. Vargas J.(2009, p.1) Sejam X, X, ..., X,, variaveis aleatorias inde-

pendentes e identicamente distribuidas tal que a média destas variaveis aleatorias é
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E|X;| < oo. Seja Sp=C'e

Sn:SO—l—in,nz 1.

=1

O processo {S,,n > 0} é chamado passeio aleatorio.

Exemplo 19. Sejam X;, Xo, ..., X, varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas tais que:

PX,=1)=pePX;,=-1)=1-p=gq.
Temos um passeio aleatorio simples. Se, p = ¢ temos um passeio aleatorio simples

simétrico.

Definigao 24. Sejam Xy, X5, ..., X,, uma sequéncia de variaveis aleatorias. N é dito
ser tempo de parada para a sequéncia {X;};>1 se o evento {N = n} independe de
Xn+1>Xn+2 y e

Teorema 5. Equacao de Wald Sejam X;, ¢ > 1 sao variaveis aleatorias independen-
tes e identicamente distribuidas tais que a média destas variaveis seja E|X;| < co. Se
N é um tempo de parada para as variaveis X1, Xs, ..., X,, com média de E[N] < oc;

entao:

N

S

=1

E = E[N]E[X4].

Prova: Ver conforme (Wald, 1984) [3].
Exemplo 20. Considere F(X;) a média das variaveis aleatorias X;, ¢ > 1 com p > %
O numero esperado de passos até o passeio alcancar a posicao k,k >0 é

ok
S 2p—1

E[N]

Demonstracao: Note que E|X;| = 1 < oo e {N =n} = {X; # kX1 + Xy #
ky.. X1+ Xo +... + X1 # k, X, # k}. Logo, N é tempo de parada

N
Z Xj] = k.
j=1

Sabendo que a média dos X; é E(X;) = (2p — 1) com p > 1.

N
Y X;=k=E
j=1
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A Equacao de Wald nos dé:

— E[N|E[X)]

k=E[N]-(2p—1)
k

EN] = 2p — 1

Proposicao 13. Seja S, um passeio aleatorio com sucessivas realizagoes. A distribui-

¢ao de probabilidade de S,, é dada por:

ntk n—k
(o)™ (1 —=p)"2", se "% for par;
2
0, caso contrario.

Demonstragcao. Seja S, = k, r o numero de passos positivos e s o numero de

passos negativos. Assim, r —s=ker+s=n.

r—s==k;
r+s=n.
n+k n—=k n
Logo r = ;— es= 5 O numero de realiza¢oes onde isto ocorre é < > e cada
r

uma tem a mesma probabilidade, a saber p" - (1 — p)*. Entao
n
P(S, = k) =<T)p“ (1=p)?

n n v n—
m:(ﬁﬁ)o?a—p>f.ﬂﬂ
2

=
=
[



Capitulo 3

Jogo do Par ou Impar

O jogo Par ou Impar é um jogo que ocorre entre duas pessoas sendo o objetivo
resolver de maneira aleatéria um impasse. Ha duas opgoes para cada jogador(par
ou ifmpar), porém, as opgoes dos oponentes devem ser distintas. Logo em seguida,
mostram as maos com alguns dedos levantados ou nao, contam-se os dedos levantados
e vence quem tiver acertado a paridade do nimero de dedos. O jogo Par ou Impar
pode ser jogado de varias maneiras, sendo que o resultado do jogo depende de como

ele é jogado.

3.1 Introducao

Considere a seguinte versiao do jogo “Par ou Impar”. Um dos jogadores escolhe a
opcao par e o outro impar. Entao, num mesmo instante, cada jogador apresenta, com
os dedos, um niimero de um a cinco. Se o total de dedos mostrados for par, ganha o
jogador que escolheu par, caso contrario o outro jogador ganha.

Comecemos com as seguintes andlises:

Lema 6. Se os dois jogadores escolherem os nimeros que vao jogar de maneira aleato-
ria, com qualquer um dos cinco numeros tendo a mesma probabilidade de ser escolhido,

0 que tem a maior chance de ganhar € aquele que escolher par.

Demonstragcao: Cada jogador podera escolher niimeros entre 1 e 5. O conjunto

%)
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de casos possiveis sao:

Q={(i,j),i,5 €{1,2,3,4,5}}.
Seja o evento A “jogador que escolheu par ganhar”.

A =A{(i,j).i+J, par }.

Al 13
P(A)=—=—=0,52. [
(4) Q] 25
Assumindo que os dois jogadores jogam aleatoriamente, terd maior chance de ganhar
aquele jogador que escolher par. O jogador que escolher par, terd 52 % de chance de

ganhar e 48 % de chance de perder.

Lema 7. Suponha que, o jogador que escolheu par assuma que o outro jogard aleato-
riamente. Entao, a estratégia adotada para mazximizar suas chances de ganho serd de
colocar um numero impar de dedos.

Demonstracgao: Seja () o espaco amostral.

Q={(4),14,7 € {1,2,3,4,5}}.
Seja o evento A “jogador que escolheu par, joga um nimero impar”.
Seja o evento B “jogador que escolheu impar, joga um nimero impar”.
ANB={(i,j),i+ j,par, com i,j nimeros impares }.

Portanto, a probabilidade que ocorra o evento A sabendo que ocorreu o evento B é de:
(AnB)  9/25
P(B)  15/25

Lema 8. Suponha que os jogadores pensem estrategicamente, assumindo que 0 0po-

P
P(A|B) = —0,60. O

nente jogard aleatoriamente e adotam o tipo de estratégia (quem escolher par jogard
impar e quem escolher impar jogard par) para tentar aumentar suas chances. Ganhard
o jogador que escolher impar.

Demonstragcao: Seja A e B os jogadores. O jogador A se escolher par, devera
jogar nimeros impares, e o jogador B escolhendo impar, jogard par. Logo o jogador
B sera o vencedor. Agora se o jogador A escolher impar, devera jogar nimeros pares,
pois o outro jogador B escolhendo par e adotando a mesma estratégica jogara impar,
logo o vencedor sera o jogador A. Portanto, vencera a disputa quem escolher impar.
Mesmo jogando estrategicamente, ainda ha vantagem para aquele jogador que escolher

impar. O]
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3.2 Passeio Aleatério para o Jogo Par ou Impar

Definigao 25. Seja S, o lucro do estrategista apdés m rodadas e k o valor de cada

aposta. Podemos escrever:

onde as variaveis aleatorias X, X, X3, ..., X,, tem distribuicao de probabilidade:

0,6; se j=k;
0,4, se j=—k.
Lema 9. Seja V,, o numero de vitérias do estrategista. Entao:
Sm =k - (2V,, — m).

Demonstra¢do: Em m rodadas o estrategista obtém V,, vitorias e (m—V,,) derrotas.

Em cada vitoria, lucra k e em cada derrota perde k. Logo:
Sm =k Vo + (—k)[m — V]
Sm=k - Voo +k-V,, —k-m
Sm =2k -V, —k-m
S =k(2V,,, —m) [,
Lema 10.
Sm € {—mk, —mk + 2k, ...,mk} = R, 1.
Demonstragao:
Vi € {0,1,2,...,m}.
Mas no Lema 8, temos:
Sm =k - (2V,, —m).
Logo;

Sm € {—mk,—mk + 2k,...,mk} O
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Lema 11. Seja V,, o nimero de vitoérias do estrategista em m rodadas. Temos que:
i) Vi ~ binomial(m;0,6);

ii) E(Vy,) =0,6.m;

iii) Var(Vy,) = 0,24.m.

Demonstragao:

i) Basta observar que V;, pode ser visto como o niimero de sucessos em m repetigoes
de ensaios de Bernoulli independentes, cada um com probabilidade 0,6 de sucesso.

ii) Pelo Lema 4a), a média esperada para V,, é:

E(V,)=n-p
E(V,)) =m - 0,6

E(V,,) =0,6m [

iii) Pelo Lema 4c), a variancia de V,, é:

Var[V,] =0,6 -m-(1—0,6)
VarlV,,] =0,6 -m-0,4

VarlV,] =0,24-m O

Teorema 6. A distribuicao de probabilidade do lucro do estrategista apds m rodadas

é:

(o) - 0655 (0,74, R

0; caso contrdrio.

Demonstragao:Temos:

Sm =k - (2V,, —m).
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A distribuicao de S,, satisfaz:

59

Como V,,, é o numero de vitorias em m repeticoes de ensaio de Bernoulli. Temos que:

Vi ~ binomial(m; 0, 6).

Mas;
PV, =1j)= (T) -0,67 - (0,4)™7;
Logo;
1 1 m 1.(i 1.(4
P(Vi=5- (1 -(, . 0,68 (Em) . (0, ayn-3(tm).
(- (o)) = ) 06 006

Proposicao 14. Seja E(S,,) a média do lucro do estrategista e Var(S,,) a variancia

do lucro do estrategista, temos que:
i) E(Sm) = 0,2km;
i) Var(Sy,) = 0,96k*m.

Demonstragao:
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i) A média de S,, é:
E(Sn) =E[k(2V,, —m)]
E(Sn) =kE[(2V,, —m)]
E(Sy) =k[2E(V,,) —m)|
E(Sn) =k[2-0,6m —m)|
E(Sy) =k[1,2m — m)|
E(S,) =k[0,2m)]
E(Sy,) =0,2km O
ii) A variancia de S,, é:
Var([S,] =Varlk(2V,, —m)]
Var(S,] =Var[(2kV,, — km)]
Var[S,] =(2k)? - Var[V,,]
Var(S,,] =4k* - Var|V,,]
Var(S,,] =4k* - 0,24m
Var[Sp,] =0,96k*m O
Exemplo 01: Considere apostas de 1,00 real.

Esperancga e Variancia do Lucro do Estrategista com Aposta de 1 Real.

m 10| 20 | 50| 100 | 200 | 500 | 1000

E(Sn) 2 4 |10 20 | 40 | 100| 200

Var(Sm) | 9,6 | 19,2 | 48| 96 | 191 | 480 | 960

Podemos observar que, nas 10 primeiras rodadas, E(S19) a média do lucro do es-
trategista é 2,00 reais e Var(Sy) a variancia do lucro do estrategista ¢ 9,6. Para 200

rodadas, F(Ss00) a média do lucro do estrategista é 40,00 reais e Var(Ss) a variancia
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do lucro do estrategista ¢ 191. Se jogarmos 1.000 rodadas, E(S1.000) a média do lucro
do estrategista é 200,00 reais e Var(Sy.o00) a variancia do lucro do estrategista é 960.

Exemplo 02: Agora considere apostas de 5,00 reais.

Esperancga e Variancia do Lucro do Estrategista com Aposta de 5 Reais.

m 10 | 20 50 100 200 500 1000

E(Sn) 10 | 20 50 100 | 200 500 1.000

Var(Sm) | 240 | 480 | 1.200 | 2.400 | 4.800 | 12.000 | 24.000

Neste exemplo podemos observar que, nas 20 primeiras rodadas, E(Sy) a média do
lucro do estrategista é 20,00 reais e Var(Sh) a variancia do lucro do estrategista é 480.
Quando houver 100 rodadas, F(Sip) a média do lucro do estrategista é 100,00 reais
e Var(Sipo) a variancia do lucro do estrategista é 2.400. Se jogarmos 1.000 rodadas,
E(S1.000) a média do lucro do estrategista ¢ 1.000,00 reais e Var(Sy.g00) a variancia do
lucro do estrategista é 24.000.

Exemplo 03: Agora considere apostas de 7,00 reais.

Esperanga e Variancia do Lucro do Estrategista com Aposta de 7 Reais.

m 10 20 50 100 200 500 1000

E(Sy) 14 28 70 140 | 280 700 1.400

Var(Sy,) | 470,4 | 940,8 | 2.852 | 4.704 | 9.408 | 25.520 | }7.040

Neste exemplo, nas 20 primeiras rodadas, F(Sy) a média do lucro do estrategista
é 28,00 reais e Var(Sy) a variancia do lucro do estrategista é 940,8. Quando houver
500 rodadas, E(Ss0) a média do lucro do estrategista ¢ 700,00 reais e Var(Ssop) a
variancia do lucro do estrategista é 23.520. Se jogarmos 1.000 rodadas, E(Si000) a
média do lucro do estrategista é 1.400,00 reais e Var(Si o) a variancia do lucro do
estrategista é 47.040.

Quanto maior for o valor da aposta e quanto maior o nimero de rodadas, maior

serd a média do lucro do estrategista.

Teorema 7. A distribuicao do lucro do Estrategista satisfaz

0,96k%m
S R

P(|Sp — 0,2km| > €) >



62 CAPITULO 3. JOGO DO PAR OU IMPAR

para todo € > 0.
Demonstracao:

Temos F(S,,) = 0,2km e Var(S,,) = 0,96k*m. Usando a Desigualdade de Chebyshev,

temos:

B(1S,, — B(S,)] > <) </ 2om)
2
P(|S,, — 0, 2km| > ¢) So,gg#.

Teorema 8. A distribui¢ao de probabilidade de .S,, satisfaz:

a—0,2km
P(Sy < a) =~ ¢ (—% T 24m) ;

Onde P(S,, < a) é a probabilidade do lucro do estrategista ndo ser superior a a reais

apos o término da m-ésima rodada.

Demonstracao: Utilizando o Teorema Central do Limite para m grande, temos
que se Z ~ N(0,1) e

Ve —EWV,) Vi, —0,6m
VVar(V,,)  /Var(0,24m)

m . Entao, quando m — oo :

z 4z

A probabilidade sera de:
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Pelo Teorema Central do Limite, implica que:

P(vm—o,6m<%—o,6m>

V0.24m = /0,2dm
km+a—1,2km

2k+/0,24m )

P <Zm <
P nga—O,Qk:m ~ a—0,2km
2k+/0,24m 2k+/0,24m

onde;

é(2) :/_Z \/12_7T-ezjd:n:IP’(Z§ 2)

Corolario 2. Suponha k£ igual a um real. A probabilidade do estrategista nao estar

em lucro ap6s m rodadas sera:

IP’(SmSO):gb(—%- %)

Demonstragao:

Segundo o Teorema 8, temos que:

P(S,, <0) ~¢ (;3%)
P(Sm < 0) ~¢ (%)

B(S,, < 0) =0 (_71 E) O

[\

Exemplo 21. A probabilidade do estrategista nao estar em lucro apds 24 rodadas € de

¢(=1).

—_
>| 3
N———

-1 )
——.92
2

P(Shy < 0) ~p(—1) =1 —0,8413 = 0,1587. [

]P(SM S 0) Zgb

]P)<524 S 0) ng)

N TN
N1
|2
N———
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Exemplo 22. A probabilidade do estrategista nao estar em lucro apds 600 rodadas é

de ¢(—5).

P(S@OO S O) Z¢(—5) ~0 O

Os valores de ¢(—1) e ¢(—5) sao dados retirados da Tabela de Distribuigao Normal
Padrao. Portanto, é muito improvavel que o Estrategista nao esteja em lucro apds 600

rodadas.

Corolario 3. Seja o capital inicial do leigo b = 0, 1m e o valor de cada aposta do jogo

par ou impar de kK = 1. A distribuicao de probabilidade do lucro S,, sera de:

0,1m — 0, 2km _ s m(0,1 — 0, 2k)
2k\/0,2d4m ) 2k+/0, 24m

—0dm N _ (L m
riso <0 =0 (755) = (<545

Logo, a probabilidade do leigo perder todo o capital inicial apés m rodadas é

P(S,, <0,1m) ~¢ (

P(Sm>0,1m)21—¢<—i- %)

Exemplo 23. Seja o capital inicial do leigo b = 2,4. A probabilidade do leigo perder
todo o seu dinheiro apds 24 rodadas é 1 — ¢(—0,5).

P(Sy4 <0,1-24) ~¢ (_411 . \/%>

P(Say < 2,4) ~¢(—0,5) =1 —0,6915 = 0,3085. [J

Logo, P(Sa4 > 2,4) ~ 0,6915.
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Exemplo 24. Seja o capital inicial do leigo b = 60. A probabilidade do leigo perder
todo o seu dinheiro apds 600 rodadas é 1 — ¢(—2,5).

1 600

P(Ss00 < 0,1-600) ~¢ <_Z . ?>

P(Sg00 < 60) ~p(—2,5) =1 —0,9938 = 0,0062. [
Logo, P(Sepo > 60) ~ 0,9938.

Fato: Independente do valor da aposta, o Estrategista sempre terd em média van-
tagem sobre o leigo.

Proposicao 15. O nimero médio de rodadas até o estrategista lucrar C' reais é

E(N) = 5C.

Demonstracao:

Use a Equagao de Wald com p = 0, 6.

EIN) =

EINT =5 0,06 —1

E[N] :1,20— 1
M=

E[N] =5C. O

Exemplo:

Nimero Médio de Rodadas até o Estrategista Lucrar C' Reais

C 5 110|15| 20 | 100

E(N) | 25|50 75| 100 | 500
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Portanto, o nimero médio de rodadas até o estrategista lucrar C' reais é diretamente

proporcional a C.

Teorema 9. Suponha que existam d duplas de jogadores jogando par ou impar (em
cada dupla ha um estrategista - time A e um leigo - time B). Admita que cada dupla
jogaré [ rodadas. Para cada par de jogadores diremos que o jogador 1 venceu o jogador
2 caso tenha vencido mais rodadas. Seja Y o nimero de vitorias dos leigos ao fim de

todas as disputas. Entao Y ~ binomial(d, p) onde

p:IP(Sl<O):¢<—%- é)

e QL] (]

comy =0,1,2,3,...d. Em particular, se d é grande, temos;

T {dcb (—% é)} [dqs (_% %ﬂy

= )

Logo;

e assim

P(Y:O):ll—qﬁ(—l f)] ~ e ®(-3VE) | O

2V 6

Exemplo 25. Suponha 20 duplas onde cada dupla jogara 54 rodadas. Temos:

1

p~¢ (—5 : 3) = ¢(—1,5) =1—-10,9332 = 0,0668.

Entao Y ~ binomial(20;0,0668). Logo,

20
P(Y =y) ~ (y) -0,0668Y - 0,93322°°Y comy =0,1,2,3,..., 20.

Em particular, temos que P(Y = 0) ~ 0,9332%° ~ 0, 25.
Teorema 10. Suponha que existam d duplas de jogadores jogando par ou impar (em

cada dupla h& um estrategista - time A e um leigo - time B). Admita que cada dupla

jogaré [ rodadas. Para cada par de jogadores diremos que o jogador 1 venceu o jogador
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2 caso tenha vencido mais rodadas. Seja Y o ntimero de vitorias os leigos ao fim de

todas as disputas. Se d é grande, entao:
v—do(-3\/%)

o) < (/)

Demonstracgao: Basta usar o Teorema Central do Limite para aproximar
Y —dp

(i - p)

1 /I
P:¢<—§ 5)-

P(Y <y)~¢

de uma normal padrao. Aqui

p=¢(=1,5)
p=1-¢(1,5)
p=1-0,9332
p =0, 0668.

Entao;

y —40-0,0668 y— 2,672 y— 2,672
e <\/40 -0,0668 - 0,9332 ¢ Vv2,49351 ¢ 1,579
Em particular, P(Y < 5) ~ ¢(1,47) = 0,9292 e P(Y < 10) ~ ¢(4,64) ~ 1. Portanto,
P(Y > 10) ~ 0.

3.3 Caso Geral

Considere que os dois jogadores realizam apostas num jogo de par ou impar. Como

antes, repetem apostas em rodadas, apostando k reais em cada rodada. Chamamos os
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dois jogadores por:

Estrategista: Nao joga aleatoriamente, adota a estratégia de assumir que o outro
jogara aleatoriamente e joga de forma a maximizar suas chances de ganho. Assim,
quando escolhe par colocar uma quantidade impar de dedos e quando escolhe impar
colocar uma quantidade par de dedos.

Leigo: Joga aleatoriamente e nunca usa estratégia para tentar aumentar suas chances

de ganho.

A partir de agora vamos considerar que o estrategista comecga com a reais e o leigo
com b reais. Admita que o jogo acaba quando um dos jogadores perder todo seu

dinheiro e por simplicidade suponha k = 1, isto é, em cada rodada a aposta vale 1 real.

Definigao 26. Seja C,,, m > 0 o capital apés m rodadas. Entao se o estrategista

inicia 0 jogo com a reais, temos:

Co,=a ¢ Cp,=a+ 5,

Teorema 11. A probabilidade do leigo em algum momento perder todo seu dinheiro

é

Demonstragao: Seja P; a probabilidade de iniciando com i reais, o Estrategista al-
cance a + b antes de 0. Com 0 < i < (a + b);

Temos que:

Py =0;

Py =1.

De acordo com a Defini¢ao 9 a probabilidade do Estrategista ganhar o jogo ¢ 60% e do
Leigo é de 40%. Entao:
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-Pi :Ou 6Pi+1 + 07 4-Pi—1
Pz<07 6 + 07 4) :07 6Pi+1 + 07 4-Pi—1

0,65+ 0,4F; =0,6P,41 4+ 0,4F;

0,4
Piy = Pi=gig (Pi= Pi)

Py1—P==-(P.— Py).

[GNIN )

Assim; com ¢ = 1, temos:

2
Py~ Py = 5(P Ry

2
P2 - Pl = gplv
Com i = 2, temos:
2
P3—P2:§-(P2—P1)
2 (2
Ps—P=—--(=P
et ()
2\ 2
Generalizando os casos acima, temos que:
2\ i1
P,—P_, = (§> P. (3.2)

Para quaisquer valores de ¢, entre 0 e a + 0. O nosso problema termina quando o

estrategista alcancar C,, = a + b. Entao; com i = a + b, temos:

2

Pa+b - Pa+b—1 - g (Pa—i-b—l - Pa+b—2)

2 a+b—1
Pa+b - Pa+b_1 = <§) Pl. (33)
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Somando as ¢ — 1 primeiras equagoes:

(=P + (P —P)+...+ (P — Pio1)

temos que:

= (2 e () pes (2) T h
ppie (e (2) P+ (2)
() () ()]

2 2\° 2\ . X . 2
I+{=z)+1lz) +..+ 1|3 é uma Progressao Geométrica de razao 3

P =P,

M
a5, 3 3 3

De acordo com (Bonjorno e Giovanni) temos que, a soma de uma Progressao Geomé-
trica finita (P.G.) é:

al'(l_qn)'

S, =
1—g¢q

Logo, temos i termos nesta (P.G.), portanto:

1 (3) + (§)2+...+ @] _ 11—_@%)1‘

Como P, = 1 segue:

Portanto:
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Porém:;

Sendo, © = a temos que:

Corolario 4. Suponha que o Leigo possua um capital inicial muito grande, b — oo,

mesmo assim ele tera chance de perder todo o seu dinheiro. Temos que:

2 a
limPazl—(—) )
b—oo 3

Demonstracgao:

. (1=
lim P, = lim | ————

1 2

3

b—oo b—oo

92 a+b
Como 1 — (5) tende a 1 com b — oco. Portanto, temos que:

2 a
lim P, =1 — <—> . O
b—o0 3
Exemplo 27. Suponha valores fixos para a, temos:

Probabilidade do Leigo Perder todo o seu Dinhero em Funcao do Capital
Inicial do Estrategista.

a |1 2 &8 4 5 10

19 65 211 58025

5
9 27 81 243 59057

1
3
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A tabela apresentada mostra a Probabilidade do Leigo perder todo o seu dinheiro
em funcao do capital inicial do Estrategista. Note que para valores grandes do capital
inicial do Estrategista, a probabilidade do Leigo perder todo o seu dinheiro se aproxima
de 1.

Observacao: Segundo o Corolario 4, a medida que o capital inicial do leigo cresce a

2 a
probabilidade dele perder todo seu dinheiro converge para 1 — (g) .

Teorema 12. Seja B o nimero de passos até o capital do Estrategista atingir a + b

ou 0. A média de B é:
1—(2)"
(a+0b) - (%) —a] :
1-(3)

Demonstragao: Defina B como o ntimero de passos até o capital atingir a + b ou 0.

E(B) =5-

Em outras palavras B é o nimero de rodadas do jogo acabar. C,, é o valor do capital
do estrategista apos m rodadas.
B=min{m:C, =0 ouC,, =a+b}

Escreva:

Onde X é a variavel aleatoéria que da o ganho do estrategista na j-ésima rodada, sendo

sua distribuicao igual a;

0,6, sei=1;
]P)(XJ = Z) =
0,4, sei=-1.
Logo;
B = min{m : ZXj = —a ou ZXj = b}.
j=1 j=1
Temos que:

E(X;)=1-0,6+(=1)-0,4=0,6—0,4=0,2.

Pela equacao de Wald:
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Mas,
” -(3)
b, com probabilidade N
> X = 3) 2{a
j=1 —a, com probabilidade 1 — 1_(§2+b
1-(3)
Portanto;

Q [~~—
—+ Q
o
\/

VRS
—_
—_
uy
—
C,Ol[\) —

~— |WIN

(o) n (50
0,2- E(B) =(a+1b)- (;:(SZ;) —a
L

E(B) =5-

Q [N—
—+ Q
S
N——
|
IS

(I
~— (W

Exemplo 28. Suponha que o capital inicial do estrategista é 10 reais e do leigo 20

reais. Neste caso

E(B) =5- [(10 + 20) - (11__@()%)0%) 10]
E(B) =5 - —30- (1 — (§)30> - 10_
e
E(B) =5- [30- (1 — (%)3()) ~10
L A=) ]




Capitulo 4

Aplicacao no Ensino Médio

4.1 Curriculo de Referéncia da Rede Estadual de Edu-

cacao de Goias

Segundo o curriculo de referéncia da Rede Estadual de Educagao de Goiés, os
conteudos Anélise Combinatoria e Probabilidade estao inseridos no terceiro bimestre
da 22 SERIE DO ENSINO MEDIO.

EXPECTATIVAS DE APRENDIZAGEM

Segundo o curriculo de referéncia da Rede Estadual de Educacao de Goias, as
expectativas de aprendizagem sao:
- Efetuar célculos envolvendo os agrupamentos de permutacao, arranjo e combinacao.
- Resolver problemas de contagem utilizando o principio multiplicativo ou nogoes de
permutagao simples, arranjos simples e/ou combinagao simples.
- Utilizar o principio multiplicativo e o principio aditivo da contagem na resolugao de
problemas.
- Identificar e diferenciar os diversos tipos de agrupamentos.
- Resolver problemas utilizando nocoes de arranjos simples, permutacao e combinacao
simples.
- Realizar calculos utilizando Bindémio de Newton.
- Conceituar evento e espago amostral de um experimento.

- Calcular a probabilidade de um evento.

74
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- Resolver problemas envolvendo o calculo de probabilidades.

- Resolver problemas utilizando a probabilidade da uniao de eventos.

- Resolver problemas envolvendo a probabilidade de eventos complementares.
- Resolver problemas envolvendo a probabilidade condicional.

Tendo em vista a didatica atual no ensino destes contetidos, podemos inserir algu-
mas propostas alternativas com objetivo de dar abertura na participacao dos alunos
e predominancia do pensamento combinatério e probabilistico ao invés da énfase as
formulas. Uma razao que motivou este trabalho, foi que boa parte dos professores
consideram Probabilidade como algo complicado. Consideram-na um assunto de difi-
cil entendimento por parte dos alunos. Estes, por sua vez, acabam vendo-se frente a
varias formulas e nomenclaturas para eles “~ “sem sentido”. Na maioria das vezes, essas

expectativas de aprendizagem nao sao alcancadas com sucesso.

4.2 Propostas de aulas aplicadas ao Ensino Médio

Estas propostas de aulas diversificadas em sala constitui-se em uma alternativa ca-
paz de atender as diferencas individuais, envolvendo os alunos em diversas atividades,
criando um ambiente de trabalho extremoso e aprazivel, onde todos tenham a oportuni-
dade de trabalhar a cooperacao, o respeito e a convivéncia em grupo, e entendendo que,
apesar das diferencas pessoais, existem interesses, objetivos maiores, que sao comuns
para serem conquistados. Nessas aulas, o professor deve utilizar os recursos didaticos

oferecidos pela escola, como datashow, lousa digital e outros.

4.2.1 Proposta 01

Titulo: A probabilidade de vencer em um jogo de par ou impar.
Nivel de ensino: Ensino Médio.

Ano/semestre de estudo: 2° ano.

Componente curricular: Matematica.

Tema: Probabilidade.

Duracao da aula: 1 aula(45 minutos).

Modalidade de ensino: Educacao presencial.

Objetivos
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- Calcular a probabilidade de vencer em um jogo de par ou impar.

- Representar na forma de razao e porcentual a chance de ocorréncia de um evento.

Desenvolvimento
12 etapa

No inicio da aula, o professor chamara atencao dos alunos dizendo que ele consegue
vencer a maioria das vezes do jogo par ou impar. Neste momento, espera-se que os
alunos fiquem entusiasmados, pois em varios jogos no colégio, utilizam o par ou impar
(para comegar ou até para determinar o vencedor). Divida os alunos em duplas e pro-
ponham 10 disputas de par ou impar. Observe atentamente as reacoes dos estudantes
conforme as rodadas avancem, pois a turma pode estranhar a repeticao de resultados.
Os resultados vao sendo anotados no quadro. Explique que, antes de iniciar, cada aluno
tem de decidir quem sera par e quem sera impar.
2% etapa

Discuta com os alunos qual dos resultados mais apareceu. Provavelmente os alu-
nos responderdo "par". Questione o motivo. E provavel que, num primeiro momento,
o grupo descreva as possibilidades utilizando os registros da tabela. Explique que
conhecendo todas as possibilidades de resultados, ¢ possivel pensar na chance que o
resultado par ou impar tem de vencer, comparando o nimero de possibilidades fa-
voraveis em relacao ao nimero de possibilidades. O professor adota a ideia de jogar
ESTRATEGICAMENTE. Em seguida, o professor passa em mesa em mesa jogando 5
vezes com cada aluno. Novamente, esses resultados serao anotados no quadro negro.
32 etapa

Apobs o termino dos jogos, questione-os sobre a chance que o aluno que escolher
impar tem de vencer? Represente em forma de fracao a chance de cada jogador? Qual
a forma percentual desses registros? Explique que muitas vezes nos deparamos com
situacoes que possibilitam diferentes resultados e precisamos saber qual é a chance de
um desses resultados se realizar ou nao e que o campo da Matemaética que se dedica a

esse estudo é chamado probabilidade.

Avaliacao
- Participacao e cooperacao.
- Trabalho em grupo.

- Ensino Reciproco.
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4.2.2 Proposta 02

Titulo: A probabilidade de um grupo vencer em um jogo de par ou impar.
Nivel de ensino: Ensino Médio.

Ano/semestre de estudo: 2° ano.

Componente curricular: Matemética.

Tema: Probabilidade.

Duragao da aula: 2 aulas(90 minutos).

Modalidade de ensino: Educagao presencial.

Desenvolvimento

Primeira etapa: Explique aos alunos que ao longo de duas aulas eles aprenderao
probabilidade jogando o jogo par ou impar. Para introduzir o tema, mobilize o inte-
resse deles com algumas perguntas comum por exemplo: Onde eles utilizavam o jogo
do Par ou Impar? Algum aluno tem interesse de aprender técnicas de vencer o jogo
par ou impar? Quanto maior a diversidade das perguntas, melhores as possibilidades
de sucesso na aula. No segundo momento, divida a sala de aula em dois grupos de
mesma quantidade. O primeiro grupo é formado pelo estrategistas e o segundo grupo
pelos leigos. O professor orientar cada grupo. Realize 37 partidas de par ou impar,
sendo que cada jogo seja realizado com um elemento de cada grupo.

Segunda etapa: Anote os resultados em uma tabela. Cada dupla tem sua propria
stmula.

Terceira etapa: Verifique quantos vencedores temos em cada grupo.

Quarta etapa: Discuta com a turma qual dos resultados mais apareceu. Questione o
motivo e qual a justificativa dos resultados.

Quinta etapa: Explique o que aconteceu.

Metodologia - Explicacao oral do professor com ajuda de esquemas no quadro ou
data-show;
- Observacao e analise através de experimentos.
Avaliacgoes:
- Participacao individual em resolucoes de atividades propostas em sala de aula;
- Participacao em grupo em resolucoes de atividades propostas em sala de aula;
- Oralidade e participacao em sala relacionada ao contetido proposto;

- Interesse e participacao do aluno pelas atividades propostas.
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4.2.3 Proposta 03

Titulo: A probabilidade de vencer em um jogo de par ou impar qualquer.
Nivel de ensino: Ensino Médio.

Ano/semestre de estudo: 2° ano.

Componente curricular: Matemaética.

Tema: Probabilidade.

Duracao da aula: 1 aula(45 minutos.)

Modalidade de ensino: Educagao presencial.

Objetivo geral
Mostrar aos alunos que na 2* e 3* maneira o jogo é honesto e justo, ja na 1* e 4*

maneira o jogo nao é justo.

Objetivos especificos - Conceituar evento e espaco amostral de um experimento;
- Calcular a probabilidade de um evento;

- Resolver problemas envolvendo o calculo de probabilidades.

Desenvolvimento

No inicio da aula, o professor convida os alunos a listarem as diferentes maneiras
de jogar o par ou impar. Jogo este, utilizado por eles para definir varias coisas. As
maneiras de jogar sao:

1*) Cada jogador usa uma mao podendo levantar 1,2,3,4, ou 5 dedos.

2%) Cada jogador usa uma mao podendo levantar 0,1,2,3.4, ou 5 dedos.

3*) Cada jogador usam as duas maos podendo levantar 1,2,3,4,5,6,7.8,9, ou 10 dedos.
4*) Cada jogador usam as duas maos podendo levantar 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, ou 10 dedos.

Apos a listagem das maneiras de jogar, o professor desafia a turma para um jogo
usando a 1? regra. O professor joga de maneira estratégica sem que eles percebam, 10
vezes com cada aluno. No decorrer das partidas o professor alterna a escolha de par ou
impar, para que outros alunos nao descubram a regra. Obtém as vitorias e derrotas.
Coloca os dados em tabela. Logo em seguida, os alunos analisam os resultados. Com
grande probabilidade, neste momento os alunos percebem que o professor venceu a
maioria das partidas. Alguns alunos entendem que o professor venceu devido a quan-
tidade de ntiimeros pares e impares em cada partida nao ser igual, pois escolhemos a

primeira maneira de jogar onde temos trés nimeros par e dois nimeros impar. Porém,
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o professor diz aos alunos que eles tem a oportunidade de escolha no par ou impar, isso

implica que cada jogo foi justo. Novamente os alunos opinam.

Conclusao:
Somente apds os alunos darem opiniao o professor calcula a chance de ganho em

cada caso e diz que jogou estrategicamente e qual estratégia usou.

4.2.4 Proposta 04

Titulo: Anélise de resultados em um jogo de par ou impar.
Nivel de ensino: Ensino Médio.

Ano/semestre de estudo: 2° ano.

Componente curricular: Matematica.

Tema: Probabilidade.

Duracao da aula: 1 aula(45 minutos.)

Modalidade de ensino: Educacgao presencial.

Objetivo geral:
Levar o aluno a aprender probabilidade de forma lidica, interagindo com os outros

educandos e o professor e assimilando o contetido de forma espontanea.

Objetivos especificos:
- Fazer com que o educando consiga montar e analisar dados em tabelas.
- Levar o aluno a resolver problemas envolvendo o calculo de probabilidades.
- Relembrar os contetdos bésicos.

- Promover a interacao e a socializacao entre os alunos.

Metodologia:

No inicio da aula o professor conversa com os alunos que a aula é dinamica, onde
todos vao participar. Nessa aula utilizamos o jogo do par ou impar, diz o professor. A
turma é dividida em 3 grupos A, B e C. O professor instrui os grupos separadamente.
Cada grupo deve guardar suas instrugoes sem que os grupos vizinhos percebam. Os
alunos do grupo A recebem instrugbes para jogar sempre usando estratégia (modo
estrategista), os alunos do grupo B recebem instrugoes para jogar de modo aleatorio

(modo leigo) e o grupo C nao participa do jogo, pois sao os observadores, cujo objetivo
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é anotar o que acontece, ver e detalhar o que viu e concluiu. Cada jogador deve escolher
ntmeros de 1 ao 5, segundo nossa regra.

Apos informéa-los da maneira de jogar, realizam-se as partidas. Cada partida é re-
alizada com um integrante do grupo A e um integrante do grupo B. Além disso, em
cada partida ha um aluno do grupo C. Todos devem participar. Apos todos integrantes
jogarem 41 vezes cada, o jogo cessa. Com esses dados, o grupo C que tinha como obje-
tivo contabilizar os resultados, monta uma tabela contendo os dados e as informacoes
retiradas das partidas.

Cada grupo comenta sobre o que percebeu. Comegamos com o grupo C, onde eles
relatam os resultados em forma de tabelas. Os alunos do grupo B, explicam que todos
os jogadores jogaram aleatoriamente e os alunos do grupo A explicam que jogaram
estrategicamente. Apos cada fala, o professor orientador desta aula, dird tudo o que
ocorreu. Na primeira parte ele dividiu toda a sala em 3 grupos, sendo o grupo A o
dos estrategistas, o grupo B o dos leigos e o grupo C os observadores. Cada jogador
do grupo A, por utilizar nas jogadas a estratégia dada, tinha 60% de chance de vencer
enquanto cada jogador do grupo B tinha 40% de chance de vencer. O professor deve

se certificar se algum aluno do grupo B nao usou algum tipo de estratégia.

Avaliacao:
Os alunos sao avaliados através da participacao e cooperacao em sala de aula e

resolugao de exercicios propostos. Trabalho em grupo.

4.2.5 Execucao da Proposta 02

A aula foi realizada no Colégio Estadual Novo Horizonte, localizado na cidade de
Goiania-Goias, no dia 29 de maio de 2014. A duragao foi de duas aulas com os alunos
do 2° Ano E do ensino médio vespertino. Nosso tema foi aplicacao da probabilidade

no jogo Par ou Impar.

Desenvolvimento

Primeira etapa: No inicio da aula, perguntei aos alunos onde eles utilizavam o
jogo do Par ou Impar. Muitos alunos responderam que em varias disputas de jogos,
no caso do futebol, no inicio da partida e em caso de empate, eles disputam a vitoria
em um jogo de Par ou Impar. No segundo momento da aula dividi os 40 alunos em

dois grupos de mesma quantidade. Os alunos do primeiro grupo foram os estrategistas
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e os alunos do segundo grupo foram os leigos. Apds reunir os grupos, eu orientei o
primeiro grupo a jogarem estrategicamente, ensinando a regra (nossa regra, jogando
apenas nimeros de 1 a 5) sem eles desconfiarem. Foram realizadas 37 partidas de par
ou impar, sendo que cada jogo foi realizado com 1 elemento de cada grupo. Tivemos
um total de 20x37=740 resultados.

Segunda etapa: Cada integrante anotou as suas vitorias. Perguntei a eles os resul-

tados e anotei-os em uma tabela. Os resultados foram:

Resultado das 20 disputas.

DUPLAS 112131456 7]8] 9|10

VITORIAS DO 1° GRUPO | 23 | 17| 22| 24| 27| 80| 25| 18| 18| 22

VITORIAS DO 2° GRUPO | 14| 20| 15| 13| 10| 7 | 12| 19| 24| 15

DUPLAS 1111213 |14 | 15|16 | 17| 18| 19| 20

VITORIAS DO 1° GRUPO | 27| 28 | 25| 17| 16 | 19| 21| 15| 27| 23

VITORIAS DO 2° GRUPO | 10| 9 | 12| 20| 21 | 18| 16| 22| 10| 14

Analisando esta tabela, temos que na dupla de nimero 14, houve 17 vitorias do pri-
meiro grupo e 20 vitérias do segundo grupo. Nesse momento percebemos que apenas
seis integrantes do segundo grupo venceu a disputa. Um fato de pequena probabili-
dade ocorrido foi na dupla de niimero 9 acontecer 24 vitorias do segundo grupo contra
13 vitorias do primeiro grupo. A duas hipoteses. Primeira estamos diante de um
evento muito improvavel. Ou segundo, o integrante do primeiro grupo nao entendeu a

maneira de jogar ou, o integrante do segundo grupo resolveu jogar de maneira diferente.

Terceira etapa: Discuti com a turma qual dos resultados mais apareceu. De maneira
rapida disseram “par”. Questionei novamente: Qual o motivo? Qual a justificativa dos
resultados? Porque no segundo caso, a regra utilizada pelo grupo 1 teve falha?
Quarta etapa: Neste momento, todos os alunos queriam participar, tive dificuldade
em conter a ordem da sala, pois varios alunos queriam opinar. No entanto, embora
varios alunos omitiram opiniao, nenhum deles foi capaz de entender por que houve
vantagem do primeiro grupo. Alguns alunos desconfiaram que havia alguma estrategia
por tras. Porém nenhum foi capaz de indentifica-la.

Quinta etapa: Logo apos, coloquei no quadro todo o espaco amostral obtido neste
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jogo e expliquei por que tudo isso aconteceu. Quando o grupo 01 joga estrategicamente,
a chance dele ganhar em cada rodada é 60%. Supondo é claro que cada leigo jogou

aleatoriamente.
Calculos Realizados em cima da Aula Executada.

Percebemos que na dupla de nimero 9 houve 24 vitérias do grupo 2 contra 13
vitorias do grupo 1. Vamos calcular a probabilidade disto acorrer. Utilizando o Lema

8, considerando apostas de 1 real para V37 = 13 obtemos:
Sm =k - (2V, —m)
Sgr =1-(2-13 —37)
Sy =1-(26 — 37)
Sgr =1-(—11)

S3r=—11. [

Usando o Teorema 8 temos que:

—11—0,2.1~37)

2-1-/0,24-37
18,4

%) = ¢(~3,09)

P(Syr < —11) ~o (—
P(S37 < —11) =1 — ¢(3,09)
P(Syr < —11) =1 — 0,9990

P(Sy < —11) =0,001. O

Isso significa que ha 0,001 de chance de acontecer esse placar. Assim, em média, a
cada 1.000 duplas jogando 37 partidas isso ocorreria 1 vez.

Usando o Teorema 9 no contexto da nossa aula, temos que:
Y ~ Binomial(20;p).

Mas,

p=P(Ssr < 0) ~ ¢ (_% . %) ~ o(—1,24)

p=1—¢(1,24) = 1 —0,8925 = 0, 1075.
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Como Y é uma variavel aleatoria binomial, o valor médio esperado é:
E(Y)=20-0,1075 = 2,15.

Isso significa que para 20 duplas jogando 37 partidas espera-se, em média, 2,15
vitorias de leigos.

Usando o Teorema 10 temos que:

y—2,15
PY <y)~o (L2220
¥Vsy)=o (\/71,918875)

y—2,15
P(Yﬁy)2¢(—1 2952 )

A probabilidade de na nossa aula no méaximo 6 leigos vencerem seus desafiantes é:

6—2,15
P <6) ~¢ (m)

P(Y < 6) ~¢(2,78) = 0,9973.

Portanto, temos P(Y > 6) ~ 0. Observe que na realizacao da aula os leigos

venceram em 6 dos desafios.
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Anexos

Tabela da Distribuicdo Normal Padréo
P(Z<z)

z 0,0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,0 0,5000

0,5040

0,5080

0,5120

05160

0,5199)

05239

05279

05319

05359

0,1 0,5398

05438

05478

0,5517

0,5557

0,5596

05636

05675

05714

05753

0,2[ 05793

05832

05871

0,5910

05948

0,5987

06026

0,6064

0,6103

0,6141

0,3 06179

06217

0,6255

06293

06331

0,6368

0,6406

06443

0,6480

06517

0,4] 0,6554

0,6591]

06628

0,6664

0,6700

06736

06772

0,6808

0,6844

06879

0,5 06915

0,6950

0,6985

0,7019

0,7054

0,7088

07123

0,7157

0,7190

07224

0,6| 07257

0,7291

07324

0,7357

0,7389

07422

0,7454

0,7486

0,7517

0,7549

0,7| 0,7580

0,7611

0,7642

0,7673

0,7704

0,7734

0,7764

0,7794

0,7823

0,7852

0,8 0.7881

0,7910)

0,7939

0,7967

0,7995)

0,8023

0,8051

0,8078

0,8106

0,8133

0,9 08159

0,8186)

08212

0,8238

0,8264

0,8289

0,8315

0,8340

0,8365

0,8389

1,0 08413

0,8438

08461

0,8485

0,8508

0,8531

0,8554

0,8577

0,8599

0,8621

1,1] 0,8643

0,8665

0,8686

0,8708

0,8729

0,8749

08770

0,8790

0,8810

0,8830

1,2 0,8849

0,8869

0,8888

0,8907

0,8925

0,8944

0,8962

0,8980

0,8997,

09015

1,3[ 0,9032

0,9049

0,9066
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho abordamos o assunto do jogo Par ou Impar o qual tinhamos dois
grupos, o grupo dos estrategistas e o grupo dos leigos, jogando entre si, apostando
k reais em cada rodada. No inicio do problema, percebemos que, se os jogadores
jogassem aleatoriamente, quem escolhesse par teria a maior chance de ganhar. Em
seguida, se um dos jogadores jogar estrategicamente, teria maior chance de ganhar. Se
ambos os jogadores jogassem estrategicamente, venceria quem escolhesse impar. Apos
essas analises inciais, realizamos sucessivas rodadas. Verificamos impiricamente que
quem joga estrategicamente tem maior vantagem de vencer. Teoricamente se repetirem
o jogo indefinidamente, o jogador que joga estrategicamente, tem grande chance de
sempre estar em lucro. No decorrer do trabalho, obtemos a média e a distribuicao de
probabilidade do lucro do estrategista apos m rodadas.

Esse trabalho foi muito importante para meu conhecimento, pois utilizei-o em uma
aula do ensino médio, onde os alunos ficaram entusiasmados e empolgados. Ao repetir
quatrocentos e setenta(470) vezes o jogo Par ou Impar, obtive resultados satisfatorios.
Consegui mostrar aos alunos que determinado grupo tinha maior chance de vencer os
jogos pois seus componentes jogaram estrategicamente. No término da aula, diversos
alunos descobriram o método de jogar estrategicamente o jogo Par ou Impar. Como
mencionado no trabalho, o contetido de Probabilidade é um assunto em que os alunos
apresentam grandes dificuldades, por esse motivo, este trabalho contribuiu com quatro
propostas de aulas diversificadas. O aprofundamento desse tema, gerou um enriqueci-
mento no meu contetdo didatico. O ensino didatico com aulas diversificadas gera um

excelente aproveitamento em sala de aula. Por fim, concluimos que se o jogador jogar
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estrategicamente tera grande chance de vencer mais do que perder em uma sequéncia

de rodadas de Par ou Impar. Os alunos ficaram entusiamados com o resultado.
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