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Resumo

O objetivo deste trabalho foi realizar um estudo dos recursos oferecidos pelo software livre
Geogebra, versao 5.0 Beta, no que diz respeito as suas aplicacoes na geometria espacial,
com a finalidade de contribuir para a melhoria do processo de ensino-aprendizagem em
matemética nos anos/séries da Educacao Bésica. A primeira parte do trabalho refere-
se a um embasamento tedrico de conceitos matematicos relativos a geometria espacial
de posicao e métrica, apresentando as defini¢coes para os principais sélidos geométricos
tratados na Educacao Bésica: poliedros, em particular, prismas e piramides, cilindros,
cones e esferas. Em seguida, é feito um estudo histérico do Geogebra, desde sua criagao até
a fundagao dos IGs (Institutos Geogebra) e também é mostrado um artificio matemético
pensado para simular o ambiente 3D na versao que ainda nao apresentava 0s recursos
tridimensionais. Um capitulo seguinte faz uma explicacao sucinta da tecnologia 3D, no
que se refere ao uso dos 6culos ativos e passivos, facilitadores da visualizacao do efeito
tridimensional. A seguir, sao feitos os estudos efetivos dos comandos para executar as
funcoes relacionadas a geometria espacial no Geogebra, tais como: reta, plano, plano
perpendicular, prisma, piramide, cilindro, cone, esfera, height (altura), tetraedro, cubo,
octaedro, dodecaedro e icosaedro. Por tltimo, ha um capitulo mostrando aplicagoes dos

aspectos espaciais do Geogebra na resolucao de problemas.

Palavras-chave: Ensino de Matemdtica. Geometria Espacial. Geogebra. Educagao

Basica.



Abstract

The objective of this work was to study the features offered by the free software Geo-
gebra version 5.0 Beta, concerning to their applications in spatial geometry, with the
aim of contributing to the improvement of the teaching-learning process in Mathematics
in Basic Education years. The first part of the work refers to a theoretical foundation
of mathematical concepts related to spatial position and Geometry of metric, showing
the settings for the main geometric solids treated in Basic Education: prisms, pyramids,
cylinders, cones and spheres. Then, a historical study of Geogebra is made, from its
creation to the foundation of IGs (GeoGebra Institutes), and it is also shown a mathema-
tical artifice designed to simulate a 3D environment in the version that had not presented
the three-dimensional features yet. A following chapter gives a succinct explanation of
3D technology, regarding the use of active and passive glasses, which facilitate the visu-
alization of three-dimensional effect. Next, the effective studies of commands are made
to perform the functions related to the Spatial Geometry in Geogebra, such as straight,
plane, perpendicular plane, prism, pyramid, cylinder, cone, sphere, height, tetrahedron,
cube, octahedron, dodecahedron and icosahedron. Finally, there is a chapter showing

applications of spatial aspects of Geogebra in solving problems.

Keywords: Teaching of Mathematics. Space Geometry. Geogebra. Basic Education.
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1 INTRODUCAO, JUSTIFICATIVA E OBJETIVOS

O presente trabalho trata de um estudo dos recursos oferecidos pelo software livre
Geogebra, versao 5.0 Beta, no que diz respeito as suas aplicacoes na geometria espacial,
com o objetivo de contribuir para a melhoria do processo de ensino-aprendizagem em

matemaética nos anos/séries da Educagao Bésica.

A Educacao Basica inclui a educacao infantil, o ensino fundamental e o ensino médio

desde a publicagao da Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB), em 1996
(5).

E de conhecimento de toda a sociedade que o aprendizado na area da matematica
apresenta forte resisténcia por parte dos alunos, principalmente nos anos da Educacao
Basica. A experiéncia prépria vivenciada ha 14 anos dentro da sala de aula mostra que o
interesse por esse aprendizado diminui & medida que o aluno avanga nos anos/séries esco-
lares. Uma provavel hipétese dessa afirmativa é o fato de nao compreenderem conceitos
iniciais e isso acarretar o desestimulo ao longo do tempo, como sugere (24) como uma das

causas da dificuldade de aprendizagem em matemaética:

Dificuldades relativas a prépria complexidade da matematica, como seu
alto nivel de abstracao e generalizacao, a complexidade dos conceitos e
algoritmos, a hierarquizacao dos conceitos matematicos, o que implica
ir assentando todos os passos antes de continuar, o que nem sempre é
possivel para muitos alunos.

Ainda citando outras causas das dificuldades de aprendizagem em matematica, uma

delas é o fato do aluno nao apresentar habilidade para a organizagao espacial:

As causas das dificuldades podem ser buscadas no aluno ou em fatores
externos, em particular no modo de ensinar a Matematica. Quanto a
aspectos referentes aos alunos, sao considerados a memoria, a atencao,
a atividade perceptivo-motora, a organizacao espacial, as habilidades
verbais, a falta de consciéncia, as falhas estratégicas, como fatores res-
ponséaveis pelas diferengas na execugao matematica (SMITH; STRICK,
2001 apud (1)).
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Um dos instrumentos governamentais de medida da aprendizagem na Educacao Basica
é o PISA (Programme for International Student Assessment - Programa Internacional de

Avaliagao de Estudantes).

O PISA se propoe a avaliar estudantes de 15 anos de idade e matriculados a partir
do sétimo ano de estudo, nas areas de conhecimentos de leitura, matematica e ciéncias,
com o objetivo de produzir indicadores que contribuam para a discussao da qualidade da
educacao nos paises participantes, de modo a subsidiar politicas de melhoria do ensino
bésico (7). A avaliacao é trienal, sendo que a cada edi¢ao o foco estd centrado em uma
das areas do conhecimento citadas acima. O foco em matematica ocorreu nos anos de
2003 e 2012. Logo, as comparagoes de desempenho em matemaética devem ser feitas entre

€sses anos.

No que diz respeito a matemaética, um dos objetivos do PISA é medir em que estdgio
do letramento matematico o aluno se encontra. De acordo com (7), tem-se a seguinte

definicao de letramento matematico:

Letramento em matemaética é a capacidade do individuo de formular,
aplicar e interpretar a matematica em diferentes contextos, o que inclui
o raciocinio matematico e a aplicagdo de conceitos, procedimentos, ferra-
mentas e fatos matemaéticas para descrever, explicar e prever fené6menos.

O nivel de letramento matematico de um estudante é medido com base em capacidades
fundamentais nessa drea do conhecimento. Essas capacidades sao elencadas em (7) como:
comunicagao; matematizagao; representacao; raciocinio e argumentacao; delineamento de
estratégias para resolucao de problemas; utilizacao de operagoes e de linguagem simbdlica,
formal e técnica; utilizacao de ferramentas matematicas. As ferramentas matematicas

englobam os instrumentos de medida, as calculadoras e os computadores.

De acordo com o Relatério Nacional do PISA 2012 (7), o Brasil ocupa o 58° lugar
em matemdtica, num ranking de 65 paises no PISA 2012. Toda a classificacao pode ser
consultada no ANEXO A. O relatério destaca que a pontuacao geral em matematica

aumentou, passando de 356 em 2003 para 391 em 2012.

Observa-se no grafico da Figura 1 que a porcentagem de alunos abaixo do nivel 1
de proficiéncia em matematica diminuiu nesses dois anos analisados e a porcentagem de
alunos com niveis 1, 2 e 3 aumentou (7). Porém, mais de 80 % dos estudantes ainda

se encontram com nivel de proficiéncia até 2. As habilidades esperadas em cada nivel

constam no ANEXO B.
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Distribuicdo percentual dos estudantes nos niveis de proficiéncia em matematica nas
edicdes do PISA de 2003 e 2012

60%

50%

40%

30%
20%
10%
Da-’u | o | ]
Abaixo Mivel 1 Mivel 2 Mivel 3 Mivel 4 MNivel 5 Mivel &
Nivel 1
M PisA 2003 M pisA 2012

Figura 1: Distribuicao dos estudantes brasileiros nos niveis de proficiéncia do PISA.

O contetido matematico avaliado pelo PISA é agrupado em quatro diferentes areas:

mudancas e relacoes, espacgo e forma, quantidade, indeterminacao e dados.

Na tabela a seguir estao os resultados brasileiros por area do conhecimento na ava-
liagado do PISA de 2012 (7).

Resultados brasileiros por area de conteiido da matematica

Conteudo Média | Abaixo Nivel 1| Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel3 | Nivel4 | Nivel 5 | Nivel 6
Indeterminacio e dados | 402,1 6,5 35,1 25,5 10,0 25 0,3 0,0
Quantidade 3929 36,5 270 202 10,5 43 13 0,2
Espaco e forma 380,7 40,3 30,6 188 i3 24 0,6 01
Mudancas e relacoes 3715 45,3 240 16,5 8,4 3,3 1.1 0,3

Figura 2: Desempenho de brasileiros no PISA 2012 por areas do contetdo.

Observa-se que o segundo pior resultado do Brasil nos contetidos matematicos é com

relacao a Espaco e Forma.

Esse é um dos blocos de contetdos que os Parametros Curriculares Nacionais (PCN)

colocam como necessarios ao desenvolvimento intelectual do estudante.

Os conceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de
Matematica porque, por meio deles, o aluno desenvolve um tipo especial
de pensamento que lhe permite compreender, descrever e representar, de
forma organizada, o mundo em que vive (8).
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Dentre os diversos conhecimentos que a geometria proporciona, a habilidade de per-
cepgao espacial é cada vez mais indispensavel que as pessoas a desenvolvam, pois a imagem

¢ um instrumento de informagao essencial no mundo moderno.

A matriz de referéncia do ENEM (6) também traz na defini¢ao de suas habilidades
para a competéncia da area 2 de matematica - utilizar o conhecimento geométrico para re-
alizar a leitura e a representacgao da realidade e agir sobre ela - itens referentes a geometria

espacial:

H6 - Interpretar a localizacao e a movimentacao de pessoas/objetos no
espaco tridimensional e sua representagao no espago bidimensional.

H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

HS8 - Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos geométricos
de espaco e forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espago e forma na selecao
de argumentos propostos como solucao de problemas do cotidiano.

Uma das formas de se trabalhar conceitos de geometria é através do uso de softwares
de geometria dinamica, que tenta tornar a aprendizagem um processo de experimentacao,
de levantamento de hipéteses, de busca por conjecturas e de validagao, de observagoes,

levando o aluno a construir um modo de pensar mateméatico que lhe seja significativo.

Segundo (4), essa ¢ uma das maneiras possiveis para desenvolver a autonomia, e tornar

o aluno sujeito responsavel pela construcao do seu conhecimento.

Ainda, segundo (9), a visualizacao em 3D pode ser uma forma de facilitar a aprendiza-
gem dos alunos. Na pesquisa feita, notou-se que os alunos que utilizavam o Geogebra para
auxiliar na visualizacao e resolucao dos problemas propostos tinham, em geral, melhor

desempenho.

Diante do exposto, o presente trabalho se justifica por ser uma tentativa de fornecer
subsidios para a capacitacao de professores com relacao ao uso de tecnologias aplicadas
ao ensino da geometria espacial e, assim, tentar melhorar os indices educacionais relativos

ao conhecimento matematico.
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2 CONCEITOS BASICOS DE GEOMETRIA PLANA E ESPACIAL

Do que sabemos da histéria matematica, os registros gregos foram os primeiros a
traduzir as ideias de raciocicio logico-dedutivo do homem e da prova matematica, por ele
desenvolvida. A partir de afirmacoes muito simples, denominadas azxiomas ou postulados,
eles faziam afirmacoes mais complexas, que eram comprovadas pelos postulados e dai,
nasciam os primeiros teoremas. Um teorema era base para a demonstracao de um novo
corolario ou teorema e, assim, estava constituido um novo método dedutivo, baseado no
encadeamento de ideais pressupostas. O principal idealizador desse método dedutivo foi

Euclides (300 a.C.) e sua obra mais notavel foi Os Elementos. (3), (14), (15) e (16).

As secoes seguintes deste capitulo apresentam os conceitos e defini¢oes relacionados
ao estudo da geometria plana e espacial, tomando como base as referéncias (10), (11),
(13), (17), (18), (20), (22) e (25).

2.1 DETERMINACAO DE RETAS E PLANOS

O primeiro postulado que se relaciona a esse trabalho é o Postulado da Determinacao:

a) Dois pontos distintos determinam uma tnica reta que passa por eles.

//
A r
Figura 3: Postulado da Deteminagao.

b) Trés pontos nao colineares determinam um tnico plano que passa por eles.

Figura 4: Postulado da Deteminagao.
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Com relacao a determinacao da reta, no espaco tridimensional, ela também fica de-
finida pela intersecao de dois planos secantes distintos, de acordo com o Postulado da
Intersecao, que afirma que se dois planos distintos tém um ponto em comum, entao eles

tém pelo menos um outro ponto comum.

Em consequéncia a esse postulado, e de acordo com o postulado da determinacao da

reta, a intersecao de dois planos secantes é uma reta.

Figura 5: Reta determinada pela intersecao de dois planos secantes.

Pode-se, também, determinar a equacao de uma reta analiticamente.

Equacao da reta na forma paramétrica

Seja P um ponto da reta r, que passa pelos pontos distintos A e B.

Figura 6: Plano que contém vetor AB.

A forma paramétrica, ou vetorial, da reta r é a seguinte:
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r:P=A+tAB, teR

Fixado um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, se P = (z, y, 2), A =

(ay,az2,a3) , B = (b1, ba, b3), entdo as equagbes paramétricas de r sao:

r=a;+t(by —ay)
rig y=as+tby—ay), teR (2.1)
Z = das +t<bg — CL3>

Equacao da reta na forma cartesiana, ou geral, no plano

Seja 1 a reta que passa pelo ponto A = (z, yo) e é perpendicular ao vetor @ = (a, b)

# 0.

/

Figura 7: Vetor perpendicular a reta r.

Entao, a equacao de r é:
r:oar + by = c,

onde ¢ = axy + by

Essa forma de representacao da reta sé é possivel no plano.

Equacgao da reta na forma reduzida ou afim, no plano

Uma equacao do tipo y = mx + n é chamada equacao afim ou reduzida da reta r, onde
n é a ordenada do ponto onde r intersecta o eixo OY e m é a inclinagao ou coeficiente

angular da reta r dado por:

Y1 — Yo
m = s
Tr1 — X

sendo A = (xg, yo) e B = (x1, y1) pontos distintos da reta.
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Figura 8: Equacao da reta na forma reduzida ou afim.

Com relagao a determinacao do plano, além do Postulado da Determinacao, pode-se

determinéa-lo de outros trés modos:

e por uma reta e um ponto fora dela;

Figura 9: Plano determinado por uma reta e um ponto fora dela.

e por duas retas concorrentes;

Figura 10: Plano determinado por duas retas concorrentes.
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e por duas retas paralelas distintas;

Figura 11: Plano determinado por duas retas paralelas.

Analiticamente, o plano pode ser determinado também de algumas formas.

Equacgao do plano na forma paramétrica

Seja P um ponto do plano «a, que passa pelos pontos distintos e nao colineares A , B
e C.

./

Figura 12: Equagao do plano na forma paramétrica.

A forma paramétrica vetorial do plano « é a seguinte:
&.’P:A+3@+t/@; s, te R

Fixado um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, se P = (z, y, 2), A =

(ay,az2,a3) , B = (b, bg, b3) e C = (1, q, c3), entao as equagdes paramétricas de « sao:

x=a;+s(by —ay) +t(c; —ay)
a:Q y=ay+s(by—ay) +t(ca—a), s,t€R (2.2)
z=ag+ s(bs —a3) + t(cs — a3)
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Equacao do plano na forma cartesiana ou geral

Seja v o plano que passa pelo ponto P = (xg, v, 20) € é normal ao vetor nao nulo

n=(a,b,c).

Figura 13: Vetor normal ao plano.

Entao, a equagao cartesiana de « é:
a:ar + by +cz=d,
com d = axg + byy + czp.
2.2 RETA E PLANO PERPENDICULARES

Uma reta e um plano sao perpendiculares se, e somente se, eles tém um ponto em

comum e a reta é perpendicular a todas as retas do plano que passam por esse ponto.

Figura 14: Reta e Plano Perpendiculares.
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Teorema 2.2.1. Se uma reta € perpendicular a um plano, entao ela forma angulo reto
com qualquer reta do plano.

Demonstragao

De fato, sendo r perpendicular a a em O e s uma reta qualquer de «, temos dois casos
a considerar:

1° caso: s passa por O.

Nesse caso, pala definicao, a reta r é perpendicular a reta s.

Figura 15: 1° caso do Teorema 2.2.1.

2° caso: s nao passa por O.

Nesse caso, tomamos por O uma reta s’ paralela a s. Pela defini¢ao, a reta r é perpendi-

cular a s”. Entao, a reta r é ortogonal a s e, portanto, forma angulo reto com ela.

Figura 16: 2° caso do Teorema 2.2.1.
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2.3 RETAS REVERSAS

Duas retas sao chamadas reversas se, e somente se, nao existe plano que as contenha.

Figura 17: Retas Reversas.

2.4 POLIEDROS REGULARES

Um poliedro é uma reuniao de um numero finito de poligonos planos, onde cada lado
de um destes poligonos é também lado de um, e apenas um, outro poligono. Cada um
destes poligonos chama-se uma face do poliedro, cada lado comum a duas faces chama-se
uma aresta do poliedro e cada vértice de uma face é também chamado vértice do poliedro.

Todo poliedro limita uma regiao do espaco chamada de interior deste poliedro.

Dizemos que um poliedro é convexo se o seu interior C é convexo, isto é, quando
qualquer segmento de reta que liga dois pontos de C estd inteiramente contido em C. De
acordo com (26), em um poliedro convexo toda reta nao paralela a nenhuma de suas faces

o corta em, no maximo, dois pontos.

Um poliedro convexo se diz regular se suas faces sao poligonos regulares congruentes
e se seus angulos poliédricos sao congruentes. Existem cinco tipos de poliedros regulares,
todos nomeados em fungao de sua quantidade de faces: tetraedro (quatro faces triangula-
res), hexaedro (seis faces quadrangulares), octaedro (oito faces triangulares), dodecaedro
(doze faces pentagonais), icosaedro (vinte faces triangulares). Segundo (15), o inicio do
tratamento matematico desses sélidos encontra-se no Livro XIII de Os FElementos, de

Euclides.
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Tetraedro  cubolhexaedro) octaedro

dodecaedro icosaedro

Figura 18: Poliedros Regulares. (2)

2.5 PRINCIPIO DE CAVALIERI

Francesco Bonaventura Cavalieri (1598-1647) foi um matematico, fisico e astronomo,
aluno de Galileu, que deixou como obra mais importante o tratado Geometria indivisibili-
bus, publicado em 1635. Para Cavalieri, os indivisiveis eram estruturas de uma dimensao

a menos que o objeto considerado.

De acordo com (15), uma defini¢ao para o que se entende por indivisiveis é:

Um indivisivel de uma porc¢ao plana dada é uma corda dessa porgao e um
indivisivel de um soélido dado é uma secao desse sélido.Considera-se que
uma porg¢ao plana seja formada por uma infinidade de cordas paralelas e
que um sélido seja formado de uma infinidade de se¢oes planas paralelas.

Para tentar explicar os pensamentos se Cavalieri, (15) ainda cita:

...argumentava Cavalieri que fazendo-se deslizar cada um dos elementos
do conjunto das cordas paralelas de uma por¢ao plana dada ao longo
do seu préprio eixo, de modo que as extremidades das cordas ainda
descrevam um contorno continuo, a area da nova porcao plana é igual a
da original, uma vez que ambas sao formadas das mesmas cordas. Um
procedimento analogo com os elementos do conjunto das secOes planas
paralelas de um sélido dado fornecerd um outro sélido com o mesmo
volume do original.

Uma maneira facil de compreender o Principio de Cavalieri é empilhar algumas moedas
e deslizar algumas. Nota-se, intuitivamente, que o volume da pilha de moedas nao se

altera.



31

Figura 19: Principio de Cavalieri aplicado aos sélidos. (21)

Segue, entao, o Principio de Cavalieri para os corpos sélidos:

Dois solidos, nos quais todo plano secante, paralelo a um dado plano, determina su-
perficies de dreas iguais (superficies equivalentes), sao sélidos de volumes iguais (sdlidos

equivalentes).
2.6 PRISMAS

Seja um poligono convexo ABCD...MN contido num plano « e um segmento de reta

PQ, nao paralelo e nao contido em «, cuja reta suporte intersecta o plano a.

Figura 20: Prisma.

Chama-se prisma a reuniao de todos os segmentos congruentes e paralelos a P(@), com
uma extremidade nos pontos do poligono ABCD...MN e situados num mesmo semi-espago

dos determinados por a.
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Um prisma originado por um poligono de n lados possui: 2 bases congruentes e
paralelas, n faces laterais (paralelogramos), (n + 2) faces, n arestas laterais, 3n arestas e

2n vértices.

Vale ressaltar que em qualquer prisma vale a relacao de Euler:

V-A+F=2

sendo V = numero de vértices, A = numero de arestas e F = numero de faces.

A altura de um prisma é a distancia h entre os planos das bases.

Figura 21: Altura do Prisma.

Uma se¢ao de um prisma ¢ a intersecao do prisma com um plano que intercepta todas
as arestas laterais, formando um poligono. Quando o plano é perpendicular as arestas

laterais, a secao é dita reta ou normal.

A superficie lateral de um prisma é a reuniao das faces laterais e sua area é denominada
drea lateral e indicada por A;. A superficie total é a reuniao da superficie lateral com as

bases e sua area é denominada drea total e indicada por A;.

Um prisma reto é aquele cujas arestas laterais sao perpendiculares aos planos das
bases (13). Num prisma reto, as faces laterais sdo retangulos. Um prisma obliquo é
aquele cujas arestas sao obliquas aos planos das bases. Um prisma regular ¢ um prisma

reto cujas bases sao poligonos regulares.
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A natureza do prisma depende dos poligonos de suas bases. Por exemplo, o prisma
pentagonal tem na base um pentiagono, o prisma hexagonal tem na base um hexéagono, e

assim por diante.

O volume de um prisma é dado pelo produto entre a medida da area da base do prisma

(B) e a medida da altura do prisma (h).
V=B.h

2.6.1 Paralelepipedo

Um paralelepipedo é um prisma cujas bases sao paralelogramos. A superficie total de

um paralelepipedo é a reuniao de seis paralelogramos.

Um paralelepipedo reto é um prisma reto cujas bases sao paralelogramos. A superficie
total de um paralelepipedo reto é a reunido de quatro retangulos (faces laterais) com dois

paralelogramos (bases).

Um paralelepipedo reto-retangulo ou paralelepipedo retangulo ou ortoedro ou bloco re-
tangular é um prisma reto cujas bases sao retangulos. A superficie total de um parale-

lepipedo retangulo é a reuniao de seis retangulos.

4

Figura 22: (a) Paralelepipedo obliquo, (b) Paralelepipedo Reto, (c) Paralelepipedo Reto-
Retangulo.
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Diagonal de Face de um Paralelepipedo Retangulo

Um paralelepipedo retangulo possui trés pares de faces opostas congruentes. Assim,

podemos determinar trés diagonais de face diferentes.

G. ’Y
I
I
I
I
T
I

/‘l_-(____ -~ _ ___ L

o [+]

Figura 23: Diagonais de Face do Paralelepipedo.

Na face ABCD, a diagonal f; é a hipotenusa do triangulo retangulo ABC, reto em B.

Entao, tem-se:
fi=+Va*+c?

De forma andaloga, nas faces CDGE e BCEF, tem-se, respectivamente, as diagonais

f2 e f3 determinadas por:
fr = VEFE
fy = VP

Diagonal do Paralelepipedo Retangulo

Uma diagonal do paralelepipedo retangulo é o segmento d que liga dois vértices que
nao estao sobre uma mesma face, como identificado a seguir:

G E

I
I
! c
|
0

Figura 24: Diagonal do Paralelepipedo.
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Note que d é a hipotenusa do triangulo retangulo BHG e o cateto BH é a hipotenusa

do triangulo retangulo BAH. Logo, pelo Teorema de Pitdgoras, tem-se:
d=+Va*>+ b+

Area Total do Paralelepipedo Retangulo

Seja um paralelepipedo de dimensoes a, b e c.

0]
m

remo o === == = =

A a B
Figura 25: Area Total do Paralelepipedo.

A drea total deste paralelepipedo é a soma das areas de cada uma de suas faces.
Ay = 2(ab + ac + bc)

Volume do Paralelepipedo Retangulo

Seja um paralelepipedo retangulo de dimensoes a, b e c:

10
m

[remmm===== ————

Figura 26: Volume do Paralelepipedo.

A medida de seu volume é dada por:
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V=a.b.c

Tomando como base a face de dimensoes a e b e a altura como a dimensao ¢, nota-se
que a medida do volume do paralelepipedo retangulo é o produto da medida da area de

sua base pela altura.

2.6.2 Cubo

O cubo é um paralelepipedo retangulo cujas seis faces sao quadrados.

G 3
|
D, |
C
|
|
I a
|
|
|
H/L________
/// F
= [ ¢
A a B

Figura 27: Cubo.

Diagonal de Face do Cubo

Pelo fato do cubo possuir todas as seis faces congruentes entre si, todas as diagonais

de face também serao congruentes entre si.

G _E
|
D, |
[¢}
|
|
I a
|
f
|
o S S
// F
et . a
e [-]
A a B

Figura 28: Diagonal de Face do Cubo.

No triangulo retangulo ABC; a diagonal f de face do cubo é dada por:

f=+vVa+a? = f=aVv2
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Diagonal do Cubo

A diagonal do cubo é o segmento d identificado a seguir:

G E;

S —[—————— >

Figura 29: Diagonal do Cubo.

Note que d ¢ a hipotenusa do triangulo retangulo BHG e o cateto BH ¢ a hipotenusa

do triangulo retangulo BAH. Logo, pelo Teorema de Pitagoras, tem-se:
d=\/a%+ (aV/2)? = d=av3

Area Total do Cubo

Seja um cubo de aresta a.

A a B

Figura 30: Area Total do Cubo.

A drea total do cubo é a soma das dreas de cada uma de suas faces quadradas.

At = 6@2
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Volume do Cubo

Seja um cubo de aresta a:

[
[
[
[
:
[
Hy ____|-___

7’, l'—. a
a B

Figura 31: Volume do Cubo.

A medida de seu volume é dada por:

V=ua.a.a SN V=a

2.7 PIRAMIDES

Seja um poligono convexo ABCD...MN contido num plano o e um ponto V, nao

pertencente a «.

Figura 32: Piramide.
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Chama-se piramide a reuniao dos segmentos com uma extremidade em V e a outra

nos pontos do poligono.

O wvértice oposto a base considerada é o ponto V, a base da piramide é o poligono

ABCD...MN e a altura da piramide ¢é a distancia h entre o vértice e o plano da base.

Uma piramide em que o poligono da base possui n lados tem n faces laterais (trian-

gulares), n + 1 faces, n arestas laterais, 2n arestas e n + 1 vértices.
Nas piramides também valem a Relacao de Euler (V - A + F = 2).

A superficie lateral de uma piramide é a reuniao das suas faces laterais e sua area é
denominada drea lateral e indicada por A;. A superficie total é a reuniao da superficie

lateral com a base e sua area é denominada drea total e indicada por A;.

Uma piramide pode ser triangular, quadrangular, pentagonal, dependendo do poligono

da sua base. A piramide triangular também é denominada de tetraedro.

Uma piramide é dita regular se sua base é um poligono regular e a projecao ortogonal
do vértice V sobre o plano da base é o centro da base. Numa piramide regular as arestas
laterais sao congruentes e as faces laterais sao triangulos isésceles congruentes. Chama-se

apotema de uma piramide regular a altura de uma face lateral relativa ao lado da base.

apétema da
piramide (g)

apotema da
7 D base (a)

Figura 33: Apotema da Piramide Regular.

Note que em toda piramide regular vale a seguinte relagao:

@ =0n®+a,

onde g é o apétema da piramide, h é a altura e a é o apotema da base.
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Volume da Piramide

Definicao 2.7.1. Dois tetraedros sao equivalentes quando possuem o mesmo volume.

Para tanto, eles devem possuir a mesma drea das bases e mesmas alturas.

Teorema 2.7.1. Todo prisma triangular é soma de trés piramides triangulares (tetrae-

dros) equivalentes entre si.

Demonstracgao

Sem perda de generalidade, seja o prisma triangular reto ABCDEF.

Figura 34: Prisma triangular dividido em trés tetraedros equivalentes.

Cortando esse prisma pelo plano ACFE, obtemos o tetraedro verde e, cortando o prisma
pelo plano CDFE, obtemos os tetraedros azul e o vermelho. Assim, podemos afirmar que

o prisma inicial é a soma dos trés tetraedros obtidos.

A piramides verde e a vermelha possuem o mesmo volume v, pois possuem as bases
congruentes (triangulos ABC e DEF, respectivemente) e a mesma altura (BE = CF, pois

sdo alturas do prisma).

Ainda, comparando-se as piramides vermelha e azul, tomando como suas bases os
triangulos CDF e ACD, respectivamente, eles sao congruentes, pois CD é a diagonal do
paralelogramo ACFD, e DE ¢ altura comum a essas duas piramides. Assim, possuem o

mesmo volume também.
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Logo, pela transitividade, podemos afirmar que as trés piramides tém volume iguais

a v.

De acordo com o teorema anterior, pode-se concluir que o volume do tetraedro é um

ter¢o do volume de um prisma, considerando ambos com mesma base (B) e mesma altura

(h).

Vir=-.B.h

1
3

Para uma piramide qualquer, com n lados na base, seja a area da base B e a altura

h. Essa piramide é a soma de (n-2) tetraedros.

Figura 35: Volume da Piramide.

V= VT 1+ VTQ + ... + VT’n,—Z

1 1 1
V=-Bih+ -Byh+ ..+ -.B,2h

301 + 32 + .+ 3 2

V==-.(By +Bs+ ..+ B,2).h

1
3

1
V=-.B.h
3



42

Seccionando uma piramide por um plano paralelo a base, separamos essa piramide
em dois solidos: o s6lido que é semelhante a piramide seccionada, e o solido que contém

a base da piramide dada, que é denominado tronco de piramaide.

Figura 36: Tronco de Piramide.

Como a piramide dada e a piramide gerada pela secao da anterior sao semelhantes,
entao a razao entre seus elementos lineares homélogos é k. Dessa forma, se H é a altura

da piramide original e h é a altura da nova piramide, temos:

Considerando a area da base da piramide original igual a B e a area da base da nova

piramide como b, entao o quadrado da razao de semelhanca é:

e ()"

Em relagao as areas laterais, o quadrado da razao de semelhanca entre a piramide

original e a nova piramide é analoga a anterior.

O cubo da razao de semelhanca entre os volumes das duas piramides semelhantes,

sendo V o volume da piramide original e v o volume da nova piramide, é:

g (b

Com relacao ao volume do tronco de piramide, ele é determinado por:

H—h
I/vtroncop: V‘UZT (B+ b+ \/Bb)
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2.8 CILINDROS

Seja um circulo de centro O e raio r, contido em um plano «, e um segmento de reta
P@ , nao paralelo e nao contido em «. Chama-se cilindro circular ou cilindro a reuniao
dos segmentos congruentes e paralelos a P(@), com uma extremidade nos pontos do circulo

e situados num mesmo semi-espaco dos determinados por «.

Figura 37: Cilindro.

Em um cilindro, os dois circulos paralelos e congruentes sao as bases, os segmentos
congruentes e paralelos a P(Q) sao as geratrizes, r é o raio da base e a distancia entre os

dois planos das bases é a altura h.

Figura 38: Altura do Cilindro.
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Se um cilindro possui as geratrizes obliquas em relacao ao plano da base, entao tem-se
um cilindro circular obliquo. Se as geratrizes sao perpendiculares ao plano da base, entao
tem-se um cilindro circular reto. O cilindro circular reto também pode ser denominado
de cilindro de revolucdo, pois ele, nesse caso, é gerado pela rotacao de um retangulo em

torno de um eixo, que é um dos lados do retangulo.

A intersecao do cilindro com um plano que contém a reta OO’ determinada pelos

centros das bases, é a secdo meridiana do cilindro.

2r

segdo meridiana

cilindro reto

Figura 39: Se¢ao Meridiana do Cilindro.

Um cilindro cuja secao meridiana é um quadrado é denominado cilindro equildtero.

Num cilindro equilatero, tem-se:
h = 2r.

A superficie lateral de um cilindro circular reto é equivalente a um retangulo de
dimensoes 2rr (comprimento da circunferéncia da base) e h (altura do cilindro). Logo, a

area lateral do cilindro é:
A, = 2rrh.
A drea total de um cilindro é a soma da area lateral com a area das bases:
Ay = 2rrh + 2m.r? — Ay = 2rr (b + 7).

Pelo Principio de Cavalieri, o volume de um cilindro é igual ao volume de um prisma

de mesma drea da base (B) e altura (h).

V=B.h — V=m.r2h.
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2.9 CONES

Seja um circulo de centro O e raio r contido num plano «, e um ponto V nao per-
tencente a . Chama-se cone circular ou cone a reuniao dos segmentos de reta com uma

extremidade em V e a outra nos pontos do circulo.

Figura 40: Cone.

Um cone possui uma base, que é o circulo de centro O e raio r, um wvértice, que é o
ponto Ve as geratrizes, que sao os segmentos com uma extremidade em V e a outra nos
pontos do circulo da base. A altura h do cone é a distancia entre o vértice Ve o plano da

base.

Um cone é denominado obliquo se o segmento OV estiver obliquo em relagao ao plano
da base. Se o segmento OV for perpendicular ao plano da base, entao o cone é denominado
reto. O cone circular reto também é denominado cone de revolugdo, pois é gerado pela
rotacao de um triangulo retangulo em torno de um eixo que contém um de seus catetos.
O eizo de um cone circular reto é a reta determinada pelo vértice e pelo centro da base.

A geratriz de um cone circular reto também pode ser designada de apdtema do cone.

A intersecao do cone com o plano que contém o segmento OV é designada de se¢ao

meridiana. A secao meridiana de um cone circular reto é um triangulo isdsceles.

O cone equilatero é o cone cuja secao meridiana é um triangulo equilatero. Nele ocorre

que :

g=2r = ¢=h+r? = h=1/3
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r

segdo meridiana

cone circular reto
Figura 41: Secao Meridiana do Cone.

A superficie lateral de um cone circular reto, de raio da base r e medida da geratriz ¢

é o equivalente a um setor circular de raio g e comprimento do arco 2rr.

Figura 42: Area Lateral do Cone.

Sendo € o angulo do setor, ele é dado por:

B 2.

0 = rad ou 0
g

_360.r

graus.

A area lateral é a area do setor determinado por #, que pode ser calculada por pro-

porcionalidade direta:

comprimento do arco area do setor
2.7.g T.g°
2.7.1 A;
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21r . g2
Al = M - Al = T.r.g
2mg

A drea total de um cone é a soma da area lateral (A;) com a drea da base:
Ay=mrg+mr? = A =nr(g+r)

Pelo Principio de Cavalieri, o volume de um cone é igual ao volume de um tetraedro,

com mesma area da base (B) e altura (h). Logo, seu volume é:

1 1
Vngh — Vzgﬂ'rzh

Seccionando um cone por um plano paralelo a base, separamos esse cone em dois

solidos: o solido que contém o vértice, que é também um cone, e o sélido que contém a

base do cone dado, que é denominado tronco de cone.

Figura 43: Tronco de Cone.

O cone dado e o cone gerado pela secao do anterior sao semelhantes. Dessa forma,

se H é a altura do cone original e h é a altura do novo cone, entao a razao entre seus

elementos lineares homélogos é k.

h
k= —
H

Considerando a area da base do cone original igual a B e a area da base do novo cone

como b, entao a razao entre elas é:
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é k2.

Em relacao a razao entre as areas laterais do cone original e do novo cone, seu valor

O cubo da razao de semelhanca entre os volumes dos dois cones, sendo V o volume
do cone original e v o volume do novo cone, é:

o= ()
Vv H
Com relagao ao volume do tronco de cone, ele é determinado por:

H—h

Vicone = V-1v= —3 (7R + 70?2+ 7wR 7).

2.10 ESFERAS

Consideremos um ponto O e um segmento de medida . Chama-se esfera de centro O
e raio r ao conjunto dos pontos P do espaco, tais que a distancia OP seja menor ou igual

a r. A esfera também pode ser vista como um sélido de revolugao gerado pela rotagao de

um semicirculo em torno de um eixo que contém o diametro.

Figura 44: Esfera

Denomina-se superficie da esfera de centro O e raio r ao conjunto de pontos P tais

que a distancia OP seja igual a r. A area da superficie de uma esfera é:
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A =472

Toda secao plana de uma esfera é um circulo. Sendo r o raio da esfera , d a distancia

do plano secante ao centro e s o raio da secao, entao vale:

s?=r-d> = s=+r2-d2

Figura 45: Secao da Esfera.

Considere a esfera anterior apoiada sobre um plano horizontal «, juntamente com um
cilindro reto de raio r e altura 2r, com uma de suas bases sobre esse mesmo plano «. Do
cilindro, subtraimos dois cones retos iguais, cada um deles com uma base em uma base do
cilindro e vértices coincidentes no centro do cilindro. Logo, cada um dos cones tem altura
igual a r. O sélido C' obtido desse processo é tal que qualquer plano horizontal distando d
de seu centro (com d < r), produz uma se¢ao que é uma coroa circular cujo raio externo

é r e o raio interno é d, pela semelhanca entre os triangulos de catetos r e d.

Figura 46: Principio de Cavalieri aplicado a esfera.
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A area dessa coroa € igual a area do circulo externo de raio r menos a area do circulo

interno de raio d:

rri-rd® =m.(r? - d*) = 7.8,
que ¢é a area da secao da esfera. Portanto, pelo Principio de Cavalieri, o volume da
esfera e do solido C'sao iguais. Agora, o volume do sélido C'é o volume do cilindro menos
o volume de dois cones de altura r, isto é:

1
Volume de C = 7.r2. 2r- 2.<§.7r7"2.r> = — 773,

Logo, o volume de uma esfera de raio r é:
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3  GEOGEBRA

3.1 HISTORICO DO GEOGEBRA

O GeoGebra é um software de matematica dinamica gratuito, para todos os niveis de
ensino, que combina geometria, algebra, tabelas, graficos, estatistica e calculo em um tinico
sistema, enquanto em outros softwares esses aspectos sao tratados separadamente. Além
disso, é um software multiplataforma, ou seja, ele pode ser instalado em computadores

com Windows, Linux ou Mac OS. Para que ele funcione, basta um plug-in Java.

O software foi criado por Markus Hohenwarter, como sua dissertacao de mestrado,
em Salzburg, Austria, em 2002. Seu objetivo era criar um programa que integrasse ca-
racteristicas de softwares de geometria dinamica, como por exemplo, o Cabri, com ca-
racteristicas de softwares que utilizam um sistema algébrico computacional, como por
exemplo, o Maple. Depois de publicado na Internet, a procura, por professores, para
usa-lo em sala de aula foi enorme e, em decorréncia do sucesso alcancado, obteve também
diversos prémios internacionais na area educacional. Isso fez com que Hohenwarter con-
tinuasse seus estudos de desenvolvimento do software na sua tese de doutorado. Em
2006, tornou-se professor visitante na Florida Atlantic University e comegou a trabalhar
em um projeto de formacao de professores financiado pela National Science Foundation’s
(NSF)(19). O interessante dessa parceria foi proporcionar melhorar formagao para o pro-
fessor em termos de tecnologia e o feedback que os professores puderam dar com relagao

as aplicacoes em sala de aula do Geogebra.

Em vista da grande procura por cursos, palestras e oficinas sobre seu software, foram
criadas solucoes virtuais para atender a essas demandas, tais como féruns e o Geoge-
braWiki, onde eram compartilhadas as experiéncias dos usuarios do software. Hoje, ha
uma extensa comunidade de usuarios que compartilha materiais didaticos interativos gra-
tuitos nao apenas no GeoGebraWiki, mas também no GeogebraTube, uma espécie de
"YouTube” para divulgar estudos e novidades do Geogebra. Alguns voluntéarios dessa
comunidade virtual traduziram o GeoGebra para mais de 50 idiomas, oferecendo, assim,
a oportunidade de se usar o software em linguas locais. Dessa forma, o GeoGebra ofe-
rece uma poderosa oportunidade para os professores criarem ambientes interativos de

aprendizagem on-line e de promoverem a aprendizagem por meio da experimentagao dos
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alunos. Cada atividade desenvolvida e bem sucedida pode ser disponibilizada para toda
a comunidade através desses recursos virtuais. Atualmente, esses sites ficam hospedados
no endereco http://www.geogebra.org/cms/en/ e recebe cerca de 23.500 visitantes por
dia ou 705.000 visitantes por meés, de mais de 190 paises e pode-se estimar que mais
de 100.000 professores usem GeoGebra no mundo inteiro. Especificamente, o Geoge-
braWiki fica no endereco http://wiki.geogebra.org/en/Main_Page e, o GeogebraTube, no
http://tube.geogebra.org/?lang=en.

Apesar do rapido crescimento, o projeto do GeoGebra permaneceu essencialmente
liderado pelo Hohenwarter e isso chegou a um ponto em que nao se sustentaria apenas
pela organizacao de uma pessoa e uma comunidade de usudrios informais. Com o intuito
de atender aos professores que necessitam de apoio, para assegurar a continuacgao do
desenvolvimento técnico do GeoGebra, e coordenar a investigagao em relagao as aplicagoes
do GeoGebra, Hohenwarter decidiu criar, em 2007, uma organizacao guarda-chuva, o
Instituto Internacional GeoGebra (IGI), com o propésito de promover a aprendizagem e
o ensino de matematica. O grande sucesso alcancado pelo software GeoGebra nos mostra
que os softwares livres tém potencial para interferir no processo de ensino-aprendizagem

da matematica, até mesmo a nivel mundial.

3.2 INSTITUTO INTERNACIONAL GEOGEBRA

O Instituto Internacional Geogebra (IGI) é essencialmente uma organizacao guarda-
chuva para Institutos Geogebra locais. Nesse tipo de arranjo, a organizagao guarda-chuva

¢ de alguma forma responsavel pelos grupos sob seus cuidados.

Dentre os objetivos do IGI, podemos citar (19):

1. oferecer um software gratuito para professores, estudantes e qualquer pessoa com

interesse nao-comercial;

2. continuar a melhorar as capacidades do GeoGebra e facilidade de uso com base no

feedback de professores e pesquisadores;
3. oferecer oficinas gratuitas, desenvolvimento profissional, e materiais de ensino;

4. desenvolver uma estrutura organizada para treinar e dar apoio (e talvez certificar)
aos professores que desejam participar de atividades relacionadas com o GeoGebra

(S



93

5. elaborar e apoiar projetos de pesquisa em relacao ao GeoGebra, cultivando uma

rede de pesquisadores que desejem contribuir para o desenvolvimento do software.

Os Intitutos Geogebra locais seguem os objetivos do IGI, mas seus trabalhos dao

énfase as necessidades, interesses e prioridades locais.

O primeiro site do IGI foi estabelecido na Florida Atlantic University, na primavera de
2008, que foi seguido por outros sites nos EUA e na Europa (19). Embora os sites do IGI
tenham locais especificos, a idéia de trabalhar juntos num projeto de software de cédigo
aberto é mais importante que a localizagao real de sites de IGI. O objetivo geral do IGI é
desenvolver um ambiente de apoio e de comunicacao continua entre os participantes e os
sites. De acordo com esta filosofia, cada site IGI adotaria idéias e materiais para atender

as suas necessidades locais.

Atualmente, o enderego do site do IGI é (http://www.geogebra.org/cms/en/organization).
O site fornece informacoes sobre os sites locais do IGI, pessoas associadas com as ativi-
dades relacionadas ao Instituto Internacional, eventos promovidos para divulgagao das
experiéncias com o software ao redor do mundo e até mesmo um espaco para quem quiser

fazer doacgoes em dinheiro para o projeto, ja que se trata de um software livre.

No Brasil, atualmente, temos 7 institutos:

e Instituto Geogebra em Sao Paulo

http://wiki.geogebra.org/en/GeoGebra_Institute_of_Sao_Paulo

e Instituto Geogebra no Rio de Janeiro

http://www.geogebra.im-uff.mat.br/

e Instituto Geogebra em Uberlandia-MG
http://wiki.geogebra.org/en/GeoGebra_Institute_of_Uberlandia

e Instituto Geogebra no Parana

http://www.dma.uem.br/igi/

e Instituto Geogebra no Rio Grande do Norte
http://wiki.geogebra.org/en/GeoGebra_Institute_of_Rio_Grande_do_Norte

o Institute GeoGeobra em Fortaleza
http://wiki.geogebra.org/s/en/index.php?title=Institute_GeoGeobra_Fortaleza._

Brazil&wiki=en
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e Instituto Geogebra na Bahia
http://wiki.geogebra.org/en/GeoGebra_Institute_of_Universidade_Estadual _do_
Sudoeste_da_Bahia

3.3 UM POUCO DE HISTORIA DO GEOGEBRA 3D

Enquanto a versao do Geogebra 3D beta ainda nao estava disponivel e estavel, havia

uma opgao matematicamente viavel que era utilizar o Geogebra 2D e criar o ambiente

3D.

Matematicamente, é possivel fazer isso criando o espago 3D e depois projeta-lo no
espago 2D. No artigo (23), os autores conseguiram representar superficies no Geogebra
2D, utilizando transformagoes por rotagoes e projecoes. Basicamente eles definiram a
base canonica do espago 3D, depois aplicaram rotagoes nos eixos x,y e z obtendo uma
outra base ortonormal (mudanga de base no espago tridimensional) e, entao, projetaram
esta base no plano yz para simular superficies no GEOGEBRA 2D. Neste novo espaco
construido foram aplicadas construgoes de poliedros, curvas e superficies tipo grafico. Este
trabalho foi apresentado no Primeiro Encontro Eurasia de GeoGebra, Istanbul, Turquia,

em 2010.

3.3.1 Simulagao do ambiente 3D no Geogebra 2D

Como simular o R? no Geogebra 2D

Seja B a base canonica do espago 3-dimensional, isto é, {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
No GeoGebra, vamos definir cada coluna como vetores Fy, Fy e E3 respectivamente. O

comando GeoGebra é o seguinte.

E_1={{1}, {0}, {0}} E_2={{0}, {1}, {0}} E_3={{0}, {0}, {1}}

Para fazer a rotacao em torno dos eixos x, y e z, precisamos de trés variaveis para
representar os angulos de rotacao. No GeoGebra, fazemos trés controles deslizantes a, b

e c. As trés matrizes de rotacao de base sao as seguintes.

R_{x}={{1, 0, 0},{0, cos(a), -sin(a)},{0, sin(a), cos(a)}}
R_{y}={{cos(b), 0, -sin(b)},{0, 1, 0},{sin(b), O, cos(b)}}
R_{z}={{cos(c), -sin(c), 0)},{sin(c), cos(c),0},{1, 0, 0}}
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O produto R,,, = R,(a)R,(b)R.(c) das trés rotages acima ¢ a rotagdo R do espaco

que transforma a base canonica na base ortonormal § = {dy, ds, d3}
d_1=R_{xyz}*E_1 d_2=R_{xyz}*E_2 d_3=R_{xyz}*E_3

O préximo passo é projetar cada vetor da base  no plano yz, usando o comando “Ele-
mentollista L, nimero n | : n-ésimo elemento da lista L”. Precisamos aplicar o comando

duas vezes para fixar o valor do elemento da lista na coordenada desejada.
e_1=(Elemento[Elemento[d_1,2],1] ,Elemento[Elemento[d_1,3],1])
e_2=(Elemento[Elemento[d_2,2],1] ,Elemento[Elemento[d_2,3],1])

e_3=(Elemento[Elemento[d_3,2],1] ,Elemento[Elemento[d_3,3],1])

A seguir, tem-se a execucao dessa sequéncia de comandos:

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
A ) Pl X [
LA =Sl
|. Objetos Livres =
O B, =41}, {0}, {0}}
o E;={{0}, {1}, {03}
o Ey = {03, {0}, {11}
o O=(0,0)
J a=-0.63
» b=0.63
@ c=2.2
O d:y=0
2 k=0
. Objetos Dependentes

O Loc = Ponto sobre intervalo
o R, ={{1,0, 0}, {0, cos(a), -sin(a)}, {0, sin(a), cos(a)}}
O Ry = {{cos(b), 0, sin(b)}, {0, 1, 0}, {-sin(b), 0, cos(b)}}
o R, = {{cos(c), -sin(c), 0}, {sin(c), cos(c), 0}, {0, 0, 13}

y R =R_R_R

xyz x y z

o V,=e,

) V,=e,

) U3 =e,
~ d1=R__E
- xyz 1
O d2=R__E,
~ d3=R E

— xyz 3
> e, = (Elemento[Elemento[d1, 2], 1], Elemento[Elemento[d1, 3], 11)
> e, = (Elemento[Elemento[d2, 2], 1], Elemento[Elemento[d2, 3], 1])
> €, = (Elemento[Elemento[d3, 2], 1], Elemento[Elemento[d3, 3], 1])

Para exemplificar uma aplicacao dessa maneira de se criar um objeto tridimensional

no Geogebra foi construido um poliedro.

Para construir o poliedro, é preciso fornecer os vértices V; = (x;, y;, z;) e, em seguida,

construir as faces utilizando a fungao poligono do Geogebra.
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Jansla Ajuda

& [l AL Ol €N
» Janela de Algebra x]

= Ponto ~
—@ Ve,

o Vome,
0 Vymey
= Quadilitero
@ Polt =Poligono P, P, P, P,
© poi2=Poigono Py, Py, Py P,
G poi3=Poligono Py, P, Py P,
@ Pol4 =Poiigono P, P,, P, Py
= segmento
Py = Seamento P, P, de Quadritero poi3
-G P, = Segmento [P,, P,] de Quadrilitero pol1
@ P,= Segmento [P,, P,] de Quadrilatero polt
@ p,= Segmento [P, P,] de Quadrilitero pol2

@ p,=Segmento [P, P,] de Quadrilitero pol2

@ Py Segmento [Py, ] de Quadritero poit
|G B, Segmento P, ] de Quadritero port =]
 p, = Seqmento [P,, P.] de Quadriatero poi2
3 = Segmento [P, P e Quadritero poiz 0w

1~ Py = Segmento P, P,] de Quadrititero poi3 o %
+ n_=SenmentniP_P 1ds Ouadrilstern nor 9 o1t
Entrada: o |BLl

Figura 47: Figura do prisma inclinado no ambiente 2D.
3.3.2 Geogebra 3D versao 3

Desde o final do ano de 2010, os desenvolvedores do Geogebra nao medem esforgos
para criar de uma versao do Geogebra em que diversos objetos geométricos pudessem ser

explorados em um espaco tridimensional.

Em dezembro de 2010, os desenvolvedores do Software Geogebra, Mathieu Blossier

(leader), Andre Eriksson e Kai Chung Tam, concluiram a versaio GEOGEBRA3D beta.

Esta nova versao permite a criacao e manipulagao interativa de objetos geométricos

em 3D, como pontos, linhas, poligonos, esferas e poliedros, bem como funcoes da forma
flz,y).

Veja a diferenga do prisma inclinado gerado no geogebra 2D (figura 47 ) e o gerado

no geogebra 3D (figura48 )

Bl B kA @47 <[] s

»_Janela de Algebra » Janela de Visualizagio I [+ Janeta de Visualizagéo 30 X
he28

.
=

L h-alun —

1=1(25,0,0),(0,25,0),(:25,0,0, (0,

(14,07,29),(12,15,29), (35, R=25 / —
1,348, 3.05,3.09) R~ 1o da bass maior /
23 B
o
o - inguoderotgio
=4
-
ar=-12 B
L. di~wanslagio emrelagdoax
@=-07
@
B 4
B
2
.
o
5 z T 0 7 g B T 3

B =N )

Figura 48: Figura do prisma inclinado no ambiente 3D.
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4 TECNOLOGIA 3D

O texto das segoes 4.1 e 4.2 foram extraidos na integra dos sites:

e http://www.tecmundo.com.br/video/2469-como-funciona-a-tecnologia-3d-.htm e

e http://www.techtudo.com.br/artigos/noticia/2013/06/0-que-e-a-tecnologia-3d-e-como-

assistir.html

pois nao é escopo deste trabalho estudar a tecnologia tridimensional.
4.1 PEQUENA EXPLICACAO SOBRE ESTA TECNOLOGIA

Ao olhar um objeto no mundo real, percebe-se profundidade em suas formas. Esse é
o comportamento natural inerente ao par de olhos de um ser humano. E ¢é justamente
a presenca de dois olhos que fazem tal efeito “acontecer”. Os feixes de luz refletidos
pelos objetos entram de forma um pouco diferente em cada olho. O cérebro, por sua vez,
processa cada uma das imagens e as une de forma tao rapida que nem percebemos. Mas
por qual motivo que ao olhar uma TV comum nao temos a sensagao de estar vendo em
3D? Simples. A imagem emitida pela TV para ambos os olhos é a mesma! Neste caso,
o cérebro processa uma imagem muito semelhante, o que gera a sensacao de estarmos
vendo algo plano. Em uma TV com a tecnologia 3D o processo é diferente. A tela produz
duas imagens ao mesmo tempo, porém, elas estao localizadas em pontos diferentes (Veja
a imagem da Estatua do Ledo, localizada no Instituto de Arte de Chicago). Esse truque

ilude o cérebro e traz a sensacao de profundidade ao observador.

Al voceé pensa: “olhei a imagem da Estatua do Leao e nao percebo nenhuma imagem
em 3D!?”. Correto! E nesse momento que entram os éculos, que podem ser passivos ou
ativos. Os oculos passivos sao os mais comuns e utilizam cores para “enganar” o cérebro.

Geralmente, uma lente é azul e a outra é vermelha.

No caso da imagem da Estatua do Leao, uma imagem ¢ azulada e outra é avermelhada.
Em conjunto com o 6culos, cada lente realiza um filtro diferente, dando a impressao de

profundidade a imagem. Outra opcao de 6culos passivos sao encontrados, normalmente,
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Figura 49: Figura 3D.

Figura 50: Oculos Passivos.

em cinemas e contam com lentes polarizadas. O processo de ilusao é semelhante. A

vantagem, neste caso, é que o 6culos nao distorce tanto as cores das imagens.

Os 6culos ativos sao diferentes. O trabalho deste equipamento é decidir quando cada
olho pode ver a imagem da tela. Esses 6culos sincronizam os sinais emitidos pela TV (com
3D-Ready) e, literalmente, desligam a visao de um dos olhos enquanto o outro permanece
recebendo as imagens. Esse processo ¢ alternado e repetido em uma velocidade bastante
rapida, imperceptivel. Assim, o cérebro é novamente enganado e vocé acha que as imagens

tém profundidade.

Figura 51: Oculos Ativos.
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4.2 COMO FUNCIONA A TECNOLOGIA 3D?

Realidade em trés dimensoes. Certamente vocé ja ouviu falar sobre esse conceito. Os
efeitos em terceira dimensao estao se tornando cada vez mais comuns em nosso cotidiano
e, para um futuro préximo, parecem estar encaminhando para se tornar a nova febre do

mundo do entretenimento.

Mas o que poucos sabem é que, embora esta tecnologia sé agora tenha comecgado a
se desenvolver, seus principios e as primeiras experiéncias ja tém mais de meio século.
Para se ter uma ideia em 1952, nos Estados Unidos, foi exibido o primeiro filme em 3D
nos cinemas. Claro, nada como ¢ apresentado nas modernas salas de hoje em dia, mas
a experiéncia de ter a impressao de ver as imagens saindo da tela, ainda que precaria,

causou furor no ptblico.

Assim, durante toda a década outras experiéncias foram feitas, mas a época as pri-
oridades eram outras. Era preciso aprimorar o som, o formato de exibi¢ao de imagem,
reformar as salas de cinema e aprimorar os 6culos de papel, com uma lente azul e outra
vermelha, que além de ser desconfortaveis causavam dor de cabeca e enjoo em algumas

pessoas.
Afinal, como é feito o 3D e por que vemos em trés dimensoes?

A terceira dimensao nao existe, é apenas uma ilusao da sua mente. Literalmente. E
isso é possivel gracas a um fenomeno natural chamado estereoscopia. Apesar do nome
complicado trata-se apenas da projecao de duas imagens, da mesma cena, em pontos de

observacao ligeiramente diferentes.

Seu cérebro, automaticamente, funde as duas imagens em apenas uma e, nesse pro-
cesso, obtém informacoes quanto a profundidade, distancia, posicao e tamanho dos obje-

tos, gerando uma ilusao de visao em 3D.

Para que isso seja possivel, no entanto, a captacao dessas imagens nao é feita de uma
forma qualquer. Lembre-se que o efeito 3D é composto por duas imagens projetadas em
pontos distintos. Logo, na captacao, devem ser filmadas duas imagens ao mesmo tempo.
Essa correcao de enquadramento é feita por softwares especificos, em tempo real, que

reduzem as oscilagoes na imagem, deixando a composi¢ao mais realista.

A camera estereoscépica simula a visao do olho humano. Cada lente é colocada a
cerca de seis centimetros uma da outra (ja que essa é a distancia média entre os olhos

de uma pessoa). E nesse processo ainda devem ser controlados zoom, foco, abertura,
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enquadramento (que deve ser exatamente o mesmo) e o angulo relativo entre elas. Nao
é uma tarefa facil ou que vocé possa fazer na sua casa. Ou melhor, até é possivel, mas é

um processo bem trabalhoso.

Um truque utilizado pela industria é filmar através de uma lente e usar um espelho
para projetar uma imagem deslocada em uma segunda lente. A imagem refletida é girada
e invertida antes da edicao do filme. E, por se tratar de um espelho, é preciso fazer
ainda as correcoes de cores e brilhos necessarias para que nao dé a impressao de imagens

distintas.
4.3 TECNOLOGTIA 3D NO GEOGEBRA

O Geogebra versao 5.0 BETA disponibiliza a seus usuarios o efeito tridimensional
para imagens criadas no software. Para esse recurso ser utilizado, a imagem precisa ser
gerada na janela de visualizacao 3D. Em seguida, o usudrio pode acessar o recurso de

duas maneiras:

e na janela de visualizacao 3D, clicando na aba superior que apresenta as opgoes de
vistas. Na ultima opcao, o botao refere-se aos tipos de projecoes disponiveis. O

usuario deve escolher a “projection for glasses”, com a imagem de um 6culos 3D.
)

€7 GeoGebra = ]

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
E . ;
L ) = £ E) £ ) ) -
~ Janela de Visualizagao 30

» Janela de Algebra b Janela de Visualizagio

] CEE=- 0®® 8@ ]

Figura 52: Comando para visualizacao 3D.
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e clicando com o botao direito do mouse sobre o box do desenho tridimensional, abrira
uma janela. Sua tltima opgao é “Janela de Visualizacao”. Clicando por ai, é possivel
configurar a Janela de Visualizagao. Na opcao de comandos 3D (3° botéo), a ultima
aba configura a projecao da imagem. O usuario deve escolher a opcao “glasses”.
Nessa forma de configurar a Janela de Visualizagao o usuario tem maior poder sobre
algumas varidveis, como por exemplo, o angulo que ¢ criado entre as duas imagens

para gerar a visualizagao tridimensional.

£ comando3d.ggb

Arquivo Editar EXiDir_OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
B
IEREE NOPRREE = g
3 ) i
» Janela de Algebra Janela de Visualizagio > Janela de Visualizagdo 30
S~
ﬁ —
€7 Preferéncias - comando3d.ggb [ T i NS

- —77_,,,_777

"R REEES

| Basico | Eixox | Eixov | Eixoz | Maiha| Projection :

onhographic — | > ,

4 - |

perspective: eyeDistance: [1500.0 i |

i |

[L=9] gtasses: eyesSeparation: [30.0 grayScale [] shutDownGreen _— o ’I
e /

nnnque angle: 30.0 | factor 05

Figura 53: Comando para visualizacao 3D.

A seguir, um exemplo de imagem tridimensional criada no Geogebra e que pode ser
visualizada com o efeito 3D de um 6culos passivo. Apés a leitura do capitulo 5, o leitor

tera condicoes de criar figuras semelhantes a essa.
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Figura 54: Imagem 3D no Geogebra.

Figura 55: Imagem 3D no Geogebra.
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COMANDOS DO GEOGEBRA 3D
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Neste capitulo, focamos a execugao dos comandos 3D no Geogebra versao 5.0 beta.

Inicialmente, para que a janela de visualizagao 3D seja habilitada, clique em “Exibir” e,

em seguida, em “Janela de visualizagao 3D”. Alternativamente, pode-se usar o comando

“ctrl+shift+3".

€ Geotebrs

rquvo.Editar (BABH] Opges Femamentas Ja

DEE

Janela de Algebra
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Python
V| Janela de Visualizagio 30
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[ recaso
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Layout
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notarAves
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-
Ctri+shiteY.
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Figura 56: Visualizacao da janela 3D.

Abordamos, neste estudo, os comandos de: reta, plano, plano perpendicular, prisma,

piramide, cilindro, cone, esfera, height (altura), tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e

icosaedro, todos eles indicados no menu ajuda do programa, na aba 3D, que encontra-se

no canto direito inferior da tela do Geogebra.

€ Geoebra
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Figura 57: Menu dos Comandos 3D.
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5.1 RETA

Pode-se criar uma reta no espago tridimensional, no Geogebra, de diversas formas.
Uma delas é criando dois pontos e unindo-os através da ferramenta ”Reta definida por

dois pontos”.

= o1 it
rauvo Ectar Exr Opgtes Feramenas Janeia Aucs
LA oldleln]2]0] 7] -] <] o
> S APZ o

[ ) S 2@ 4 ) 0 &
» Janela de .m/ S | » Janela de Visualizagio 30 €]

/" Seqmento detnid por Dos Pancs A

/ Semirreta Definida por Dois Pontos. '\

7 Vetor Definido por Dois Pontos. [

Entrada: [a)

Figura 58: Janela do comando Reta definida por dois pontos.

Os dois pontos podem ser definidos, clicando-se sobre os eixos cartesianos apresenta-

dos, ou inseridos, por meio da linha de entrada, sob a forma de terna coordenada.

Por exemplo:

A=(1,0,3) B=(0,2,1)

Figura 59: Reta determinada por dois pontos na janela 3D.

Uma outra forma de construir a reta no espaco tridimensional é determinando a
intersecao entre dois planos. O comando na linha de entrada para criar uma reta dessa

forma é:
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intersegao[<plano>,<plano>]

Porém, para isso, é necessario que os dois planos estejam criados. Como as segoes
referentes as construgoes de planos serao tratadas nos itens 5.2 e 5.3, em seguida serd

explicado o comando de criacao de reta pela intersecao de dois planos.

5.2 PLANO

O Geogebra permite a criagao de planos de diversas formas.

e por trés pontos nao colineares

O comando, na linha de entrada, para a criacao de um plano a partir de trés pontos

nao colineares é:

plano[<ponto>,<ponto>, <ponto>]

Por exemplo, o plano determinado pelos pontos A=(2,0,3), B=(0,3,2), C=(-1,2,2)

foi criado pelo comando
plano[A,B,C]

sendo que os pontos A, B e C devem ser criados anteriormente.

Figura 60: Plano determinado por 3 pontos na janela 3D.

e por uma reta e um ponto fora dela

Inicialmente, a reta e o ponto devem estar definidos. O comando, na linha de

entrada, para a criacao desse plano é:

plano[<ponto>,<reta>]
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Por exemplo, o plano que passa pelo ponto A = (3,4,2) e pela reta a, definida pelos

pontos B = (1,2,1) e C = (0,3,2), foi criado pelo comando:

plano[A,a]

Figura 61: Plano determinado por 1 ponto e uma reta na janela 3D.

e por duas retas paralelas distintas

Pode-se construir um plano que passa por duas retas paralelas. Nesse caso, as duas
retas ja devem estar construidas. O comando, na linha de entrada, para executar a

construcao do plano é:

plano[<reta>,<reta>]

Por exemplo, o plano a que passa pelas retas paralelas a e b é criado pelo comando:

plano[a,b]

Figura 62: Plano determinado por duas retas paralelas na janela 3D.
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e por duas retas concorrentes

Pode-se construir um plano que passa por duas retas concorrentes. Nesse caso,
as duas retas devem estar construidas também, a modelo das retas paralelas. O

comando, na linha de entrada, para executar a construgao do plano é:
plano[<reta>,<reta>|

Por exemplo, o plano a que passa pelas retas concorrentes a e b é criado pelo

comando:

plano[a,b]

Figura 63: Plano determinado por duas retas concorrentes na janela 3D.

e paralelo a um plano dado

Além disso, é possivel se criar um plano paralelo a um plano dado, tendo um ponto

nao pertencente a ele. O comando, na linha de entrada, nesse caso, é:
plano[<ponto>,<plano>|

Por exemplo, o plano (3, paralelo ao plano a : = + 3y + z = 5, que passa pelo ponto

A = (2,4,3) é executado pelo comando:

plano[A, ]
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Figura 64: Plano paralelo a um plano dado na janela 3D.

5.3 PLANO PERPENDICULAR

O Geogebra apresenta como um comando separado aquele para construir um plano

perpendicular. Ha duas maneiras para isso:

e por um ponto e uma reta

Dados um ponto P e uma reta r no espaco, o plano perpendicular a essa reta e que

passa pelo ponto dado é obtido pelo comando:

planoperpendicular[<ponto>, <reta>]| — planoperpendicular [P,r]

Figura 65: Plano perpendicular e uma reta dada na janela 3D.

e por um ponto e um vetor normal

Essa é a forma cartesiana da representagao do plano. Por exemplo, o plano que tem

como vetor normal o vetor @ = (1,1,4) e passa pelo ponto P = (2,1,1), tem sua

equacao cartesiana escrita como:

ax + by +cz=d = Iz + 1y + 4z =d
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Para determinar o valor de d, substitui-se as coordenadas do ponto P na equacao

anterior:

Iz + 1y + 4z =d
1.2+ 1.1+ 4.1=4d
=7
Assim, a equacao cartesiana desse plano é Iz + 1y + 4z = 7.

4:

Figura 66: Plano determinado pelo vetor normal na janela 3D.

Retomando o comando interse¢ao/<plano>,<plano>] de criagdo de uma reta pela
intersecao de dois planos, tendo os dois planos criados, a intersecao fica determinada por
uma reta. Sejam os planos o = 22 + y + Sz =5e =1+ 3y + z = 4. A reta r,

intersecao de o e (3 é:

intersegao[a,f]

Figura 67: Reta determinada pela intersecao de dois planos.
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54 PRISMA

O Geogebra, na versao 3D, apresenta trés comandos para se criar um prisma.

e prismal<ponto>,<ponto>,...|

Esse comando cria um prisma que pode ser regular ou nao, reto ou obliquo. A
sequéncia de pontos que é inserida refere-se aos vértices da base, sendo que o ultimo
deles determinara, juntamente com o primeiro, o segmento que criara a outra base
paralela. Por exemplo, a sequéncia de pontos A, B, C, D, E, F criara um prisma
de bases ABCDE e FGHIJ, sendo que os segmentos BG, CH, DI e EJ serao todos
paralelos e congruentes a AF. De forma analoga, se o prisma for obliquo, B'G’, C’'H’,

D’T’, E’J’ serao todos paralelos e congruentes a A'F’.

prisma[A,B,C,D,E,F]

Figura 68: Prismas gerados pelo comando prisma/<ponto>,<ponto>,...].
(A) Prisma regular reto, (B) Prisma obliquo.

e prisma[<poligono>,<ponto>]

Esse comando funciona de forma semelhante ao anterior. A diferenca é que ao
invés de se entrar com os vértices do poligono da base, o comando requer apenas
a referéncia ao poligono da base. Para isso, é necessario que ele ja esteja criado,
sendo regular ou nao. O ponto pedido pelo comando é o que determinard a outra

base paralela do prisma.

prisma[poll,D]
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Figura 69: Prismas gerados pelo comando prisma/<poligono>,<ponto>].
(A) Prisma reto, (B) Prisma obliquo, ambos nao regulares.

Esses dois comandos anteriores também podem ser executados pelo botao da barra

de ferramentas destacado a seguir:

£ GeoGebra
Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
A . b C!:) . = l H&v . En
\ o || = ‘ e ABC -
‘% .v/v’/'-;v v. | - | 'v_ i) |
¥ Janela de.f\lgebra b Janela de Visualizagio e
&, Piramide

m Prisma

*@ Fazer extrusdo para Pirdmide ou Cone
*@ Extrus&o para Prisma ou Cilindro

3

Figura 70: Botao da barra de ferramentas para gerar prismas.

e prismal<poligono>,<altura>|

Esse comando permite apenas a criagao do prisma reto, regular ou nao. O poligono
referente ao comando é o de uma das bases e a medida da altura coincidird com uma
das arestas laterais, determinando sempre um prisma reto. No exemplo, o poligono
da base estd denominado de poll e a altura é de 3 cm. E importante notar que o

Geogebra também aceita como valores para a altura nimeros negativos.

prismal[poll,3]
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Figura 71: Prisma gerado pelo comando prisma/<poligono>,<altura>].

Esse comando pode ser executado pelo botao da barra de ferramentas, destacado a

seguir:

¥ GeoGebra
Arguivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

NNEEEENDLN NV

| ¥ Ll )
¥ Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizacdo S
Piramide
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7|

E.g)_.

-
3

o
)

+@ Extrus&o para Prisma ou Cilindro

3

Figura 72: Botao da barra de ferramentas para gerar prismas.

5.5 PIRAMIDE

Para a criagao de piramides, o Geogebra 3D apresenta também trés opgoes, semelhan-

tes as do prisma.

e piramide[<ponto>,<ponto>,...|

A criagao de uma piramide de base hexagonal necessita dos seis pontos da base, além
do ponto do vértice da piramide. Se esse ponto estiver sobre a reta perpendicular
ao plano que contém a base e que passa pelo centro do hexdgono regular da base,

teremos uma piramide reta. Caso contrério, a piramide sera obliqua.
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Figura 73: Piramides geradas pelo comando piramide[/<ponto>,<ponto>,...].
(A) Piramide reta, (B) Piramide obliqua.

e piramide[<poligono>,<ponto>]

No caso da criacao da piramide por este comando, o poligono da base e o vértice
oposto a essa base devem estar previamente construidos, para serem referenciados
no comando. De forma andloga, para que a piramide seja do tipo reta, o ponto
referente ao vértice deve estar sobre a reta perpendicular ao plano que contém a

base e que passa pelo centro do poligono da base. Caso contrario, ela serd obliqua.

piramide[poll,E]

Figura 74: Piramides geradas pelo comando piramide/<poligono>,<ponto>].
(A) Piramide reta, (B) Piramide obliqua.

Esses dois comandos anteriores podem também ser executados pelo botao da barra

de ferramentas, destacado a seguir:
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Figura 75: Botao da barra de ferramentas para gerar piramides.

piramide[<poligono>,<altura>|

Este comando cria uma piramide a partir de um poligono previamente definido, que
é o poligono da base, e uma altura informada, que serd a distancia entre o vértice

da piramide e o plano da base.

piramide[poll 4]

Figura 76: Piramide gerada pelo comando piramide/<poligono>,<altura>].

Esse comando também pode ser executado pelo botao da barra de ferramentas,

destacado a seguir:
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¥ GeoGebra
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Figura 77: Botao da barra de ferramentas para gerar piramides.

Com o recurso da visualizagao tridimensional oferecido pelo Geogebra, a imagem

pode ser observada como a seguir:

€ Janela de Visualizagio 3D - piramide3D-2ggh

Y e AP YD BRI o 99

OEE)=- 00 @68~ =~

Figura 78: Visualizacao tridimensional da piramide .

5.6 CILINDRO

Um cilindro pode ser gerado pelo Geogebra 3D de duas formas:
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e cilindro[<circulo>,<altura>]

Para executar esse comando, é necessario que o circulo esteja criado previamente.
A altura serd a distancia entre as duas bases paralelas do cilindro. Logo, por este

comando o Geogebra 3D cria apenas cilindros retos.

O cilindro a seguir foi criado a partir do circulo ¢, com altura de 3 cm, pelo comando:

cilindro|c,3]

Figura 79: Cilindro gerado pelo comando cilindro/< circulo>,<altura>].

Esse comando pode ser executado pelo botao da barra de ferramentas, destacado a

seguir:

% GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

D =

4 JaneladeAJgebra 4 JaneladeVlsuallzaan L
& Piramide

@ Prisma

f@ Fazer extrusdo para Piramide ou Cone

ABC

-

37|

o

*@ Extrus&o para Prisma ou Cilindro

3

Figura 80: Botao da barra de ferramentas para gerar cilindros.
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e cilindro[<ponto>,<ponto>,<raio>]

Esse comando cria um cilindro de revolugao em torno do eixo determinado pelos dois
pontos indicados, com o raio especificado. Note que a dire¢ao do eixo de revolugao

pode ser variada, porém ele sempre criara um cilindro reto.

Figura 81: Cilindros gerados pelo comando cilindro/<ponto>,<ponto>,<raio>].

Esse comando pode ser executado pelo botao da barra de ferramentas, destacado a
seguir:

©F GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

DSNENNEIIE

v
b Janela de Algebra b Janela de Visualizacdo

ABC

a @ < 4|

. Esfera dados Centro e Um de Seus Pontos

. Esfera dados Centro e Raio

£

)

®

L]
-
£

&

Figura 82: Botao da barra de ferramentas para gerar cilindros.

Com o recurso da visualizagao tridimensional oferecido pelo Geogebra, a imagem

pode ser observada como a seguir:
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T <12 _~_|

Figura 83: Visualizacao tridimensional dos cilindros.

5.7 CONE

Um cone pode ser gerado no Geogebra 3D de duas maneiras:

e cone[<circulo>,<altura>]

Esse comando cria um cone circular reto, sendo a altura a distancia do vértice ao

plano da base.

cone[c,3]

Figura 84: Cone gerado pelo comando cone/< circulo>,<altura>].
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Esse comando também pode ser executado pelo botao da barra de ferramentas,

destacado a seguir:

7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda

N ERR s TOILY 7 BRI

b Janela de Algebra b Janela de Visualizagio m S

.I Prisma

‘ Fazer extrusdo para Pirdmide ou Cone

Extrus&o para Prisma ou Cilindro

3

2

Figura 85: Botao da barra de ferramentas para gerar cones.

e cone[<ponto>,<ponto>,<raio>]

Este comando cria um cone de revolugao em torno do eixo criado pelos dois pontos
referenciados. O primeiro ponto indicara o centro da base do cone e o segundo,
o vértice. Note que o cone também podera ter eixos em diversas inclinacoes, mas

sempre sera um cone reto.

Figura 86: Cone gerado pelo comando cone[<ponto>,<ponto>,<raio>].

Esse comando também pode ser executado pelo botdao da barra de ferramentas,

destacado a seguir:
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i} GeoGebra
Arquivo  Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

C

» Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizacio

ABC

e

|

Al

Esfera dados Centro e Um de Seus Pontos

(@]

Esfera dados Centro e Raio

Cone

Cylinder

mr> 0Q@

Figura 87: Botao da barra de ferramentas para gerar cones.

Com o recurso da visualizagao tridimensional oferecido pelo Geogebra, a imagem

pode ser observada como a seguir:

£ Janela de Visualizagie 3D - cone3D-1ggb

b sl b4 <7] ][]

TEEEc- 0@ @8 d- -

N

Figura 88: Visualizacao tridimensional dos cones.

5.8 ESFERA

Pela entrada na linha de comando, temos duas opgoes para criacao de uma esfera no
Geogebra 3D:

e csfera]<ponto>, <valor numérico do raio>|

A esfera de centro O = (3,3,3) e raio 2 a seguir foi criada pelo comando:

esfera]O,2]
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Observe que o plano « foi criado para dar a nocao de profundidade da esfera.

Figura 89: Esfera gerada pelo comando esfera/<ponto>, <valor numérico do raio>].

Esse comando também pode ser executado pelo botao da barra de ferramentas,

destacado a seguir:

¥ GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

DR EENERN e ] A
. b | /v ”Ar‘v | .v ) ) *,.
» Janela de Algebra b Janela de Visualizacio

. Esfera dados Centro e Um de Seus Pontos [

. Esfera dados Centro e Raio

Figura 90: Botao da barra de ferramentas para gerar esferas.

e esfera [<ponto>,<ponto>]

Neste comando, o primeiro ponto refere-se ao centro da esfera e o segundo, junta-

mente com o primeiro, determina o segmento que é a medida do raio da esfera. A
esfera de centro no ponto O = (3,3,3) e raio 2 passa pelo ponto A = (3,1,3)

intersegao com o plano a: z = 3. Essa esfera foi criada pelo comando:

esfera [O,A]
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Figura 91: Esfera gerada pelo comando esfera/<ponto>, <ponto>].

Esse comando também pode ser executado pelo botao da barra de ferramentas,

destacado a seguir:

% GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

(] A~ S noc |- a1
W W W o

¥ Janela de Algebra b Janela de\flsuallzat;ao

. Esfera dados Centro e Um de Seus Pontos  ——

. Esfera dados Centro e Raio

&
4_
. Cylinder

Figura 92: Botao da barra de ferramentas para gerar esferas.

Com o recurso da visualizagao tridimensional oferecido pelo Geogebra, a imagem

pode ser observada como a seguir:
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|3
@)
Q%

S (0 H@E|A~ =~

€7 Janela de Visualizagio 3D - esfera3D-1agb
3 (B SR B2 IO SN (1P A o2 (0
N

Figura 93: Visualizacao tridimensional da esfera.

5.9 POLIEDROS REGULARES

O Geogebra 3D cria os 5 Poliedros Regulares de duas formas, apenas pela linha de

comando:

e poliedro[<ponto>,<ponto>]

e poliedro[<ponto>,<ponto>,<diregao>|

Na primeira maneira, os dois pontos devem ser extremidades de uma aresta do poliedro
que esteja contida no plano xOy, ou em um plano paralelo ao plano xOy.

Na segunda maneira, os dois pontos sao extremidades de uma das arestas do poliedro

e a direcao dada é o vetor perpendicular ao plano que contém o segmento definido pelos

dois pontos dados.

5.9.1 Cubo
Os cubos a seguir foram criados a partir do comando cubo/<ponto>,<ponto>]. Na
primeira figura, os pontos A = (2,2,0) e B = (4,2,0) pertencem ao plano xOy. Na segunda

figura, os pontos A’ = (3,5,3) e B’ = (4,7,3) pertencem ao plano z = 3, paralelo ao plano

xOy.
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Figura 94: Cubos gerados pelo comando cubo[<ponto>,<ponto>].

Com o recurso da visualizagao tridimensional oferecido pelo Geogebra, a imagem pode

ser observada como a seguir:

anela de Visu - cul
Janela de Visualizagio 3D - cubo3D.ggh.

DEEEEENCCNOE

STO0DDE @~ .-

|

Figura 95: Visualizacao tridimensional dos cubos.

O cubo a seguir foi criado pelo comando cubo/<ponto>,<ponto>,<dire¢io>], sendo

o ponto A = (1,3,2), o ponto B = (2,1,3) e a dire¢ao do vetor @ = (1,1,1).
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k-

Figura 96: Cubo gerado pelo comando cubo|[<ponto>,<ponto>,<dire¢ao>].
5.9.2 Tetraedro

Os tetraedros a seguir foram criados a partir do comando tetraedro[/<ponto>,<ponto>].
Na primeira figura, os pontos A = (2,2,0) e B = (4,2,0) pertencem ao plano xOy. Na
segunda figura, os pontos A’ = (1,1,2) e B’ = (3,1,2) pertencem ao plano z = 2, paralelo

ao plano xOy.

Figura 97: Tetraedros gerados pelo comando tetraedro[<ponto>,<ponto>].

O tetraedro a seguir foi criado pelo comando tetraedro/<ponto>,<ponto>,<dire¢ao>],

sendo o ponto A = (1,3,2), o ponto B = (1,1,2) e a dire¢do do vetor @ = (1,1,1).
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Figura 98: Tetraedro gerado pelo comando tetraedro[<ponto>,<ponto>,<dire¢ao>|.
5.9.3 Octaedro

Os octaedros a seguir foram criados a partir do comando octaedro/<ponto>,<ponto>].
Na primeira figura, os pontos A = (0,3,0) e B = (2,3,0) pertencem ao plano xOy. Na
segunda figura, os pontos A’ = (3,1,2) e B’ = (5,2,2) pertencem ao plano z = 2, paralelo

ao plano xOy.

Figura 99: Octaedros gerados pelo comando octaedro[<ponto>,<ponto>].

Com o recurso da visualizacao tridimensional oferecido pelo Geogebra, a imagem pode

ser observada como a seguir:



{7 Janela de Visualizagdo 3D - octsedro3D.ggb

e T T T =0T <]
)@= a]aj@lal7)-Fa a3

EO=- 096 a- =-

Figura 100: Visualizagao tridimensional dos octaedros.

O octaedro a seguir foi criado pelo comando octaedro/<ponto>,<ponto>,<dire¢ao>],

sendo o ponto A = (0,2,3), o ponto B = (2,0,3) e a dire¢do do vetor @ = (1,1,1).

Figura 101: Octaedro gerado pelo comando octaedro[<ponto>,<ponto>,<diregao>|.

5.9.4 Dodecaedro

Os dodecaedros a seguir foram criados a partir do comando dodecaedro[<ponto>,<ponto>].

Na primeira figura, os pontos A = (1,2,0) e B = (2,2,0) pertencem ao plano xOy. Na
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segunda figura, os pontos A’ = (3,5,3) e B’ = (4,5,3) pertencem ao plano z = 3, paralelo
ao plano xOy.

Figura 102: Dodecaedros gerados pelo comando dodecaaedro[<ponto>,<ponto>].

O dodecaedro a seguir foi criado pelo comando dodecaedro[<ponto>,<ponto>,<dire¢ao>],

sendo o ponto A = (1,3,4), o ponto B = (2,2,4) e a dire¢ao do vetor @ = (1,1,1).

Figura 103: Dodecaedro gerado pelo comando dodecaedro[<ponto>,<ponto>,<dire¢ao>].
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5.9.5 Icosaedro

Os icosaedros a seguir foram criados a partir do comando icosaedro/<ponto>,<ponto>].
Na primeira figura, os pontos A = (1,2,0) e B = (3,2,0) pertencem ao plano xOy. Na
segunda figura, os pontos A’ = (3,6,3) e B’ = (5,6,3) pertencem ao plano z = 3, paralelo
ao plano xOy.

Figura 104: Icosaedros gerados pelo comando icosaedro[<ponto>,<ponto>].

O icosaedro a seguir foi criado pelo comando icosaedro/<ponto>,<ponto>,<dire¢ao>],

sendo o ponto A = (1,4,3), o ponto B = (3,2,3) e a dire¢ao do vetor @ = (1,1,1).

Figura 105: Icosaedro gerado pelo comando icosaedro[<ponto>,<ponto>,<dire¢ao>].

Com o recurso da visualizacao tridimensional oferecido pelo Geogebra, a imagem pode

ser observada como a seguir:
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€7 Janela de Visualizago 3D - icosaedro3D- 'ngh o D S

o4

Figura 106: Visualizacao tridimensional do icosaedro.

5.10 HEIGHT

Esse comando determina a altura de cones e cilindros e, também funciona para poli-

edros regulares construidos pelo Geogebra 3D.

No caso do cone a construido, o comando nos retorna um niimero na janela de algebra

(na figura indicado por k), que indica sua altura.

height/[al

7 heightcone.ggb
Arquivo Editar Exibir Opces Janela Ajuda

¥ Janela de Algebra Janela de Visualizagio 30
= Cone

@ ar16.76

@ D281

= Conica

=@ ¢:1odo-GeoConic3D

= Line3D

ieD @iX=(-2.24,1.44,0)+ A(-1,0,0)
O BX=(-2.24,144,4) + A(-1,0,0)
PO giX=(0,0,4)+A(0,1,0)

= Numero

LA k=4

= Point3D

i@ B=(-2.24,1.44,4)

-0 E=(0,0,4)

w0 F=(0,1.44,4)

-0 6=(0,1.44,0)

= Ponto

LD A=(-2.24,1.44)

0 C=(0,-0.96,0)

1.0 D=(0,296,0)

= Reta

O dix=0

= Segment3D

@ h=224

i@ =144
L@ j=4a

Figura 107: Altura do cone = 4
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No caso de um cilindro ¢ construido, o comando nos retorna um ntmero na janela de

algebra (indicado pela letra h na figura), que indica sua altura.

height|c|

£ heightdlindro.ggh
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

Ll Al & %]A @) <) 7<)

~ Janela de Algebra b Janela de isualizagdo 30

El|El~

= Cénica

i@ ¢, todo-GeoConic3D
@ k:todo-GeoConic3D

= Line3D

O erX={-2,3,00+A(-1,0,0)
O BX=(-2,3,4) +A{-1,0,0)
O geX=(0,0,4)+A{0,1,0)
Nimero

-2 h=4

= Point3D

@ B=(-234)

O E=(0,0,4)

O F=(0,3,4)

O G=(0,3,0)

Ponto

@ A=(-2,3)

=0 C=(0,-0.96,0)

L0 D= (0, 2.96,0)

= Reta

0 dix=0

Segment3D

L@ =2

@ i=3

@ j=d4

Figura 108: Altura do cilindro = 4.

Para o caso dos poliedros, por exemplo, no octaedro a a seguir, o comando height

retorna a altura do vértice C'em relagao ao plano xQOy.

% heightoctaedro.ggb

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

IIIIII@IIDII-EII

Janela de Algebra ¥ Janela de
Line3D
O eX=(220+A(-1,00
O EX=(2,40+A(-1,0,0
O g X=(0,0,4)+A(0,1,0)
- Ndmero
L0 =163

Point3D
----- @ B=(240
----- @ C=(-315,4,1.63) A-
----- < E=(0,0,4)
----- ©  Findefinido
..... O G=(0,2,0 3
----- Q H=(-37330

I 42,3,1.63)

.15, 2, 1.63)
----- Q L=(-3.154,0)
=2 Palynedmn

m

..... @ A=(22)
o €,=(0,-0.96,0)
----- Q D=(0,2.96,0)
= Reta g o
L0 dx-0 o —
= Segment3D o

Figura 109: Altura do octaedro = 1,63.
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Para um dodecaedro, o comando height retorna a distancia entre duas faces paralelas.

€ heightdodecaedro.ggh

----- @ faceCDHMG=1.72
----- @ faceDEINH=1.72
----- @ faceFKPQL =1.72
----- @ faceGLQRM=1.72
----- @ faceHMRSN=1.72
@ facelNSTO=1.72
@ face/KPTO=1.72
@ facePQRST=1.72
= Point3D
..... @ A=(21,2

[ A1 =(2.5,-0.36, 4.23)

..... @ B=(312
----- Q €=(3.31,1952)

..... O D=(25254,2)

----- QO E=(1.69,1.952)

----- QO F=(3.31,0.57, 2.85)
----- Q G=(3.81,2.11,2.85)
----- QO H=(2.5, 3.06, 2.85)
----- Q 1=(1.19,2.11, 2.85)
----- Q J=(1.69, 0.57, 2.85)

Figura 110: Altura do dodecaedro = 2,23.
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6 PROBLEMAS

Neste capitulo serao apresentados alguns problemas de geometria espacial aplicaveis
ao ensino médio que, com a ajuda do recurso da visualizacao tridimensional, podem ser

melhor compreendidos pelos alunos.

6.1 SECAO HEXAGONAL NO CUBO

Considere um cubo ABCDEFGH de aresta a e sejam os pontos M, N, O, P, Qe R os

respectivos pontos médios de HG, EH, AE, AB, BC, CG. Qual é a area determinada
pelo poligono MNOPQR ?

Resolugao:

Inicialmente é necessaria a representacao da situacao proposta.

Figura 111: Poligono MNOPQR.

Com a representacao tridimensional feita pelo Geogebra, é possivel que o aluno visu-
alize o poligono formado: um hexagono. No entanto, para calcular sua area, é necessario

antes demonstrar que esse poligono é regular.

Na face ADHE, AD = DH = HE = EA = a. Como N e O sao pontos médios de HE
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Figura 112: (a)Triangulo AOB; (b) Triangulo BOQ.

a
e EA| respectivamente, entao NE = EO = o Dessa forma, pelo Teorema de Pitagoras,

2 2
NO = %. De maneira analoga, tem-se OP = PQ = QR = RM = MN = %.
a\/g

Ainda pelo Teorema de Pitdgoras no triangulo AOB, retangulo em A, OB = 5

G

E no triangulo retangulo BOQ), retangulo em B, OQ = 5

determina-se PR = QM = RN = MO = NP = 0Q = “‘2/6.

Aplicando-se a Lei dos Cossenos aos triangulos OPQ, PQR, QRM, RMN, MNO,
NOP, determina-se os angulos internos do hexagono, P= Q =R=M=N=0-= 120°,

De maneira andloga,

respectivamente. Assim, o hexdgono construido é regular.

Como um hexagono regular fica dividido em seis triangulos equilateros congruentes,

temos:
Ay =6.Arp,

onde Ay é a area do hexagono e Ar é a area do triangulo equilatero. Assim,

B 3v/3a?

Ay 1
Como a figura construida no Geogebra tinha medida da aresta a = 1, e adotando
3.1,73.1%
V3 =1,73, entdo o valor da 4rea do hexdgono é, aproximadamente, ’T = 1,2975.

Para efeito de verificacao, pode-se ainda utilizar o recurso de céalculo de area do

Geogebra, indicado na figura a seguir:
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ot . W

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

DEEENOE

» Janela de Algebra ¥ Janela de \isul

L] -
‘I', Angulo com Amplitude Fixa

i ! :rj Distancia, Comprimento ou Perimetro 3
ool e masplos soen 2 ., -1 U teonse sonos
| i cm‘ Area :
i i | i
__:..._...l__...lg- Inclinacio ool o
: _i ______ . _____ | {1,2} CriarLista I -

| | | |
| | | |
| | | |
e s e s i ol e e
|

Figura 113: Comando Area.

___________

Executando esse comando, a area calculada pelo programa, com aproximagao de duas

casas decimais, é:

Figura 114: Area do hexdgono calculada pelo Geogebra.

6.2 OUTRAS SECOES NO CUBO

Construa se¢oes do cubo que sejam os seguintes poligonos:

a) triangulo equildtero
Tomando trés pontos equidistantes de um vértice do cubo tem-se formado um triangulo

equilatero.
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Figura 115: Secao triangular de um cubo.

b) quadrado

Qualquer secao paralela a uma das faces do cubo é um quadrado.

Figura 116: Secao quadrangular de um cubo.

¢) trapézio

Para se obter uma secao trapezoidal dentro de um cubo é necessario que os pontos
tomados, em faces opostas do cubo, formem segmentos nao congruentes, para constituirem

as bases do trapézio.
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Figura 117: Secao trapezoidal em um cubo.

d) retangulo

Para se obter uma secao retangular dentro de um cubo é necessario que os pontos

tomados, em faces opostas do cubo, formem segmentos congruentes.

Figura 118: Secao retangular em um cubo.

e) pentagono

Um pentagono pode ser obtido como indicado a seguir:
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Figura 119: Secao pentagonal em um cubo.

f) hexdgono regular

Um plano que determine um hexagono regular num cubo pode ser obtido unindo-se

os pontos médios de trés arestas deste cubo, sendo estas arestas reversas duas a duas.

Figura 120: Secao hexagonal em um cubo.

6.3 NUMERO DE FACES DE UM SOLIDO GERADO POR DUAS PIRAMIDES TRIAN-
GULARES

Duas piramides triangulares idénticas s@o unidas por uma de suas faces. Quantas

faces pode ter o sélido formado nessas condicoes?
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Se os dois tetraedros forem regulares, o poliedro formado terd seis faces, pois o angulo
diédrico entre as faces do tetraedro regular é a = 70,53°, como pode ser confirmado pelo

Geogebra.

Figura 121: Angulo diédrico no tetraedro regular.

Ao se unir dois desses tetraedros, cada um deles com quatro faces, perde-se uma face

de cada um, totalizando seis faces no sélido final.

Figura 122: Poliedro formado com 6 faces.



100

Se os dois tetraedros tiverem, cada um deles, apenas uma face perperdidular a outra

e forem unidos por essas faces perpendiculares, entao o poliedro formado tera 5 faces.

Figura 123: Poliedro formado com 5 faces.

Se os dois tetraedros tiverem, cada um deles, duas faces perperdidulares a outra e

forem unidos por esta ultima face, entao o poliedro formado tera 4 faces.

Figura 124: Poliedro formado com 4 faces.
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6.4 TEOREMA DAS TRES PERPENDICULARES

Teorema das trés perpendiculares

Sejam 1, s, e t trés retas e & um plano, taisque r L a, r L t, s L t, sCa,tC ae

s N t={S}, com S ndo pertencente a reta r.

Figura 125: Teorema das trés perpendiculares

Nessas condigoes, qualquer reta a, concorrente com 7 e com s, passando por S, serd

perpendicular a s.

Demonstracao

Figura 126: Demonstracao do Teorema das trés perpendiculares
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Como 7 e t sao concorrentes, elas determinam um plano S. Como r é perpendicular
a « e s estd contida em «, entao a reta s forma angulo reto com r. Por hipdtese, s L t.
Como s forma angulo reto com duas retas concorrentes de 3 (r e ¢ sao perpendiculares por
hipétese. Logo, sao concorrentes), entao s é perpendicular a 5. Se s é perpendicular a 3 e
a intersecao de s com 3 é o ponto S, entao s é perpendicular a todas as retas concorrentes
nesse ponto que estejam contidas em (3. A reta a esta contida em 3, pois dois de seus

pontos, R e S, pertencem a 3 (r N a = {R}). Logo, a reta s é perpendicular a reta a.

6.5 NOVA FERRAMENTA PARA GERAR CILINDROS E CONES NAO RETOS

Ao desenvolver o estudo dos comandos 3D do Geogebra, foi observado que nao ha
o recurso para a criagao de cilindros e cones que nao sejam retos. Dessa forma, foi
desenvolvido uma ferramenta para a execucao de tal tarefa. Durante o desenvolvimento
dessa ferramenta, foram criados parametros variaveis que permitiram a construcao de
prismas, piramides, tronco de piramides e, por aproximagcao, também permitiram a criagao

de cilindros, cones e tronco de cones.
Alguns comandos utilizados para a criacao dessa ferramenta:
Sequéncia[<Expressao >, <Varidvel i>,<Valor Inicial a>,<Valor Final b>|

Produz uma lista de objetos criados usando a expressao dada e o indice i varia do valor

inicial a até o valor final b.

Exemplos:
Sequéncial(2, i), i, 1, 5] gera uma sequéncia {(2, 1), (2,2), (2, 3),(2,4), (2,5)}.
3 5 .6

Sequéncia[z?, i, 1,10] gera uma sequéncia {x, z? 2, z* 5 2% 27 28 2% 21°}.

Sequéncia[<Expressao >, <Varidvel i>,<Valor Inicial a>,<Valor Final b>,<

incremento >|

Produz uma lista de objetos criados usando a expressao dada e o indice i varia do valor
inicial a até o valor final b, seguindo o valor do incremento.

Exemplos:

Sequéncial(2,1),1,1,3,0.5] cria uma lista de pontos cuja coordenada y varia de 1 para 3
com um incremento de 0.5: {(2,1),(2,1.5),(2,2),(2,2.5),(2,3)}.

Sequéncialz’, i, 1,10, 2] gera uma sequéncia {z, 23, 2% =7, 2}.
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Sequéncia[<valor final b> ]
Cria uma lista de numeros de 1 até o valor final b.

Exemplos:
Sequéncial4] cria lista {1,2,3,4}.
2equenciald] crig lista {2,4,8, 16}

Segmento[<Ponto>, <Ponto> |

Cria um segmento entre dois pontos.

Segmento[ <Ponto>, <comprimento> ]
Cria um segmento com a medida do comprimento indicada, a partir do ponto determinado

pelo comando.

Elemento[<Lista>, <Posicao do Elemento n> |

Produz o n-ésimo elemento da lista.
Exemplo:

Elemento[1, 3, 2, 2] produz 3, que é o segundo elemento de {1, 3, 2}.

Elemento[ <Matriz>, <Linha>, <Coluna> |

Produz o elemento da matriz que esta na dada linha e coluna.
Exemplo:

Elemento[{{1, 3,2}, {0,3,—2}},2, 3] produz -2, o terceiro elemento da segunda linha da

matriz.

Elemento[ <List>, <Indicel>, <Indice2>, .

A lista fornecida é uma lista n-dimensional, pode-se especificar até n indices para obter

um elemento (ou lista de elementos) em determinadas coordenadas.

Exemplo:

Seja L = {{{1,2},{3,4}}, {{5.6},{7,8}} }.
Entao Elemento[L, 1, 2, 1] produz 3, Elemento[L, 2, 2] produz {7, 8}.
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Poligono[ <Ponto>, ..., <Ponto> ]
Retorna um poligono definido pelos pontos dados.

Exemplo:
Poligonol(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)] produz um triangulo.

Poligono[<Ponto>,<Ponto>,<Ntmero de Vértices> |

Cria um poligono regular com n vértices.

Exemplo:

Poligono[(1,0,0), (0, 1,0), 6] produz um hexagono.

Poligono[<Lista de Pontos> |

Cria um poligono definido pelos pontos da lista.

Exemplo:

Poligono[(0, 0), (2, 1), (1, 3)] produz um triangulo.

6.5.1 Comandos usados para criar os Cones e Cilindros Inclinados e de
Rotacao

listal=Sequéncial[(R cos(i), R sen(i), 0), i, 0, 6.28319, 2*pi/ n]

Figura 127: Vértices de um poligonno regular de n lados.
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lista2=Sequéncial(r cos(i) + d1, r sen(i) + d2, h), i, 0, 6.28319, 2*pi/n]

- —_7_1“//
4
. L
1] 3 .
[ .
* L ]
. o

Figura 128: Vértices do outro poligono regular de n lados.

lista3=

Sequéncia[Segmento[Elemento[listal,i], Elemento[lista2,il],i,1, (n*theta)/(2xpi)]

Figura 129: Arestas laterais do poliedro regular de n vértices na base.
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listad=

Sequéncial[Segmento[(0, 0, 0), Elemento[listal, il], i, 1, (n*theta)/(2*pi)]

Figura 130: Segmentos que unem o centro aos vértices de uma base.

listab=

Sequéncial[Segmento[(dl, d2, h), Elemento[lista2, il], i, 1, (n*theta)/(2*pi)]

Figura 131: Segmentos que unem o centro aos vértices da outra base.
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listab=
Sequéncia[Poligono[Elemento[listal, i],Elemento[lista2, i],

Elemento[lista2, i + 1],Elemento[listal, i + 1]1,i,1, (n*theta)/(2*pi)]

Figura 132: Faces laterias do poliedro regular de n vértices na base.

lista7=
Sequéncia[Poligono[(d1,d2,h) ,Elemento[lista2,i] ,Elemento[lista2,i+1]], i,1,
(n*theta)/(2*pi)]

Figura 133: Face da base superior do poliedro regular de n vértices na base.
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lista8=
Sequéncia[Poligono[(0,0,0) ,Elemento[listal,i] ,Elemento[listal,i+1]],1,1,
(n*theta)/ (2%pi)]

Figura 134: Face da base inferior do poliedro regular de n vértices na base.

No desenvolvimento dessa nova ferramenta, alguns parametros foram criados como

“controles deslizantes” no Geogebra. Sao eles:
e R - raio da circunferéncia circunscrita ao poligono da base inferior do poliedro a ser
criado.

e 1 - raio da circunferéncia circunscrita ao poligono da base superior do poliedro a ser

criado.
e n - nimero de vértices do poligono da base do poliedro a ser criado.
e d1 - translacao na direcao de x.

e d2 - translacao na direcao de y.

h - translagao da dire¢ao de z (altura).

0 - angulo de rotacao em relacao ao eixo z.
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A variacao desse parametros permite a criacao de diversos sélidos. No exemplo a
seguir, o valor de r foi zerado, permitindo a criacao de uma piramide de base hexagonal
(n = 6), que nao é reta por apresentar translagdo de seu vértice superior em relacao ao

eixo z e em relacao ao eixo .

Arquivo Editar Exibir Opgées F Janela Ajuda |
[ £ oe
5 L] 2 -1
» Janela de Algebra » Janela de 7] » Janela de 40 30
= Lista n=2d il
© Histal ={(3.2,0, 0, (1.6, 2.7, 0), -1.6, 2.77, 3 > altura
O lista2 = {{-1.5,-0.7, 2.3), (-1.5, -0.7, 2.3), (-1.£ R=32
@ Histad = {5.28, 5.19, 4.17, 2.94, 3.1, 4.38} . R - raio da base maior
@ listad ={3.2,3.2, 3.2, 3.2, 3.2, 3.9 =0 5
@ lista5=10,0,0,0,0,0f P —— t = ralo da base menor
@ lista = {7.97, 6.66, 4.7, 4.09, 4.95, 7} -
@ fista7 ={0,0,0,0, 0,0 =628 i i
LB listal = {443, 4.43, 4.43, 4.43, 4.43, 443} —— 8 &ngulo de rotagdo
= Nimero n=6
-@ R=32 L i
@ di=-1.5 n - nimero de faces
@ d2=-07 1 =-1.5 s B ~
@ n-23 i em relagdo ax
@ n=6 d2=-0.7
@ r-o a2 d0 emrzlagioay
-3 0=628 =+
3

“ i v
Entrada: | @

Figura 135: Piramide obliqua.

Se os valores de R e rsao iguais, mantendo n = 6, entao forma-se um prisma de base
hexagonal. No caso a seguir, os valores de d1 e d2 nao diferentes de zero. Logo, o prisma

fica obliquo.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

OEFNEE

+ Janela de Algebra » Janeia de izaca » Janela de 50 3D
Lista =23
O lista = {(2.2, 0, 0), (1.6, 277, 0), (-1.6, 277, | mm—— Liag:lo)
O listaz = {(1.7,-0.7, 2.3), (0.1, 207, 2.3), -2.1, R=32
@ lista3={2.83,2.83, 2.83, 2.83, 2.83, 283 3 R = raio da base maior
@ listad=1{3.2,3.2,3.2, 3.2.3.2, 3.9 =32,
@ lista5={1.2,3.2,3.2, 32,32, 3.3 L P25 raioidabagimaior
@ listat = {9.06, 7.69, 7.95, 9.06, 7.69, 7.96}
@ listal = {4.43,4.43, 443, 4.43, 4.43, 443} =628 ) B
@ liStal = {443, 4.43, 443, 4.43, 4.43, 4.43) —_—l 8 angulo de rotagdo
Nimero e
@ R=32
G di=-15 e —— n - nimero de faces
@ az=-0.7 d1=-15 5 . .
@ h=23 d1—+ emrelagdo ax
@ n=6 02=-0.7
@ r=32 a2 30 em relagio ay
@ 6-628 E

« i r

Entada|

Figura 136: Prisma obliquo.
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Caso os valores de d1 e d2 sejam zerados, o prisma hexagonal torna-se reto.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Cl A rofof 4]N]f -]

» Janela de Algebra » Janelade iz » Janela de kD)

Lista e
O listal = {{3.2, 0, 0), (1.6, 2.77, 0), (-1.6, 2.77, - [+ aiura
O Iis1a2={(3.2,0,2.3), (1.6, 277, 2.3), (1.6, 2. R=3:2
O lista3={2.3,23,2.3,2.3,2.3, 2.3 R = raio da base maior
@ listad-(3.2,3.2, 32,2232, 3.2 =32 4
~@ listab={3.2,3.2,3.2,3.2, 3.2, 3.2} - I = raio da base menor
@ [ista6 = (7.36, 7.36, 7.6, 7.36, 7.36, .36
~@ listal = {4.43, 443, 4.43, 4.43, 4.43, 4.43] =628 ) B
@ 15138 = (443, 443,443 A43, 443, 447) —_— 8 - angulo de rotagio
‘=l Nimero n=6
@ R=32
-@ d1-0 - n = nimero de faces
> a2=0 d1=0 5] . 3
~@ h=23 - I 1 translagdo em relagdo ax
o n=6 a2=0
“@ r=32 2+ doemrelagdoay
> 6-6.28 & 4

« i »

Entrada: | @

Figura 137: Prisma Reto.

Ainda, mantendo n = 6, se os valores de R e r sao diferentes entre si e nao nulos,
entao € possivel a criacao de troncos de piramide com base hexagonal. Nesse caso, foram

anulados os valores de d1 e d2, para que o tronco de piramide fosse reto.

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

[ [ ¥ 1 (] [ 2 Y

2%
 Janela de Algebra + Janela de 40 3D
= Lista h It

O listat = {(3.2,0, 0), (1.6, 2.77, 0), (-1.6, 2.77, o .8/,
O lista2 = {(1.6, 0, 2.3), (0.8, 1.39, 2.3), (-0.8, 1. R=32
@ lista3={2.8,2.8,28, 28,28 28 3 R ~ raio da base maior
@ listad=1{3.2,3.2,3.2,3.2,3.2.3.2} =16 .
@ lista5={1.6, 1.6, 1.6, 1.6, 1.6, 1.6] b = raio da base menor
@ [ista6 = {6.44, 6.44, 6,44, 6.44, 6.44, 6.44) -
@ listaT = {1.11, 1.91, .19, 1.11, .11, .11} =628 ) B
B iSta8 = {443, 4.43, 4,43, 443, 4.43, 4.43) —_— 8 angulo de rotagdo
= Nimero n=6
@ R-32 - L i
J di=0 n - nimero de faces
s dz2=0 dl=0 5 . B
@ h=23 a1+ emrelagdo ax
P n=6 _ =0
5 r=16 _INUNW:;“E a2 G0 emrelagio ay
3 e-6.28 &

El—— '

Enfrada:

L
D]

Figura 138: Tronco de Piramide.
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Aumentando-se o valor de n para 30 (no caso, o valor méximo programado foi 30), a

figura se aproxima de um cilindro, desde que mantidos os valores de R e riguais.

Arquive Editar Exibir Opghes f Janela Ajuda
@le
oa
b Janela de Algebra b Janela de izaga b Janela de 303D
Lista n=
O listad = {(3.2, 0, 0), (3.3, 0.67, 0), (2.92, 1.3, 3 [ialtira
-0 lista2 = {{3.2, 0, 2.3), (3.13, 0.67, 2.3), (2.92, R=32
@ listal=(2.3,23,23,23,23,23,23,23,2 . R = raio da bhase maior
~@ listad={3.2,3.2,3.2,3.2,3.2,3.2, 3.2, 3.2, 3. =32
@ lista5=(3232 3232323232323 L <3rai da AR TGO
~@ lista6={1.54, 1.54, 1.54, 1.54, 1.54, 1.54, 1.
@ lista? = {1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.1 =628 ) B
-5 lista8 = {1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.||  e— 8 — angulo de rotagdo
= Nimero In=30
~@ R=32 le )
9 di=0 n - numero de faces
-G d2=0 =0 5 _ )
5 he23 a1 em relagdo ax
~@ n=30 42=0
A1) 42 G0 em relagan ay
- 8=628 g 4
6
— . /
Entraca:| | @

Figura 139: Cilindro.

Deteminando valores para d1 e/ou d2 diferentes de zero, o cilindro torna-se obliquo.

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
» Janela de Algebra » Janela de 0 30
Lista h It
O listal = {(3.2,0,0), (3.13, 0.67, 0), (292, 1.3, eo————— ~ aftura
O lista2 = {(2.2,-1.5, 2.3), (2.13,-0.83, 2.3), (1.t R=a2
@ [listad = (2.92, 2.92, 2.92, 2.9, 2.92, 2.92, 21 R raio da base maior
@ Wstad={3.2,3.2,32,3.23.2,3.2,3.2.3.2 3. =32,
--@ fistab=(3.2,3.2, 3.2,3.2,32,3.2,3.2,3.2, 3. L t = ralo da bass menar
@ [listab = {1.72, 1.81, 1.86, 1.93, 1.95, 1.94, 1.4 -
@ _lista = {1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1. =6.28 ) N
9 Nista8 = (1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.|| e 8 - angulo de rotagao
Nimero h=30
@ R-3.2 i
L@ d1--1 n - nimero de faces
v @2=-15 di=-1 s . R
we @ h=23 d1— emrelagdo ax
g n=30 d2=-15
@ r=32 4 5
2 em relagdo a
@ 6-6.28 - 4 EoRY
Lista lista: SequénciaPoligol
< [l v
Enrada @

Figura 140: Cilindro Obliquo.
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Alterando-se o valor de r para zero, com n = 30, tem-se, por aproximacao, a formacao
de um cone. Como os valores de d1 e d2 foram mantidos diferentes de zero, o cone formado

é obliquo.

Arquivo Editar Exibir Opgies Feramentas Janela Ajuda
- X ]
» Janela de Algebra » Janelade iz » Janela de Visualizagio 3D

Lista —

O listal = {(3.2, 0, 0), (3.13, 0.67, 0), (2.92, 1.3, - ~ altura

O lista2 = {-1, -1.5, 2.3), (-1, 1.5, 2.3), (-1, -1.5 R=32

@ listad = {5.02, 5.2, 5.34, 5.44, 5.5, 5.5, 5.47, ! . R~ raio da base maior

@ lista4={32,32,32,32,32,3232323| =g 7

@ Iis1a5={0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, s t = ralo da hase menor

@ Jista6 = {1.64, 1.72, 1.78, 1.82, 1.84,1.83, 1.t -

@ K187 =0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 7028 . .

@ lista8 = {1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.4 —c' 8 - angulo de rotagdo

Nuimero n=30

@ R=32 e i

@ d1-1 — n - nimero de faces

@ a2=-15 1 =-1 s

> n-23 a1 S0 emrelagdo ax

@ n=30 d2=-15 '

@ r=o0 a2 do em relagio a

9 6-628 B B0 4

/ ko
K]
T

- , /
Entrana‘ ‘ @

Figura 141: Cone Obliquo.

No caso de se atribuir valores para R e r diferentes entre si e nao nulos, forma-se, por
aproximacao, um tronco de cone, mantendo-se n = 30. No exemplo, foram zerados os

valores de d1 e d2, para que o tronco de cone fosse reto.

Arquivo Editar Exibir OpgBes F Janela Ajuda
! C 3 9%
b Janela de Algebra b Janela de izagat » Janela de 0 3D
= Lista =2
" ! h - altura
O listal = {(3.2,0, 0), (3.13, 0.67, 0), (2.92, 1.3, o
- lista2 = {(1.6, 0, 2.3), (1.57, 0.33, 2.3), (1.46, R=32
@ lista3={2.8,2.8,2.8,28,28 2828282 3 R~ raio da base maior
={32,3.2,3.2,32,32,3.2,32,32,3. =186 ,
@ lista5 = {1.6, 1.6, 1.6, 1.6, 1.6, 1.6, 1.6, 1.6, 1. . t = raio da base menor
@ listab = A, 14, 14,14, 1.4, 1.4, 14,1, -
@ lista? = {0.27,0.27, 0.27, 0.27, 0.27, 0.27, 0. =628 ) B
@ listad = {1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.06, 1.{|  ———— 8 angulo de rotagdo
= Nimero =10
-@ R=32 Lo i
@ di=0 — n - nimero de faces
-3 dz=0 d1=0 5
@ h=-23 —————— - translago em relagdo ax
-@ n=30 @2=0
@ r=16 a2 30 em relagio ay
-@ 0=628 e
/ ~4_]
-6
1
- . /
Entraga:| | @

Figura 142: Tronco de Cone.
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6.6 SECOES DO CONE

Para que o aluno compreenda a origem das segoes conicas, o ideal é mostrar-lhes os
cortes possiveis feitos em um cone circular por um plano. Vale lembrar que, no Ensino
Médio, o foco é o estudo das secoes conicas nao degeneradas: hipérbole, parabola, elipse

e a circunferéncia, que é o caso particular da elipse para excentricidade zero.

Se o cone reto for interseccionado por um plano paralelo ao plano de sua base, que

nao passa pelo vértice do cone, a se¢ao determinada é uma circunferéncia.

4:

Figura 143: Circunferéncia como se¢ao conica

Se o cone duplo for interseccionado por um plano paralelo ao eixo do cone, que nao

passa pelo vértice do cone, a secao formada é uma hipérbole.

Figura 144: Hipérbole como secao conica
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Se o cone reto for interseccionado por um plano paralelo a uma geratriz do cone, a

secao determinada é uma pardbola.

Figura 145: Pardbola como secao conica

Se o cone reto for interseccionado por um plano nao paralelo a uma geratriz do cone,

ou nao paralelo ao eixo do cone ou nao paralelo a base do cone, a secao determinada é

uma elipse.

o
[

w -

ra
e R R e Ll 8

S

Figura 146: Elipse como sec¢ao conica
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6.7 PLANIFICACAO DE SOLIDOS GEOMETRICOS

Problemas interessantes de geometria espacial exigem do aluno a percepcao de pla-
nificagoes de formas espaciais, como por exemplo o cubo ou a piramide. Com o recurso

dinamico do Geogebra, pode-se mostrar, de forma animada, como ela ocorre.

Um exemplo dessa situacao é o problema a seguir, extraido da OBMEP de 2011, 2?

fase, nivel 1.

As figuras mostram planificacoes de sélidos com faces numeradas. Apds montados
esses solidos, dizemos que o valor de um vértice é a soma dos nimeros escritos nas faces
que contém esse vértice. Por exemplo, a figura a seguir mostra a planificacao de uma
piramide; quando essa piramide é montada, o valor do vértice correspondente ao ponto C'

indicado na figuraé 1 +3 +4 =38

o= A

Figura 147: Exemplo OBMEP

a) Qual é o maior valor de um vértice da piramide acima?

b) A figura seguinte mostra a planificacdo de um cubo. Qual é o valor do vértice

correspondente ao ponto indicado?

4

5162'=>

Figura 148: Exemplo OBMEP
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Figura 149: Planificagao do Cubo

Acrescentando um item a questao:

¢) Qual é o maneira de preencher os valores de 1 a 5 nas faces da piramide a seguir

para se obter a maior soma possivel? Indique em qual ponto isso ocorrera.

N

Figura 150: Piramide de base quadrada

Figura 151: Planificacao da Piramide de base Quadrada
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6.8 RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

Quando se resolve um sistema linear 3 x 3, podemos analisar geometricamente cada
equagao como a representacao de um plano. A solucao desse sistema serd a intersecao
entre esses planos. Na sequéncia, serao apresentados alguns casos de possiveis solugoes de

sistemas lineares 3 x 3.

O sistema a seguir é do tipo possivel e determinado (S.P.D).Note que a intersegao

entre os planos é o ponto A = (2, -1, 3), solucdo do sitema:
—x+y—2z=-9
2r+y+2=06
—2r—2y+z=1

Figura 152: Sistema Possivel e Determinado

O sistema a seguir é do tipo possivel e indeterminado (S.P.I). Note que a intersegao
entre os planos é uma reta.
3r—y+2=2
r—2y—z=0
2r+y+2z=1
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Figura 153: Sistema Possivel e Indeterminado

O sistema a seguir é do tipo impossivel (S.I.). Note que ndo ha uma intersegao unica
entre os planos.
2t —y+z=-—1
—x—4y—3z2=2
3r+3y+42=3

5
4
El
2

"

R

-3
-4
5

-4
K
B

Figura 154: Sistema Impossivel.
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7 CONCLUSAO

O objeto de estudo desse trabalho foi o software livre Geogebra, em sua versao 5.0
Beta, com o intuito de explorar seus recursos relativos a geometria espacial para contribuir

com a melhoria do processo de ensino-aprendizagem de matematica na Educagao Bésica.

De acordo com levantamento de dados relativos ao PISA, observou-se a ma colocagao
do Brasil no quesito de aprendizagem das habilidades matematicas, entre elas, as refe-
rentes aos conteudos de Espaco e Forma, sendo esse um dos blocos de contetidos que os
Parametros Curriculares Nacionais preconizam como importantes para o desenvolvimento

intelectual do estudante.

Uma das formas de se procurar melhorias no ensino é capacitando continuamente
os professores. Foi com essa finalidade que o presente trabalho se desenvolveu, propor-
cionando uma breve revisao tedrica dos conteidos de Geometria Espacial e, ao mesmo
tempo, oferecer as explicacoes do uso do software Geogebra, para que, com o uso das
tecnologias aplicadas ao ensino, o professor possa ofertar melhores oportunidades de com-
preensao ao seu aluno, ja que o recurso da visualizacao é de extrema importancia para o

desenvolvimento de habilidades no que se refere ao bloco de contetidos de Espaco e Forma.

O fato do software estudado ser livre é de extrema importancia na medida em que
professores, alunos, estudantes e pesquisadores podem se beneficiar, contribuindo ainda

mais para a democratizacao do ensino.

Vale ressaltar que o presente estudo nao foi aplicado a turmas regulares de ensino
para quantificar as possiveis melhorias no processo de ensino-aprendizagem devido ao uso

da tecnologia, ficando essa etapa de pesquisa como sugestao para trabalhos futuros.

E importante frisar ainda que a versao em estudo, no presente momento, se apre-
senta na sua forma Beta, ou seja, em testes, e que possiveis melhorias ainda surgirao.
Isso pressupoe o constante estudo e acompanhamento desse software pela comunidade

cientifica.
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ANEXOS
ANEXO A - RANKING DO PISA - 2012 - MATEMATICA
Desempenho dos paises em mateméatica (7).

1. Xangai (China) 613 pontos
Cingapura 573 pontos
Hong Kong (China) 561 pontos
Republica da China 560 pontos
Coreia 554 pontos
Macau (China) 538 pontos
Japao 536 pontos
Liechtenstein 535 pontos
Suica 531 pontos

. Holanda 523 pontos

. Estonia 521 pontos

. Finlandia 519 pontos

. Polonia 518 pontos

. Canada 518 pontos

. Bélgica 515 pontos

. Alemanha 514 pontos

. Vietna 511 pontos

. Austria 506 pontos

. Australia 504 pontos

. Irlanda 501 pontos

. Eslovénia 501 pontos

. Nova Zelandia 500 pontos
. Dinamarca 500 pontos

. Republica Checa 499 pontos
. Franga 495 pontos

. Reino Unido 494 pontos
. Islandia 493 pontos

. Letonia 491 pontos

. Luxemburgo 490 pontos
. Noruega 489 pontos
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31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
20.
ol.
52.
93.
o4.
25.
56.
57.
28.
29.
60.
61.
62.
63.
64.
65.

Portugal 487 pontos
Italia 485 pontos
Espanha 484 pontos
Rissia 482 pontos
Eslovaquia 482 pontos
Estados Unidos 481 pontos
Lituania 479 pontos
Suécia 478 pontos
Hungria 477 pontos
Crodcia 471 pontos
Israel 466 pontos
Grécia 453 pontos
Sérvia 449 pontos
Turquia 448 pontos
Romeénia 445 pontos
Chipre 440 pontos
Bulgaria 439 pontos
Emirados Arabes 434 pontos
Cazaquistao 432 pontos
Tailandia 427 pontos
Chile 423 pontos
Malésia 421 pontos
México 413 pontos
Montenegro 410 pontos
Uruguai 409 pontos
Costa Rica 407 pontos
Albania 394 pontos
Brasil 391 pontos
Argentina 388 pontos
Tunisia 388 pontos
Jordania 386 pontos
Colombia 376 pontos
Catar 376 pontos
Indonésia 375 pontos

Peru 368 pontos
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ANEXO B - ESCALA DE PROFICIENCIA EM MATEMATICA

Limite
inferior
de

pontos Caracteristicas das atividades

Mo Nivel &, os estudantes s30 capazes de conceituar, generalizar e utilizar informagies com base em suas inves-
tigactes o em modelagem de situacdes-problema complexas. Consaguem estabelecer ligagdes entra diferentes
fontes de informacio e representactes, e de transitar entre elas com flesibilidade. Os estudantes situados neste
nivel utilizam pensamento e raciocinio matematicos avangados. 530 capazes de associar sua parcepgao e sua
compreensao a um dominio de operagies e relagdes matematicas simbdlicas e formais, de modo a desenvalver
novas abordagens e estratégias para enfrentar novas situagoes. Os estudantes situados neste nivel sio capazes
de formular e comunicar com predsao suas agbes e reflextes reladonadas a constatagbes, interpretacies e
f69 3 |argumentos, bem como de adequé-las as situaghes originais.

Mo Nivel 5, os estudantes sio capazes de desenvolver modalos para situagies complexas e trabalhar com
eles, identificando restriges e especificando hipoteses. Conseguem selecionar, comparar e avaliar estratégias
adequadas de resolugio de problemas para lidar com problemas complexos relacionados a esses modelos. Os
estudantes situados neste nivel s3o capazes de trabalhar estrategicamente, utilizando habilidades de pensamento
e raciocinio abrangentes e bem desenvolvidas, representacoes conectadas de maneira adeguada, caracteriza-
goes simbdlicas e formais, e percepgac relativa a essas situagbes. S3o capazes de refletir sobre suas agbes e de
&07,0 |formular e comunicar suas interpretacdes e seu raciocinio.

Mo Mivel 4, os estudantes conseguem trabalhar de maneira eficaz com modelos explicitos para situagdes concre-
tas complexas, que podem envolver restrigdes ou exigir formulagao da hipoteses. 530 capazes de selecionar e
integrar diferentes representactes, inclusive representagbes simbdlicas, relacionando-as diretamente a aspectos
da situagoes da vida real. Nesses contextos, os estudantes situados nesta nivel s3o0 capazes de utilizar habili-
dades desenvolvidas e raciocinio, com flexibilidade e alguma percepcéo. 520 capazes de construir e comunicar
544 74 |axplicaghes e argumentos com base am interpretagtes, argumentos e aghes.

Mo Mivel 3, os estudantes sio capazes de executar procedimentos descritos com dareza, indusive agueles que
exigem decisbes sequenciais. Conseguem selecionar e aplicar estratégias simples de resolugdo de problemas.
Os estudantes situados neste nivel sdo capazes de interpretar e utilizar representacies baseadas em diferentes
fontes de informacso e de radocinar diretamente a partir delas. Conseguem desenvolver comunicagbes curtas
482 4 | que relatam interpretagdes, resultados e radocinio.

Mo Nivel 2, os estudantes s3o capazes de interpretar e reconhecer situagies em contextos gue nao exigem
mais do gue inferéncia direta. S3o0 capazes de extrair informages relevantes de uma Unica fonte e de utilizar
um modo simples de representagao. Os estudantes situados neste nivel conseguem empregar algoritmaos,
farmulas, procedimentos ou convengoes de nivel basico. 530 capazes de raciocinar diretamente e de fazer
4201 |interpretacies literais dos resultados.

1 Mo Nivel 1, os estudantes sao capazes de responder a questdes definidas com clareza, que envolvemn contextos
conhecidos, nas quais todas as informagbes relevantes estao presentes. Conseguem identificar informagbes e
exequtar procedimentos rotineiros de acordo com instrugtes diretas em situagéies explicitas. S&o capazes de
357 8 |exeoutar agdes obvias e dar continuidade imediata ao estimulo dado.

Abaixo A OCDE nao especifica as habilidades desenvolvidas

Figura 155: Niveis de Proficiéncia em Matematica no PISA (7)



