PAULO FERNANDO SILVA DOS REIS

O TEOREMA DE TALES POR MEIO DE
ATIVIDADES INVESTIGATIVAS

UNIVERSIDADE ESTADUAL DO NORTE FLUMINENSE
DARCY RIBEIRO - UENF
CAMPOS DOS GOYTACAZES - RJ

SETEMBRO, 2014



PAULO FERNANDO SILVA DOS REIS

O TEOREMA DE TALES POR MEIO DE
ATIVIDADES INVESTIGATIVAS

“Dissertacao apresentada ao Centro de Cién-
cias e Tecnologia da Universidade Estadual
do Norte Fluminense Darcy Ribeiro, como
parte das exigéncias para obtencéo do titulo
de Mestre em Matematica.”

Orientador: Prof® Liliana Angelina Ledn Mescua

UNIVERSIDADE ESTADUAL DO NORTE FLUMINENSE

DARCY RIBEIRO - UENF
CAMPOS DOS GOYTACAZES - RJ

SETEMBRO, 2014



PAULO FERNANDO SILVA DOS REIS

O TEOREMA DE TALES POR MEIO DE
ATIVIDADES INVESTIGATIVAS

“Dissertacao apresentada ao Centro de Cién-
cias e Tecnologia da Universidade Estadual
do Norte Fluminense Darcy Ribeiro, como
parte das exigéncias para obtencao do titulo
de Mestre em Matematica.”

Aprovada em 22 de Setembro de 2014.

Comissao Examinadora:

Prof. Oscar Paz la Torre
D.Sc. - UENF

Prof. Paulo Sergio Dias da Silva
D.Sc. - UENF

Prof. Arilise Moraes de Almeida Lopes
D.Sc. - IF Fluminense

Prof” Liliana Angelina Leon Mescua
D.Sc. - UENF
(ORIENTADOR)



Dedico esta dissertacdo a meus familiares e a todas as
pessoas que contribuiram para 0 meu sucesso.



Agradecimentos

Aos meus amados pais, Paulo e Joseth, que sempre me incentivaram.

A minha filha, Ana Clara, e a minha esposa, Gizelda, pela compreensao com minha
auséncia consequente das muitas horas de estudos e pesquisa.

Aos colegas do Mestrado pelos momentos partilhados nesses dois anos, em espe-
cial aos colegas de viagem, Bruno, Jefferson e Luciano.

Aos ilustrissimos professores do programa de Mestrado pelos conhecimentos com-
partilhados e por se mostrarem tao solicitos quando requisitados.



A Geometria

A geometria se vé,

No contorno da peneira,

No formato da tv,

No gingado da capoeira,

Nas portas e nas janelas,

Na forma do p&ozinho,

Nas tamancas e nas chinelas,
Na xicara do cafezinho,

Na fachada das casas,

Nas curvas do caminho,

Das borboletas, nas asas,

E também no meu cantinho,
Nos sbélidos geométricos,

Das rochas a beira mar,

Ou nos cristais assimétricos,
Que ndo flutuam no ar.

A esfera que gira no espago,
Em movimento de rotacgédo,

Na translagdo estd o passo,
Para a sua evolugdo.

E, entdo?

Chegamos a concluséo,

De a geometria estar,

Em todo e qualquer lugar,

Na beleza dos abrolhos,

Nas estrelas do mar,

Ou no formato dos olhos,

Que nos enchem de amor sem par,
Deus deu ao homem inteligéncia,
Para aprender a contar,

E evoluindo na ciéncia,

Sua vida melhorar,

Da geometria a importéancia,
Levou-o a compreender,

E diante das circunstancias,

Seus calculos desenvolver.

Ruth Nunes Dualibi



Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma sequéncia didatica para o ensino do
Teorema de Tales para alunos do 9° ano do Ensino Fundamental. Nesse intuito, além de
apresentar a teoria envolvida no teorema, sdo propostas discussoes, exemplos e ativida-
des diversificadas que envolvem fatos cotidianos. Com foco a tornar a aprendizagem mais
significativa, algumas das atividades foram desenvolvidas fora da sala de aula e no labora-
torio de Informética da escola, de modo que o aluno compreenda melhor a teoria proposta
e que este teorema nao seja apenas mais um daqueles vistos na escola, e sim um instru-
mento que possa aplicar no seu dia a dia.

Palavras-chaves: Geometria; Teorema de Tales; Semelhancga; Ensino Fundamental.



Abstract

This paper aims to present an instructional sequence for teaching theorem of Thales for
9th graders os elementary school. To that end, in addition to presenting the theory involved
in the theorem, are proposed discussions, exemples and diversified activities involving daily
events. With focus to make if more meaningful, some of the activities were carried outside
the classroom, so that students better understand the theory and proposed that this theorem
is not just another one of those seen in school, but an instrument that can apply in their daily
lives.

Key-words: Geometry; Theorem of Tales; Similarity; Elementary School.
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Introducao

A questao primordial ndo é o que sabemos, mas como sabemos.

Thales, (BOYER, 2012)

Quando se trata de ensino da Matematica é importante destacar suas inUmeras
aplicagbes no cotidiano, porém sem deixar de ressaltar a riqueza do pensamento mate-
matico bem como a necessidade de desenvolvé-lo para seu uso na prépria Matematica, e
também para auxiliar na compreensao das outras ciéncias. Estabelecer conclusdées usando
ideias l6gico-dedutivas sdo habilidades indispenséaveis a qualquer cidadao.

Apesar da importancia incontestavel dos conhecimentos matematicos para cons-
trucdo do individuo e sua participagdo na sociedade em que vive, o estudo de Moreira
e David (2004) mostra que os professores apresentam deficiéncias na forma de ensinar,
pois embora estejam aptos a produzir respostas corretas, ndo possuem habilidades para
validar suas respostas ou explicar conceitos. A mesma pesquisa, mostra a necessidade de
uma metodologia que destaque a importancia da justificacdo dos resultados encontrados
na Matematica, pondo-se de acordo com o definido no Art. 32-lll da Lei de Diretrizes e
Bases da Educagéao (LDB) (BRASIL, 1996).

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica Brasil (1998),
no que se refere ao estudo do tema Espaco e Forma incluso nos conteudos do 6° ao 9° ano,
o ponto de partida € o manuseio e a analise de figuras, com o objetivo de criar conjecturas
e identificar propriedades. Cita-se também a importancia das verificacbes experimentais e
das aplicagdes do teorema de Tales, como o célculo de distancias inacessiveis utilizando
nocoes geométricas.

Cientes da importancia de lecionar Matematica em turmas de 9° ano decidimos
escrever este trabalho, pois percebemos que o teorema de Tales no tridngulo é um con-
teldo que, apesar de sua importancia histérica, ndo costuma ter um merecido destaque e
atencao quando abordado em aula ou nos livros didaticos, (PEREIRA, 2014). Assim resol-
vemos dar um pouco mais de atengédo ao conteudo e utilizar a pratica do teorema a nosso
favor.

Sabendo ainda da importancia histérica do Teorema de Tales e as potencialida-
des pedagdgicas da Histéria da Matematica abordadas por Santos (2013), direciono este
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trabalho para oferecer um ensino que privilegie métodos de investigacdo na resolucéo de
problemas, de maneira a tornar nitida, aos alunos, a necessidade de legitimar suas respos-
tas. Esta proposta possibilita desenvolver um processo de aprendizagem, buscando tornar
o aluno apto a desenvolver a argumentacdo Matematica e a promoc¢ao do raciocinio em
outras areas do conhecimento.

Seguindo as recomendacdes de educadores da atualidade, como Kaleff (2008) e
de outros trabalhos como o de Leite (2013) propomos nesta dissertacdo apresentar um
material de apoio ao professor, referente ao ensino do teorema de Tales para alunos do
9° ano do ensino fundamental, que os conduza a um aprendizado sélido, evitando uma
simples memorizagao.

Com este intuito, serdo propostas atividades por meio de situagbes-problema, que
0s ajude a aperfeigoar seus conhecimentos geométricos, e os leve a perceber que existe
aplicacao pratica no que se é estudado, assim como motiva-los a se aprofundar no estudo
de outros assuntos relacionados a geometria.

Este trabalho esta estruturado em cinco capitulos:

O Capitulo 1, intitulado de “Resenha Histérica”, contém um breve relato da evolu-
cao da geometria nas antigas civilizagées e sobre a influencia da matematica grega nos
trabalhos de Tales de Mileto.

O Capitulo 2, apresenta um estudo completo de trés dos teoremas atribuidos a
Tales. Previamente, sdo desenvolvidos os conceitos geométricos necessarios para aborda-
los.

O Capitulo 3, contém cinco atividades, realizadas com os alunos do 9° ano da
Escola Municipal Professora Rosangela Duarte Faria, do Municipio de Rio das Ostras.
Seguindo as diretrizes dos PCNs Brasil (1998), foram realizadas atividades de motivacgéao,
de carater experimental fora da sala de aula e de cunho teérico. Porém, todas elas tinham
como objetivo: mostrar a aplicabilidade da teoria estudada, despertando o interesse e a
capacidade de investigacao dos alunos.

O Capitulo 4, sugere atividades complementares, envolvendo os trés enunciados
do Teorema de Tales tratados no Capitulo 2. As atividades sao problemas contextualizados
selecionados de livros e provas de admissdo. Ha também propostas de uso do software
Geogebra como ferramenta de apoio para mostrar aos alunos que todos os teoremas que
foram apresentados a eles sdo validos.

O Capitulo 5 inclui as consideragoes finais deste trabalho.
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Capitulo 1

Resenha Historica

Estou certo de que nenhuma outra disciplina perde mais do que a Mate-
matica quando dissociada de sua historia.

Glaisher, (BOYER, 2012)

Geometria € um dos ramos mais antigos da Matematica na histéria da humani-
dade, provavelmente as antigas civilizacées usaram técnicas geométricas desde antes do
alvorecer da histéria registrada.

Inicialmente, a geometria se originou da necessidade préatica de medir a terra; a
palavra “geometria” significa “medicao da Terra”. Certamente, para a medi¢ao de fronteiras
e para construgdo de edificios, os seres humanos precisaram ter algum mecanismo e
instinto para calcular distancias, angulos e altura.

Com o desenvolvimento das civilizagdes, esses instintos foram aumentados por
meio de observagoes e procedimentos adquiridos com a experiéncia, experimentacao e
intuicdo. Os babilénios eram certamente gebmetras qualificados, e os egipcios desen-
volveram uma rica e complexa matematica baseados em torno de agrimensura, embora,
nenhum deles estivesse interessado em descobrir os axiomas e principios que regem a
geometria, pois seus objetivos eram mais praticos. Os matematicos egipcios nao tinham
estrutura para a sua geometria, apenas um conjunto de regras e solugdes destinadas a
circunstancias especificas, tais como o céalculo do volume de uma pirdmide truncada e o
uso da tentativa e erro para se chegar a uma aproximacao. Ambas culturas lancaram as
bases para a geometria que influenciou os gregos.

No periodo entre 800 a.C e 800 d.C, a atividade intelectual das civiliza¢gdes no Egito
e Mesopotamia estavam perdendo seu entusiasmo, e aos poucos sua lideranga intelectual
foi se deslocando para a beira do Mediterraneo. Ambas culturas passariam suas informa-
cbes para os gregos, que rapidamente assumiram a hegemonia cultural, ndo s6 na regiao
mediterranea, mas também nos principais vales fluviais.

A histéria grega pode ser contada a partir do século Il a.C quando, invasores incul-
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tos oriundos do norte, conquistaram o mar. Nao tinham tradicao literaria ou matematica,
porém tinham um anseio em aprender. E ndo demoraram a aprimorar tudo o que Ihes en-
sinaram e ao contrario dos egipcios, que usavam a geometria apenas para resolver seus
problemas, os gregos, encontravam prazer na contemplacao de relacdes ideais, e amavam
a ciéncia como ciéncia (CAJORI, 2007).

O inicio da historia da geometria grega nao esta clara, porque nao ha fontes origi-
nais de informacao, apenas fontes secundarias escritas muitos anos apds o periodo inicial.
Segundo estes relatos, a partir do século VI a.C, surgiriam os nomes dos grandes matema-
ticos gregos: Tales, Pitdgoras, Euclides e Arquimedes, aos quais sao atribuidos um namero
grandioso de descobertas matematicas. Com eles se inicia a construgcdo e demonstragao
de teoremas via uma sequéncia de deducdes rigorosas a partir de algumas suposicoes
iniciais explicitamente enunciadas (axiomas). Esse processo, é o chamado método postu-
lacional, que se tornou a verdadeira esséncia da matematica moderna (EVES, 2008).

1.1 Tales de Mileto

Tales de Mileto, é considerado o pai da geometria. Dedicou-se durante sua meia
idade ao comércio, razao a qual o levou ao Egito. Passando alguns anos |a, estudou com
sacerdotes egipcios as ciéncias matematicas, fisicas e astronémicas.

Na verdade o que se sabe sobre Tales de Mileto é muito pouco, pois ele ndo deixou
registros de seus feitos. Uma histéria da geometria desse periodo foi escrita por Eudemo,
aluno de Aristoteles, que também perdeu-se no tempo. Essa histéria era muito conhecida
por Proclo, historiador e fildsofo neoplaténico (410 - 485), que nos deixou muitas anotacoes
em seus comentarios sobre o primeiro livro de Euclides.

...primeiro foi ao Egito e de la introduziu esse estudo na Grécia. Descobriu
muitas proposicoes ele proprio, e instruiu seus sucessores nos principios
que regem muitas outras, seu método de ataque sendo em certos casos
mais geral, em outros mais empirico.

Proclo, (BOYER, 2012)

O nascimento de Tales é datado com base no eclipse de 585 a.C, que segundo
Herddoto foi previsto por Tales, provavelmente quando ele tinha 40 anos. E estima-se que
ele morreu aos 78 anos. Muitas duvidas existem sobre a veracidade da histéria de que
Tales previu tal eclipse e deve ser considerada nada mais do que uma simples anedota, ja
que ele acreditava que o0 nosso planeta era um disco flutuando sobre o oceano.

Tales foi fundador da escola jonica e cabe a ele a honra de ter introduzido na Grécia
o estudo da geometria. Durante sua meia idade dedicou-se ao comércio visitando assim
o Egito, de onde absorveu o maximo que péde dos conhecimentos matematicos, e entdo
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aperfeicoou seus conhecimentos geométricos aplicando-lhes a l6gica dedutiva e as de-
monstracdes. Sao atribuidos a Tales a prova de alguns dos teoremas mais importantes da
geometria:

* Um circulo é dividido em duas partes iguais por seu diametro;
* Os angulos da base de um tridngulo is6sceles sao iguais;
« Angulos opostos pelo vértice sdo iguais;

+ Se dois triangulos possuem, respectivamente, um lado e dois angulos adjacentes a
ele congruentes, entdo os triangulos sdo congruentes.

« Um ponto da circunferéncia forma com os extremos do didmetro da mesma, segmen-
tos perpendiculares;

+ A hipotenusa de um tridngulo retdngulo é também o didmetro da circunferéncia que
circunscreve esse triangulo;

+ Um feixe de retas paralelas determina em retas transversais segmentos proporcio-
nais.

« Num tridngulo quando tragada uma reta paralela a um dos lados que intersecte os
outros dois lados, ficam determinados nesses lados segmentos proporcionais.

Todos esses resultados parecem simples e intuitivos e alguns deles ja eram conhe-
cidos pelas civilizagdes pré-helénicas. S&o, no entanto, atribuidos a Tales, assim como as
tentativas de demonstra-los. Ocorre, com Tales, uma mudanca de perspectiva no sentido
de organizar a geometria como estudo abstrato e dedutivo, (ROSS, 2014).

Conta-se que numa das visitas de Tales ao Egito, ele calculou, quando desafiado,
a altura da piramide de Quéops utilizando seu conhecimento em semelhanga de triangulos
e o ultimo teorema citado acima.

Os ultimos teoremas citados sao conhecidos aqui no Brasil, em livros didaticos
de 9° ano, como Teorema de Tales e sua consequéncia e é ensinado neste mesmo ano
de escolaridade do ensino fundamental. Tal teorema e sua consequéncia sdo objetos de
estudo deste trabalho.
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O Teorema de Tales

Quando em geometria falamos do Teorema de Tales, devemos deixar claro a qual
deles nos referimos. Na histéria, o Teorema Tales aparece de diferentes formas, ha for-
mulagdes que usam distancias, outras medidas algébricas ou vetores, porém quase todas
relacionadas a uma figura formada por duas secantes e linhas paralelas ou a uma figura re-
lacionada a dois triangulos semelhantes. O livro VI dos Elementos de Euclides nos fornece
a primeira citagdo na historia destes teoremas.

Durante pesquisas bibliograficas, encontramos pelo menos trés teoremas comu-
mente denominados com 0 nhome do matematico grego,

» O teorema de Tales sobre um triangulo retangulo que tem como hipotenusa o diame-
tro de um circulo;

» O teorema de Tales sobre as propor¢des originadas pela intersecgdo de um feixe de
retas paralelas.

+ O teorema de Tales também sobre proporcdes, porém a proporcao é formada entre
os segmentos determinados nos lados de um tridngulo.

O primeiro ndo muito conhecido aqui no Brasil com esse nome, relaciona a hipotenusa
do triangulo retangulo com o didmetro de uma semicircunferéncia que circunscreve esse
triangulo. O segundo teorema refere-se ao teorema de Tales que esté nos livros didaticos
de 9° ano aqui do Brasil de acordo com Almeida (2013), que estuda as retas paralelas
cortadas por transversais. Enquanto o ultimo teorema se refere aos segmentos formados
quando num triangulo dois lados séo intersectados por uma reta paralela ao terceiro lado
do triangulo. O segundo € o terceiro teoremas sdo objetos de estudo desta dissertacao,
sendo muito similares e até se confundem ao serem aplicados, inclusive um pode ser
considerado como consequéncia do outro.

A questdo da proporcionalidade era de grande importancia para os gregos, pois
seu uso era comum na arquitetura e na agrimensura. Por conta disso, valoriza-se a ideia
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de que a primeira sistematizacdo da geometria gira em torno da questao tratada por esses
dois ultimos teoremas. Segue abaixo algumas maneiras como sao citados estes teoremas
em outros paises de acordo com (PATSOPOULOS; PATRONIS, 2006).

» Na ltalia: Os segmentos determinados por um feixe de retas paralelas sobre duas
transversais sao diretamente proporcionais;

» Na Espanha: Se cortarmos duas retas quaisquer por varias retas paralelas, os seg-
mentos correspondentes determinados em ambas, sdo proporcionais;

» Na Alemanha: O teorema de Tales é conhecido como teorema dos feixes de retas
concorrentes e enunciado: se um feixe de retas concorrentes é cortado por duas
retas paralelas entdo a raz&do entre as medidas dos segmentos determinados por
uma reta do feixe € igual a razdo entre as medidas dos segmentos correspondentes
determinados sobre qualquer outra reta do feixe.

Observe que, apesar de na esséncia serem 0 mesmo teorema, ha algumas dife-
rengas nos enunciados descritos acima. Enquanto na Italia e Espanha o teorema cita um
feixe de retas paralelas e duas retas transversas, na Alemanha cita-se apenas duas retas
paralelas e um feixe de retas transversas. Apresenta-se na Figura 1, a forma como os dois
casos podem ser descritos.

—— G g

tlislitlu ril's

(a) Teorema de Tales na ltdlia e Espa- (b) Teorema de Tales na Alemanha
nha

Figura 1 — Teorema de Tales em outros Paises.

Nos casos acima teriamos, respectivamente, as razdes
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A sequir, estes dois teoremas serdo enunciados e demonstrados, pois segundo
Polya (1995) entre os dez mandamentos para professores de Matematica aprender a de-
monstrar € um deles.

2.1 O Teorema de Tales no Circulo

Segundo historiadores, matematicos indianos e babilénicos conheciam este teo-
rema, e Tales tomou conhecimento deste em uma de suas viagens para a Babilénia. O
teorema ¢é atribuido a Tales, porque segundo fontes antigas, ele foi o primeiro a prova-lo
usando um de seus proprios resultados, que dizem que, os angulos da base de um trian-
gulo isGsceles sao iguais, e que a soma dos angulos de um tridngulo é igual a dois angulos
retos. Em alguns paises como por exemplo a Alemanha, o nome Teorema de Tales é dado
ao seguinte enunciado:

Teorema 2.1 Um angulo inscrito em um semicirculo € um angulo reto. Heat (1981). Isto €,
se AC' é o didmetro de uma circunferéncia e B é outro ponto da circunferéncia (diferente
de A e C), entdo o angulo ABC' é um angulo reto.

Demonstracao 2.1 Consideremos o AABC como mostra a Figura 2

—— B
.,,-"/ i e
{/ - /'/;14&\-\
4 -~ f BN
'l’ N,

.,
\
",
",
\
, Y

{ / /"// .f'; \
A a / B A
Al . & c

Figura 2 — Teorema de Tales no Circulo.

Desde que OA, OB e OC s&o raios do mesmo circulo, entdo OA = OB = OC.
Logo, AOAB e AOBC s&o isésceles. Assim, os angulos

OAB=0BA=a e OBC=0CB-=3§
Por outro lado, a soma dos angulos internos de um tridngulo somam 180°, logo da

Figura 2,
a+(a+p)+ 6 =180°.
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Que significa que:
20 + 26 =180°

que é equivalente a
a+5=90°.

O que mostra que o dngulo do vértice B tem 90 °.

2.2 O Teorema de Tales de Segmentos Proporcionais

Segundo Bongiovanni (2007),

A questao da proporcionalidade era de grande importancia para os gregos,
principalmente na arquitetura e agrimensura. Por isso, conjectura-se que a
primeira sistematizacao da geometria pode ter sido em torno da proporci-
onalidade dos segmentos determinados por um feixe de retas paralelas e
outro de retas transversais. Essa questao por muitos séculos foi denomi-
nada de Teorema dos Segmentos Proporcionais.

A primeira publicagdo de que se tem noticia e que substitui o0 nome de
“Teorema dos Segmentos Proporcionais” pelo “Teorema de Tales” € o livro
francés Eléments de Géométrie de Rouche e Comberousse (reedicdo de
1883).

Este teorema € um dos postulados mais basicos da geometria, pois serve como
fundamentagao dos conceitos geométricos tais como:

+ Semelhanga;
» Trigonometria, justificando as definicbes de seno, cosseno e tangente de um angulo;

» Seccdes de um sélido por um plano paralelo a base;

assim como, faz parte dos conteudos relacionados ao 9° ano do Ensino Fundamental se-
gundos as diretrizes dos PCNs (BRASIL, 1998).

Seguindo a linha de estudos de Crowley (1994) que cita 0 modelo Van Hiele de
desenvolvimento do pensamento em geometria identificando o nivel de maturidade geo-
métrica dos alunos e tem como ideia principal que esse alunos progridam de acordo com
uma sequéncia de niveis de compreensao de conceitos, a seguir veremos alguns conceitos
necessarios antes que os alunos tenham contato com teorema de Tales de segmentos
proporcionais.

Definicao 2.1 (Retas Paralelas) Duas retas sdo paralelas (simbolo; //) se, e somente se,
sS40 coincidentes (iguais) ou sdo coplanares (sao retas que estdo no mesmo plano e podem
ser paralelas, concorrentes ou coincidentes) e ndo tém nenhum ponto comum, observemos
a Figura 3. (DOLCE; POMPEO, 2001)
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N
- N

5 -
= bastao
N \I\ \\\

sombra

piramide

Figura 3 — Retas paralelas.

Vamos observar o mapa abaixo de parte do bairro Costazul em Rio das Ostras, RJ:

Figura 4 — Representacao de retas paralelas em Mapa de bairro da cidade de Rio das
Ostras. Fonte: Google Maps.

Na Figura 4 observemos que a avenida Almirante Heleno Nunes e a rua Alfredo
Pessegueiro do Amaral sdo ruas que podem representar retas paralelas, pois ndo tem
ponto em comum.

Definicao 2.2 (Razdo) Razdo entre dois numeros é o quociente entre eles.

Como exemplo, a razdo entre os numeros x e y pode ser representada por x + y
xr L g . ~

ou por —, com y # 0. No nosso cotidiano usamos o conceito de razdo quando queremos
)

fazer comparagdes entre duas quantidades.
Suponha por exemplo que uma fabrica de lampadas produz mensalmente 8000

unidades e que destas 20 apresentam defeito de fabricagdo. Desta forma a razdo entre o
numero de lampadas defeituosas e o total de lAmpadas produzidas nesse més e de

20 lampadas defeituosas 1 lampadas defeituosas
8000 lampadas produzidas 400 lampadas produzidas
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Outro bom exemplo de razéo é o de mercadorias com embalagens de quantidades
diferentes. Suponha que num supermercado ha duas embalagens diferentes da mesma
marca de sabdo em p6. A embalagem com 2,5 kg custa R$10, 75, logo a razédo entre o

Y

valor cobrado e a massa da embalagem é = 4, 3 reais/kg, e a embalagem com 3, 8

17,10

Y

kg custa R$17, 10, assim a razdo entre o preco e massa é de

= 4,5 reais/kg. Desta

forma verifica-se que a compra da embalagem de 2, 5 kg é mais econémica.

Definicao 2.3 (Proporcdo) Proporgao é a igualdade de duas razées. Dadas as razbes g e

z , ~ , T z ., ~
—, comy e w diferentes de zero, entao a igualdade — = — é chamada proporg¢éo, onde y
w w

e z sdo chamados meios da proporgdo e x e w S4o conhecidos por extremos.

Da igualdade anterior, tem-se uma propriedade conhecida como propriedade funda-

mental das proporg¢des que diz que o produto dos meios é igual ao produto dos extremos.

T z

—=— &= yz=2w

Y w
Como exemplo, suponha que certa receita de bolo necessite de 4 ovos para cada 500
g de farinha. Se quisermos fazer a mesma receita usando 16 ovos, precisaremos mudar
a massa da farinha. Como a receita é a mesma, a razdo entre o numero de ovos e a

quantidade de farinha deve também ser a mesma. Calculando a quantidade de farinha,

temos que:
4 ovos B 16 ovos
500 g de farinha  z g de farinha
1
Logo, z = (Lfoo) = 2000 g de farinha

Teorema 2.2 Se duas retas sdo transversais a um feixe de retas paralelas, entao a ra-
z80 entre dois segmentos quaisquer de uma delas é igual a razdo entre 0s respectivos
segmentos correspondentes na outra.

54 &

vyl

Bl’

Figura 5 — O Teorema de Tales 2.2 (Segmentos Proporcionais)
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Se r//s//t, conforme a Figura 5, tem-se que os segmentos CB, BA, C'B" e B'A’
sdo, nesta ordem proporcionais, isto é,

CB (C'B
BA BA

Demonstracao 2.2 Uma prova direta, Neto (2012) , que pode ser trabalhada no nivel do
Ensino Fundamental ou Médio, seria a prova incompleta dos pitagoricos que supbe que
todos os segmentos sdo “comensuraveis” (dois segmentos AB e C'D sdo comensuraveis
se, existem um segmento u e dois inteiros m e n tais que AB = m.u e CD = n.u.

Em outras palavras, nesta prova ndo sera incluido o caso em que algum dos mem-
bros é um numero irracional, pois teriamos que utilizar de conceitos de limite que é o
conceito mais fundamental do Calculo Diferencial e Integral e que nao faz parte do objetivo
desta dissertacgao.

Figura 6 — Demonstrando o Teorema 2.2.

Na Figura 6 observando o trapézio ABC'A’, temos os seguintes casos:

e Se AB = BC, pelo teorema da base média de um trapézio, teriamos que A'B’ =

B'C'. Assim
AB A'B’

BC B b

* Se B—g € um numero comensuravel, digamos ; como exemplo. Dividamos entao
os segmentos AB e BC' respectivamente em duas e trés partes iguais, obtendo os pontos
X,Y e Z emu, tais que

X=XB=BY=YZ=7C

Se tracarmos por X, Y e Z paralelas as retas r, s e t, as quais interceptam v’ respectiva-
mente em X', Y’ e Z', entdo mais trés aplicagbes do teorema da base média do trapézio
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garantem que
AX =X'B =BY' =Y'7'=7'C'

e, dai,
AB 2 . A'B 2
BC 3 B'C" 3

Prosseguindo esse raciocinio, suponha agora, que fosse B0 = comom,n € N.
n
Entdo uma pequena modificagdo do argumento acima (dividindo inicialmente, AB e BC'

emm e emn partes iguais, respectivamente) garantiria que
AB  m

AB m N B
BC n B'C'  n
De outra forma, a relagcéao
AB AP
BC — B'C

é valida sempre que o primeiro (ou o segundo) membro for racional.
Para exemplificar o Teorema 2.2 o seguinte problema foi retirado do livro Centurion

e Jakubovic (2012):

Exemplo 2.1 Valdemar tem um terreno na forma de um trapézio. Um riacho paralelo a
estrada em que se situa divide o terreno em duas partes, como mostra a Figura 7. Ele
ja cercou quase todo o limite externo do terreno e so falta o trecho z, determine essa

medida x

estrad

) g R

I

Figura 7 — Terreno na forma de trapézio, exemplificando o Teorema 2.2.

Da Figura 7 destacamos as retas suportes das bases do trapézio r € s, e a reta
suporte do riacho ¢, tais que segundo o enunciado r || s || t. E também tem destaque
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as retas a e b transversas aquelas paralelas, onde estao determinados os segmentos de
medidas 60m, 20m, x e 15m.

A D
;
60m X
B E
t
20m 15m
& F
s
a b

Figura 8 — Aplicando o Teorema 2.2 no Exemplo 2.1.

Pelo Teorema 2.2 e conforme o esquema feito na Figura 8, temos que

AB _ DFE
BC EF
ou seja:
60 T
20 15:> Oz =900 =« 5

Portanto, o trecho que falta para Valdemar cercar tem 45m.

2.3 Teorema de Tales no Triangulo

Segundo a pesquisa de Almeida (2013) sao muitos os livros didaticos do 9° ano que
citam este teorema como uma consequéncia do Teorema de Tales 2.2, e usam este para
a resolugao de exercicios contextualizados ou ligados a realidade. De fato, neste trabalho
€ destacado sua aplicabilidade, pois como a propria histéria conta, o proprio Tales fez uso
deste teorema para medir a altura da piramide de Quéops.

Teorema 2.3 (Teorema de Tales no Triangulo) Se uma reta é paralela a um lado de um
tridngulo de modo que intercepte os outros dois lados em pontos distintos, entao esses
dois lados s&o divididos na mesma razdo (MOISE; DOWNS, 1971).
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Figura 9 — O Teorema de Tales 2.3 (No Tridngulo).

Em outras palavras, dado ANABC da Figura 9, de modo que uma reta paralela ao lado BC
intercepta os lados AB e AC, respectivamente, nos pontos D e E, entdo

AD AE
DB EC’
Demonstracao 2.3 A seguir trés formas de provar o Teorema 2.3:

Prova 1 (Usando Areas): Uma demonstragdo a nivel elementar é usando método das
dreas, (MOISE; DOWNS, 1971).

De fato, construimos os segmentos BE, CD e os segmentos DM 1. AC e EN L
AB, como na Figura 10.

Figura 10 — Demonstrando o Teorema 2.3 usando areas.
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Considerando a area do tridngulo como o semi-produto da base pela altura do
mesmo, temos que

, AD x EN
Area(AADE) 9 _AD 2.1)
Area(ADBE) DB xEN — DB '
2
e
) AE x DM
Area(AADE) 9 _AE (2.2)
Area(ADCE) ECXxDM — EC '
2

Porém, os tridngulos ADBE e ADCE compartilham a mesma base DE e como DE ||
BC as alturas desses tridngulos sao iguais. Assim

Area(ADBE) = Area(ADCE)

Consequentemente, de 2.1 e 2.2 temos

Area(NADE)  Area(AADE) AD AFE
— = — — =
Area(ADBE)  Area(ADCE) DB EC

Podemos observar que a demonstragcdo acima contempla o caso em que 0s seg-
mentos s&o incomensuraveis ndo necessitando do uso de fundamentos do calculo diferen-
cial e integral, como seria necessario na demonstracdo do teorema de Tales de segmentos
proporcionais ja vista nesta dissertacdo.

Prova 2 (Contraposicao): Outra demonstracdo muito interessante é feita por contrapo-

sicdo. Vamos observar a Figura 11 e provar que se M N néo é paralelo a BC, entdo as

razé AM AP ndo sdo iguais. O que seria equivalente a dizer que se AM-_ AP
azoes 5 = € 5 guais. O q q g9 MB  PC

entdo MP || BC.

Figura 11 — Demonstrando o Teorema 2.3 por contraposi¢cao

Seja a reta r intersectando os lados AB e AC no AABC nos pontos M e N,

AM AP -
respectivamente, tal que VB PO Precisamos mostrar que M P || BC.
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Assumindo M P}t BC'. Entéo deve existir outra reta que passe por M de modo que
passe por algum ponto N que pertence a AC, de modo que esta reta seja paralela a BC'.
Entédo, seja M N || BC.

Se MN || BC, pelo teorema de Tales, temos que

AM AN (2.3)
MB NC '
Mas ja foi dado que
AM AP (2.4)
MB  PC '
De (2.3) e (2.4) , temos que
AN AP (2.5)
NC  PC '
Que adicionando convenientemente 1 a ambos os membros da igualdade, nos da
AN n NC AP n pPC
NC NC PC  PC
Logo, p y
N+ NC P+ PC
TANC_ Ay (2.6)

NC PC
Consequentemente, substituindo (2.5) em (2.6) temos

NC = PC

Que so é possivel se N = P, isto é, se MN = M P, logo se M N pertencer a reta

r.

Prova 3 (Proporgoées): Esta é a primeira demonstragdo do teorema que aparece registrada
trés séculos apos Tales, na proposi¢do 2 do livro VI dos Elementos de Euclides (300 a.C)
e se apoia na teoria das proporcées de Eudoxo apresentada no livro V de Euclides. Esta
forma de demonstrar faz uso do Teorema 2.2, e a que usualmente aparece nos livros
didaticos de 9° ano.

De fato, na Figura 12, tracaremos uma reta s paralela ao lado BC e consequente-
mente paralela a reta r, tal que A € s. Observe a Figura 12 na préxima pagina:
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Figura 12 — Demonstrando o Teorema 2.3 usando proporgoes.

Desta forma pelo Teorema 2.2, temos que
AD AFE
DB EC

2.4 Outras Variacoes do Teorema de Tales

Teorema 2.4 (Teorema da Bissetriz Interna) A bissetriz interna de um tridngulo, divide o
lado oposto em segmentos proporcionais aos lados adjacentes.

Em outras palavras, no NABC da Figura 13, se AD é bissetriz de B//E“ entao

BD CD
AB  AC

B D C

Figura 13 — O Teorema 2.4 (Bissetriz Interna).
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Demonstracdo 2.4 Como em Morgado, Wagner e Jorge (2002), consideraremos AD a
bissetriz interna do angulo A. A seguir, prolonguemos o lado AB e tracemos CE paralela
a AD, conforme a Figura 14:

Figura 14 — Demonstrando o Teorema 2.4.

Entao, temos:

Py

T = z(dngulos correspondentes) (2.7)

Py

x = y(dngulos alternos internos) (2.8)

Portanto, de 2.7 e 2.8 acarreta que y = .

Como os angulos AEC e ACE sdo congruentes, usando a propria descoberta de Tales,
que diz que um tridngulo isésceles possui 0s angulos da base congruentes, temos que o
NACE é isésceles de base CE, logo

DB AB

DC  AE
e como AE = AC, conclui-se que

DB AB

DC — AC

A seguir exemplificamos o teorema anterior, com o problema retirado do livro (JuU-
NIOR; CASTRUCCI, 2009).
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Exemplo 2.2 Calcule o valor de =, sabendo que BP é bissetriz do 4ngulo B na Figura 15.

Figura 15 — Exemplificando o Teorema 2.4.

Se BP é bissetriz do angulo B, entdo pelo teorema da bissetriz interna, temos que
0s segmentos determinados por esta bissetriz no lado AC s&o proporcionais aos lados BA
e BC do triangulo ABC. Assim:

cr AP
BC  AB

B~ w
810

8
Logo, 7 = —
0go, = = 3

Teorema 2.5 (Teorema da Bissetriz Externa) De acordo com Junior e Castrucci (2009).
Se a bissetriz de um angulo externo de um tridngulo intercepta a reta que contém o lado

oposto, entdo ela divide este lado oposto externamente em segmentos proporcionais aos
lados adjacentes.

Figura 16 — O Teorema 2.5.

Em outras palavras, no ANABC, se AD é bissetriz do 4ngulo C@ entdo

AB _ BD
AC  CD
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Demonstracao 2.5 Segundo Morgado, Wagner e Jorge (2002), considerando a bissetriz
do 4ngulo externo A e tracejando CD paralela a AD, como mostra a Figura 17,

Figura 17 — Demonstrando o Teorema 2.5.

Consequentemente,

T = Z(angulos correspondentes) (2.9)

T = y(dngulos alternos internos) (2.10)

Assim, de 2.9 e 2.10 ocorre que § = Z.

No ANACFE, Figura 17, tem desta forma os 4ngulos ACE e AEC congruentes. Desta forma
utilizando novamente a descoberta de Tales, que um tridngulo isosceles tem os dngulos

da base congruentes, temos que o ANACE é isésceles, logo pelo teorema de Tales de
segmentos proporcionais, temos que:

AB  BD

AE  CD’
e como AE = AC, acarreta

AB  BD

AC  CD

Para exemplificar o teorema anterior foi retirado de Dolce e Pompeo (2001) o se-
guinte problema:

Exemplo 2.3 Se AP é bissetriz do 4ngulo externo em A, determine x na Figura 18 da
pagina seguinte.
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Figura 18 — Exemplificando o Teorema 2.5

Utilizando o Teorema 2.5 da bissetriz externa, temos que

AC  PC 8 12+u

AB_PB 6 12

Logo, = = 4.
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Capitulo 3

Atividades Aplicadas em Sala de Aula

Tendo em vista que o tratamento contextualizado do conhecimento € um auxilio que
a escola tem para mudar o aluno de sua condigdo de ser passivo para ser ativo segundo
Leite (2013), e ainda de acordo com Almeida (2013) notando alguma caréncia nos livros
didaticos de 9° ano quanto ao teorema de Tales de segmentos proporcionais e no triangulo,
este capitulo contém as descricbes das atividades aplicadas aos 35 alunos matriculados
em uma das turmas do 9° ano da Escola Municipal Professora Rosangela Duarte Faria, do
Municipio de Rio das Ostras/RJ.

As atividades sobre o teorema de Tales 2.2 e 2.3 foram realizadas, num periodo
de 3 semanas do més de setembro de 2013, totalizando 16 tempos de aula de 50 minutos
cada um. Veremos também registrados neste capitulo os objetivos das atividades e alguns
dialogos.

Os alunos foram nomeados pela letra A, seguido de uma sequéncia de numeros de
1 a 35, representados por A1, A2, ... sucessivamente.

Os conteudos pré requisitados aos teoremas de Tales 2.2 e 2.3, ou seja, retas para-
lelas, razao e proporgao foram trabalhados anteriormente ao inicio das atividades descritas
neste capitulo. As definicbes desses conceitos, relatados no capitulo 2, foram relembrados
aos alunos e também foram aplicadas exercicios para melhor fixagdo das definicoes. Tais
exercicios nao estao relatados nesta dissertacao.

3.1 Atividade 1 - Investigando a Matematica

Para entender que os mais diversos assuntos relacionados a Matematica foram de-
senvolvidos ao longo de muitos anos, foi realizada uma conversa sobre a historia seguida
de um debate. Desta forma fez-se entender que nem tudo relacionado a esta disciplina ja
estava previamente escrito, quebrando assim o pré conceito que tinham.
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3.1.1 Descrigao

Apos analise historica, os alunos relacionaram os assuntos mais interessantes que
envolvem curiosidade e necessidade de aprendizagem para seu ano letivo. Foi sorteado
temas em que deveriam pesquisar, estudar e apresentar para a classe.

3.1.2 Objetivos

» Causar a interacao e participacéao dos alunos.

» Fazer com que eles tenham compreensao histérica dos conteidos matematicos pré-
selecionados.

» Buscar neles o interesse por conhecer um pouco mais sobre a Histéria da Matematica

» Reapresentar conteudos matematicos ja conhecidos pelos alunos e apresentar ou-
tros conteldos que sao de uso cotidiano porém nunca foram vistos em sala de aula,
como Logica e Estimativas, mostrando a eles que é possivel aprender Matematica
por meio de sua historia.

3.1.3 Desenvolvimento da Atividade

A atividade foi feita em grupos de dois alunos e os assuntos foram sorteados. Foi
deixado que eles folheassem os livros livremente durante trés tempos de aula, 2 horas
e 30 minutos, e fizessem suas anotagoes, pois as duplas apresentariam na semana se-
guinte, na forma de seminério, o que foi entendido sobre o assunto. Sugeriu-se a eles que
pesquisassem algo mais em casa para enriquecer o trabalho.

3.1.4 Material Necessario

Os alunos usaram os exemplares das colec¢des de livros paradidaticos:

1- “Vivendo a Matematica” da Editora Scipione, 2000 de Nilson José Machado, Luiz Marcio
Imenes e Marcelo Lellis.

Légica? E légico!, (MACHADO, 2000a);

Medindo Comprimentos, (MACHADO, 2000b);

Os Poliedros de Platdo e os Dedos da Mao, (MACHADO, 2000c);

Poligonos, Centopeias e outros Bichos, (MACHADO, 2000d);
» Os Numeros na Histéria da Civilizagao, (IMENES; LELLIS, 2000);

» Geometria dos Mosaicos, (LELLIS; IMENES, 2000);
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e

2- “Atividades e Jogos com” da Editora Scipione, 1998 de Marion Smoothey com tradugéo
de Antonio Carlos Brolezzi e Sérgio Quadros.

* Numeros, (SMOOTHEY, 1997i);

« Areas e Volumes, (SMOOTHEY, 1997b);
* Quadrilateros, (SMOOTHEY, 1997));

* Formas, (SMOOTHEY, 19979);

* Razao e Proporcao, (SMOOTHEY, 1997k);
« Angulos, (SMOOTHEY, 1997a);

» Graficos, (SMOOTHEY, 1997h);

» Escalas, (SMOOTHEY, 1997d);

* Circulos, (SMOQOTHEY, 1997c¢);

» Estimativas, (SMOOTHEY, 1997f);

+ Estatistica, (SMOOTHEY, 1997¢);

« Triangulos, (SMOOTHEY, 19971).

Esses exemplares foram escolhidos pela excelente abordagem dos assuntos peda-
gogicos, usando uma linguagem facil e levando o aluno a uma leitura cativante. E também
foram de facil obtencéo, pois foram cedidos gentiimente pela Coordenadoria Pedagogica
de Matematica da Casa de Educacgao de Rio das Ostras.

A ideia inicial era usar também as ferramentas de pesquisa da internet, porém como
a escola é nova, inaugurada no mesmo ano que a realizagao da atividade com os alunos,
tal recurso ainda n&o estava disponibilizado.

3.1.4.1 Culminancia da Atividade

A proposta inicial era que os alunos fizessem uma apresentagao expositiva do que
havia sido entendido em cada um dos livros, porém os alunos relutaram muito em fazer tal
apresentacao, pois teriam que falar para toda a turma a frente do quadro como se fosse
uma aula. Alguns tinham vergonha e outros pavor da ideia. Entao foi resolvido o problema
fazendo uma mesa redonda, onde cada grupo explanaria o que entendeu sobre 0 assunto
estudado. Os alunos também entregaram um resumo por escrito sobre o livro lido.

A seguir alguns dos resumos apresentados pelos alunos:
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Do Livro “Numeros” Smoothey (1997i), os alunos A22 e A30 apresentaram o se-
guinte resumo (Figura 19):
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Figura 19 — Resumo dos alunos A22 e A30

Podemos notar pelo texto da Figura 19 que os alunos A22 e A30 conseguiram
entender que 0os numeros binarios ndo sao convenientes para o uso cotidiano porém tem
sua utilidade no ambito computacional.

Do Livro “Areas e Volumes” Smoothey (1997b) os alunos A4 e A18 apresentaram o
seguinte resumo 20:
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Figura 20 — Resumo dos alunos A4 e A18.

Podemos perceber que os alunos A4 e A18 compreenderam o sentido que pode-se
calcular areas de figuras através das areas de uma figura mais simples, o quadrado. E que
se um quadrado tem lado medindo 1cm, 1m ou 1km entdo ele tem area de 1cm?, 1m? ou
1km?, respectivamente.
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Do Livro “Os Numeros na Histéria da Civilizacdo” Imenes e Lellis (2000), os alunos
A12 e A33 apresentaram o seguinte resumo 21:
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Figura 21 — Resumo do aluno A12 e A33.

Conseguimos observar que os alunos A12 e A33 compreenderam como foi desen-
volvido o habito de contar e utilizar simbolos representando quantidades. E que através
dos tempos, estes simbolos chamados algarismos, foram sendo modificados.

3.1.4.2 Dialogos

Passados alguns minutos da entrega dos livros aos alunos, alguns deles se torna-
ram um pouco inquietos e ocorreram até algumas agressdes verbais entre eles. Porém
aconteceram outros didlogos bem produtivos como podemos ver abaixo:

+ A3: Caramba nao é que o que Paulo falou é verdade! A Matematica tem histéria.
Olha essa parada aqui do xadrez! (A3 estava lendo o livro de Machado (2000c),
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entdo intervi.)

* Paulo: Realmente A3, a Matematica tem histéria, porém quanto ao que vocé leu
sobre o0 jogo de xadrez, o livro refere-se a uma lenda, ou seja, € uma narragao ficticia.

+ A12: Isso mesmo, Paulo! No livro que estou lendo, esté falando sobre a criagao dos
numeros. Como as pessoas que viviam nas cavernas faziam para contar, se nao
tinham numeros, telefone celular, tablet, nem nada.

« A31: O nosso livro ta falando sobre a historia das palavras também, professor. Como
as palavras sdo montadas usando outras palavras de outras linguas. N6s vimos isso
em Portugués!

+ A8: Mas Paulo. N6s também vamos ter que aprender outras linguas para aprender
mais de Matematica, como nosso livro falou (dela e de A31).

» Paulo: Explique-se melhor A8, pois apesar de ter lido todos os livros ndo consigo
lembrar de tudo o que esta escrito em cada um.

» A8: Tipo assim, Paulo. Estou com o livro de Machado (2000d) e aqui a professora da
histéria diz que muita palavras sdo originadas do grego, latim, hindu e arabe. Nunca
nem ouvi falar nessas linguas, professor. Latim e hindu!

» Paulo: Bem, A8 levantou uma questao, alguém sabe responder?

+ A21: Paulo, latim é aquela lingua que as vezes o Papa reza e faz suas oracdes, nao

s

é"?

* Paulo: Muito bem lembrado A21, alguém quer acrescentar algo? (siléncio) Bem,
realmente o Papa também fala latim. Latim € uma lingua que foi falada em Roma
entre os séculos Il a.C e X d.C. J& o hindu é uma das linguas oficiais da india. A
outra é o inglés. Com isso, vamos voltar ao que interessa que é nossa atividade.

3.2 Atividade 2 - Medindo o Inacessivel

Esta é uma atividade pratica na qual assim como Tales de Mileto, os alunos devem
calcular a altura de um objeto inacessivel usando a proporcionalidade entre os compri-
mentos das sombras e as alturas de objetos verticais ao solo. Nesta atividade o objeto
inacessivel foi um poste na prépria escola, onde eles calcularam sua altura usando ape-
nas lapis, papel, trena e calculadora.



Capitulo 3. Atividades Aplicadas em Sala de Aula 43

3.2.1 Descrigao

Como seus alunos podem medir a altura de um poste, ou de um prédio ou de uma
arvore, ou qualquer objeto muito alto, utilizando apenas fita métrica, papel, lapis e uma
calculadora? Lembrando que ndo é permitido subir no objeto para medi-lo.

3.2.2 Objetivos

+ Apresentar a histéria do teorema de Tales no triangulo, e os feitos de Tales de Mileto.

» Apresentar na pratica a importancia dos conceitos de razdo, proporcdo e seme-
Ihanca.

+ Instigar nos alunos a necessidade de calcular altura de objetos utilizando a projecao
de sombras e a proporcionalidade.

3.2.3 Desenvolvimento da Atividade

A pergunta inicial da atividade é "Como medir objetos que nao se alcanga?". O
debate foi fomentado nesse sentido, despertando assim nos alunos a curiosidade para
obtencédo de quaisquer respostas para a pergunta. Somente quando nao houve opinides
satisfatdrias dos alunos é que foi contado a eles a histéria de Tales e o desafio proposto a
ele para medir a altura da piramide de Quéops.

O texto que se segue foi distribuido aos alunos é uma sintese da historia de Tales
de Mileto retirada de Eves (2008), Cajori (2007) e Boyer (2012), e foi escrito pelo autor
dessa dissertacao.

Teorema de Tales

Muitas foram as contribuicées do grego Tales de Mileto. De acordo com a
historia, Tales comecgou sua vida como mercador, tornando-se rico o bas-
tante para dedicar a parte final de sua vida ao estudo e a algumas viagens.

Tales viveu por volta de 624 a.C. e 556 a.C., foi estadista, conselheiro,
homem de negdcios, fildsofo, engenheiro, matematico e astrdonomo. Sua
vida marca o inicio do desenvolvimento rigoroso da Geometria.

E numa de suas viagens ao Egito, despertou admiragao ao calcular a altura
de uma pirdmide por meio de sua sombra. Conta-se que ele foi abordado
por escribas egipcios para que, em nome do Farad, calculasse a altura da
piramide de Quéops, construida por volta de 2550 a.C..

Segundo o historiador Plutarco (século | a.C.), para medir a altura da pira-
mide de Quéops, Tales fincou, verticalmente, uma vara, de altura conhe-
cida, na areia e mediu a sombra projetada. Depois mediu 0 comprimento
da sombra da piramide, e concluiu que os comprimentos das sombras dos
dois objetos e suas alturas eram sempre proporcionais.

Observe a figura que ilustra o que provavelmente Tales fez para calcular a
altura da piramide.
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raios solares (paralelos)

pirdmide  bastao

sombra

Figura 22 — Célculo da altura da Piramide por meio de sua sombra. Fonte: (CENTURION;
JAKUBOVIC, 2012)

Porém Tales observou a necessidade de somar ao comprimento da som-
bra da piramide com metade de sua base, pois a piramide era muito ex-
tensa e escondia parte de sua sombra. Veja as proximas figuras.

Figura 23 — Fonte (JUNIOR; CASTRUCCI, 2009).

2 Se ¥ on I : : §
' piramide (s) da vara (d)

b

?+S

Figura 24 — Fonte (IEZZI; DOLCE; MACHADO, 2009).
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Utilizando-se dos dados da Figura 24 e fazendo o uso do conhecimento de
razao e proporgao, Tales concluiu que: a altura da piramide (h) esta para

b
a metade da base da piramide (5) mais a medida da sombra da piramide
(s), assim como a altura da vara (p) esta para a sombra da vara (d).

A altura encontrada por Tales corresponde, em nosso sistema de numera-
¢ao a, aproximadamente, 140 metros - 6 metros a menos que o valor real
na ocasiao, que era de 146 metros. Devido ao desgaste, hoje a altura da
piramide é de 137 metros. E foi desta forma que Tales resolveu o desafio
proposto pelo Faraé.

Autor desta dissertagao

O texto foi lido pelos alunos, onde cada um lia uma parte. Como s&o muitos alunos
na turma, teve-se que ler o texto por duas vezes para que todos lessem um pouco.

Apoés a leitura do texto, alguns alunos ainda ficaram com duavidas, entéo foi expli-
cada, no quadro (Figura 25), a estratégia desenvolvida por Tales para o calculo da altura
da piramide de Quéops.

Figura 25 — Representacao do calculo da altura da piramide de Quéops.

Retornou-se
» Paulo: E entdo turma, alguém pode comentar a ideia que Tales teve para medir a
piramide?

+ A30: Paulo, e se Tales tivesse subido no topo da piramide e esticasse um barbante
até sua base, medindo assim o tamanho do barbante?
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» Paulo: Nao seria possivel assim, A30, pois a distancia calculada nao seria perpendi-
cular ao solo, logo nao seria a altura desejada. O segmento que caracteriza a altura
deve ter um angulo reto com o solo.

« A11: Professor, considerando que mesmo subindo na piramide e esticando um bar-
bante até sua base ele ndo teria a altura da piramide, pois essa distancia estaria
inclinada. A ideia dele foi 6tima.

+ A2: Poderiamos entdo medir qualquer coisa alta usando o mesmo método, Paulo?
« Paulo: E ai que quero chegar A2.
Retorna-se entao a pergunta inicial, ou seja, como eles fariam para calcular a altura

de um prédio, arvore ou poste, utilizando o conceito de Tales. Obtendo assim um nuamero
grande de respostas satisfatorias, mostrando que eles haviam entendido a ideia proposta.

3.2.4 Material Necessario

Para a culminancia da atividade foi necessaria a utilizagéao de:

trena ou fita métrica
* lapis
* papel

 calculadora

3.2.4.1 Culminancia da Atividade

A culminancia se deu quando levamos os alunos para o patio externo da escola
onde existem alguns postes de luz, ndo muito altos, porém inalcangaveis sem o auxilio
de uma escada. E entdo com as trenas que levamos, e ainda, lapis, papel e calculadora,
poderiamos determinar, por si s, a altura de tais postes.

Para esta atividade, dividimos os alunos em trios, onde eles deveriam fazer adap-
tacdes na ideia de Tales, como:
« trocar o objeto a ser medido, isto é, a piramide pelo poste.
* trocar a vara por um dos integrantes do grupo.
Acordamos que eles desenvolvessem o conceito de Tales duas vezes, uma vez

usando o aluno de menor estatura e na outra vez, usando o de maior. Entdo eles tiveram
que:
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+ colocar os alunos, mais alto e mais baixo um de cada vez, ao lado do objeto a ser
medido, no caso o poste.

* medir as alturas desses alunos.
* medir as sombras dos alunos e do poste.

» escrever as proporcoes e efetuar os calculos correspondentes para determinarem a
altura do poste.

« verificar que ha uma pequena diferenga entre as alturas encontradas nas duas pro-
porcoes.

* registrar todas as informacdes de medigéo, calculos e altura do poste obtida no ca-
derno.

Nas figuras 26 e 27 pode-se ver a participacao dos alunos nessa atividade.

g UL i i

(a) Medindo a altura dos alunos. (b) Medindo a sombra dos alunos.

Figura 26 — Atividade prética: Calculo da altura do poste medindo a altura e sombra dos
alunos.
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Figura 27 — Calculo da altura do poste medindo a sombra do mesmo.

3.2.4.2 Dialogos

Continuamos nossa conversa no patio externo, questionando como fariamos para

medir os postes de iluminacdo sem subir neles, usando apenas lapis, papel, fita métrica e

calculadora. Neste momento os alunos ja sabiam que fariam uma aplicagdo do teorema de

Tales, mesmo assim houveram alguns questionamentos e davidas inusitados.

A26: Paulo, basta ligar para o setor de obras da Secretaria de Educacao e perguntar.

Paulo: Bem, A26. Poderiamos até fazer o que vocé falou, porém nao teriamos utili-
zado apenas o material disponibilizado, além de esse ndo ser um meio mateméatico
adequado a aula de hoje.

A31: Professor, como vocé disse faremos uma aplicagao do teorema de Tales, por-
que no texto, o Tales mediu a altura da piramide sem subir nela também.

Paulo: Estamos comecando bem. O que A31 disse é verdade, a maneira que esta-
mos procurando tem tudo a ver com o texto. Mas como faremos?

A11: Paulo, meu pai trabalha cortando arvores e um dia quando o acompanhei em
seu trabalho, ele disse que para cortar arvores, é necessario saber a altura delas,
para saber até onde vai cair. Ele tem um cabo de vassoura que o ajuda. Tem alguma
coisa a ver com o tamanho da sombra ser igual ao tamanho do cabo. Ai! Nao lembro
0 que ele faz depois.

Paulo: Pelo que vocé esta me contando A11, seu pai sabe muito bem utilizar de ma-
neira muito simples o que estou ensinando a vocés. A31 e A11 estao de parabéns!
A atividade que passei para vocés é um problema de sombras. Assim como Tales,
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vamos calcular a altura do poste utilizando o tamanho das sombras do poste e de
uma pessoa, a altura da pessoa e a altura desconhecida do poste. Entdo montare-
mos a propor¢ao, altura desconhecida do poste esta para altura da pessoa, assim
como sombra do poste esta para sombra da pessoa.

Pelos dialogos pode-se perceber que houve grande participagéo e interesse pelo
assunto. E durante a execucéo da tarefa foi possivel observar a interacéo entre os alunos
e sua organizagao.

Houveram também duavidas quanto a organizagéo e leitura das proporgdes, como
esta registrado no dialogo abaixo.

» A24:Professor! Como monta as fragcbes mesmo? Coloca a altura do poste em cima
da altura da pessoa ou em cima da sombra da pessoa?

« A5:E mesmo Paulo! Qual coloca na parte de cima, as inform¢des da pessoa ou da
poste.

Tais duvidas foram tiradas ali mesmo no pétio para cada trio e depois hovamente
explicado em sala de aula quando retornamos.

Durante a atividade houve um trio que se espantou com seus calculos acreditando
que estivessem errados, pois o tamanho do poste coincidiu com o tamanho da sombra
do mesmo. Foi 6timo isso acontecer, pois quando voltamos para sala de aula pude expli-
car melhor porque o pai de A11 utiliza a medida da sombra igual a medida do cabo de
vassoura, e aproveitei também a oportunidade para falar de triangulos is6sceles, Figura
28.

R Como p = d,"evrws gue

\\C Pr\ .}—tAé (OwO0 k
d e d

Figura 28 — Demonstracado entre a altura do poste e a sombra e a relacdo no triangulo
isdsceles.
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3.3 Atividade 3 - Calculando Alturas Utilizando a Medicao de

Sombras

Na presente atividade, desenvolvida em sala de aula, os alunos precisam resolver
problemas que envolvem alturas de objetos inacessiveis assim como fizeram, na pratica,
na atividade 2.

3.3.1 Descricao

Nossos alunos agora medirdo a altura de prédios e arvores tentando fazer uma
analogia com o problema de Tales.

3.3.1.1 Problema 1l

Observe a Figura 29 abaixo. Dela as medidas dadas s&o as seguintes:

+ a altura da pessoa é de 1, 50m;
* 0 comprimento da sombra dessa pessoa é de 1, 80m;

* a sombra do préedio é de 12m.

Figura 29 — Célculo da altura de um prédio, usando medicao da sombra. Fonte: (CENTU-
RION; JAKUBOVIC, 2012)
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Responda entdo: Com tais medidas € possivel calcular a altura do prédio usando
a ideia de Tales de Mileto? Pense bem na situagao, se sua resposta for positiva, calcule a
altura do prédio.

Solucao Pelo que foi visto no teorema de Tales aplicado na atividade 2, podemos formar
a seguinte proporgéo:

medida da altura do prédio ~ comprimento da sombra do prédio
medida da altura da pessoa  comprimento da sombra da pessoa

Denominando por x a altura do prédio, temos:

r 12

1,50 1,80

1,80z = 18
=10

Assim o prédio tem 10 m de altura.

3.3.1.2 Problema 2

Na Figura 30 abaixo, tem-se uma pessoa com 1, 80m de altura cuja sombra mede
0, 30m enquanto, no mesmo instante, a sombra de uma arvore mede 2m. Vamos utilizar a
ideia de Tales de Mileto para calcular a altura dessa arvore.

i

A
~N
>7@

1,80m E

0,30m
2m

Figura 30 — Calculo da altura de uma arvore usando medigao da sombra.

Solucao Utilizando o0 mesmo principio que Tales no caso da piramide, podemos formar a
seguinte proporgao:

medida da altura da arvore  comprimento da sombra da arvore

medida da altura da pessoa  comprimento da sombra da pessoa

Sendo zx a altura dessa arvore, fazemos:

2
1,80 0,30
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0,30z = 3,60

=12

Sendo assim, a arvore tem 12m de altura.

3.3.2 Objetivos

» Aprimorar habilidades de leitura e interpretagéo de texto;
» Assegurar o conhecimento sobre razdo e propor¢ao;

+ Calcular a altura dos objetos utilizando o que foi aprendido na atividade 2.

3.3.3 Desenvolvimento da Atividade

Usando os 30 minutos iniciais da aula, distribuimos os alunos em duplas. E relem-
bramos o conceito que vimos sobre o teorema de Tales no triangulo. Enfatizamos o calculo
de um valor desconhecido numa propor¢ao, lembrando que as fragées sao equivalentes
e também a propriedade fundamental das proporgdes (Se a esta para b, assim como c
esta para d, entado ad = bc). S6 entdo foram distribuidas as folhas com apenas o primeiro
problema da atividade para cada aluno. Todos juntos lemos a atividade, e foi dado 5 mi-
nutos para que pensassem na tarefa. E depois outros 5 minutos foram concedidos para
efetuarem seus calculos.

Apdés terminarem o primeiro problema, foi entregue aos alunos, a folha com o se-
gundo problema e dados entao outros 5 minutos para que pensassem na situacao.

3.3.3.1 Culminancia da Atividade

Questionamos quanto a primeira pegunta do primeiro problema. Com as medidas
sugeridas e usando o conceito de Tales € possivel calcular a altura do prédio? Eles con-
seguiram fazer uma adaptacao do problema da piramide para este novo problema. E con-
seguiram também lembrar do problema pratico do poste feito na ultima atividade. Deixei
montarem suas proporgoes e efetuarem os calculos com a ajuda da calculadora para che-
garem a altura pedida.

Podemos ver na Figura 31 a solugdo de um aluno referente ao primeiro problema.
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Figura 31 — Solugéo do problema 1 no caderno de A27.

Vencido o primeiro problema, foi entregue a folha com o segundo problema, que
teve uma melhor interpretagdo dos alunos. Assim como na atividade anterior (Medindo o
Inacessivel) algumas duplas tiveram dificuldade na hora de montar a proporgcéao do primeiro
problema. Tal dificuldade ja diminuiu ao fazerem o segundo problema.

Apoés todos terem terminados seus calculos, foi pedido para que os alunos formas-
sem grupos de acordo com suas solug¢des do problema 2, da seguinte maneira:

Grupo 1 - formou a proporgéo:

medida da altura da arvore comprimento da sombra da arvore
medida da altura da pessoa  comprimento da sombra da pessoa

Grupo 2 - formou a proporgao:

medida da altura da pessoa  comprimento da sombra da pessoa

medida da altura da arvore comprimento da sombra da arvore

Grupo 3 - formou a proporgao:

medida da altura da arvore B medida da altura da pessoa
comprimento da sombra da arvore  comprimento da sombra da pessoa

Grupo 4 - formou a proporgao:

comprimento da sombra da arvore  comprimento da sombra da pessoa
medida da altura da arvore medida da altura da pessoa
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N&o foram observadas solugdes pertinentes ao grupo 4, assim a turma se dividiu
em apenas trés grupos. Cada grupo deveria escolher uma pessoa para ir ao quadro e
escrever sua solugdo. Desta forma verificamos que as diversas solugdes, incluindo a que
seria formada pelo grupo 4, estavam corretas, pois todas as propor¢des formadas seriam
equivalentes e chegavam a um mesmo resultado. Apresenta-se na Figura 32, as solugdes

referentes ao segundo problema no quadro.

L _—

Figura 32 — Solu¢des do problema 2 no quadro, pelos alunos.

3.3.3.2 Dialogos

Algumas duvidas recorrentes na atividade podem ser observadas nas falas abaixo:

» A8: Paulo, qual dos numeros fica em cima da fragdo? Os da arvore ou do prédio?

» A20: Paulo, ndo sei montar a proporc¢ao! Vocé nao disse que a propor¢ao tem quatro
nameros, essa aqui sé tem trés.

As duvidas foram esclarecidas de mesa em mesa. E depois foram comentados
alguns erros muito comuns aos alunos. O erro mais cometido foi na montagem da propor-

cao. Um exemplo é que ao invés do aluno montar a proporgao % =030 ele montou
0,30 ’ ’

T80~ ’T Este erro pode ser visto na Figura 33 da proxima pagina.
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Figura 33 — Solugdes do problema 2 incorreto no caderno de AG6.

3.4 Atividade 4 - Proporcoes do Teorema de Tales de Segmen-

tos Proporcionais

Na presente atividade, enunciando o teorema de Tales de segmentos proporcionais,
os alunos terdo que encontrar proporgdes validas nos segmentos de reta determinados em
retas intersectadas por um feixe de retas paralelas.

3.4.1 Descrigao

Nesta atividade os alunos devem observar o feixe de retas paralelas da Figura 34,
na préxima pagina, e tentar identificar quais as proporcées que se tornam verdadeiras uti-
lizando o teorema de Tales dos segmentos proporcionais. Desta forma os alunos precisam
colocar um (V) nas proporgdes verdadeiras e um (F) nas proporgdes falsas. Justificando
entdo as proporgdes consideradas falsas.



Capitulo 3. Atividades Aplicadas em Sala de Aula 56

o

N

v

B E

e / F
/ r//sl/t ~L

“

N b 4

N M

~

( AB_DE b AB_DE  \AB _EF
 )Be = EF o )ac = DF « )pE = BC
i )BC_AB ( )AC _ DF f )AC _BC
% *en— DE N JABT EF DF ~ EF

Figura 34 — Proporgdes no feixe de retas paralelas.

Solucao Sao verdadeiros os itens a, b, d e f. E conclui-se que sao falsos os itens c e e.

3.4.2 Objetivos

* Percepcao da ordem dos elementos da proporgéo;

* Identificar as diversas proporcées que podem ser escritas justificadas pelo teorema
de Tales;

+ Identificar quando uma proporgédo nao satisfaz o teorema de Tales dos segmentos
proporcionais.

3.4.3 Desenvolvimento da Atividade

Apresentando a definicdo do teorema de Tales de segmentos proporcionais de
acordo com Bianchini (2013), que diz que:

Um feixe de paralelas determina sobre duas transversais segmentos proporcionais.

Foi apresentada a forma classica (Figura 35) com a qual o teorema de Tales apa-
rece em alguns livros didaticos de 9° ano como em Almeida (2013), isto é, se as retas r, s

e t sao paralelas, entéao
AB DE

BC ~ EF
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/ \

Figura 35 — Aplicando o Teorema de Tales 2.2.

A classe foi organizada em grupos de seis alunos, formados assim seis grupos. E
foram distribuidos, a cada elemento dos grupos, uma folha com a descrigdo da atividade
proposta na Figura 34. Os alunos tiveram 15 minutos para tirarem suas conclusdes e apos
esse tempo, cada grupo deveria eleger um colega para defender suas respostas para toda
a classe.

3.4.3.1 Culminancia da Atividade

O ponto alto desta atividade foi o debate que ocorreu entre os alunos em seus
grupos. E o relato dos alunos que defenderam suas respostas.

As defesas das respostas foram feitas por itens. Assim, o professor pergunta se o
item a € verdadeiro ou falso e os representantes dos grupos falam suas respostas, e assim
sucessivamente até chegarmos ao ultimo item. Se houverem divergéncias de respostas,
o professor faz a conciliagcdo e mostra qual das respostas é a correta. E caso de todos
0s grupos deem resposta errada a algum item, entdo o professor também deve mostrar
porque aquela resposta ndo é satisfatoria a atividade.

As respostas seguem-se de acordo com os itens:

» a todos os grupos identificaram este item como verdadeiro;
b quatro grupos identificaram como verdadeiro;

» cum grupo identificou este item sendo verdadeiro;

* d dois grupos identificaram este item como verdadeiro;

* e um grupo identificou esse como verdadeiro;

 f trés grupos identificaram este sendo verdadeiro.
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Percebemos um percentual muito grande de erros nos itens d e f. Com relacéo
ao item d os alunos tiveram dificuldade em perceber que sua proporcao era idéntica a
razao do item a. Enquanto a maioria dos erros no item f ocorreram porque os alunos nao
reconheceram a proporcionalidade quando sdo somados os segmentos (AB + BC = AC
e DE+ EF = DF).

3.4.3.2 Dialogos

Alguns dialogos interessantes foram notados durante o debate entre os integrantes
dos grupos:

« AG6: E claro que a letra a é verdadeira, é igualzinho o que est4 escrito no teorema de
Tales.

+ A29: Letra c é impossivel A4, olha ai, a fragdo comecga de uma reta e vai pra outra, e
a outra fragdo comeca da outra reta e vai pra uma. Paulo disse que tinha que existir
um padrao na montagem da equacao, aqui nao tem.

« A18: A10, acho que a d é verdadeira, olha aqui as fragdes, e acompanhem pela
figura. Vai do segmento de baixo da esquerda para a direita, depois pega tudo da
esquerda e tudo da direita.

3.5 Atividade 5 - O Feixe de Paralelas e os Teoremas de Tales

Esta foi a atividade na qual os alunos deveriam praticar o que aprenderam sobre
os teoremas de Tales de segmentos proporcionais e no tridngulo. Nessa atividade foram
utilizados além de problemas contextualizados, problemas néo contextualizados sobre o
teorema, apenas com as retas paralelas e as transversais. Tal atividade caracteriza-se
como um teste, pois foi uma das avaliagdes bimestrais, assim valia nota (3,0 pontos).

Desta forma, esta atividade ndo teve uma culminancia propriamente dita, a culmi-
nancia seria a entrega da avaliagdo ao professor. E também, por motivos 6bvios, ja que se
tratava de uma avaliagao, ndo houveram didlogos nesta atividade.

3.5.1 Descrigao

Os discentes devem resolver os seguintes problemas, sempre utilizando um dos
teoremas de Tales:

Problema 1 Dois postes perpendiculares ao solo estdo a uma distancia de 4m um do
outro, e um fio bem esticado de 5m liga seus topos. Prolongando esse fio até prendé-lo no
solo, sdo utilizados mais 4m de fio. Observe a Figura 36, (JUNIOR; CASTRUCCI, 2009).
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Determine a distancia entre o ponto onde o fio foi preso ao solo e o poste mais préximo a

ele.

Figura 36 — Aplicando o teorema de Tales em atividade 1 de Proporgédo. Fonte: (JUNIOR;
CASTRUCCI, 2009).

Solucao: Observemos que se 0s postes sdo perpendiculares ao solo, sdo paralelos entre
si. Denominando por z a distancia pedida, isto €, o ponto onde o fio foi preso ao solo
e 0 poste mais proximo, utilizando o teorema de Tales no tridgulo montamos a seguinte

proporgao:
5 4
1=
Sr =16
=32

Assim a distancia pedida é de 3, 2m.

Problema 2 (Enem - adaptado) A sombra de uma pessoa que mede 1, 80m de altura mede
60cm. No mesmo instante, a seu lado, a sombra projetada de um poste mede 2, 00m. Se
mais tarde, a sombra do poste diminuiu 50cm, quanto a sombra da pessoa passou a medir?

Solucao Observe os esquema na Figura 37.

Situagio 2

Figura 37 — Aplicando o Teorema de Tales em atividade 1 de Proporgcdo. Fonte:
www.sprweb.com.br em 25 de julho de 2013.
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Na situacao 1 da Figura 37, chamando de h a altura do poste, montamos a propor-

gao
1,8 h
0,6 2
0,6h = 3,6
h=6

Logo, o poste tem 6m.

E ja sabendo a altura do poste, utilizamos a situacédo 2, na mesma Figura 37, e
montamos a seguinte proporgao

L8
6 1,5
6xr = 2,7
xr=0,45

Assim a sombra da pessoa passo a medir 0, 45m ou 45cm.

Problema 3 (UFSM) A crise energética tem levado as médias e grandes empresas a bus-
carem alternativas na geracao de energia elétrica para manutencdo do maquinario. Uma
alternativa encontrada por uma fabrica foi a de construir uma pequena hidrelétrica, apro-
veitando a correnteza de um rio que passa proximo as suas instalagdes. Observando a
Figura 38 e admitindo que as linhas retas r, s e t sejam paralelas, vamos calcular quanto
mede esta barreira.

r r F
All-m 24 m
Y- | 56 m
Barreira
2Zm (¥
/
Rio

Figura 38 — Aplicando o Teorema de Tales em atividade 3 de Proporcao. Fonte: Vestibular
da UFSM
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Solucao: Ja que as retas r, s e t sdo paralelas (Figura 38), podemos aplicar o teorema
de Tales de segmentos proporcionais na figura. Se chamarmos de x a medida da barreira,

temos a proporgao

30 24
30+z+2 56

30 24
3242 56

768 + 24z = 1680

24z = 1680 — 768

24x = 912

r = 38

Concluimos que a barreira mede 38m.

Problema 4 Nas figuras 39, 40 e 41 as retas r, s e t paralelas, vamos determinar o valor

de x em cada caso:

.1

/ /

Figura 39 — Aplicando o Teorema de Tales em atividade 4 através de feixe de retas parale-
las. Fonte: (DOLCE; POMPEOQO, 2001).



Capitulo 3. Atividades Aplicadas em Sala de Aula

Solucao: De acordo com o teorema de Tales de segmentos proporcionais e de

acordo com a Figura 39, podemos montar a propor¢cao

6_9
8 =
6x = 72
=12

Figura 40 — Aplicando o Teorema de Tales em atividade 5 através de feixe de retas parale-

las. Fonte: (DOLCE; POMPEOQO, 2001).

Solucao: Usando o teorema de Tales e a Figura 40, temos a proporgao

4—|—6_9:
6 9
10_x
6 9
6z = 90
r =15
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/s

Figura 41 — Aplicando o Teorema de Tales em atividade 6 através de feixe de retas parale-
las. Fonte: (MORGADO; WAGNER; JORGE, 2002).

Solucao: Aplicando o teorema de Tales na Figura 41, podemos escrever a proporgao

x_9
8 12
120 =72
r=06

3.5.2 Objetivos

» Avaliar os conhecimentos adquiridos durante as outras atividades;
* Resolver situagdes problema de acordo com o teorema de Tales;

» Desafiar os discentes diante de problemas novos, como o problema 3 e o problema
4 item 3.

3.5.3 Desenvolvimento da Atividade

A classe foi dividida em duplas, onde cada dupla recebeu a folha com os problemas
e outra folha em branco para rascunhos. Tiveram 2 tempos de aula, 1 hora e 40 minutos,
para resolverem as questdes e entregar a ao professor.

Foi percebido o nervosismo de alguns alunos durante a avaliagdo. Até mesmo
aqueles que se interessaram e participaram mais das outras atividades se mostram es-
tressados quando se deparam com a avaliagao.



Capitulo 3. Atividades Aplicadas em Sala de Aula

64

No dia da atividade (avaliacdo) 32 alunos compareceram, tendo assim 3 faltosos,

0 que acabou ajudando na aplicagao da atividade em duplas. Assim foram formadas 16

duplas. O aproveitamento por questao segue na tabela 1.

Problema | Niumero de Acertos | Niumero de Erros | Total
1 13 3 16
2 4 12 16
3 7 9 16
4.1 14 2 16
4.2 10 6 16
4.3 9 7 16

Tabela 1 — Acertos das duplas por questao

Foram contados na tabela acima como incorretas as respostas parcialmente incor-
retas, totalmente incorretas ou deixadas sem resposta nos problemas 2 e 3. Segue abaixo
a tabela 2 discriminando esses itens:

Problema | Parcialmente Correto | Incorreto | Sem resposta | Total
2 5 6 1 12
3 2 4 3 9

Tabela 2 — Parciais dos problemas 2 e 3.

O elevado numero de erros na questdo 3 ocorreu, pois muitos alunos montaram

de forma equivocada as seguintes proporcdes 30 24 ou 30 24 Isto é
uiv S . ,

e guIntes proporeoss o5 = 56 Y 30120 ~ 56
desconsideraram os 2 metros junto a barreira ou erroneamente fizeram 30+x+2 = 30+ 2x.

Enquanto a maioria dos erros da questao 4.3 foram referentes a montagem da proporcao,

_ « 9
pois montaram de erradamente a proporgéo 1:6—2 =3
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Capitulo 4

Sugestoes de Atividades

O presente capitulo aponta algumas atividades complementares que podem ser
realizadas no laboratério de informatica e em sala de aula. A atividade sugerida no labo-
ratorio de informatica refere-se ao uso do software GeoGebra como ferramenta para os
alunos se convencerem da veracidade do teorema de Tales no circulo e o teorema de Ta-
les de segmentos proporcionais. Enquanto as atividades sugeridas para sala de aula, séo
atividades contextualizadas sobre os teoremas de Tales tratados nesta dissertagao.

4.1 O Teorema de Tales no Circulo

E apresentada nesta secéo duas atividades sobre o Teorema 2.1 (Tales no circulo).
A primeira envolve o uso do GeoGebra no laboratério de informatica, onde exibe-se aos
alunos esse teorema. A segunda atividade, mais simples, pode substituir a primeira ativi-
dade caso os alunos nao tenham contato com o laboratério de informatica.

4.1.1 Atividade 1 - Verificando a Teoria com o GeoGebra

Lembrando o enunciado do Teorema 2.1, foi possivel permitir ao aluno validar sua
aprendizagem, manipulando os pontos geradores da circunferéncia assim como o ponto
que pertence a circunferéncia, mas nao pertence ao diametro dela, notando assim que
neste Ultimo vértice a medida do angulo permanece sempre a mesma, isto é, 90 °.

O software mostra que o angulo CDB mede 90°. Observe a construgao da Figura
42, na proxima pagina.
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Figura 42 — Verificando o Teorema 2.1 no GeoGebra.

Para a construcédo no Geogebra da atividade foram feitos os passos seguintes:

1. Marca-se dois pontos A e B distintos;

2. Constroi-se o circulo ¥ usando a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus
Pontos;

3. Usa-se a ferramenta Reflexdo em Relacdo a um Ponto, construindo o ponto C' que é
a reflexdo do ponto B em relagéo ao ponto A. Desta forma tem-se que as semirretas
1@ e zﬁ sdo opostas e sendo A o centro da circunferéncia, acarreta que BC é o
diametro da mesma;

4. Marca-se entdo um ponto D sobre W distinto de B e C;
5. Usando a ferramenta Angulo, mede-se o angulo CDB.
Ao manipular os pontos da circunferéncia, pode-se perceber que o &ngulo no vértice

D permanece reto, como pode ser observado em algumas manipula¢ées da Figura 43, na
proxima péagina:
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Figura 43 — Manipulag6es de pontos na circunferéncia com Geogebra.

4.1.2 Atividade 2 - Calculando o DidAmetro de um Circulo

A presente atividade trata de como medir o didametro de um copo.

4.1.2.1 Material Necessario

« uma folha de papel sulfite;
* um lapis;
¢ um copo;

e uma régua.

Iniciando a atividade coloca-se um canto da folha de papel na borda do copo (Figura
44).

Figura 44 — Atividade sobre o teorema 2.1 com o uso de folha de papel, copo, lapis e régua.
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Em seguida, com o copo sobre a folha, sdo marcados os pontos onde a borda do

copo, que é circular, intersecta os lados adjacentes a esse canto, que € um angulo reto.
Veja a Figura 45

Com o auxilio da régua, é construido um segmento de reta que tem por extremos 0s

dois pontos marcados. Esse segmento € o diametro do copo, entdo basta medi-lo usando
a mesma régua. Veja a Figura 45

R RTNCRC R

1oL

i,

Figura 45 — Construgao de segmento de reta na Atividade sobre o teorema 2.1 com 0 uso
de régua.

4.2 O Teorema de Tales para Segmentos Proporcionais

4.2.1 Atividade 1 - Usando GeoGebra

A ideia dessa atividade é propor uma maneira de o aluno visualizar o teorema de
Tales 2.2. Isto é, se um feixe de retas paralelas é cortado por retas transversais, ficam
determinados nessas transversais segmentos proporcionais.

Inicialmente no Geogebra, sdo construidos os pontos A e B e entdo tragamos a
reta r passando por esses pontos. Em algum ponto de r € marcado o ponto C' exterior ao
segmento AB, e fora de r, constréi-se o ponto D. Traga-se a reta a que passa por Ae D.
E entdo com o recurso de reta paralela, sdo tracadas duas retas paralelas a reta a, reta b
que passa por B e a reta ¢ que passa por C. E Marcado um ponto £ em b e construida a
reta s passando por D e E. Finalizando a construgdo, marca-se o ponto F' de intersegcéo
entre as retas c e s, assim como na Figura 46, na proxima pagina.
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¥ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

i

e
+ Janela de Algebra [=] [ » Janela de Visualizagdio
= Nimero
) Razio, = 0.86
- Razio,=0.86
O distanciaAB = 2.82
O distanciaBC = 3.27
0 distanciaDE = 3.74
O distanciakF = 4.33
= Ponto
3 A=(048294)

:-0.2x + 3.88y =11.44
@ b:-0.2x+3.88y=0.51
~@ €c:0.2x+3.88y=-12.14

~@ r2.82x-0.06y =-0.68
-3 s:268x+261y=1812

Razio, = 0.86 Razio, = 0.86

Figura 46 — Verificando o Teorema 2.2 no GeoGebra.

Utilizando o recurso distancia, é verificada as medidas dos segmentos AB, BC,
DE e EF.

Posteriormente, digita-se na caixa de entrada os comandos AB/BC e DE/EF,
consegue-se realizar que as razdes

Razéao; = AB
'~ BC
© DE
Razdo, = —
azao, or
sdo iguais.

Manipulando-se os objetos geométricos envolvidos na construcao verifica-se que
as razdes nao se alteram. Tal manipulagédo é de grande importancia para o entendimento
dos alunos a cerca do Teorema de Tales de segmentos proporcionais, vejamos na Figura
47, na proxima pagina, algumas dessas manipulagoes.
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b Janela de Visualizagio b Janela de Visualizago

Razio, = (.78

Razio; = 0.78 Razdo, = 0.59

Figura 47 — Verificando as Proporcées do Teorema de Tales 2.2.

4.3 Problemas Contextualizados

Na presente secdo sdo apresentados mais alguns exercicios selecionados, sobre
o Teorema de Tales para segmentos proporcionais e do tridngulo, afim de que o conheci-
mento adquirido seja melhor fixado. As solugdes desses problemas encontram-se no anexo
deste trabalho.

Problema 1 (CPIl - adaptado) As ruas Amor, Bondade e Caridade sao paralelas e as
avenidas Paz e Felicidade sao transversais a essas ruas.

Arthur mora na esquina da Rua Amor com a Avenida Paz indicada na Figura 48
pelo ponto A. Para ir a videolocadora situada na esquina da Rua Caridade com a Avenida
Paz, indicada pelo ponto B, quantos metros Arthur percorre?

Ay, Felicidade Av. Paz
A

R. Amor
80m 120 m
2000m. e R. Bondade
120 m
||'| 360 m 2 R. Caridade

Figura 48 — Aplicacao 1 contextualizada do Teorema de Tales para segmentos proporcio-
nais. Fonte: Colégio Pedro IlI.
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Problema 2 (UEL - adaptado) O grafico da Figura 49 mostra a atividade de café, em
milhdes de toneladas, em certo municipio do estado do Parana.

14

} } . } t } anos
1990 1896

Figura 49 — Aplicacao 2 contextualizada do Teorema de Tales para segmentos proporcio-
nais. Fonte: Universidade Estadual de Londrina.

De acordo como grafico, qual foi a produgao de café, nesse municipio, no ano de
1994, em milhGes de toneladas?

Problema 3 (CEFET-PR) O jardineiro Sr. Artur fez um canteiro triangular composto por
folhagens e flores onde as divisbes sdo todas paralelas a base AB do triangulo ABC),
conforme Figura 50.

Figura 50 — Aplicagao 3 contextualizada do Teorema de Tales para segmentos proporcio-
nais. Fonte: CEFET-PR

Sendo assim, vamos determinar as medidas = e y dos canteiros de flores.
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Problema 4 (CPIl - adaptado) Para melhorar a qualidade do solo, aumentando a produti-
vidade do milho e da soja, em uma fazenda ¢é feito o rodizio entre essas culturas e a area
destinada ao pasto. Com essa finalidade, a area produtiva da fazenda foi dividida em trés
partes conforme Figura 51.

i B 5 D
milhe s0ja pasio
T
i W
M P
E

Figura 51 — Aplicacao 4 contextualizada do Teorema de Tales para segmentos proporcio-
nais. Fonte: Colégio Pedro |l

Considere que

« os pontos A, B, C e D estéo alinhados;

» os pontos H, GG, F' e E estado alinhados;

» os segmentos AH, BG, C'F e DFE sao, dois a dois, paralelos entre si;

AB = 500m, BC = 600m, CD = 700m e HE = 1980m.

Nessas condi¢des, vamos calcular a medida do segmento GF' em metros.

Problema 5 (UNIRIO - adaptado)

T

Rua B

IR

Figura 52 — Aplicacao 5 contextualizada do Teorema de Tales para segmentos proporcio-
nais. Fonte: UNIRIO
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Na Figura 52, as frentes da rua A para os quarteirdbes I e 11 medem, respectiva-
mente, 250m e 200m, e a frente do quarteirdo [ para a rua B mede 40m a mais do que a
frente do quarteirdo /7 para a mesma rua. Sendo assim, determine em metros, a medida
da frente do menor dos dois quarteirdes para a rua B.

Problema 6 (BIANCHINI, 2013) Para calcular o comprimento de uma ponte a ser cons-
truida, um engenheiro elaborou o esquema da Figura 53 em que o segmento C'E repre-
senta a ponte. Sabendo que DE//BC. Calcule o comprimento que deveré ter essa ponte.

Figura 53 — Aplicacao 6 contextualizada do Teorema de Tales para segmentos proporcio-
nais. Fonte: (BIANCHINI, 2013).

Problema 7 (IEZZI; DOLCE; MACHADO, 2009) A Figura 54 indica trés lotes de terreno
com frentes para a rua A e para a rua B. As divisas dos lotes sdo perpendiculares a rua
A. As frentes dos lotes 1, 2 e 3 para a rua A medem, respectivamente, 15m, 20m e 25m. A
frente do lote 2 para a rua B mede 28m. Qual € medida da frente para a rua B dos lotes 1
e 3?

Figura 54 — Aplicacao 7 contextualizada do Teorema de Tales para segmentos proporcio-
nais. Fonte: (IEZZI; DOLCE; MACHADO, 2009).
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

O objetivo maior desse trabalho foi torna-lo um material de apoio para professores
que irdo ensinar o teorema de Tales de segmentos proporcionais 2.2 e no triangulo 2.3
a turmas de Ensino Fundamental. Particularmente o teorema de Tales 2.2 é tido como
um alicerce para o aprendizado de outros conteudos geométricos como a semelhanca de
tridngulos, a trigonometria e as seccdes de um sélido por planos paralelos a base.

No presente trabalho foram citados os diversos enunciados atribuidos a Tales de
Mileto. Também houve espaco para demonstracdes desses teoremas, assim como exem-
plos de suas aplicacdes. Mencionou-se também atividades realizadas com os alunos do
9° ano do Ensino Fundamental da Escola Municipal Roséngela Duarte Faria, no municipio
de Rio das Ostras/RJ. Sugeriu-se outras atividades a serem realizadas com os educandos
deste ano de escolaridade.

Nessa turma de 9° ano, pode-se afirmar que quando o professor promove agdes de
ensino e aprendizagem com seus alunos por meio de problemas, necessita de estimular
nele o gosto pela leitura. Pois somente pelo habito da leitura o aluno conseguira colocar-
se como sujeito do problema e assim criar mecanismos para resolvé-lo. A leitura ainda
tornara tais alunos mais criativos e encorajados a outras descobertas, o que no panorama
moderno é importante em qualquer ramo de conhecimento.

O estudo feito com esses alunos sugere um método de introduzir o teorema de
Tales e até mesmo outros tépicos matematicos que promova a curiosidade dos discentes.
Nao pode-se considerar tal método como uma receita final, porém pbéde-se perceber que
a medida que os alunos se envolviam com as atividades, tornaram-se aos poucos questi-
onadores e assumiram gradualmente autonomia nas aulas de Matematica. Consolidou-se
também que apos o trabalho desenvolvido, eles se tornaram individuos mais interessados
e compromissados com seu rendimento escolar.
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APENDICE A

Solucoes

O presente anexo tem por finalidade expor as solugcbées do problemas sugeridos na
secao 4.2.2.

Problema 1

Solucao Ja que as ruas Amor, Bondade e Caridade sdo paralelas e tem-se como trans-
versais as avenidas Felicidade e Paz, pode-se aplicar o teorema de Tales de segmentos
proporcionais. Identificando por x 0 segmento BC' conforme a Figura 55,

f p
[ \a .
&0 m/ 120 m

200 m b

mm/ 360 m %B :
/ \

Figura 55 — Solucao do problema de 4.2.2.1.

podemos montar e resolver a proporgao:

80 120
120  z’
80x = 14400

x = 180



APENDICE A. Solucées 80

Assim, a distancia percorrida por Arthur € a soma das medidas dos segmentos AC'
e CB, ou seja, 120 + 180 = 300 metros.

Problema 2

Solucao Fazendo uma pequena mudancga de escala na Figura 49, é obtido o esquema da
Figura 56:

anos

Figura 56 — Solucao do problema de 4.2.2.2.

Observando os esquemas da Figura 56, necessita-se encontrar o valor y que é
igual a 5+x segundo os esquemas. Tem-se ainda que 0s segmentos verticais sao paralelos
entre si, dai aplicando o teorema de Tales de segmentos proporcionais, é possivel escrever
e resolver a proporgao.

x_4
9 6
6x = 36
=0

Desta forma, em 1994 a producao de café sera de 5+6 = 11 milhdes de toneladas.

Problema 3

SolucaoObservando a Figura 50 dada no problema, e utilizando o teorema de Tales de
segmentos proporcionais, pode-se montar e resolver duas propor¢des a fim de obter as
medidas x e y dos canteiros. Vejamos:

T 20

35 25

25z =700
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r =28
e
35 25
y 40
25y = 1400
y = 56

Assim, a medida de x é de 28m e a medida de y é de 56m.

Problema 4
SolucdaoSegundo as informacgdes do problema e identificando por z o segmento GF pe-

dido, pode-se construir a Figura 57:

1800 +
|
! 500 s 600 c 700 o
milho s0ja pasio

1980

Figura 57 — Solucao do problema de 4.2.2.4

Conforme os dados da questdo AH || BG || CF' || DE, desta forma, pelo teorema

de Tales de segmentos proporcionais, monta-se a proporgao:

1800 1980

600 T

1800z = 1188000
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x = 660

Logo, o segmento G'F mede 660m.
Problema 5

Solucao A partir da Figura 52 e dos dados do problema, tem-se que as ruas verticais sdo
paralelas entre si, veja a Figura 58.

[T — 250
i Rua A 200

40+x RuaB X

Figura 58 — Solucao do problema de 4.2.2.5.

Identificando a frente do quarteirdo /1 por x, a frente para o quarteirao I é deve ser
identificada por x + 40, j& que € 40m maior que o primeiro. Entao, aplicando o teorema de
Tales de segmentos proporcionais, € montada a proporgao:

00 _
250  x +40

250z = 200z + 8000

2502 — 200z = 8000

20z = 8000

x = 160
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Ja que o problema quer a medida do menor dos dois quarteirbes para a rua B, essa
medida é o valor de z, isto &, 160m.

Problema 6

Solucao Pelos dados do problema € possivel identificar a medida da ponte por x e dese-
nhar o esquema da Figura 59.

40

45 E

G

Figura 59 — Solugéo do problema de 4.2.2.6.

Como o problema afirma que os segmentos DE e BG sao paralelos, aplica-se o
teorema de Tales no tridngulo da Figura 59, e resolve-se a proporcao

40 B 48
45  x
40x = 2160
r =054

Entdo, o comprimento da ponte é de 54m.
Problema 7

Solucao Sabendo que as divisas dos lotes da Figura 54 sao perpendiculares a rua A, tem-
se que essas divisas sao paralelas entre si. Desta forma aplicando o teorema de Tales de
segmentos proporcionais e montando as seguintes proporgoes
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r 15
28 20
20x = 420
r =21
e
28_ 20
y 25
20y = 700
y =35

chega-se a conclugdo que as medidas das frentes do lotes (1) e (3) para a rua B
séo, respectivamente, x = 21m e y = 35m.
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