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RESUMO

A Distribuicao Normal ou curva de Gauss ¢ um modelo matematico usado para descrever um
conjunto de valores e uma das suas principais utilidades ¢ fornecer uma estimagdo sobre a
média desse conjunto. A Distribui¢do Normal ¢ essencial para a inferéncia estatistica, no
entanto, raramente ¢ vista no Ensino Médio, sendo mais comum em curriculos de cursos de
graduacao em disciplinas de probabilidade ou estatistica. Os PCNs destacam a relevancia do
ensino de técnicas de inferéncia sobre uma populagdo através de evidéncias fornecidas por
uma amostra. Este trabalho propde uma abordagem da Distribuicio Normal através da
resolucdo de uma situag@o problema com auxilio do software Geogebra a ser aplicada numa
turma de terceiro ano do Ensino Médio. Na resolugdo dessa situagao problema os alunos serao
motivados a estimar o peso médio de massa de quarenta quilos de laranjas pera para, através
desta informacdo, estimar o numero de laranjas contidas nessa massa e determinar a
quantidade de caixas de um litro de suco que podem ser produzidas. A metodologia usada
neste trabalho trata-se de pesquisa bibliografica e contextualizagdo. O trabalho apresentado ¢
de caréater teorico cujo produto final ¢ uma proposta para ensinar a Fungdo Normal articulando
com o software Geogebra.

Palavras-chave: Educacao Estatistica, estimativa, Distribuicdo Normal, Geogebra.



ABSTRACT

The Normal Distribution, also known as the Gaussian bell curve, is a mathematical model
used to describe a compound of values and one of its main uses is providing an estimate about
the mean of the compound. The Normal Distribution is essential for the statistical inference;
yet, it is rarely studied during high school, being more commonly included in high education
course outlines more specifically inside disciplines related to probability and statistics. The
PCNs (National Curriculum Parameters) highlight the teaching’s relevance of inference
techniques about a population through the evidences provided by a sample. This study
proposes a Normal Distribution approach through the resolution of a problem situation with
the aid of the Geogebra software to be applied to a veterans’ high school group. By reaching
the resolution of this problem, the students will be motivated to estimate the mean weight of
the mass of 40 kilograms of oranges to (considering this information) estimate the number of
oranges contained in the mass. The students will also be able to determine the amount of one-
liter juice boxes that could be produced from it. The methodology used was bibliographic
research and contextualization. The presented work is pure theoretical which final product is a
purpose to teach the Normal Function, working with the Geogebra software.

Key-words: Statistics Education; Estimate; Normal Distribution, Geogebra.
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1 INTRODUCAO

A Estatistica alcangou grande relevancia no cotidiano, pois possibilita extrair
informacdes de uma grande quantidade de dados. Os meios de comunicacdo, por exemplo,
utilizam com frequéncia a linguagem estatistica para explorar as informagdes transmitidas.
Observa-se também a abordagem de conceitos mais complexos, como, tamanho da amostra,
margem de erro, nivel de confianca (CAZORLA, 2004), desconhecidos para a maioria dos
telespectadores (AZEVEDO; LIMA; SILVA, 2011), até mesmo para estudantes da educagao

basica, que deveriam estar familiarizados com tais conceitos.

Além da importancia na pesquisa cientifica, a Estatistica pode ser util para tomadas de
decisdes racionais do dia-a-dia. Para Batanero (2001 apud CORREA, 2012) a Estatistica tem
um importante papel na sociedade moderna, pois ela fornece ferramentas que permitem
analisar as varidveis sob diversas Oticas, verificando as possiveis relacdes existentes através
de estudo e experimentos e, consequentemente, dando caminhos para uma possivel tomada de

decisdo de forma coerente e direcionada.

No Brasil, os conceitos basicos de Estatistica eram quase ignorados na educagdo
basica, apenas no final da década de 90 passaram a ser discutidos pela comunidade
educacional e académica, tendo sido incorporados oficialmente a estrutura da disciplina de
Matematica do Ensino Fundamental e Médio com a publicagdo dos Parametros Curriculares

Nacionais — PCNs. (LOPES, et al, 2010 apud SAVIAN; JACOBI; ZANINI, 2012)

Os PCNs de Ensino Fundamental e Médio dao destaque a Estatistica no Bloco
Tratamento da Informacao, devido a relevancia que esse tema tem alcancado no cotidiano das
pessoas e nas varias areas das ciéncias. E necessario que os estudantes saiam da educagio
basica com, pelo menos, nogdes de como realizar uma coleta, organizar dados e fazer

inferéncias sobre uma populagao.

As Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo - TICs, além de facilitar a vida das
pessoas, tém influenciado muito o desenvolvimento e o uso diversificado da Estatistica,
através da utilizacdo de ferramentas para andlise de informagdes. As tarefas de analises de
dados, que antes eram feitas manualmente e tomavam muito tempo, hoje, com o uso do
computador, tornaram-se quase automadticas. De acordo com Batanero, Estepa e Godino

(1991 apud DUARTE, 2010) o desenvolvimento tecnologico, principalmente no campo da



19

informatica, impulsionou o avanco da Estatistica, pois a andlise de dados e a representagdo

grafica fornecem um auxilio significativo no alcance dos resultados.

A presenca das TICs na educagdo representa a realidade de varias escolas no Brasil,
pois as politicas publicas tem buscado atender a necessidade de equipar as escolas com
computadores. A Lei do Programa Nacional de Tecnologia Educacional — Prolnfo, por
exemplo, promove o uso pedagogico das tecnologias de informag@o e comunicagdo nas redes
publicas de educacao basica. O Prolnfo funciona em regime de colaboragao entre a Unido, os
Estados, o Distrito Federal e os Municipios, mediante adesdo. O programa entrega os
computadores prontos para o uso as escolas e o estado ou municipio participante ¢
responsavel por garantir a estrutura adequada para receber os laboratorios e capacitar os

educadores para uso das maquinas e tecnologias (BRASIL, 2007).

A utilizagdo das TICs pode ser um aliado do professor na proposicao de espacos
fecundos para a aprendizagem (CYRINO; BALDINI, 2012). E importante que o professor
esteja preparado para fazer a utilizagdo das TICs e reconheca sua importancia como recurso

didatico na aprendizagem de conceitos estatisticos. Dessa forma,

[...] a formagdo inicial deve somar-se atualizacdes, sob pena de cristalizagdo
profissional. Para conseguir adequar os recursos educativos a estratégias
metodoldgicas inovadoras € necessario saber sua existéncia, explora-los e maneja-
los com tempo, com disponibilidade e abertura para recorrer as novas formas de
ensinar (RICOY; COUTO, 2011, p. 97 apud CYRINO; BALDIDI, 2012).

De acordo com Rycoy e Couto (2011 apud CYRINO; BALDINI, 2012, p. 44) “a falta
de atualizacdes dos professores ja inseridos no processo educativo pode causar-lhes
constrangimento ao utilizarem-se das TICs em sala de aula, [...]”. Portanto, ¢ necessario que
sejam criados espacgos para que o professor possa aprender a lidar com tais recursos e que se
sinta a vontade, e tenha “confianga” para refletir e discutir a sua utilizagdo (BALDINI;

CYRINO, 2012 apud CYRINO; BALDINI, 2012).

Dessa forma, ¢ necessario que o professor faca atualizagdes e conheca os programas
para o tratamento das informagdes a fim de que possa utilizar o laboratorio de forma efetiva e

segura na aprendizagem e utilizacdo dos conceitos estatisticos.

O uso do laboratorio permitira ao professor trabalhar contetidos de Estatistica, tais
como, a Fung¢do de Distribui¢do Normal, que ¢ um modelo matematico utilizado para modelar
um conjunto de dados e que ¢é 1til para o calculo de probabilidades bem como para fazer

estimagdes sobre parametros de média e desvio padrio.
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Assim, a proposta apresentada neste trabalho ¢ relevante, pois desenvolve uma
estratégia didatica para abordar a Distribui¢do Normal, que ndo tem sido contemplada na

educagdo basica, através do uso da tecnologia como facilitadora da aprendizagem.

O objetivo desse trabalho ¢ propor uma abordagem da Distribui¢do Normal para uma
turma de terceiro ano do Ensino Médio, através da resolucdo de uma situacdo problema
utilizando o software Geogebra, com vistas a contribuir com o ensino e aprendizagem da

Estatistica Inferencial na educacao basica.
Como objetivos especificos destacamos:

e Propor o estudo de uma amostragem estatistica, através da apresentagdo de uma
situagdo problema;

e FElaborar um tutorial do programa, ilustrando as aplica¢des de algumas ferramentas do
software no calculo de medidas estatisticas, histogramas e representagdes da
Distribui¢cdo Normal;

e Introduzir os primeiros conceitos relativos a Distribuicdo Normal no Ensino Médio de
forma intuitiva, utilizando como recursos didaticos o computador e o software
Geogebra;

e O reconhecimento pelos alunos da representacdo de uma Distribuicdo Normal, como
uma curva em forma de sino, assintotica ao eixo horizontal;

e Utilizar o Modelo Normal para descrever a distribuicdo dos pesos da amostra e da
média amostral;

e Perceber os efeitos da variagdo dos pardmetros sobre a Curva Normal;

e Explorar fungdes basicas do Geogebra aplicado a Distribuicdo Normal;

¢ O entendimento pelos alunos que a distribui¢cdo da variavel peso ¢ normal,

e Utilizar a Distribuicdo Normal para calcular probabilidades e para estimar o peso
médio da populacdo de quarenta quilos de laranjas;

e A percepcao dos alunos de que a média de varias amostras de uma distribuicdo tem
Distribui¢cdo Normal;

e Construir um intervalo de confianca para o peso médio populacional com 95% de
confianga;

e Calcular a quantidade aproximada de laranjas em quarenta quilos da fruta utilizando o

intervalo de confianca.
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O texto serda composto pelo primeiro capitulo, no qual serd exposta uma discussdo do
problema de estimar usando amostras de uma populagdo, destacando o uso de novas
tecnologias na educacdo matematica. O capitulo sera finalizado com a apresentacdo do

software Geogebra.

No segundo capitulo sera feita uma sintese histdrica com os principais colaboradores
da distribui¢do normal, em seguida, uma apresentagdo sistemdtica da Distribui¢do Normal e

finalizado com a distribuicdo t — Student.

No terceiro capitulo sera apresentada a sequéncia didatica para a resolugdo do
problema da contagem das laranjas contidas em quarenta quilos, no qual também sera exposto

um tutorial do software Geogebra para a resolucao do problema.

Nas consideragdes finais serdo discutidos alguns fatores positivos da realiza¢do da
proposta e as dificuldades que podem ser encontradas durante a execu¢do da mesma. Também
serdo expostos os resultados esperados, além de sugestdes para futuros trabalhos em sala de

aula.

1.1 O PROBLEMA

“Estimar consiste em formar um juizo aproximado a um valor, a um célculo, a uma

quantia ou a uma grandeza” (GIONGO et al, 2013, p. 1).

A abordagem da Estatistica no Ensino Médio, atualmente, se limita ao estudo de
tabelas, graficos, medidas de posicdo e de dispersdo. De acordo com Giongo (2013) o estudo
de estimativas tem sido pouco contemplado nas aulas de Matematica. No entanto, a habilidade

de estimar deve comegar a ser desenvolvida na educagao basica.

Para Girardi e Giongo (2013, p. 166) “desenvolver atividades sobre estimativa nas
aulas de Matematica ¢ uma excelente estratégia para despertar o interesse e a agilidade no

desenvolvimento de calculos aproximados, essenciais para diversas situagdes no cotidiano”.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) também dao destaque ao ensino de
estimativas ao afirmar que "[...] uma das finalidades atuais do ensino do célculo consiste em
fazer com que os alunos desenvolvam e sistematizem procedimentos de calculo por estimativa

e estratégias de verificacao e controle de resultados" (BRASIL, 1997, p. 77).
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Situacdes que envolvem contagem de grandes quantidades podem tornar-se mais
simples se o individuo possuir conhecimento de técnicas que lhe permitam obter estimativas
dessa contagem. Uma forma de obter-se a contagem de um grande conjunto de valores ¢
calcular o quociente da soma de todos os valores pela média do conjunto, como ¢ mostrado

através da expressao (1).

n
Zi=1 Xi

i1 %i (1
X

Nem sempre a média de um conjunto de dados ¢ conhecida. A Distribui¢cdo Normal ¢
um modelo matematico que permite fazer estimagdes sobre médias populacionais. Tal modelo
raramente ¢ abordado no Ensino Médio, e integra, com mais frequéncia, o curriculo de cursos
de graduagdo em disciplinas que envolvem Probabilidade ou Estatistica. O ensino da

Distribuicao Normal é importante, pois ela ¢ essencial para a Inferéncia Estatistica.

De acordo com Lima et al (2006, p. 147) “os topicos abordados no Ensino Médio
deveriam fornecer resposta as seguintes perguntas: [...] Que inferéncias podem ser feitas a

respeito de uma populacdo a partir dos dados relativos a uma amostra desta populacao?”.

Para Lopes (2010, p. 01) “a Estatistica, com os seus conceitos € métodos para coletar,
organizar ¢ analisar informagdes diversas tem-se revelado um poderoso aliado neste desafio
que ¢ transformar a informagdo bruta em dados que permitem ler e compreender uma

realidade”.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) do Ensino Médio enfatizam essa
perspectiva. Na parte 3 — Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias, afirma-se que
na area da Matematica, ha a necessidade de desenvolver nos alunos capacidades de
comunicac¢do, de resolugao de problemas, tomada de decisdes e possibilitar que os alunos

tenham condigdes de realizar inferéncias (FERREIRA; CARVALHO; BECKER, 2011).

O Ensino de Estatistica e Probabilidade encontra-se no bloco de conteudos
denominados “Tratamento das informagdes”, no qual sdo definidas as habilidades a serem

desenvolvidas pelos alunos:

As habilidades de descrever e analisar um grande nimero de dados, realizar
inferéncias e fazer predi¢des com base numa amostra de populagdo, aplicar as ideias
de probabilidade e combinatoria a fendmenos naturais e do cotidiano sdo aplicagdes
da Matematica em questdes do mundo real que tiveram um crescimento muito
grande e se tornaram bastante complexas. Técnicas e raciocinios estatisticos e
probabilisticos sdo, sem divida, instrumentos tanto das Ciéncias da Natureza quanto
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das Ciéncias Humanas. Isto mostra como sera importante uma cuidadosa abordagem
dos contetidos de contagem, estatistica e probabilidade no Ensino Médio, ampliando
a interface entre o aprendizado da Matematica e das demais ciéncias e areas.
(BRASIL, 2000, p. 44).

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), criado em 1998 pelo Governo Federal,
destaca, entre as competéncias avaliadas, o fato de que o aluno tenha compreensao do carater
aleatorio e¢ ndo deterministico de fendmenos naturais e sociais, devendo este, através de
instrumentos adequados de medidas, determinar amostras e calcular probabilidades e saber

interpretar informagdes de varidveis presentes em uma distribui¢do estatistica (FERREIRA,

CARVALHO, BECKER, 2011).

A aprendizagem de estatistica e probabilidades na educagao basica ¢ muito importante,
pois fazem parte do cotidiano das pessoas. Noticidrios, jornais e revistas frequentemente
veiculam noticias acompanhadas de conceitos estatisticos, cada vez mais complexos, tais
como: tamanho da amostra, margem de erro, nivel de confianca dentre outros (CAZORLA,

2004).

O ensino da Estatistica, objetivando o entendimento conceitual de suas ferramentas,
deve ser feito através de atividades diferenciadas e ndo apenas por aulas expositivas

(GNANADESIKAN et all, 1997 apud AZEVEDO; LIMA; SILVA, 2011).

Este trabalho propde o ensino contextualizado da Distribuicdo Normal para uma turma
de terceiro ano do Ensino Médio. Nesse sentido, Doane (2004 apud BITTENCOURT; VIALI,
2006) afirma que o ensino de distribui¢des probabilisticas, como a Distribuicdo Normal, pode

ser mais eficaz com o uso de simulagoes.

Dessa forma, propor um problema contextualizado ¢ uma excelente alternativa para o
ensino da Estatistica, pois motivara o estudante a fazer calculos, elaborar tabelas e analisar
dados reais. As Orientagdes Educacionais Complementares aos Pardmetros Curriculares

Nacionais afirmam que

Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada a
outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e habilidades
que sdo essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam e estruturam o
pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e interpretar situagdes, para
se apropriar de linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar
conclusdes proprias, tomar decisdes, generalizar e para muitas outras agdes
necessarias a sua formagdo (BRASIL, 2002, p. 111).

Para Lopes (2008 apud SILVA; BAYER, 2011) “¢ necessario o desenvolvimento de

praticas pedagogicas envolvendo situagdes em que os estudantes realizem atividades



24

considerando seus contextos e que estes possam observar € construir os eventos possiveis, por

meio de experimentagdo concreta, de coleta e de organizacao de dados”.

Assim, o professor pode desenvolver os conteudos de estatistica, dentre eles, a
Distribuigdo Normal, utilizando metodologias como a resolugdo de problemas e o uso das
Tecnologias da Informacdo e Comunicagdo (SILVA; BAYER, 2011) aplicados a uma

situacdo contextualizada com dados reais.

A proposta deste trabalho ¢ descrever a resolu¢do de uma situagdo problema, na qual
os alunos de uma turma de terceiro ano do Ensino Médio serdo motivados a usar a
Distribuicdo Normal como um modelo matematico, a fim de encontrar uma estimativa mais
precisa do peso médio de uma massa de quarenta quilos de laranja, e, com auxilio desta,
encontrar o numero aproximado de laranjas contidas nessa massa. A resolu¢dao da situagao
problema serd conduzida de modo que propicie o ensino aprendizagem da Distribuicao
Normal, utilizando como ferramenta os recursos do software Geogebra. Nesse processo, 0
professor exercera o papel de mediador, indicando caminhos, dando exemplos, orientando na

busca de solugdes, apontando padrdes, etc.

O processo para obter a estimativa do nimero de laranjas contidas em quarenta quilos
da fruta serd composto por: selecdo aleatéria de uma amostra de quarenta laranjas, constru¢ao
da tabela de frequéncia, constru¢do do histograma, verificacdo de padrdes, calculo de medidas
estatisticas, aplicacdo do Modelo Normal e construcao do intervalo de confianca para a média.
Em todas as etapas a utilizagdo do programa Geogebra sera fundamental para analise dos

dados.

1.2 INFORMATICA NO ENSINO DE ESTATISTICA

O uso de computadores na Estatistica tem tornado o trabalho de andlise de dados
muito mais rapido e eficiente. Na area da educacao, a introducdo da tecnologia da informagao

possibilita novas formas de ensinar e de aprender (VASCONCELOS; TOGNI, 2011).

Para Lima, O. (2010, p. 2) a informética passa a ser inserida no contexto educacional
como um elemento a mais para contribuir na constru¢do do conhecimento, com o objetivo de
promover a autonomia humana. O computador dever ser usado na sala de aula como um

instrumento potencializador do desenvolvimento humano.
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Com relagdo a Estatistica, Duarte (2010, p. 25) considera que “[...], o desenvolvimento
das tecnologias da informagdo tem surgido como facilitador ao tratamento da informagao, o
que permite cada vez mais trabalhar com grandes conjuntos numéricos de modo rapido,

pratico e seguro”.

Hoje quase todas as escolas dispdem de um laboratorio de informatica, o que permite
ao professor trabalhar a manipulacdo de dados com os estudantes através de ferramentas
estatisticas, em um intervalo de tempo bem menor. “Nesse contexto, as calculadoras e o
computador ganham importancia como instrumentos que permitem a abordagem de
problemas com dados reais ao mesmo tempo em que o aluno pode ter a oportunidade de se

familiarizar com as maquinas e os softwares” (BRASIL, 2002, p. 127).

Essas tecnologias permitem rapidez e rigor na obten¢do de medidas estatisticas e
possibilitam aos alunos, em qualquer estudo estatistico, uma concentra¢ao nos aspectos mais
elaborados do trabalho, como interpretar, organizar, discutir, argumentar, ¢ ndo sobre os
aspectos mais mecanicos associados a sua realizagdo, como a abertura de formulas. Além
disso, permite aos alunos lidar com os conceitos estatisticos de uma forma mais rica,

explorando seu significado, o que representa € como se manipula (CANAVARRO, 2000).

O uso de computadores ¢ defendido por Batanero (2001 apud DUARTE, 2010, p. 26)
devido as suas vantagens como, dinamismo, velocidade e crescente quantidade de novos
softwares que permitem explorar todos os aspectos do processamento de dados, o que

possibilita acrescentar novos topicos ao ensino de estatistica.

O computador, no entanto, deve ser usado com cautela, pois possibilita uma
automagao que pode levar um individuo sem preparo especifico a utilizar técnicas
inadequadas para resolver um dado problema (MAGALHAES; LIMA, 2004). Nesse ponto,
percebe-se a importancia do professor, que, além de trabalhar os conceitos basicos da

Estatistica, orientara as atividades feitas mediante a ferramenta do computador.

Segundo Papert (1985 apud FERREIRA et all, 2011) o computador auxilia na
constru¢do do conhecimento e possibilita o desenvolvimento de processos mentais que
auxiliam a aprendizagem. Ao professor cabera o papel de mediador, contribuindo no
direcionamento das atividades de estudo de forma contextualizada para o aluno. Este trabalho

propde o uso do software Geogebra como apoio no ensino da Distribuicdo Normal.
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1.3 O SOFTWARE GEOGEBRA

O Geogebra' é um software de matematica dinamica que reune Geometria, Algebra,
Calculo e Estatistica. Foi desenvolvido pelo professor Markus Hohenwarter, na universidade
americana Florida Atlantic University, com a ajuda de diversos colaboradores, no intuito de

aprender e ensinar matematica nas escolas.

Neste trabalho, optou-se por este sofiware por ser um aplicativo de dominio publico.
Através do Geogebra ¢ possivel criar tabelas, graficos, histogramas, calcular medidas
estatisticas, intervalos de confianga, dentre outras funcgdes. Sua interface simples ndo exige do
usuario dominio sobre o programa, o conhecimento dos conceitos estatisticos a serem

utilizados no desenvolvimento das atividades ¢ suficiente para manipulé-lo.

1.3.1 Interface

O Geogebra fornece trés diferentes vistas dos objetos matematicos: a Janela de
Visualizacdo ou Zona Grifica, a Janela de Algebra ou Zona Algébrica, ou numérica, ¢ a
Planillha ou Folha de Cdalculo. Elas permitem mostrar os objetos matematicos em trés
diferentes representagdes: graficamente (e.g., pontos, graficos de fungdes), algebricamente
(e.g., coordenadas de pontos, equagdes) e nas células da folha de calculo. Assim, todas as
representacdes do mesmo objeto estdo ligadas dinamicamente e adaptam-se automaticamente
as mudangas realizadas em qualquer uma delas, independentemente da forma como esses

objetos foram inicialmente criados (HOHENWARTER; HOHENWARTER, J., 2009, p. 6).
A interface do software é composta pelos seguintes itens:

e Barra de ferramentas: apresenta 0s principais recursos para as construcoes
geométricas;

e Barra de menus: apresenta as opg¢des de execucao do programa;

o FEntrada de comandos: este campo permite executar praticamente todas as fungdes do

software através de comando digitado;

' A vers3o 4.4.43.0 foi utilizada para o desenvolvimento deste trabalho. A versdo atual 5.0 esta disponivel para
download em www.geogebra.org
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e Lista de simbolos e letras do alfabeto grego: apresenta alguns simbolos matematicos e
as letras do alfabeto grego usadas na escrita matematica;
e Lista geral de comandos: este campo apresenta a lista de todas as fungdes do pacote

basico do programa. Este campo também apresenta funcdes criadas pelo usudrio.

Figura 1 - Interface do Geogebra
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2 DISTRIBUICAO NORMAL

2.1 HISTORICO

A Distribuicao Normal ¢ um modelo matematico que descreve fendmenos aleatorios e
tem uma importancia muito grande para a Inferéncia Estatistica. Esse modelo serve de base na

construcdo de intervalos de confianga e também ¢ util para calcular probabilidades.

A origem da Distribuicao Normal esta associada a observacao do erro de mensuragao
por volta do século XVIII. Existem evidéncias de que tais erros de mensuracdo eram
observados principalmente pelos astronomos na tentativa de estimar as oOrbitas dos corpos
celestes. Ao fazer essas estimativas havia necessariamente um fator de erro de observagao.

Esse fator ficou conhecido como lei do erro (STEWART apud DUARTE, 2010, p. 15).

A introdugdo da Distribuicao Normal foi feita inicialmente pelo matematico francés
Abraham de Moivre (1667 — 1754) em um artigo que foi reimpresso na segunda edi¢do do seu
livro “A doutrina do acaso” de 1738 (BITTENCOURT; VIALI, 2006). Abraham de Moivre
foi um exilado politico, que foi para Inglaterra onde conheceu Newton e Halley e em 1697 foi

eleito membro da Real Academia de Ciéncias (DUARTE, 2010, p. 15).

De Moivre procurou dar sentido algébrico a teoria das probabilidades, sendo o

primeiro matematico a trabalhar com a expressao da “lei do erro” em 1733 (DUARTE, 2010).

Em 1812 o também matematico francés Pierre Simon de Laplace estendeu os trabalhos
de Moivre em seu livro “Teoria Analitica da Probabilidade”. O resultado de seu trabalho ¢
conhecido hoje como Teorema de Moivre-Laplace. Laplace e também mostrou que mesmo
uma distribuicdo ndo sendo normal, a média de repetidas amostras dessa distribui¢do ¢ a
aproximadamente normal e que quanto maior for o tamanho da amostra melhor sera essa

aproximacao (BITTENCOURT; VIALI, 2006).

A primeira aplicacdo da distribuicao foi feita pelo belga Adolph Quetelet (1796 —
1874). Ele coletou dados sobre medidas do peito de soldados escoceses e da altura de
soldados franceses e verificou que elas podiam ser modeladas pela distribuigdo

(BITTENCOURT; VIALL 2006).

O matematico alemao Karl F. Gauss (1777 — 1855) fez contribuigdes importantes e

realizou estudos sobre a lei dos Erros. Suas contribui¢des foram tdo importantes que hoje ¢
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comum encontrar em livros e artigos do ramo, o enunciado com o titulo de Distribuigdo
Gaussiana (DUARTE, 2010). Gauss ocupava o cargo de diretor no observatorio de

Gottingém, posto que conservou por cerca de quarenta anos (BOYER, 1974, p. 374).

Gauss e o matematico alemao Robert Adrian (1775 — 1843) desenvolveram de forma
independente em 1808 a “equacdo da distribui¢do” e mostraram que modelava muito bem os

erros de observagoes astrondmicas (BITTENCOURT, VIALI 2006).

No modelo apresentado por Gauss, cada medida ou mensuragdo ¢ exatamente igual a
medida ideal mais o erro de medi¢do. Assim, os resultados obtidos de sucessivas medidas,
que se diferem uma da outra, se distribuem em torno de um valor ideal, ou valor nulo

(FREEDEMAN apud DUARTE, 2010).

A Distribui¢ao Normal ¢ muito importante pelo fato de que muitos fendmenos naturais
apresentam uma distribui¢do normal ou aproximadamente normal. Além disso, as médias de
amostras extraidas de uma distribuicdo qualquer, mesmo ndo sendo normal, tendem a
apresentar comportamento normal a medida que o tamanho da amostra aumenta

(BITTENCOURT; VIALL 2006).

A denominag¢dao de Distribuicdo Normal ou Curva Normal foi dada de forma
independente pelo filésofo americano Charles S. Peirce (1839 — 1914), pelo antropologo e
geneticista britdnico Francis Galton (1822 — 1911) e pelo economista alemao Wilhelm Lexis
(1837 — 1914) por volta de 1875. J4 a terminologia de Curva em Forma de Sino foi cunhada
em 1872 pelo francés Esprit Pascal Jouffret (BITTENCOURT e VIALI, 2006).

2.2 0 MODELO NORMAL

“Uma distribuicdo estatistica ¢ uma fung¢do que descreve o comportamento de uma
variavel aleatéria” (NETO, SCARMINIO e BRUNS, 2003, p. 27). Variavel aleatoria ¢ uma

funcdo que associa um numero a cada elemento de um espaco amostral.

A fungdo densidade de probabilidade ¢ uma fun¢do sempre ndo negativa e construida

de tal forma que area sob seu grafico e eixo horizontal ¢ igual a 1.

Assim, uma fun¢do matematica ¢ uma funcao densidade de probabilidade se satisfaz

duas condi¢des:

i) f(x) = 0, paratodo x € R; (2)
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i) A area definida por f(x) éigual a 1. (3)

Com o auxilio do céalculo diferencial e integral, podemos caracterizar a condi¢ao ii)

por
JZ fodx = 1. (4)

Dizemos que uma varidvel aleatéria continua X tem distribui¢do normal com
parametros u € o, se sua funcao densidade de probabilidade ¢ dada por:

1 (x—p)?

e 20> ,parax€R,—o<u<oweos>0 (5)

f&) =

ovV2Tm

Sua representagdo grafica pode ser vista no Grafico 1.

Grafico 1 - Grafico da fungio de densidade de probabilidade N(0, 1)

0.6

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra

A Distribuicdo Normal ¢ uma distribuicdo continua, ou seja, uma distribuicdo em que
a variavel pode assumir qualquer valor dentro de um intervalo previamente definido. Para
uma varidvel normalmente distribuida, o intervalo ¢ (—o0, +), o que significa que ela pode

assumir, pelo menos a principio, qualquer valor real (NETO; SCARMINIO; BRUNS, 2003).

A fungdo f(x) é uma fungdo exponencial de uma variavel real, que possui dois
parametros p (média) e o (desvio padrdo). Para indicar que X tem distribuicdo normal com

parAmetros u e o, usa-se a notagdo X~N (u, o2).
A densidade normal possui as propriedades:

i) f(x) ¢ simétrica em relagdo a p, ou seja, ao centro;
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i) f(x) = 0 quando x = oo;
iii) o valor méaximo de f(x) ¢ obtido quando x = y;
iv) tem dois pontos de inflexdes em x = u + o;

v) A area compreendida entre a curva até o eixo das abscissas ¢ igual a

1.
A Curva Normal ¢ assintdtica em relagdo ao eixo das abscissas devido as propriedades
i) e iii).
O formato da Curva Normal dependera dos pardmetros y (média) e o (desvio padrdo).
Ao variar esses dois parametros temos movimentos de translagdo e achatamento no grafico.

Mesmo nessas variagdes, todas as representagdes normais sdo simétricas, tém formato

semelhante ao contorno de um sino e a area total sob a curva ¢ igual a 1 (DUARTE, 2010).

O Grafico 2 mostra trés variagcdes da Curva Normal de acordo com os respectivos

parametros y € o.

Grafico 2 - Diferentes curvas normais

2.5

154 =20 =103

p=4d0=04

p=0o=1

-0.54

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do sofiware Geogebra.
Podemos obsevar pelas representagdes graficas que o valor da média indica o centro
da distribuicdo e o desvio padrao mede a dispersao do conjunto, indicando a variabilidade em

relagdo ao centro, ou seja, quanto maior o desvio padrao mais achatado sera o grafico.

2.3 CALCULOS DE PROBABILIDADES



32

Para calcular probabilidades com o Modelo Normal, devemos resolver a integral da
fun¢do densidade de probabilidade no intervalo de interesse. Para uma distribui¢do continua,
portanto, ndo faz diferenga se o intervalo de que estamos falando ¢ aberto ou fechado. A

probabilidade de que a < x < b ¢ igual a probabilidade de que a < x < b, isto é
Pla<x<b)=Pla<x<b)=[ f(x)dx (6)

Assim a probabilidade de que um valor da varidvel aleatéria de densidade de
probabilidade f(x) seja observado no intervalo [a, b] ¢ obtida pela 4rea sob a curva f e o eixo

das abscissas, em relacao a esse intervalo, conforme mostrado no Grafico 3.

Grifico 3 - Area sob a Curva Normal entre os pontos a ¢ b

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra

No Modelo Normal, aproximadamente 68% da area total da curva esta localizada entre
U * o, aproximadamente 95% da area total esta localizada entre u + 20 e aproximadamente
99,7% da area total da curva esta localizada entre yu + 30. Podemos observar esses fatos no
grafico da distribui¢do de frequéncia de uma variavel aleatéria X~N(0,1), conforme Grafico

4.
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Grafico 4 - Curva Normal de uma variavel aleatoria X~N (0, 1)

0.4
fax)
0.3

0.24

0.1+

Fonte: Construido pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

Podemos notar pelo grafico que a maior parte da area sob uma gaussiana esta contida
no intervalo definido por um desvio padrao em torno da média, e praticamente toda ela esta

situada entre 4 + 30 ¢ u — 30. Para obter os valores numéricos correspondentes a esses fatos,

(-w?
. ~ 1 =k - .
integramos a expressao f(x) = Ner e 202 entre os limites apropriados:
o s

Plu—o<x<u+o)= f:_*:f(x)dx = 0,6826 = 68,26% (7)
u+3o
Plu—3c<x<u+30)= fu—3o f(x) =0,9973 = 99,73% (8)

O célculo dessas integrais ¢ feito pelo método de Simpson, pois a funcao de densidade
normal ndo possui integral algébrica. Mas na pratica ndo precisamos calcular integral
nenhuma, pois podemos utilizar valores tabelados que permitem encontrar facilmente os

valores de probabilidades desejados.

A tabela possui valores das integrais para varios intervalos de uma varidvel z~N(0,1).
Apesar de esses valores corresponderem a distribuicdo padrdo, com média zero e desvio
padrdo um, esses valores podem ser usados para fazermos inferéncias a respeito de qualquer

Distribui¢ao Normal. Para isso devemos padronizar a varidvel aleatoria x.

2.3.1 Padronizaciao de uma variavel aleatéria



34

Padronizar uma varidvel aleatoria x de média u e desvio padrdo o consiste em
construir a partir dela uma nova variavel aleatéria z, cujos valores sdo obtidos subtraindo-se
de cada valor de x a média populacional e dividindo-se o resultado pelo desvio padrdo

(NETO; SCARMINIO; BRUNS, 2003):
z="F 9)
Assim, para determinar a probabilidade de x € [a, b], temos

Pla<x<b)=Pla—u<x—u<b-—yu

7

=
IA

=

°|

=
IA

b—p
=)
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o
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°|

z < H (10)
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Portanto, quaisquer que sejam os valores de u e o, utilizamos a normal padronizada para obter

probabilidades com a Distribui¢do Normal.

Os valores para P(0 < z < z.), z = 0 sdo apresentado na Tabela 1.



Tabela 1 - Area ou probabilidade para Distribui¢do Normal padrio

Distribuiggo Normal: Valores de p tais que P(0< Z<z_.) = p

Segunda decimal de z,

(1ot | 2 3

0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120
0,1 0,0398 0,0438 0,0478 0,0517
0,2 0,0793 0,0832 0,0871 0,0910
0,3 0,1179 0,1217 0,1255 0,1293
0,4 0,1554 0,1591 0,1628 0,1664
0,5 0,1215 00,1950 0,1985 0,2019
0,6 0,2257 0,2291 0,2324 0,2357
0,7 0,2580 0,2611 072642 0,2673
0,8 0,2881 0,2910 0,2939 0,2967
0,9 0,3159 0,3186 0,3212 0,3238
1,0 0,3413 0,3438 0,3461 0,3485

o 1.1 0,3643 0,3665 0,3686 0,3708

© 1,2 0,3849 0,3B69 0,3888 0,3907

1,3 0,4032 0,4049 0,4066 0,4082

D 1,4 0,4192 0,4207 0,4222 0,4236

1,5 0,4332 0,4345 0,4357 0,4370

1,6 0,4452 0,4463 00,4474 0,44B84

1,7 0,4554 0,4564 0,4573 0,4582

1,8 0,4641 0,4649 0,4656 0,4664

1,9 0,4713 0,4719 0,4726 0,4732

= 2,0 0,4772 04778 0,4783 0,4788

o 2,1 0,4821 0,4826 0,4830 0,4834

2,2 0,4B61 04864 0,4868 0,4871

S 2,3 0,4893 0,4896 0,4898 0,4901

D 2.4 04918 0,4920 0,4922 0,4925

S 2,5 0,4938 0,4940 0,4941 0,4943

2 2.6 04953 0,4955 0,4956 0,4957

B 2,7 0,4965 0,4966 0,4967 0,4968
2,8 0,4974 0,4975 0,4976 0,4977
2,9 0,4981 0,4982 0,4982 0,4983
3,0 0,4987 0,4987 0,4987 0,4988
3,1 0,4990 0,4991 0,4991 0,4991
3,2 0,4993 0,4993 0,4994 0,4994
3,3 0,4995 0,4995 0,4995 0,49%46
3,4 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997
3,5 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998
3,6 0,4998 0,4998 0,4999 0,4999
3,7 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,8 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,9 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000

a
0,0160
0,0557
0,0948
0,1331
0,1700
0,2054
0,2389
0,2704
0,2995
0,3264
0,3508
0,3729
0,3925
0,4099
0,4251

0,4382

0,4495
0,4591
0,4671
0,4738
0,4793
0,4838
0,4875
0,4904
0,4927
0,4945
0,4959
0,4969
0,4977
0,4984
0,4988
0,4992
0,4994
0,4996
0,4997
0,4998
0,4999
0,4999
0,4999
0,5000

5
0,0199
0,0596
0,0987
0,1368
0,1736
0,2088
0,2422
0,2734
0,3023
0,3289
0,3531
0,3749
0,3944
0,4115
0,4265

0,4394

0,4505
0,4599
0,4678
0,4744
0,4798
0,4842
0,4878
0,4906
0,4929
0,4946
0,4960
0,4970
0,4978
0,4984
0,4989

| 0,4992

0,4994
0,4996
0,4997
0,4998
0,499%
0,4999
0,4999
0,5000

g
0,0239
0,0636
0,1026

10,1406

0,1772
02123
0,2454
0,2764
0,3051
0,3315
0,3554
0,3770
0,3962
0,4131
0,4279

10,4406

0,4515
0,4608
0,4686
0,4750
0,4803
0,48464
0,4881
0,4909
0,4931
0,4948
0,4961
0,4971
0,4979
0,4985
0,4989
0,4992
0,4994
0,4996
0,4997
0,4998
0,4999
0,4999
0,4999
0,5000

7
0,0279
0,0675
0,1064
0,1443
0,1808
02157
0,2486
0,2794
0,3078
0,3340
0,3577
0,3790
0,3980
0,4147
0,4292
0,4418
0,4525
0,4616
0,4693
0,4756
0,4808
0,4850
0,4884
0,4211
0,4932
0,4949
0,4962
0,4972
0,4979
0,4985
0,4989
0,4992
0,4995
0,4996
0,4997
0,4998
0,499
0,4999
0,4999
0,5000

8
0,0319
0,0714
0,1103
0,1480
0,1844
D,2190
0,2517
0,2823
0,3106
0,3365
0,3599
0,3810
0,3997
0,4162
0,4306
0,4429
0,4535
0,4625
0,4699
0,4761
0,4812
0,4854
0,4887
0,4913
0,4934
0,4951
0,4963
0,4973
0,4980
0,4986
0,4990
0,4993
0,4995
0,4996
0,4997
0,4998
0,4999
0,4999
0,4999
0,5000

9
0,0359
0,0753
0,1141
0,1517
0,1879
0,2224
0,2549
0,2852
0,3133
0,3389
0,3621
0,3830
0,4015
0,4177
0,4319
0,4441
0,4545
0,4633
0,4706
0,4767
0,4817
0,4857
0,4890
0,4916
0,4936
0,4952
0,4964
0,4974
0,4981
0,4986
0,4990
0,4993
0,4995
0,4997
0,4998
0,4998
0,4999
0,4999
0,4999
0,5000

0,0
0,1
0,2

04
0,5
0,6
0,7
0.8
0,9
1.0
T
12
1.3
1.4
1,5
1.6
1,7
1.8
1,9
2,0
25
2.2
23
2,4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9
3,0
3,1
a2
3,3
3,4
3,5
3.6
3,7
3,8
3,9

Fonte: Magalhaes e Lima (2004, p. 355)
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A escala padronizada z permite associar os valores da varidvel x com os valores da

escala z, de acordo com os respectivos valores de u e o. Neste caso, ndo serd necessario

construir tabelas para cada fun¢do normal N (u, 02) (DUARTE, 2010).

Na Tabela 1 o valor de z indica a intensidade de afastamento da variavel x até a média

U, em relagdo ao desvio padrdo, ou seja, ¢ o comprimento relativo em desvios padrdes, entre a

média y até o ponto x (DUARTE, 2010). O Grafico 5 apresenta o grafico da distribui¢ao

normal padronizada.
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Grifico 5 - Distribuicdo Normal padronizada

Fonte: Construido pelo autor com o auxilio do sofiware Geogebra.

A Distribuicdo Normal sempre ¢ simétrica em relagdo a média pu, e devido a esse fato
basta obtermos as areas de apenas um dos lados. Sendo assim, a tabela de valores de z

apresenta os valores das areas compreendidas entre a média e um ponto x a direita da média.
Um exemplo de utilizacdo da tabela:

Seja um conjunto de dados onde estamos estudando o comportamento de uma variavel
x~N(3,52), ou seja, x tem distribui¢io normal com pardmetro de média igual a 3 e parAmetro

de variancia igual a 52,

Vamos calcular a probabilidade de x variar entre a média até o ponto x = 10. Temos:

PE<x<10)=P(Z2 <2< ) = p(0<2<14) (11)

A primeira coluna da tabela apresenta a parte inteira e a primeira decimal de z e a
primeira linha apresenta a segunda decimal de z. Para saber a probabilidade correspondente a
certo valor de z temos que procurar na tabela o valor localizado na intersecao da linha e da
coluna apropriadas. O valor correspondente a z = 1,4 estd na intersecao da linha referente a

z = 1,4 com a coluna encabegada por 0, que ¢ a segunda decimal de z. Assim temos:

P3<x<10)=P(0<2z<1,4) =0,4192 ou 41,92% de chance (12)

que pode ser vista no Grafico 6.
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Grifico 6 - Area sob a Curva Normal padrio no intervalo [0; 1, 4]

Fonte: Construido pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

2.4 PARAMETRO, ESTIMADOR E ESTIMATIVA

2.4.1 Parametros

Parametros sdo as quantidades desconhecidas da populacdo sobre as quais temos

interesse. Sao representados por letras gregas como u, o ¢ 6.

2.4.2 Estimador

E uma funcdo ou combinacdo dos elementos da amostra, construida com a finalidade
de representar, ou estimar, um parametro de interesse na populacdo. Sao denotados pelos

simbolos: X, s € p.

2.4.3 Estimativa

Estimativas ou estimativas pontuais sdo os valores numéricos assumidos pelos

estimadores.
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As notacdes utilizadas para a média e desvio padrio de uma populagdo sdo,

respectivamente, [ € 0.

Os melhores estimadores para a média e o desvio padrio populacionais sdo,
respectivamente, a média amostral e o desvio padrdo amostral com uma pequena alteragao na

sua expressao. Assim temos:

Estimador para a média populacional p

X1+Xp++Xp

X = — (13)
Estimador para o desvio padrdo populacional o
n 2 _ng2
s ”fi T i (14)

A expressdao dentro do radical é chamada de variancia. O denominador dessa expressdo ¢
n — 1 e ndo n. Isso € necessario para que este estimador nao seja viciado, isto €, para que seu

valor esperado coincida com o parametro de interesse.

Esses estimadores tém as propriedades de ndo serem viciados e terem consisténcia.

2.5 TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

Se a flutuacgao total numa certa variavel aleatoria for resultado da soma das flutuagoes
de muitas varidveis independentes ¢ de importancia mais ou menos igual, a sua distribuicao
tenderd para a normalidade, ndo importando qual seja a natureza das distribui¢des das

variaveis individuais (NETO; SCARMINIO; BRUNS, 2003).
Em simbolos, temos:
X1+ X, + X3+ -+ X, = X X;~Normal(uy ox) (15)

Este resultado pode ser utilizado para compreender o comportamento da média
amostral (BITTENCOUR; VIALI, 2006). Como a média amostral ¢ uma funcao de variaveis
aleatdrias independentes e de igual importancia o teorema garante que a média se comporta
segundo o Modelo Normal. Utilizando as propriedades da Esperanga e da Variancia de

variaveis aleatorias:

- Z?: X o
X = Tl~Normal (,u, x/_ﬁ) (16)
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Quanto maior for o tamanho da amostra, melhor a aproximagdo para a distribuicao
normal. Estudos envolvendo simulagcdes mostram que, em muitos casos, amostras com
numeros de elementos ao redor de 30 fornecem aproximagdes bastante boas para as

aplicagdes praticas (MAGALHAES; LIMA, 2004).

2.6 ESTIMACAO POR INTERVALO DE CONFIANCA

Os estimadores usados para a média e o desvio padrao sdo estimadores pontuais, pois
fornecem como estimativa um Unico valor numérico para esses parametros. Como esses
estimadores sdo variaveis aleatdrias, eles tém distribuicdo de probabilidade. E vimos que a
média amostral tem distribuicdo normal. Devido a este fato, podemos apresentar uma
estimativa mais informativa para o parametro de interesse que inclua uma medida de precisao
do valor obtido. Esse método de estimagdo ¢ chamado de intervalo de confianca, ele consiste
em incorporar a estimativa pontual do parametro, informagdes a respeito de sua variabilidade.
Esses intervalos sdo obtidos através da distribuicdo amostral de seus estimadores

(MAGALHAES; LIMA, 2004).

2.6.1 Intervalo de confianca para a média de uma populagdo normal com desvio
padrao conhecido

Consideremos amostras de n elementos, extraidas aleatoriamente de uma populagio
norma de média (u) e desvio padrao (o). Vimos que a média amostral tem distribuicao normal

com a mesma média y, mas com desvio padrio igual a o /.

Padronizando, temos

_ X-n
Z= N(0,1) (17)

Fixando um valor y tal que 0 <y < 1, podemos encontrar um valor z, /, tal que

P(—Zy/z <z< Zy/z) =y (18)

Podemos observar que o indice de z,/, apresenta o valor de y dividido por 2. Isso se

deve ao fato da area y esta distribuida igualmente em torno de 0 (Gréafico 7).
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Grifico 7 - Area sobre a Curva Normal padrio no intervalo [—2y/2, 2y 2]

(=)

— i i :’I-."'? z

Fonte: Construido pelo autor com o auxilio do software Geogebra

Para obtermos o valor de z,/, através da Tabela 1, devemos fazer o caminho inverso
feito para encontrar as probabilidades. Primeiramente localizamos o valor de y/2 no corpo da

tabela e assim obtém-se o valor z, /, nas margens correspondentes. Assim, temos o intervalo

xX—u

_Zy/z <z < Zy/2 = _Zy/z < YN

<2z, (19)

Remanejando os simbolos de modo a isolar a média populacional, u, chegamos a duas
desigualdades,
— g — g
u<x+zy/2\/—E e x—zy/2ﬁ<u, (20)
que podem se combinadas em uma so:
— g — g
x—zy/2ﬁ<u<x+zy/2ﬁ (21)
Assim, o intervalo de confianca para u, com coeficiente de confianga y, ¢ dado por
— g — g
IC(u,y) = [x—zy/zﬁ;x+zy/2ﬁ] (22)

Devemos ter cuidado ao interpretar um intervalo de confianga. A expressdo IC(u,y)
envolve média amostral X que ¢ uma variavel aleatodria e, portanto, o intervalo obtido também
¢ aleatorio. A probabilidade de que ele contenha o verdadeiro valor da média populacional pu €

dada por y. Desta forma, uma interpretacao adequada seria: se obtivermos varias amostras de
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mesmo tamanho e, para cada uma delas, calcularmos os correspondentes intervalos de
confianca com coeficiente de confianga y, esperamos que a propor¢ao de intervalos que

contenham o valor de u seja igual a y (MAGALHAES; LIMA, 2004).

2.6.2 Intervalo de confianga para a média populacional com desvio padrdo
desconhecido

Em geral, ndo temos informagao sobre o desvio padrdo ¢ da variavel aleatéria em
estudo. Neste caso, precisamos contornar essa situagdo, ou seja, o desvio padrao populacional

dever ser estimado.

Mantendo a suposicdo de que a variavel aleatoria de interesse tem distribui¢do normal.
Consideremos amostras de n elementos, extraidas aleatoriamente de uma populagdo norma de
média pu e desvio padrdo ¢. Utilizando o melhor estimador que conhecemos para ¢ que € o

desvio padrao amostral:

N x2-nx2

— i=17i
s = — (23)
Padronizando, temos uma nova variavel aleatoria t
_ X-u
t = in (24)

Apesar de x ter distribui¢do normal, o denominador envolve a varidvel aleatéria s, isso
fara com que a fun¢do densidade de t seja diferente da distribuicdo normal. Essa nova
distribuicdo ¢ denominada t de Student e seu pardmetro tem o nome de graus de liberdade,
que corresponde ao numero de elementos da amostra menos 1 (MAGALHAES; LIMA,

2004). Usa-se a notagdo t(,_1y € suas probabilidades séo obtidas pela Tabela 2.

A distribuicdo t de Student também tem densidade em forma de sino, mas suas

caudas tém mais massa que a N(0,1) conforme Grafico 8.
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Grafico 8 - Grafico da Distribuicdo Normal e t — Student

D_._{L— ——  t— Student

Normal Padrao

Fonte: Construido pelo autor com o auxilio do software Geogebra

Quando o tamanho da amostra aumenta, a densidade t — Student converge para
normal padrdo. Devido a esse fato, as tabelas construidas se limitam a valores de graus de
liberdade menores ou iguais a 120. Para os graus superiores a 120, as probabilidades sao
obtidas da tabela da Distribuicdo Normal e representadas por oo na Tabela 2 (MAGALHAES;
LIMA, 2004). Mas na pratica, s6 se costuma usar a distribuicao t quando o nimero de graus
de liberdade na estimativa do desvio padrao ¢ inferior a 30. Para amostras maiores, a equagao

(22) ¢ satisfatoria (NETO; SCARMINIO; BRUNS, 2003).

A tabela t — Student ¢ apresentada na Tabela 2.
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Tabela 2 - Area ou probabilidade para distribuicio t — Student

Distribuicao #-Student : Valores £, fais que P[-f.<f=<t.) = 1- p
peU0% BO% 70% 60%C SOW  40% D0% 20% 0% 5% 4% 2% 1% 0% 0%

0,188 4325 0510 Q77 1000 1ITE 1881 10T A20d 1T 15ERd 31830 AXASA X1EIAY ARLEWA
0,142 S28% 0445 0417 DEIE 1,060 1,86 1,885 3,930 4.0 A e 8,783 wA24 ILazA 31,400
0,137 o2¥r 0434 G584 0785 DEFE 72600 1439 2,353 2182 483 A£.541 = a4 19314 13,534
0134 @ar 0474 0S5&F 0741 0040 090 1,533 2,132 778 2,999 2747 4504 T B&ID
0,132 0247 0408 o559 0nF O30 054 1478 2,015 571 2,757 3385 4032 5874 bEST
0,131 0245 0404 G551 070 0R08 1034 1440 5043 T447 0 2413 3043 3707 5704 5 559
0,130 0253 0403 G549 OTI1 DERE 1,019 1413 SAPE 385 2517 2908 3499 4785 CAg
0130 o248 O3 0546 0T3S O0BEF 1008 1,357 1,860 A0 3,49 L B33 4,300 EE=L]
0,13% @3a1 0% 0543 0,73 0BEl 00 1,353 1,83F 2.252 2,378 511 F50 43%7 L L) w
0,13F B34 0IF7 0547 0,700 TP 1091 1,372 181 2238 2358 2784 RIS 4044 4557 1@
0,129 0240 0¥ 0540 04F7  DATE 000 1,38] 10 301 130 278 3,104 4025 437 N
0,132 63259 0.¥¥F 0539 04895 0,8F) 1091 13 1707 2,179 .03 2480 3,0m3 37io #3718 1 |
0,128 oasv 034 G538 O4%4 GEPSD 1079 1350 177 2,160 i bl 2,650 302 3832 AT 13|
0,138 0230 033 04537 048 0BAE 1078 1,345 1781 2,145 T304 2,624 577 aTar 4740 14
e 2 8 5 T T N I 0 T = B B | 1,753 2,130 T24% 2,602 747 373 4073 15§
0,13 03250 039 G515 040 GIAS 107 1A3F 1044 230 13235 2,58 2Edl A3 4015 18
0,138 G257 0F¥ 0534 08EF  BBG)  10EF 13332 1740 2,100 33224 50T 878 LE-2 1 A,p88 017
0,12F G257 0¥ 0534 0882 LBAD 1057 13X 1734 2190 T34 2,55 4 41D i@ 18
3% o28F 05 6533 0,683 0,81 1088 B3FE 1739 2571 1308 25T ER AR 3EE1 1R
0137 0237 03P 0533 04EF 0840 1084 1,315 1725 2,085 2,197 1,518 45 35352 B30 30
0,137 @257 071 9312 0488 ORASF 1083 1 3IE 1721 2,030 2,189 2,513 z,331 2537 B17 3
0,117 (25 0390 0532 0686 0B85 104 L] 1317 2074 2,183 @, T B g I |
0,127 63255 0390 0532 0,685 0,858 1060 1217 1714 2087 TATE 2,200 T Aoy L L nTes 1y |
0,137 0254 03%0 o083 0485 0,857 1059 1,318 171 2084 11712 2457 .87 2AET LTaE 24

B Lk O R

Graus de liberdade
Y S A E R R =B w0
=

25 0937 o@36 0IF0 oSl 0484 085: 1058 1,308 1708 080 47 2 AEE .78y 2450 3 TEY 25
T& 0,127 0256 0IF0 0511 0684 GASE 1088 1,313 1706 2084 L1AE  IATF LTI 2435 707 3
I 0,127 0258 0329 0531 0684 DS 1087 124 1703 2082 3088 I4TE 17 3421 IAEF 2T
I® 0,027 (255 0339 0530 0683 0B 1056 13203 170 Z.0d0 2154 FR Tl IAcd Herd 3E
a9 0127 o288 033 0530 0843 0B 10550 1210 1489 2.0u5 2,150 452 7348 LI oD 2P
3¢ 0927 ;284 0339 0530 0443 0BS 1055 1,310 1497 2.0u32 2,147 457 Z.750 27335 Lids I0
35 0,137 255 0J88 o529 0482 0@ES3 1082 1,304 1,400 200 3,133 FREGES T34 3340 5 35
43 0926 0,25F 0J08 05T 0441 0651 1,080 1303 DABE 3031 033 2423 XM 3307 LES] &0
50 0,26 0,255 ©JI88 DEIE 0479 0047 047 13FF 1476 IO009 2,109 T40A TAYE 24l TA%E 50
60 0,136 0254 0387 0517 0677 0B 1WE 1396 1471 Z.0c0 .09y 2370 T.A40 EREF H4s0 &0
10 0116 6254 0I5 05T DAF? OBAF 101 1 JRF O 1AGH 1740 2074 3,558 EF L el 5381 120
e 9,734 G963 0343 0534 0,AP8 O0E1 1034 VIR 1448 10 10S4 3EIT 0 RAV 3091 I @

Fonte: Magalhaes e Lima (2004, p. 356)

Quando a variancia ¢ desconhecida, construimos intervalos de confianga para a média

populacional utilizando o modelo t — Student.

Suponha uma amostra aleatoéria X;,X,,...,X,, obtida de uma populagdo com

distribuicdo normal com média e variancia desconhecidas, temos que
X—u
st (24)

Fixando o coeficiente de confianga y, 0 <y < 1, e utilizando a Tabela 2 da distribuicao

t — Student com n — 1 graus de liberdade, obtemos o valor de ¢,/ tal que
X—U _
P (_ty/z < Sm < ty/z) =y (25)

Fazendo as devidas manipulagdes para isolar u, teremos o intervalo com coeficiente de

confianga y para u com desvio padrao desconhecido.
1C(wY) = £ = tyami E + ty | (26)

Exemplo:
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Admitindo que o peso da laranja siga o Modelo Normal, 10 laranjas foram
selecionadas e tiveram seu peso medido com os seguintes valores: 164,1; 173,3; 182,7; 155,3;
159,5; 155,4; 140,8; 170,3; 165,9; 174,8 (em gramas). Vamos determinar o intervalo de

confianca para u com coeficiente de confianca y = 95%.

, . . nx?—nx? ,
Como o é desconhecido, usaremos o estimador s = /Hn—‘l, e sendo o numero de

valores igual a dez, temos n — 1 = 9 graus de liberdade. Assim,

I L @7
s/Vio
Calculando x e s, temos
28
BN _ oo (28)
ST R A 5 = 12,049
Assim,
1, 95%) = [164,21 — ¢,/ 22 164,21 + 1, )p ot (29)
4 0) = 4 - _; ]
H v/2 V10 y/zm

A primeira coluna da Tabela 2 apresenta os graus de liberdade (n — 1) e a primeira
linha apresenta as probabilidades complementares (1 — p) com que devem ser obtidos os
valores de t. Como 1 —p =5% e n—1=09, o valor de t obtido na interse¢do da linha
referente a 9 graus de liberdade com a coluna correspondente a 5% de chance ¢ t = 2,262.

Assim, temos:

1, 95%) = [164,21 — 2,262 2202 164,21 + 2,262 222 (30)
] 0) = ) - 4, _; , , JR—
g V10 V10

Logo,

(1, 95%) = [155,69; 172,824] (31)
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3 PROPOSTA DE ATIVIDADE PRATICA A SER DESENVOLVIDA

3.1 SITUACAO PROBLEMA

A situagdo problema proposta ¢ a seguinte:

Um produtor de suco de laranja recebe uma carga com 3 toneladas da fruta. Sabe-se
que para a producgdo de cada caixa de um litro de suco sdo consumidas 5 laranjas. Diante
disso, o produtor gostaria de saber quantas caixas de suco poderiam ser produzidas,

aproximadamente, com as 3 toneladas de laranja.
3.1.1 Analise do problema

O problema em questdo consiste, na verdade, em descobrir a quantidade de laranjas
contidas em 3 toneladas da fruta. Tendo acesso a esta quantidade e dividindo o valor por 5,
que ¢ a quantidade de laranjas consumidas na producdo de uma caixa de suco de um litro,
poderia se saber a quantidade de caixas de suco que seriam produzidas a partir de 3 toneladas
de laranjas. Acontece que, além de ndo terem contato com a carga, numa situagdo real

ninguém contaria o nimero de laranjas que constituem as 3 toneladas.

O que se faz, na pratica, € estimar o nimero de laranjas que possivelmente constituem
as 3 toneladas tendo como base uma quantidade menor, como, por exemplo, um saco de 40
kg. O problema a ser trabalhado em sala de aula pelo professor consiste em descobrir a
quantidade aproximada de laranjas contidas em 40kg da fruta que, de agora em diante, sera
designada como populagdo, tendo como base 40 laranjas selecionadas aleatoriamente dos

40kg de laranjas da Figura 2.

Figura 2 - Sacos de laranja de 20 kg adquiridos no comércio local

i |

Fonte: Imagem do arquivo pessoal do autor.
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3.2 DESENVOLVENDO A PROPOSTA

3.2.1 Primeiro contato com as laranjas na sala de aula

Em sala de aula o professor, de posse dos sacos de laranjas pera, poderia iniciar
desafiando os estudantes a dizer o numero de frutas presentes nos sacos de laranjas. Como
certamente surgirdo diferentes propostas, o professor novamente desafiaria os estudantes
sobre a maneira de resolver o problema em questdo. Possivelmente, a primeira solugdo

sugerida seria a contagem de todas as laranjas!

O professor exporia entdo o problema do produtor de suco de laranja que deseja saber
quantas caixas de suco ele conseguiria produzir com uma carga de trés toneladas da fruta,
levando os estudantes a pensarem se a contagem de todas as frutas seria realmente o modo

mais eficiente de resolver o problema em questao.

Dando oportunidade para que os estudantes sugerissem outro método, certamente
havera a sugestdo de se dividir os 40 quilos dos sacos pelo peso de uma tUnica laranja. O
professor entdo poderia testar esta possibilidade com os estudantes. Para isto, os estudantes
poderiam ser divididos em cinco grupos de, por exemplo, oito integrantes, de modo que cada
grupo selecione uma laranja dos sacos e efetue a medida de sua massa (“pesagem”) [Figura 3
(B)], fazendo uso de uma balanga portatil® de baixo custo, facilmente adquirida no comércio
local [Figura 3 (A)]. Em seguida, dividindo-se o peso dos sacos de laranjas pelo peso de cada
uma das laranjas dos respectivos grupos, obter-se-ia, em tese, o numero de laranjas nos sacos,

conforme ¢ apresentado na Tabela 3.

Figura 3 - Balanga portatil de baixo custo adquirida no comércio local (A) e exemplo da medida da
massa de uma laranja (B).

Fonte: Imagem do arquivo pessoal do autor.

A precisdo da balanga portatil adquirida é de uma casa decimal.
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Tabela 3 - Medidas reais dos pesos’ de laranjas e as respectivas razdes obtidas

Grupo  Peso de uma laranja Razdo
(gramas) (peso do saco de laranja/massa da laranja)

1 161,5 247,68

2 182,7 218,94

3 136,3 293,47

4 150,9 265,08

5 126,9 315,21

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Depois de montada a Tabela 3, o professor comentaria que se todas as laranjas dos
sacos fossem idénticas a laranja escolhida pelo grupo 1, haveria aproximadamente 248
laranjas nos sacos. No entanto, se todas as laranjas fossem iguais a laranja escolhida pelo
grupo 2, haveria aproximadamente 219 laranjas nos sacos. Assim, enfatizando a terceira
coluna da Tabela 3, seria evidenciado que, utilizando este método para resolver o problema,

para cada grupo haveria um niimero de laranjas diferentes para os mesmos sacos de laranjas!

Diante disso, o professor poderia indagar, primeiramente, sobre o motivo da obtencao
de resultados diferentes e, em seguida, indagar também qual dos resultados poderia ser
utilizado para resolver o problema do produtor do suco de laranjas. O professor, entdo,
poderia mostrar que ndo se deve utilizar o peso de apenas uma fruta, mas sim, usar o peso
médio do conjunto de todas as laranjas (NETO; SCARMINIO; BRUNS, 2003), que ¢ uma
estatistica usada para representar um conjunto de valores. Isso porque, como fica evidente na
segunda coluna da Tabela 3, os pesos variam de fruta para fruta. Um problema que surge
neste momento ¢ que para obter o peso médio das laranjas contidas nos sacos temos que pesar
todas as laranjas dos sacos. Assim, o professor pode comentar que, para contornar essa

situagdo, devemos nos basear ndo em uma laranja, mas em uma quantidade maior de frutas.

Neste momento, o termo “quantidade maior de frutas” seria utilizado para introduzir a

ideia de amostra.

O professor, entdo, introduziria a ideia de que para estimar a quantidade de frutas em
dois sacos de laranjas, o qual seria a populagdo, a partir de uma amostra, pode-se utilizar um
conjunto de ferramentas e recursos conhecidos como Estatistica Descritiva e Estatistica

Inferencial.

3 s e A .
Estamos utilizando peso e massa como sinGnimos.
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Em seguida, o professor enfatizaria que estudando estatisticamente o comportamento
dos pesos de um pequeno conjunto de laranjas (amostra) € possivel fazer inferéncias sobre a
quantidade total de laranjas existente em 40 quilos (populagdo), ou em qualquer outra massa
de laranjas, como no caso do produtor que deseja saber a quantidade de caixas de um litro de

suco de laranja que poderiam ser produzidas a partir de 3 toneladas de fruta.

3.2.2 Selecdao de uma amostra de laranjas

O préximo passo seria orientar e discutir com os estudantes a maneira mais adequada
de fazer a selecdo das laranjas que irdo compor a amostra a ser estudada, de modo que esta
amostra seja representativa da populagdo. Neste sentido, o primeiro ponto a ser destacado ¢
que todos os elementos da populagdo (todas as laranjas presentes nos dois sacos da Figura 2)
devem ter a mesma chance, isto ¢, a mesma probabilidade, de fazer parte da amostra. Isto
poderia ser feito inicialmente colocando os sacos de laranjas na vertical e mostrando que se as
laranjas forem selecionadas com os sacos de laranjas nesta posi¢do, as frutas que estiverem
mais acima terdo uma chance maior de serem escolhidas do que as frutas que estdo mais
abaixo. Assim, selecionar as laranjas com o saco nesta disposi¢ao ndo seria correto do ponto
de vista estatistico. Entdo, poderia se indagar aos estudantes sobre como contornar este
problema e dar a todas as laranjas do saco a mesma chance de ser escolhida. Talvez uma das
sugestoes dadas seja retirar todas as laranjas dos sacos e dispo-las sobre uma mesa (Figura 4).

Desta forma o professor estaria introduzindo o principio da amostragem aleatoria simples.
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Figura 4 - Disposi¢ao de laranjas sobre uma mesa de modo a dar a todas elas a mesma chance de
serem selecionadas para constituir uma amostra representativa da populacdo.

Fonte: Imagem do arquivo pessoal do autor.

Outro ponto importante a ser destacado ¢ que depois que uma laranja for selecionada
[Figura 5(A)] e tiver seu peso medido [Figura 5(B)], esta deve ser reintegrada ao conjunto
[Figura 5(C)] de modo que a proxima laranja a ter o peso medido tenha a mesma chance de
ser escolhida. Desse modo, o professor introduziria outro importante conceito estatistico, o

conceito de espago amostral equiprovavel.

Ao fazer a coleta da amostra, o professor pode dar a oportunidade a cada aluno da sala

de selecionar uma laranja da mesa, pesa-la e devolvé-la a mesa.

Figura 5 - Selegao de uma laranja ao acaso (A) para efetuar a medicao de seu peso (B) e devolvé-la a
mesa para que o espago amostral ndo se altere (C)
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Fonte: Imagem do arquivo pessoal do autor.

3.2.3 Construcio das tabelas de dados brutos e de distribuicao de frequéncias

Supondo que a turma tenha 40 alunos, entdo nossa amostra terd 40 pesos. A Tabela 4

apresenta os dados brutos.

Tabela 4 - Pesos das laranjas escolhidas aleatoriamente de um amontoado de 40kg de laranja pera (em
gramas)

158,0 164,1 1269 1934
161,5 173,3 159,6 165,1
177,3 182,7 158,1 136,3
163,8 1553 192,7 1704
171,0 159,5 176,5 1509
166,7 1554 141,0 174,0
135,1 140,8 1554 157,6
193,6 170,3 1583 174,8
171,6 1659 1554 163,9
158,5 174,8 177,3 1553

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Como a tabela de dados brutos ndo ¢ pratica para fazer analises, o professor deve
orientar os alunos para a construc¢ao da tabela de frequéncias, que consiste em listar os valores
assumidos pela variavel e fazer a contagem do numero de ocorréncias na tabela de dados
brutos. O professor dever lembrar aos alunos que a variavel peso da laranja ¢ quantitativa
continua, ou seja, pode assumir qualquer valor dentro de um intervalo real. Neste caso,
devemos dividir a faixa total dos pesos em intervalos menores e contarmos as laranjas

situadas dentro da cada intervalo (MAGALHAES; LIMA, 2004). Como o menor peso
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observado foi 126,9g e o maior 193,6, a faixa 126 — 196g ¢ suficiente para acomodar todos os
valores da tabela de frequéncia. Para determinar o niimero de classes (ou faixas) o professor
pode utilizar uma formula que ¢ recomendada pela literatura em geral, e que tem a seguinte
formulacao: o numero de classes € o inteiro mais proximo do resultado da raiz quadrada do

valor da amostra.

Na nossa situagdo, temos 40 observagdes na Tabela 4, assim, a tabela de frequéncias
dever ter 6 ou 7 classes. O professor dever comentar que € preferivel escolher 7, que € um
nimero impar, pois assim permitird enxergar melhor possiveis simetrias (NETO;
SCARMINIO; BRUNS, 2003) e ter uma percepgao da localizagdo da maior concentracao de
valores, ou seja, se estd localizada no inicio, no meio, ou na final da distribui¢do (CRESPO,
2002). Entdo, pegando-se a amplitude da faixa, 126 — 196g, e dividindo pelo nimero de
classes, 7, obtemos, dessa forma, intervalos de amplitude igual 10g. Agora basta atribuir cada

peso medido ao intervalo apropriado.

Seria interessante o professor pedir aos alunos que sentem em dupla para efetuar a
contagem do niimero de ocorréncias em cada classe, pois pode haver erros de contagens no
trabalho individual e um colega pode alertar o outro. O professor também deve lembrar aos
alunos que a notagdo 126 + 136 representa o intervalo [126; 136), ou seja o intervalo inclui

o limite inferior e exclui o limite superior, que fica incluido no proéximo intervalo.
Os alunos chegaram a distribui¢ao de frequéncia da Tabela 5.

Tabela S - Distribuicdo dos pesos de 40 laranjas extraidas aleatoriamente de um amontoado de 40k de
laranja pera.

Intervalo (g) N° de laranjas
126 - 136 2
136 + 146 3
146 - 156 6
156 - 166 13
166 + 176 9
176 + 186 4
186 + 196 3
Total 40

Fonte: Arquivo pessoal do autor
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Percorrendo a coluna de frequéncias, os alunos podem verificar imediatamente que a
maior concentragdo de laranjas est4 localizada no meio da distribui¢ao, mais especificamente,

ao redor do intervalo 156 + 166g.

Podemos ainda incluir na tabela frequéncias uma coluna com as frequéncias relativas,
que consistem em dividir o numero de laranjas de cada classe pelo numero total de laranjas.
Através da frequéncia relativa os alunos irdo perceber a fracao do total que representa cada
classe. Fazendo as divisdes, temos a seguinte Tabela:

Tabela 6 - Distribuigdo dos pesos de 40 laranjas extraidas aleatoriamente de um amontoado de 40k de
laranja pera.

Intervalo (g) N° de laranjas Frequéncia relativa
126 + 136 2 0,050
136 + 146 3 0,075
146 156 6 0,150
156 - 166 13 0,325
166 176 9 0,225
176 + 186 4 0,100
186 196 3 0,075
Total 40 1

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

3.2.4 — Calculo de probabilidades a partir de frequéncias relativas

Para exemplificar a utilidade da frequéncia relativa o professor pode dizer aos alunos
que no intervalo 156 + 166g foram observados 13 laranjas de um total de 40. A frequéncia
relativa €, portanto 13 <+ 40 = 0,325. Isso significa que 32,5% dos pesos ficaram entre 156 e

166g.

Nesse momento o professor pode comentar com os alunos que a frequéncia relativa
também indica a probabilidade de ocorrer certo valor na amostra, pois a probabilidade de um
evento ocorrer, no caso de um espaco amostral equiprovavel, ¢ calculada pela divisdo do
nimero de casos favoraveis que o evento ocorra pelo niumero de elementos do espaco
amostral, que ¢ justamente o que fizemos quando dividimos o nimero de elementos em cada

classe pela frequéncia total.
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E os alunos podem observar também que o somatério da frequéncia relativa ¢ igual a

1, ou seja, a probabilidade do espaco amostral ¢ 1 ou 100%.

O professor deve alertar que essa probabilidade se refere a amostra e ndo a populacao

dos 40 quilos de laranjas, pois ndo temos a distribui¢cdo de frequéncia dessa populacao.
Assim, o professor pode fazer o seguinte questionamento:

Qual a probabilidade de encontrarmos na amostra uma laranja pesando entre 166g e

176g?

O resultado dessa probabilidade ¢ justamente a frequéncia relativa da classe 166

176, 0,225, ou seja, 22,5% de chance.

3.2.5 Iniciando a utilizacdo da ferramenta Geogebra

Todo o trabalho proposto com os alunos até agora ¢ feito manualmente. Dessa forma,
os alunos ao utilizarem o computador, terdo melhor entendimento das técnicas estatisticas

utilizadas quando ¢ realizado um comando.

Para tornar as analises dos dados (pesos) mais rapida e eficiente o professor deve
agora usar o recurso computacional. Nesse momento o professor pode levar os alunos para o

laboratorio de informatica para efetuar os calculos com os pesos.

Os alunos podem se sentar em dupla para que haja uma troca de ideias entre eles. O
programa utilizado sera o Geogebra. E importante que o professor faca uma visdo geral do

programa antes de iniciar o tratamento dos dados.

Primeiramente, abrimos o programa com um duplo clique no seu icone na area de

trabalho, como mostra a Figura 6.
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Figura 6 - Abrindo o programa Geogebra na area de trabalho.

Fonte: Imagem do arquivo pessoal do autor.

Como estamos trabalhando com dados numéricos devemos habilitar a planilha, pois
ela da agilidade no tratamento de dados (DUARTE, 2010, p 58). Para habilitar a planilha

devemos clicar no menu exibir na Barra de Menus e selecionar planilha (Figura 7).

Figura 7 - Exibir planilha

GeoGebra - O
|Exibir| Opcies Feamentas Janela Ajuoa Entrar.
Janela de Algebra Cll+ShiteA | o Fi"q a4
Pilanilha Ctrl+Shift+s. ‘ z 9@
~ Planilha
Janela CAS Cirl+Shift-K
. CEEEEA =
Janela de Visualizagio Ctil+Shifle1 5 - 5
[27 JaneladeVisualzago2  Cisshine2 P 1 "
E Protacolo de Construcko  Ctr+ShiftsL 2
3
Tedado 4
4
Campo de Entrada
5
4F  Layout 3 6
£ Aualizar Janelas CHri+F i
Recalcular Todos 05 Objetos Ctri+R. £ &
9
' 1 4
11
B 12
-» 3 2 T o 7 z 3 5 4 3 7 5 g T bl 13
14
-1 15
16
2 17
18
19
-3
20
21
4 =
5 v
T 5
Entrada ] @

Fonte: Geogebra.
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Aberta a planilha no Geogebra o professor orienta aos alunos a inserirem os 40 pesos,
cada um em uma célula. A ordem em que os pesos sdo inseridos na tabela nao ird interferir na
analise feita pelo Geogebra. Vamos inserir os pesos na mesma disposicao da Tabela 4. Neste

caso de Al até D10, conforme a Figura 8.

Figura 8 - Inserindo os 40 pesos na planilha

o trabalho7.ggb = B
Arquivo Editar Exibir Opgles Femamentas Janela Ajuda Entrar.
[R] AL O] L) N sec Lol ] S
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. N 1 |BEE =~ @
2 5 [ c [ o
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2] 115 1733 1596 165.1
[a] 3 1827 158.1 1363
* e | 1eae 1553 1927 1704
5] 171 1505 1765 1509
3 [e | 167 1554 141 174
(7] 1= 1408 1554 1576
2 e | 193s 1703 1583 1748
9 17186 165.9 1554 1639
; [  1ses 1748 177.3 1563 4
"
o 2]
-4 -3 2 1 o 1 2 3 4 5 8 7 g ] 10 11 13
14
-1 15
16
2 17
18
19
E
20
[21]
* [2 |
[2z] v
< > |
Entrada: @

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do sofiware Geogebra.

Depois de langados os pesos na planilha, o proximo passo ¢ criar uma lista de dados
brutos. Selecionamos todas as células preenchidas com os pesos, clicamos no botao direito do

mouse, aparecera algumas opg¢des, selecionamos criar e em seguida lista (Figura 9).
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Arquivo Editar Exioir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

‘ mdﬂ]v 12}, Zv

» Janela de Algebra %| | » Janela de Visualizagio

é 5 listat = {158, 161.5,177.3, 1)

Figura 9 - Criando lista peso

trabalho7.ggb

< >

Entrada:

Fonte: Geogebra
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Matriz.
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“# Propriedades

Criada a lista de dados brutos, ¢ aconselhavel renomear a lista para evitar
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confusoes

posteriores. Para isso, clicamos com botdo direito sobre a lista e depois em renomear

conforme Figura 10.

Figura 10 - Renomeando lista de pesos

@

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[

EE[I]:L {1,2}_ E_

F Janela de.f\lgebra *| | ¥ Janela deVisuaIizagﬁo
= Lista
Lelg listarmtmm s e
Lista lista1
Exibir Objeto
Exibir Rétulo

Habilitar Rastro
Gravar para a Planilha de Calculos

Renomear

Sl = s[z]e]

Apagar

Propriedades ...

k!

Fonte: Geogebra.

Aparecera uma caixa para renomear, ¢ digitamos o

“listapesos” e selecionamos ok (Figura 11).

nome

da lista, por exemplo,
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Figura 11 - Caixa renomear lista

oy Renomear

Maovo nome para Lista listat

listapesos| [a]

Ok Cancelar

Fonte: Geogebra

3.2.6 Construcio da tabela de frequéncia para variavel peso através do Geogebra

Para construir uma tabela de frequéncia para a variavel peso devemos primeiramente
criar uma lista com os limites das classes. Repetindo o procedimento que usamos na sec¢ao
3.2.3, criaremos limites de classe com amplitude 10g comecando por 126g até 196g.
Digitamos esses valores nas células da planilha de A13 até A20. Em seguida, renomeamos a

lista, criando uma lista chamada “classes” (Figura 12).

Figura 12 - Criando e renomeando lista de classes

(v trabalho7.ggb = =
Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar,
| i}
[] vl el =]
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5 1 158 164.1 1269 1934 5
[2] 1615 1733 1596 1851
T wra 1827 158.1 136.3
* [4] 628 1553 1927 1704
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[7] 1381 1403 1554 1578
2 T 1936 1703 158.3 174.8
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1
. 12
4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 g 7 8 g 10 1 13 126
[ 14 | 136
1 [ 15 | 146
[ | 156
3 |17 | 1686
? 176
20 196
21
= [2 |
[= ] v
< > < >
Entrada o]

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do sofiware Geogebra.

Para finalizar, digitamos no campo entrada de comandos: TabelaDeFrequéncias[<
Lista dos Limites das Classes >,< Lista dos Dados Brutos >|. Neste caso
TabelaDeFrequéncias|classes, listapesos] e digitamos enter como pode ser visto na

Figura 13.
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Figura 13 - Criando uma tabela de frequéncia para a variavel peso.

o trabalho7.ggb =: =
Arquivo  Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..
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o | a7
ERE
Kl
12 R
£ > (0 -0123 £ >

Entrada; | TabelaDeFrequéncias|classes,listapesos] « @

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

Assim, criamos através do Geogebra a tabela de frequéncia para varidvel peso da

laranja conforme Figura 14.

Figura 14 - Tabela de frequéncia para variavel peso

o trabalho7.ggb = B
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
| A . LA .
%' .v/v"":"-—’v I>v ®v Ie'/v v. VABCV_E._‘
k Janela de.f\lgeb b Janela de Visualizagdo x
= Lista
@ classes={
“- @ listapesos :
Intervalo | Contagem
126 - 136 2
136 - 146 3
146 - 156 6 4
156 - 166 13
166 - 176 9
176 - 186 4
186 - 196 3
< >
Entrada: s @

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

Também podemos calcular a frequéncia relativa no Geogebra. Primeiramente

digitamos as frequéncia absolutas em uma coluna da planilha. Para facilitar a identificacdo da
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frequéncia relativa, vamos digita-las ao lado dos limites de classes, a partir do segundo limite,

da célula B14 até¢ B20 (Figura 15).

Figura 15 — Frequéncias absolutas

~ Planilna =
A EIE=Ea =
A | 8 | ¢ | b
1 158 164.1 1269 1934 A
2| 1615 1733 1596 1651
|3 | a77a 1827 1581 1363
2| 1638 155.3 1927 170.4
|5 | 171 1505 1765 150.9
6 | 1667 155.4 141 174
|7 | 1354 1408 1554 157.6
s | 1936 1703 1583 1748
o | 1718 165.9 1554 163.9
40 | 1585 1748 1773 1553
1 | <
BT
| 13 | 126
|14 | 136 2
| 15 | 146 3
|16 | 156 6
|17 | 166 13
|15 | 176 g
| 10 | 126 4
|20 | 196 3
R
|22 |
» —1.
< >

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

Colocaremos agora um comando na célula C14. Como ja é de conhecimento dos
alunos, a frequéncia relativa é o quociente da frequéncia de cada classe pela frenquéncia total.
Assim, digitamos na célula C14 o comando:= B14/40, onde B14 ¢ celula que contem a

frequéncia da primeira classe, e digitamos enter (Figura 16).
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Figura 16 - Inserido o comando = B14/40 na cé¢lula B14

~ Planilha x
R EIEIEN=E
A | 8 [T e | o
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| 20 | 195 3
| 21 |
|22 |
|23 |

- W

< >

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

Obtemos assim, a frequéncia relativa da primeira classe. Para obtermos a frequéncia
relativa das outras classes, clicamos na borda inferior direita da célula C14 e arastamos até a

célula C20 como pode ser visto na Figura 17.

Figura 17 - Frequéncia relativas

~ Planilna x
N BEE| = B
a | B [Te ] o
1 158 164.1 126.9 1934 ~
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10| 1885 174.8 177.3 155.3
11| |
|12 |
|13 | 126
|12 | 136 2 0.05
| 15 | 146 3 0.075
|16 | 156 5 0.15
7| 166 13 0.325
|18 | 176 9 0.225
|19 | 186 4 0.4
| 20 | 196 3 0.075 «
|21 |
| 22 |
| 23 |
= W
< >

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.
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3.2.7 Construcao do histograma para a variavel peso

Construida a tabela de frequéncia, o professor deve questionar os alunos sobre onde
estd localizada a maior concentragdo de valores da variavel peso da laranja. Os alunos irdo
perceber que a maior concentragdo de valores esta localizada entre 156 ¢ 166 gramas. Essa
concentracdo pode ser mais bem visualizada através da representagdo grafica da distribuigao
da distribui¢do de frequéncia, denominada histograma. O histograma consiste em retdngulos
justapostos com base na faixa de valores da varidvel e com area igual a frequéncia relativa da
respectiva faixa. A altura de cada retangulo ¢ denominada densidade de frequéncia definida

pelo quociente da area (frequéncia relativa da faixa) pela amplitude da faixa. Em simbolos:

Ag = frequéncia relativa da classe = amplitute da classe X altura

frequéncia relativa da classe (1)
altura =

amplitude da classe

Para construir o histograma a partir do Geogebra, selecionamos os dados brutos na

planilha e clicamos na janela “anélise univariada” na Barra de Ferramentas (Figura 18).

Figura 18 - Construcao do histograma para a variavel peso

o trabalho7.ggb =E
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
= = 5 :
1,2}
| %_ _, i E 7 P &F
P Jang Anilise Univariada = | ~ Planilha 2
= List Analise os valores numéricos em um bloco de células fe ‘ N | El [F L_ | B | -
@ classes={ e = g |
@ listapesos: A ‘ B | c | D E
Intervalo | Contagem 1 158 164.1 126.9 193.4 &
126 - 136 2 2 161.5 173.3 159.6 165.1
ﬁg = igg g 3 177.3 182.7 158.1 1363
156 - 166 13 4 ] 163.8 155.3 192.7 170.4
166 - 176 9 5 171 159.5 176.5 150.9 4
176 - 186 4 6 166.7 155.4 141 174
186 - 196 3 —
o 1351 140.8 155.4 157.6
8 193.6 170.3 158.3 174.8
] 171.6 165.9 155.4 163.9
10 158.5 174.8 177.3 155.3
11
12 W
< > < >
Entrada: @

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

Aparecera uma caixa de dialogo e clicamos em “analisar” conforme Figura 19.



Figura 19 - Caixa de dialogo “analise univariada”
19 Fonte dos Dados

EE[D] Andlise Univariada
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Cancelar Analisar

Fonte: Construido no Geogebra
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Surgira um histograma automaticamente. Agora temos que colocar nossas

configuragdes de limites de classes. Clicamos no icone opg¢des (Figura 20).

Figura 20 - Opgoes para o histograma
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Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra

Selecionamos definir classes manualmente e em seguida podemos definir o tipo de

frequéncia que correspondera a altura dos retangulos. Aqui, o professor pode comentar sobre

essa questdo e lembrar aos alunos a definicdo de histograma. Assim, a altura de cada
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retangulo deve ser obtida de modo que sua area seja igual a frequéncia relativa da respectiva
classe. A op¢do que dard a ordenada de cada retangulo dessa forma ¢ “normalizada”, que
corresponde a densidade de frequéncia [Figura 21(B)]. Colocando o limite da primeira classe
e a amplitude de cada classe, temos o histograma da distribui¢do como pode ser visto na

Figura 21.

Figura 21 - Selecionando os limites de classes manualmente (A) e a op¢do normalizada (densidade)
para a altura dos retangulos (B)
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Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

Também podemos selecionar a opgao exibir tabela de frequéncia (Figura 22).

Figura 22 - Exibir tabela de frequéncia
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Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra
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Podemos escolher também o tipo de frequéncia. Essa op¢do ¢ uma maneira rapida de

se obter a frequéncia relativa (Figura 23).

Figura 23 - Exibir tabela de frequéncia com frequéncia relativa
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Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

Configurando os eixos, isto ¢, chamando o eixo x de eixo dos pesos € o eixo y de eixo

das densidades, temos o histograma da Figura 24.

Figura 24 - Histograma da variavel peso

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.
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Com a construc¢do do histograma os alunos irdo perceber melhor onde esté localizada a
maior concentragdo de pesos e também perceberdo um padrdo nesta distribuicdo, que nela ha
uma simetria em relagao ao retangulo do meio. O professor pode chamar a aten¢do dos alunos

para o fato de que ha uma tendéncia dos pesos em se concentrar em torno do valor 160g.

O professor nesse momento deve lembrar as caracteristicas do histograma,
comentando que a largura da base de cada retingulo corresponde a amplitude da classe
correspondente, que a area de cada retangulo ¢ igual a frequéncia relativa da respectiva classe

e que a altura ¢ dos retangulos é chamada de densidade.

3.2.8 Caracteristicas do histograma construido

Assim, o histograma da Figura 24 ¢ uma representagdo grafica dos pesos das 40

laranjas da nossa amostra. E tem como caracteristicas:
- a localizagao do conjunto de valores numa certa regido do eixo horizontal;
- sua dispersao, ou espalhamento, ao longo dessa regiao.

Podemos representar numericamente essas caracteristicas por varias grandezas. As
mais usadas sdo a média aritmética e o desvio padrao (NETO; SCARMINIO; BRUNS, 2003).
A primeira nos fornece valor no qual os dados tendem a se aglomerar, ¢ a segunda analisa o

quao espalhados estdo os dados de uma variavel, em torno do valor central.

3.2.9 Média aritmética

A média aritmética de um conjunto de valores ¢ uma medida de localizacdo ou
tendéncia central, e ¢ calculada somando todos os valores e dividindo pelo numero total de

elementos do conjunto.

Tendo em maos os pesos da amostra de 40 laranjas, o professor pode orientar os

alunos na busca da média dessas quarenta laranjas utilizando a formula:

_ Xyt x+ x3+ .+ xy X (2)
X = =
n n

O calculo da média desses quarenta valores pode ser um pouco trabalhoso e o

professor neste caso pode orientar os alunos a usar o recurso computacional.
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Para calcular a média, devemos entrar com o seguinte comando: Média[<

Lista dos Dados Brutos >]. Digitamos “listapesos” e enter (Figura 25).

Figura 25 - Comando média (A) para obter o peso médio da amostra de 40 laranjas (B)
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Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

3.2.10 Estimativa do numero de laranjas usando a média aritmética

Tendo em méos o valor® do peso médio, o professor orienta os alunos a dividir o peso
dos sacos de laranjas, 40000g, pelo peso médio da amostra de 40 laranjas para se obter uma

estimativa da quantidade de laranjas contidas em quarenta quilos da fruta. Fazendo os
calculos, temos:

peso da populagdo de laranjas  40000g
peso médio amostral ~ 163,559

= 244,57 ®)

Portando, temos aproximadamente 245 laranjas nos 40kg da fruta.

O professor, neste momento, deve perguntar aos alunos se esta seria a melhor

estimativa do nimero de laranjas que podiamos encontrar.

Para esclarecer os alunos desse fato, o professor pode expor a seguinte problematica:

Se coletarmos outra amostra de 40 laranjas da mesma populagdo teremos exatamente

a mesma média que encontramos?

4 JRT) . . . .. .
A média sera calculada com uma casa decimal a mais que os dados originais.
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Certamente haveria uma indecisdo por parte dos alunos. O professor entdo propde aos
alunos fazerem novamente todo o procedimento. Suponha que a nova média encontrada seja

X = 186,79g. Fazendo novamente os célculos, temos:

400009 (4)
——~ =214,14
186,79 ’

Assim, com a nova média, teriamos aproximadamente 214 laranjas contidas em 40kg

da fruta. Um valor diferente do que encontramos com a primeira média.

Os alunos podem ficar surpresos com essa situagdo, pois volta a situacdo inicial, ou

seja, valores diferentes.

Essas estimativas foram obtidas a partir do peso médio de apenas 40 laranjas e supdem
que haja em torno de 230 laranjas. Como esses valores sdo apenas médias calculadas de
amostras, ou seja, médias amostrais, ndo devem corresponder a média exata dos pesos dos
40kg de laranjas (NETO; SCARMINIO; BRUNS, 2003). A média amostral ¢ uma estimativa
da verdadeira média. Para obtermos um ntimero de laranjas proximo do verdadeiro nimero de
laranjas contidas em 40kg, devemos obter uma estimativa mais precisa do verdadeiro peso

médio de todas as laranjas contidas em 40kg.

Para exemplificar como o peso médio populacional, ou seja, o peso médio de todas as
laranjas contidas em 40kg da fruta, ¢ um instrumento eficiente na busca de uma estimativa
precisa do numero de laranjas contidas nesses 40kg da fruta, considere que a nossa amostra de
40 laranjas seja a populagdo. Suponhamos que ndo soubéssemos o nimero de laranjas dessa
pequena populacdo, mas que o peso total e o peso médio dessa massa de laranjas fossem

conhecidos.

O peso médio das 40 laranjas ¢ x = 163,55g. Para descobrimos o peso dessas 40
laranjas, basta somar seus pesos. Para fazer a soma no Geogebra, digitamos o comando:

Soma|< Lista >]. Digitamos “listapesos” e teclamos enter conforme Figura 26.
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Figura 26 - Comando soma (A). Soma dos pesos da pequena populacdo de 40 laranjas (B)
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= Lista ¢43,63) AEE = Lista £43.63) HEAE
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1 1M 1 1A
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4 - 4
3 17 3 17
4 16: 4 16
£ 1 5 1
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Entrada: Suma[listnpesos]|«@ ® Entrada: @

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

Assim, dividindo a soma dos pesos da pequena populacao de quarenta laranjas pelo

peso médio das mesmas, teriamos o numero de laranjas dessa populacao:

Peso da populagdo de 40 laranjas _ 6542,1g
Peso médio populacional ~ 163,559

(5)

= 40,0

Portanto, o nimero de laranjas da nossa pequena populagao ¢, de fato, 40. Apesar de
esse calculo ser bem logico, os alunos achardo esse fato interessante e serd mais uma

motiva¢do na busca de uma estimativa do verdadeiro peso médio das laranjas contidas em
40kg.

Se coletdssemos varias amostras de 40 laranjas e calculdssemos o respectivo peso
médio iriamos obter valores acima e valores abaixo de X = 163,55g. Isso indica que o

verdadeiro peso médio pode estar dentro desse intervalo de variagao do peso médio amostral.

Assim, para calcular o niimero de laranjas contidas em 40kg da fruta precisamos

encontrar um intervalo de variagdo que possa conter a verdadeira média.

O professor agora pode iniciar a introducao das técnicas estatisticas para estimar com
mais precisao a média de uma populacdo. Os contetidos vistos na parte de estatistica do
Ensino Médio sdo insuficientes para resolver esse problema. Cabe ao professor aqui, esbogar
e comentar essas técnicas com os estudantes. Apesar do conteudo para ser resolver esta

situagdo ser de nivel superior e o grau (rigor matematico) de dificuldade ser maior, o
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professor ndo deve se preocupar com as demonstragdes e defini¢des rigorosas, € sim com 0s

conceitos ¢ utilizacgoes.

O professor dever comentar com os alunos que a técnica estatistica utilizada para
resolver essa situagdo se chama estimativa por intervalo de confianga. A questdo agora é:
como construir esse intervalo de confianga para o peso médio da populacao de 40k de

laranjas?

Primeiramente precisamos do peso médio amostral. Esse valor ja foi obtido em

calculos anteriores feitos com os alunos. Precisamos também do desvio padrao amostral.

3.2.11 Desvio padrao

E uma medida de espalhamento dos valores em torno da média.

Para calcularmos o desvio padrdo, primeiro devemos calcular a diferenga, ou desvio,

de cada valor individual em relagao a média amostral:
di =Xi — X (6)
O préximo passo € somar os quadrados de todos os desvios e dividir o total por n — 1,

ou seja, o numero de elementos da amostra menos 1. O resultado dessas operacdes ¢ chamado

de variancia amostral, denotada por s2.

Temos assim, a seguinte formula:

N CTEE LR e ) L N N L U . (7)
54 = = Z(xl- —X)
n—1 n—1
i=1
Onde: x; sao os valores da variavel
n € o namero de valores

X ¢ a média amostral

Os estudantes irdo notar que a variancia ¢ uma espécie de média dos quadrados dos

desvios, s6 que o denominador ndo ¢ o nimero total de observagdes, n, e simn — 1.

Para que os alunos entendam o motivo dessa mudanga, o professor deve chamar a

atencao dos alunos para o fato de que as observagdes originais, obtidas por amostragem
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aleatoria, eram todas independentes. Mesmo conhecendo os pesos de todas as 39 primeiras
laranjas, ndo teriamos como prever exatamente qual seria o peso da proxima laranja a ser
selecionada, a 40°. Assim, temos um grupo de 40 valores totalmente independentes, onde um
valor individual qualquer nao depende dos valores restantes (NETO; SCARMINIO; BRUNS,
2003) .

Na Estatistica, dizemos que esse conjunto de valores tem 40 graus de liberdade.
Agora, com os desvios a situagao ¢ diferente.
Somando todos os desvios, temos:

zn:dl-=zn:(xi—f)=zn:xi—zn:f=zn:xi—nf

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

_ 1
Como X = —¥i_; X;, temos

zn:di zn:xl- zn:xl zn:xl 0 ®

i=1 i=/ i=1 i=1

Assim, temos uma propriedade dos desvios em relagdo a média, e sua soma ¢ 0.
Portanto, os 40 desvios ndo sdo todos independentes. Se conhecermos 39 deles, o valor que
falta estara automaticamente determinado, isto €, ¢ aquele que torna a soma igual a 0. O
denominador da expressdo da varidncia é n — I, pois somente n— / pode flutuar

aleatoriamente (NETO; SCARMINIO; BRUNS, 2003).

Para exemplificar, o professor pode propor para os alunos calcular os desvios em

relacdo a média dos 5 primeiros valores da primeira coluna da Tabela 4 e soma-los.

Assim, eles irdo perceber que o resultado ¢ nulo. Conhecendo 4 wvalores,
imediatamente saberemos o 5°, aquele que torna a soma igual a 0. Temos entdo 4 valores

independentes, ou 4 graus de liberdade.
Agora, peca para os alunos calcularem a média e a variancia desses 5 valores.
Fazendo as contas, temos:

Média
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_ 158+ 161,5+177,3+ 163,84+ 171 831,6 9)
X = z = = 166,32g
Variancia
, 1 2 2 2 (10)
s¢ = Z[(158 —166,32) + (161,5—166,32)* + -+ (171 — 166,32)“]

= 60,329°

O professor deve chamar a atencdo dos alunos para o fato de que a média tem a
mesma unidade das observagdes, enquanto a unidade da variancia ¢ o quadrado das unidades
originais. Assim, para que as medidas de dispersdo e de tendéncia central tenham as mesmas
unidades, extraimos a raiz quadrada da variancia, obtendo assim uma medida chamada desvio

padrdo.

Assim, extraindo a raiz quadrada da varidncia, obtemos o desvio padrdo’ dos 5

primeiros pesos da primeira coluna da Tabela 4.

s =+/s2=./60,32 = 7,77kg (11)

Assim, a férmula para o desvio padrdo amostra sera:

(12)

Z?:](xi - JZ)2

n—1

O calculo do desvio padrao amostral ¢ mais trabalhoso do que a média. Vamos

novamente fazer o uso do Geogebra.

Para  calcular o  desvio padrdo  devemos  digitar o  comando:
DesvioPadrdaoAmostral[< Lista dos Dados Brutos >]. Digitamos “listapesos”, que ¢ a

lista de pesos das 40 laranjas da amostra, e teclamos enter (Figura 27).

5 . ~ . . . .
O desvio padrao sera calculado com uma casa decimal a mais que os dados de partida.
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Figura 27 - Comando desvio padrio amostral (A) para obter o desvio padrao amostral dos pesos da
amostra de 40 laranjas (B)
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Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

3.2.12 Intervalos ao redor da média

Calculada a média e o desvio padrao dos pesos das 40 laranjas da amostra, o professor
deve comentar a utilidade dessas medidas na resolucdo do problema de encontrar o nimero

aproximado de laranjas contidas em 40kg da fruta.
O desvio padrao ¢ usado para definir intervalos em torno da média.

Para exemplificar, o professor pode definir alguns intervalos. Em nossa amostra de 40
laranjas, a média é x = 163,55g e o desvio padrao ¢ s = 15,069, o professor pode definir os

seguintes intervalos:

Intervalo definido por um desvio padrdo em torno da média: /63,55 £ 15,06, ou
148,49g e 178,61g. Intervalo definido por dois desvios padrdo em torno da média: 763,55 +
30,12, ou 133,43g e 193,67g. Intervalo definido por trés desvios padrdo em torno da média:
163,55 + 45,18, ou 118,37g ¢ 208,73 ¢g.

Intervalos como estes serdo utilizados para estimar o peso médio da populagdo de

quarentas quilos de laranja.

O professor deve esclarecer aos alunos que os valores encontrados até agora foram

obtidos a partir dos pesos das 40 laranjas, ou seja, sdo estimativas amostrais.
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Para encontrarmos o numero aproximado de laranjas contidas em 40kg da fruta,
precisamos dos valores populacionais, ou seja, da média populacional e o desvio padrdo

populacional.

3.2.13 Parametros da populacao

Na Estatistica esses valores desconhecidos da populagdo sao chamados de parametros
populacionais e sdo representados por letras gregas. A média e o desvio padrao populacionais

sdo representados, respectivamente, pelas letras gregas p e o.

Como inferir algo a respeito desses valores dispondo apenas dos valores amostrais X

es?
E uma pergunta que pode passar na cabeca dos estudantes nessa etapa do problema.
O professor pode expor a seguinte situacdo para os alunos:

Consideremos as 40 laranjas de nossa amostra como uma minipopulacdo de 40
elementos. Na tabela de frequéncia, na coluna das frequéncias relativas, podemos verificar
que 15% desses elementos pesam entre 146g e 156g. Como a frequéncia relativa corresponde
a probabilidade, podemos dizer que a probabilidade de retirarmos aleatoriamente uma laranja

com o peso na faixa 146+156g ¢ exatamente 0,15.

O Professor deve esclarecer que essa afirmacao s6 pode ser feita porque se conhece a

distribuicao exata das frequéncias dos pesos da pequena populagao de 40 laranjas.

Mas nao podemos fazer a mesma afirmagao em relagdo aos 40kg de laranjas, pois ndo
conhecemos a distribuicdo exata de suas frequéncias. Para obtermos a distribuicdo exata da

populacado teriamos que pesar todas as laranjas uma por uma.

Precisamos neste momento de um modelo que descreva o comportamento dos pesos
na nossa populacdo de laranjas, ou seja, nos dé uma forma de sua distribui¢do. Dessa forma
poderiamos tirar conclusdes do proprio modelo, sem ter que fazer nenhum esforco

experimental a mais (NETO; SCARMINIO; BRUNS, 2003, p. 26).

O professor deve comentar com os alunos sobre o uso de modelos na matematica,

como por exemplo, as funcdes, que sdo usadas para descrever comportamento entre duas ou
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mais grandezas. Através de um modelo podemos estudar vérias caracteristicas do fendmeno

em estudo.

3.2.14 Introducao da Distribuicio Normal

O modelo usado para descrever o comportamento da nossa variavel ¢ a Distribuicdo
Normal. Distribuicdo Normal ¢ uma distribuicdo de probabilidade usada para descrever o

comportamento de uma variavel aleatoria.

O professor pode comecar o conteudo sobre a Distribui¢do Normal comentando sobre
sua histéria e, em seguida, fazer uma exploragdo grafica ressaltando os efeitos dos parametros

na forma do modelo (BITTENCOURT; VIALI, 2006).

No Geogebra os alunos podem visualizar o grafico da Distribui¢do Normal. No campo
de entrada de comando digitamos: DistribuicioNormal[< Média >, < Desvio Padrao >
,x]. Nos devidos campos colocamos os pardmetros populacionais pu e o, usando a lista de

simbolos e letras gregas do Geogebra. Teclamos enter (Figura 28).

Figura 28 - Comando Distribui¢do Normal
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Entrada: DistribuigéioNormally,s, x ]‘

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

Assim, aparecerd uma caixa pedindo para criar controles deslizantes para a média p e

o desvio padrao ¢ como pode ser visto na Figura 29.
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Figura 29 - Caixa de controles deslizantes
Criar Controles Deslizantes

a=2  Criar Controle(s) Deslizante(s) para: g, o

Cancelar

Fonte: Geogebra

Com os controles deslizantes podemos variar os valores da média e o desvio padrao
populacionais movendo os pontos sobre os segmentos e verificar seus efeitos sobre a Curva

Normal (Figura 30).

Figura 30 - Controles deslizantes para 4 ¢ &

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do sofiware Geogebra.

Movendo o controle deslizante da média p os alunos perceberdo que haverd um

movimento de translacao da distribuicao e que ela indica o centro da distribui¢do conforme

Figura 31.
Figura 31 - Movimento de translacdo da Curva Normal (A) ¢ (B)
- u=3 o A - yet B

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.
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Movendo, agora, o controle deslizante do desvio padrdo o os alunos perceberdo que
haverd um alongamento ou achatamento do grafico indicando que, quanto maior o desvio

padrao, mais achatado ¢ o grafico, como pode ser observado na Figura 32.

Figura 32 - Alongamento (A) e achatamento (B) da Curva Normal

vt A B

j - /\

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do sofitware Geogebra.

Outro fato que deve ser percebido pelos alunos € que a curva ¢ simétrica em relagdo ao

centro, ou seja, a média p (Figura 33).

Figura 33 - Simetria da curva normal

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do sofiware Geogebra.

Para indicar que uma variavel tem Distribuicao Normal com média p e desvio padrao

© usamos a notacao x~N(u, o).
Uma questdo que surge agora €:

Como saber se o Modelo Normal descreve o comportamento dos pesos da populagdo

de laranjas?
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Os testes para verificar se uma Distribuicdo ¢ Normal ndo cabem para este nivel de
ensino. O professor pode fazer essa verificagdo de modo intuitivo, através da comparacdo do

modelo normal com o histograma da distribui¢cao dos pesos.
Voltemos ao histograma de nossa distribuicdo no Geogebra:

Figura 34 - Histograma da variavel peso da laranja
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Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra

Selecionamos novamente os 40 pesos e selecionamos a janela andlise univariada na
Barra de Ferramentas, teclamos analisar e abrira a caixa da andlise de dados. Abrimos as

opgoes e selecionamos a caixa Curva Normal conforme ¢ mostrado na Figura 35.

Figura 35 - Curva Norma sobre o histograma da variavel peso
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Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do sofitware Geogebra.
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Os alunos poderdo perceber que ha uma semelhanga entre o histograma e a Curva

Normal. Assim, podemos usar esse modelo para descrever nossa populagdo.

O professor deve lembrar aos alunos que a area de cada retangulo no histograma
corresponde a frequéncia relativa da respectiva classe, que, por sua vez corresponde a
probabilidade de ocorrer um valor na referida classe. Os alunos irdo perceber no grafico da
Figura 35 que a area sob a curva em um determinado intervalo também ¢ uma probabilidade.
Como a Distribui¢do Normal sera o modelo usado para descrever nossa populagdo, podemos
calcular probabilidades a partir de areas sob a curva em relagdo a um certo intervalo [a,b]

(Grafico 9).

Grafico 9 - Area sob a Curva Normal no intervalo [a, b]

Fonte: Construido pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

3.2.15 — Padronizacio da variavel peso

O célculo dessa area usa ferramentas matematicas vistas no Ensino Superior, e mesmo
neste nivel de ensino nao se calcula diretamente esta area. O valor dessa area ¢ obtido por
tabelas. Como existem varias formas de distribui¢des normais, uma tabela para cada situagao
seria inviavel. Esse problema ¢ resolvido usando uma técnica chamada padronizagdo, que
consiste em transformar uma variavel x, com média p e desvio padrdo o, em outra varidvel z
com média zero e desvio padrdo um. Os valores das probabilidades dessa nova variavel z

podem ser consultados na tabela da Distribuicdo Normal padrao.

Para padronizar uma varidvel x, devemos subtrair de cada valor de x a média

populacional p e dividir o resultado pelo desvio padrdo populacional o, ou seja,
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X H (13)

Podemos observar que a padronizagdo sugere que a média e o desvio padrdo

populacionais sejam conhecidos.

Assim, o professor pode comentar as dificuldades de se calcular essa area diretamente

e introduzir o uso da tabela normal padrao.
Para isso, o professor pode propor a seguinte situagao para os alunos:

Suponhamos que o peso de uma laranja se distribua normalmente, com média
u=163,55 e desvio padrdo oc=15,06. Qual a probabilidade de uma laranja retirada
aleatoriamente pesar entre 164,5g e 178,4g?

O professor deve deixar bem claro que esta situacdo supde que os valores dos

parametros populacionais sao iguais aos valores calculados na amostra.

Para calcular a probabilidade, devemos primeiramente padronizar os valores dos
pesos:

_ 164,5g—163,55g

178,4g—163,55g
Z, = = e
15,069

= 0,06 2= roes = 099 (14)

Como o numerador e o denominador t€ém a mesma unidade, os alunos perceberdo que

z ¢ adimensional, ou seja, ndo tem unidade.

Agora, o pergunta ndo se refere mais aos pesos das laranjas, e sim a nova variavel z.

Assim, o problema agora é: qual a probabilidade de z ser encontrado no intervalo [0,06; 0,99]?

Para obter essa probabilidade, o professor deve auxiliar os estudantes a usar a tabela
da Distribuicdo Normal padrao. Com a tabela da Distribuicdo Normal padrao de posse dos
alunos, o professor deve comentar que a primeira coluna da tabela corresponde a parte inteira
e a primeira decimal de z, e a primeira linha corresponde a segunda decimal de z. Na
interseccdo dessa linha e coluna, encontra-se a probabilidade de z (Tabela 7). Fazendo esse

procedimento com os valores, z; = 0,063 e z, = 0,986, temos:
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Tabela 7 - Probabilidades de ocorrer 0 < Z < z4 (A) e ocorrer 0 < Z < z, (B)

Distribuigdo Normal: Valores de p tais que P(0 < Z<z. )= p o 2R SEEEEe 7 e
. 0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120 0,0160 00199 00239 0,0279 0,0319 Jp,0359] 0,0
Segunda decimal de z, 0,1 0,0198 0,0438 0,0478 0,0517 0,0557 0,0596 00636 00675 0,0714 Joo7sdl o1

0 1 2 kil 4 5 3 7 8 9 0,2 0,0793 0,0832 0,0871 0,0910 0,0948 00987 0,1026 0,064 0,1103 fo,1141] 0.2
0,279 00319 00359 0,0 03 01179:0,217 0,1255 0,1293°0,1331..0,1368 0,140 0,14437°0,148040,15174 = 0.3
0,1 0,0398 0,0438 0,0478 00517 0,0557 0,596 0,0636 0,0675 0,0714 0,0753 0,1 04 0,1554 01591 0,1628 0,1664 0,1700 01736 0,1772 0,1808 0,844 J0,1879] 04
0,2 0,0793 0,0832 0,0871 0,0910 0,948 0,0987 0,1026 0,1064 0,103 0,141 o2 05 01915 0,1950 0,1985 0,2019 0,2054 0,2088 02123 02157 02190 §0,22244 0,5
0,3 0,1179 0,1217 0,255 0,1293 0,1331 10,1368 0,1406 0,1443 0,1480 0,517 0,23 06 02257 02291 0,2324 0,2357 02389 02432 02454 02486 0,2517 [0,2549) 0,6
0,4 0,1554 0,1591 0,1628 0,1664 0,1700 0,1736 0,1772 0,1808 0,1844 0,1879 D;‘I 0,7 0,2580 0,2611 02642 0,2673 10,2704 0,2734 02764 072794 0,2823 J0,2852) 0,7
0,5 0,1915 0,1950 0,1985 0,201 0,2054 10,2088 02123 0,2157 02190 0,2224 0,5 4QB.0.2881 02910 02939 02967 02995 03023 03051 03078 0J] 03
0,6 02257 02291 02324 02357 02389 02422 0,2454 0,2486 02517 02549 0,6 0,9 0,3159 03186 0,3212 0,3238 0,3264 0,3289 0,3315 03340 0,3365 J0.3389 09

Fonte: Magalhaes e Lima (2004, p. 355)

Os valores que encontramos para z; = 0,06 ¢ z, = 0,99, refere-se a probabilidade de

z cair nos intervalos, 0 < Z < z; ¢ 0 < Z < z,, respectivamente.
Assim,

P(0,06 <Z <0,99)=P(0<Z<0,99) —P(0<Z<0,06) = (15)
= 0,3389 — 0,0239 = 0,315

Usando o Geogebra podemos obter essa probabilidade, na Barra de Ferramentas

selecionamos calculadora de probabilidades como pode ser visto na Figura 36.

Figura 36 - Selecionando calculadora de probabilidades

[ Ge

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

NPl B S olli) PN 7Y B |

v

¥ Janela de.f\lgebra #| | = Janela de Visualizagao
10

Fonte: Geogebra

Abrird uma nova janela com a calculadora (Figura 37).
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Figura 37 - Calculadora de probabilidades

o Calculadora de Probabilidades - B
Ta B i

Distribuicao | Estatistica’

/7| Normal v
H ! !

P(|-1 =X= 1 1= 0.8827
Fonte: Geogebra

Os alunos visualizaram que a média u =0 e desvio padrao ¢ o =1, isto ¢, a

Distribui¢cdo Normal ¢ padrio.

Um fato importante que o professor pode chamar a atencao ¢ que z, indicado no eixo

horizontal, ¢ medido em unidades de desvios padrao.

Colocando os valores padronizados nos locais indicados e teclando enter, obtemos a

probabilidade conforme Figura 38.
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Figura 38 - Probabilidade de z ocorrer no intervalo [0, 06; 0, 99]

©7  Calculadora de Probabilidades - trabalho7.ggb = = '
NI ®
Distribuicio | Estatistica
4 2 0 2 4
p=0 o=1

/| Narmal v

p |0 a |1
HEE

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra

Assim, obtemos a resposta do problema, que a probabilidade de uma laranja retirada
aleatoriamente pesar entre 164,5g e 178,4g ¢ de 0,3128 ou 31,38% de chance. Os alunos
devem observar também que essa probabilidade corresponde a area situada entre os limites

indicados.

Essa probabilidade que encontramos se baseia na validade da suposicdo de que os

parametros populacionais sao iguais aos valores amostrais.

Como foi visto na tabela de probabilidades, o eixo horizontal ¢ medido em desvios
padrao. Usando a calculadora, vamos calcular a probabilidades de z nos intervalos definidos

por um, dois e trés desvios padrao em torno da média (Figura 39).
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Figura 39 - Probabilidades de z cair no intervalo de um desvio padrao (A), dois desvios padrido (B) e
tr€s desvios padrio (C) ao redor da média 0

o
A

Calculadora de Probabilidades = = B\
e »
2 |

Calculadora de Probabilidades

. cEN
-

Distribuicio ‘ Estatistica

Distribuicio | Estatisncal

-4 -3

p=0 o=1

Uinoma V] [ ormal v
CACHR Y wlo el |
HEE HIEE

[#]
"G

Calculadora de Probabilidades

- cEE
=1

Distribuicio | Estatistica|

o -3

p=0 o=1

E Narmal v
wo e
HHEE

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

O professor deve chamar a atencao dos alunos para que percebam que com apenas um

desvio padrao em torno da média, temos 68,27% de ocorrer um valor de z neste intervalo e

com 3 desvios padrdes em torno da média, temos 99,73%, quase 100% de chance.

3.2.16 Intervalo com 95% de confianca de conter z

O professor agora pode resolver

0 seguinte exercicio com a turma:

Determinar os limites de um intervalo com 95% de confianca, ou seja, de

probabilidade de conter z.

Assim, temos que encontrar —z. ¢ z, tal que P(—z, < Z < z.) = 95%.
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Para obter os limites desse intervalo o professor deve orientar os alunos observar uma

propriedade importante da Curva Normal.

Grifico 10 - Simetria da Curva Normal N(0, 1)

fl2)

Fonte: Construido pelo autor com o auxilio do sofiware Geogebra.

Devido ao fato de a Curva Normal ser simétrica em relagdo a média 0, como pode ser
percebido no Grafico 10, podemos distribuir a area, que corresponde a 95% de chance,

igualmente em torno da média 0, ou seja, metade da 4rea a esquerda e a outra metade a direita.

Assim, obtemos a seguinte situa¢do visualizada no Grafico 11.
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Grafico 11 - Distribuigo da area correspondente a 95% de chance igualmente em torno da média 0

f(z)

Fonte: Construido pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

Agora, de volta a tabela, o professor orienta os alunos a fazer o caminho inverso do
que foi feito para encontrar probabilidades. Procuramos no corpo da tabela o valor 0,475, que
corresponde a metade de 0,95, e em seguida observamos a linha e a coluna correspondentes a

esse valor para encontrar z (Tabela 8).

Tabela 8 - Valor de z correspondente a 0,475 de probabilidade

Distribuicdo Normal: Valores de p tais que P(0 < Z< z)=p

Segunda decimal de z,
: . —
o 1 2 R R L 6 7 8 9

0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120 0,0160 0,0199 §0,0239] 0,0279 0,0319 0,0359 0,0
0,1 0,0398 0,0438 0,0478 0,0517 0,0557 0,0595 J0,0636) 0,0675 10,0714 06,0753 0,1
0,2 0,0793 0,0832 0,0871 0,0910 0,0948 0,0987 J0,1026f 0,1064 0,1103 0,1141 0,2
0,3 0,1179 0,1217 0,1255 0,1293 0,1331 0,1368 §0,1406f 0,1443 0,1480 0,1517 03
0,4 0,1554 0,1591 0,1628 0,1664 0,1700 0,1736 0,177z 0,1808 0,844 0,1879 04
0,5 0,1915 0,1950 0,1985 0,2019 0,2054 0,2088 J0;2123) 0,2157 02190 02224 0,5
0,6 02257 02291 0,2324 0,2357 0,2389 0,2422 [0,2454f 0,2486 0,2517 02549 0,6
0,7 0,2580 0,2611 0,2642 0,2673 02704 10,2734 Jo2764) 02794 072823 02852 0,7
0,8 0,2881 0,2910 0,2939 0,2967 0,2995 0,3023 §0,3051 0,3078 0,3106 0,3133 0,8
0,9 0,3159 0,3186 0,3212 0,238 03264 0,328 J0,3315] 03340 03365 073389 0,9
1,0 0,3413 0,3438 0,3461 0,3485 0,3508 0,3531 J0,3554] 0,3577 0,3599 0,3621 1.0

n}" 1.1 0,3643 0,3665 0,3686 0,3708 0,3729 0,3749 §0,3770f 0,3790 0,3810 0,3830 11
© 1,2 0,3849 0,3869 03888 0,3907 03925 0,3944 [0,3962) 0,3980 03997 04015 1,2
1,3 04032 04049 0,4066 0,4082 04099 0,4115 o 0131] 0,4147 04162 04177 13
S 1,4 04192 04207 04222 04236 0,4251 0,4265 0,4279] 0,4292 0,4306 04319 1,4
-5 1,5 04332 0,4345 0,4357 04370 04382 10,4394 J0,4406) 0,4418° 0,4429 04441 15
© 1,6 04452 0,4463 0,4474 0,4484 0,4495 0,4505 J0,4515 0,4525 0,4535 0,4545 1,6
1,7 0,4554 0,4564 0,4573 0,4582 04591 0,4599 §0,4608f 04516 0,4625 0,4633 1.7
S 1,8 04641 0,4649 0,4656 0,4664 04671 0,4678 J0,4686] 0,4693 04699 04706 1,8
3 VALY Y LAY 0,4756 0,4761 0,4767 15

g 2,0 0,4772 04778 0,4783 0,4788 0,4793 0,4798 0,4803 0,4808 0,4812 0,4817 2,0
2 2,1 04821 04826 04830 0,434 04838 04842 04846 0,4850 04854 04857 2]
z 2,2 0,4B41 04864 048468 04871 0,4875 0,4878 04881 0,4884 0,4887 10,4890 2,2

Fonte: Magalhées e Lima (2004, p. 356)

Assim, o valor de z que corresponde a 0,475 ¢ z = 1,96

Logo, o intervalo com 95% de confianca de z ser encontrado ¢ —1,96 < Z < 1,96
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Ap6s essa discussdo sobre o Modelo Normal, o professor deve retomar o problema de
estimar o peso médio populacional, ou seja, estimar o verdadeiro peso médio do conjunto de

todas as laranjas contidas em 40kg.

A média amostral ¢ uma boa aproximagdo para a média populacional, mas como
vimos, ela pode variar de amostra para amostra. Essa variacdo pode ser tanto para mais ou
para menos. A média amostral ¢ uma estimativa pontual, pois fornece um unico valor

numérico como estimativa para a média populacional.

Dessa forma, o professor pode discutir com os alunos sobre a necessidade de uma
estimativa mais precisa para a média populacional, que no caso das laranjas, ¢ o peso médio

populacional.

Nesse momento, o professor deve introduzir a ferramenta dada pela Estatistica

inferencial para se obter uma estimativa mais precisa, que € o intervalo de confianca.

O intervalo de confianga incorpora a estimativa pontual do pardmetro de interesse,
informacdes sobre sua variabilidade e fornece uma medida de precisdo do intervalo
encontrado (MAGALHAES, LIMA, 2004). Assim, o intervalo de confianca fornecera uma

estimativa mais informativa sobre o peso médio populacional.

3.2.17 Intervalo de confian¢a para a média populacional a partir de uma
observacao

Para exemplificar a constru¢do de um intervalo de confianga para o peso médio
populacional, o professor pode fazer o seguinte procedimento com os alunos:

Suponha que tenha sido pesada apenas uma laranja, escolhida aleatoriamente, e que

o peso encontrado tenha sido 158,0g, o primeiro valor da Tabela 4 .
O que esse valor nos permite dizer a respeito do peso médio populacional, u?

Em um exercicio feito anteriormente pelos alunos, foi calculado que o intervalo

—1,96 < Z < 1,96 tem 95% de chance de conter z.
Como z ¢ o resultado da padronizacao da variavel x, que é o peso da laranja, temos:

X — 158,0g —
> s <196 =-196< % < 1,96 (16)

—1,96 <
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Multiplicando todos os membros por o e em seguida somando u

—1,960 < 158,09 — u < 1,960 = 1 — 1,960 < 158,09 < u — 1,960 (17)

Significa que a observacdo avulsa, 158,0g, tem 95% de chance de ter sido feita dentro
desse intervalo. O professor deve chamar a atencdo dos alunos para o fato de que temos 5%

de chances de o peso cair fora desse intervalo.
Assim, podemos dizer que temos 95% de confianca na dupla desigualdade:
u—1960 < 158,09 < u — 1,960
Adicionando - u a todos os membros dessa desigualdade, temos:
—1,960 < 158,09 — u < 1,960
Subtraindo 158,0g a todos os membros e multiplicando por -1, obtemos:

158,09 — 1,960 < u < 158,09 + 1,960 (18)

Assim, temos um intervalo com 95% de confianca para o peso médio populacional.
Deve-se deixar claro para os estudantes que 95% de confianca ¢ a chance de o intervalo
conter a verdadeira média populacional e ndo a probabilidade de a média populacional ser um
valor entre os dois limites. O peso médio populacional ¢ um valor bem determinado, para

conhecé-lo basta pesar todas as laranjas contidas em 40kg.

Para determinar numericamente os limites desse intervalo, precisamos do valor de o,
que ¢ o desvio padrao populacional. O que temos ¢ o desvio padrao amostral, entdo a

principio ndo podemos substituir ¢ por s = 15,06g.

Suponhamos que o desvio padrao amostral coincida com o desvio padrao

populacional. Fazendo a substituicdo na dupla desigualdade, temos:

158,09 — 1,96(15,069) < u < 158,09 + 1,96(15,06g) = (18)
= 128,48 < u < 187,52
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Podemos dizer com 95% de confianca que o intervalo encontrado contém o verdadeiro
peso médio, isto €, de 100 intervalos construidos com a mesma metodologia, 95 deles

conteriam a verdadeira média.

A partir dos valores dos limites, e com a suposi¢do feita sobre o, podemos dizer que o
numero total de laranjas contidas em 40kg estd entre 213 e 311, que sdo os valores

encontrados pela divisao da massa de 40000g de laranjas pelos limites do intervalo (19).
E lembrando aos alunos que ainda ha 5% de chance de estarmos errados.

Como esse intervalo de confianga foi obtido a partir de uma unica observagao, sua
precisao nao ¢ muito boa. Para obtermos uma estimativa mais precisa para o peso médio

populacional, devemos construir o intervalo de confianga a partir de médias.

Isso ¢ natural, pois os valores médios sdo representacdes mais adequadas da populagao

como um todo (NETO, SCARMINIO, BRUNS, 2003, p. 37).

Nesse momento os alunos podem sugerir ao professor usar a média amostral na dupla
desigualdade (16) para obter o intervalo de confianca. O professor dever fazer uma importante

observacao:

O intervalo de confianga foi construido aceitando o Modelo Normal para descrever a
distribui¢do da variavel peso. E no caso da média amostral? Podemos usar o Modelo Normal

para descrevé-la?

Assim como foi feito para a variavel peso, devemos construir seu histograma e
observar sua caracteristicas para decidir se a distribuicdo da média amostral pode ser descrita
pelo Modelo Normal. Mas para usar esse procedimento temos que coletar varias amostras de

tamanho 40 para obtermos o histograma.

3.2.18 Teorema do Limite Central

Para evitar todo esse trabalho, a Estatistica Inferencial conta com um teorema muito
importante, o Teorema do Limite Central. O Teorema do Limite Central nos garante que a
distribui¢do da média amostral se aproxima do Modelo Normal a medida que o tamanho da

amostra aumenta independente da distribui¢do da varidvel em questao.
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Assim, para uma variavel com distribuicdo dada por um modelo qualquer com média

u e desvio padrdo o, temos:

f""N(ﬂxr Ux) (20)

Pelas propriedades da média e da variancia, vem:

x~N <,u, %) (21)

Logo, para uma varidvel com distribuicdo de probabilidade dada por um modelo
qualquer com média (1) e desvio padrdo (o), a média amostral x terd (aproximadamente)

Distribui¢do Normal, com mesma média u e desvio padrdo o /+/n.

Esse teorema garante que a distribuicdo do peso médio amostral se aproxime da

Distribui¢ao Normal. Quanto maior o tamanho da amostra, melhor ¢ a aproximagao.

Para ilustrar o Teorema do Limite Central o professor pode fazer uma simulagdo
usando uma tabela de numeros aleatorios (Tabela 9). Essa tabela ¢ construida de modo que os
dez algarismos, de 0 a 9, sdo distribuidos ao acaso nas linhas e colunas (CRESPO, 2006, p.
20). Assim, a probabilidade de um algarismo ocorrer numa certa linha e coluna ¢ a mesmo
para todos. Dessa forma, podemos usar uma cole¢do de nimeros dessa tabela como uma
amostra, da mesma forma que foi feito com a sele¢do de uma amostra de laranjas, em ambos

0s casos, cada elemento tem a mesma probabilidade de esta na amostra.



Tabela 9 - Tabela de numeros aleatorios

57720039848441796771402113975649865408932968745483
288056351590893988758702771771706320278621674696517
92591852873048869748352518887403629838586586424103
903812917430197589075064155937188137495305278301175
80911694675860820666904756184645111235324550411343
220170313296919276540165429727498009597610098243007
656241004302046299053531105844121647919762951626066
79449262029686643000945669302059878735442250877819
539966450889785077533725774127623802235762014160358
18928735885506213661392850146685679301978972666431456
5308B5B96630561257022504128966266436306630132788522
03588029287689511824888946474859192987031033996712
270781886569489800280470613001471897332185824654324
052108B59010622249891811755446616077307661012317858
40361327843082333639694205586461123389278952667193
54602528856882000105658610536613372010119016110512091
715163407671117373523731604588927343712804980902438
610201817392606673585b33442682638340327449604466593
825593134630965265506961765917239799612495280632699
89985414217413576819862860894733152628774538480808
00998484146795137758901450794273633106604340125504
62415078204805884352980319939203049725849595036331
942790692468099211860763831932995115565710927026700
448929028843628251582877418972576106326760226745328
973076953321105426095666552040936584803080363581796
389165804448015595983909554668184396085388866333569
60781103266750340961313020769366308351093383647605
031923476289577791338847605937543948776748385384391
412865267562538599665513690322239330522990339979699
775498503925374252971003560492816686700148895858210
286341619164248381373448832796387169730677650256460
742448854012335967501498142642797913652896978804471
00240337964668750532421663332897263647277365383446
05414769694536167118955197220413239658600369487983
626984979747236651561308691152765592686818043009892

Fonte: Crespo (2006, p. 223)

conforme Tabela 10.

Tabela 10 - Selecido de 37 amostras de 10 nimeros aleatdrios

9259185287304886974835251888740362983B586586424103
90381291743015?5890?503#1559713813?49 3056278301175

6100898243007
D762951626066

6630132798522
031033996712

Fonte: Crespo (2006, p. 223)
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Para fazer a simulacao, selecionaremos varias amostras de nimeros aleatorios dessa
tabela. Numa primeira etapa selecionaremos 37 amostras de 10 elementos representadas pelas

37 primeiras colunas da tabela entre a primeira e quarta linha e da sexta a décima primeira
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Na sala de informadtica, o professor pode orientar aos grupos a transpor esses numeros

para a planilha do Geogebra, de forma que cada coluna represente uma amostra, como pode

ser visto na Figura 40.

Figura 40 - 37 amostra de 10 niimeros aleatério inseridas no Geogebra

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

~ Planilna
LR ERERE =R lER
alslclolelelelnlifulk][clu[n]olrlalrlis[tlulv|w|[x|[v][z]a|as|ac|amn|ac]ar|ac]an]alaax
+ls 7 7 2 o0 0 3 9 8 4 8 4 4 1 7 9 6 7 7 1 4 0 2 1 1 3 9 7 5 6 4 9 8 6 5 4 0
202 8 8 o/ s 3 s 1,5 9 0 9 9 3 9 8 8 7 5 8 7 0 2 7 7 1 7 7 1 7 0 & 3 2 0 2 7
'aflo 2 5 9/ 18 s 2 8 7 3 0 4 8 8 6 9 7 4 8 3 5 2 5 1 8 8 8 7 4 0 3 65 2 9 8 2
aflo 0o 3 a 129 17 4 3 0 19 7 5 8 9 0 7 85 0 6 4 1 5 5 9 7 1,8 8 1 3 7 4 3
'sfl2 2 0 17 0 3 13 2 9 & 9 1 9 2 7 5 4 0 1 68 5 4 2 9 7 2 7 4 9 9 0 0 9 5 9
'efls & 2 4 10 0 4 3 0 2 0 4 6 2 9 8 0 5 3 5 3 1 1 0 5 8 4 4 1 2 1 6 4 7 9 1
707 9 4 4/ 9 2 6 2 0 2 96 8 65 6 4 3 0 0 0 9 4 5 6 6 9 3 0 2 0 5 9 8 7 8 7 2
a5 3 9 9/ 6 6 4 5 0 8 8 9 7 8 5 0 7 7 5 3 3 7 2 8§ 7 7 41 2 7 & 2 3 8 0 2 2
o158 9 218 7 3 5 8 8 5 5 0 5 2 13 86 51 3 9 2 8 50 1 4 6 8 8 5 7 9 3 0 1
ol s 3 0o 8/ s 8 9 6 6 3 0 5 65 1 2 5 7 0 5 2 5 0 4 1 2 8 9 65 6 2 6 &5 4 3 6 3 0
1
| 12 |
|13 |

O professor deve lembrar que cada coluna representa uma amostra de 10 elementos.

Selecionando esses valores e clicando no comando ‘“analise univariada” na Barra de

Ferramentas obtemos o histograma desses nimeros aleatorios conforme Figura 41.

Figura 41 - Histograma dos nimeros aleatdrios contidos nas 37 amostras de 10 niimeros aleatérios

L) Analise de Dados - numeros aleatorios2.ggb
[
[ B || ra=
]l e
TolxBE o
Histograma v oG

0.1

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra

O histograma mostra uma tendéncia de uniformidade de ocorréncia dos valores da

variavel e confirma a hipdtese de que a probabilidade de ocorréncia de cada valor ¢ a mesma.

O professor deve chamar a atencdo dos alunos para este fato.



92

Para calcular a média dessas amostras, selecionamos todas as colunas e abrimos o

comando média na barra de ferramentas do Geogebra (Figura 42).

Figura 42 - Opcao calcular média na Barra de Ferramentas

numeros aleatorios2.ggb =S5
Entrar...
) &
anilha I
A EEEEl =T =
als]eclolelrleln]i]s]xk]L]m[n]o]r|alr]|s|T]u|v]w]|x]|v]z|m]m|ac]an]ae|ar|ac]an]a|a]ax
5| 7| 7| 2| 0| 0| 3| 9| 8| 4| 8 4| 4| 1| 7| 9| 6| 7| 7| 1| 4| ©| 2| 1| 1| 3| 9 7| 5| 6| 4| 9| &| 6| 5 4] 0| A
2| 8| 8| o] 5] 3] 5] 1| 5] 0| o] of o] 3| o & &| | 5| 8| 7| 0| 2| ¥| 2| 2| 7| 7| 1| ¥| 0| 6| 3| 2] @] 2| 7
M Nimero BBl o| 2| 5| 9| 1| 8| 5| 2| 8| 7| 3| of 4| &| 2| &| 9| 7| 4| 8| 3| 5| 2| 5| 1| 8| 2| &| 7| 4] o| 3| 6| 2| 9| 8] 3
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Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

Dessa forma, obtemos a média de cada amostra, como pode ser visto na Figura 43.

Figura 43 - Médias das 37 amostras de 10 nimeros aleatorios
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Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra

Selecionando a linha de médias e construindo o histograma, temos o histograma da

Figura 44.



Figura 44 - Histograma das médias das 37 amostras de 10 nimeros aleatoérios
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Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do sofiware Geogebra.

Na segunda etapa, vamos selecionar 37 amostras de 20 elementos cada (Tabela 11).

Tabela 11 - Selecdo de 37 amostras de 20 nameros aleatorios

5772003984844179677140211397564586b40pP932968745483
288053515909939887565870277177170632027B6216746965617
9259185287304886974835251888740362983B586586424103
9038129174301975890750641550718813749K305278301175
BOOT11884F /O RBORINRARRANATRAIRARABET111235324550411343
2201703132969192754016542972749900959F610098243007
5624100430204629905353110584412164791P762951626066
7944926202968664300094566930205987873F442250977819
5399664508897850775337257741276238022B576201416035
1892873588550521365139285014668579301p797266643145
5308589663056125702250412896626643630B630132798522
0358802928768951182488894647485919298§031033996712
2707818865694998002804705130014718973B218582454324
0521085901062224989181175544661607730F661012317858
4036132784308233363969420558646112338p278952667193
5460252885882000105961053661337201011p016110512091
7151634076711173735237316045889273437§1280498090248
B102018173926066735853344268263834032F 449604466593
8255931346309526550696176591723979961p495280632699
8998B541421741357681986286089473315262B774538480808
00998484146795137758901450709427363310B604340125504
62415078204805884352980319939203049725849595036331
942790692468099211860763831932995116667109827026700

Fonte: Crespo (2006, p. 223)

Fazendo o mesmo procedimento, obtemos o seguinte histograma da Figura 45.
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Figura 45 - Histograma das médias de 37 amostras de 20 numeros aleatorios
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Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do software Geogebra.

Com a observagdo dos histogramas das médias amostrais ( Figuras 44 e 45), os alunos
perceberdo o Teorema do Limite Central em agdo. A medida que o tamanho da amostra
aumenta, a distribuicdo da média amostral se aproxima cada vez mais do Modelo Normal,

independente da distribui¢ao da varidvel, que neste caso, nao tinha Distribuicao Normal.

Podemos concluir que a distribuigdo do peso médio amostral se aproxima do Modelo

Normal. Padronizando o peso médio amostral, temos:

X—u
a/Vn

~N(0,1) (22)

Z =

3.2.19 Intervalo de confianca para a média populacional a partir da Distribuicao
Normal

Construindo um intervalo de confianga para a média populacional u com 95% de
confianga, obtemos:

X— U
a/vn

-196<72<196>-196< < -196

Multiplicando todos os membros por g / Vn e em seguida adicionando - X, temos:
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1,960 1,960 (23)

Para determinar numericamente os limites desse intervalo, devemos conhecer os
valores da média amostral e do desvio padrao populacional. A média amostral da nossa
amostra de laranjas ¢ X = 163,55. Mas ndo conhecemos o desvio padrdo do conjunto de todas
as laranjas contidas em 40kg, ou seja, o desvio padrdo populacional. Neste caso o desvio
padrao deve ser estimado pelo desvio padrao amostral. Dessa forma, obtemos uma nova

variavel com a padronizagao.

X—u (24)
s/Nn

Nao podemos afirmar que o peso médio padronizado dessa forma tem Distribui¢ao
Normal, pois trocamos o parametro o, que ¢ uma quantidade bem determinada, por uma
variavel aleatéoria s. A nova padronizacdo tem outra distribuicdo de probabilidade,

denominada Distribui¢do t — Student.

Nesse momento, o professor deve comentar a consequéncia da substitui¢do de ¢ por s,
e chamar atencdo que na realidade essa substituicdo ndo vai alterar nossos calculos, pois a
Distribui¢ao de Student se aproxima do Modelo Normal a medida que o tamanho da amostra
aumenta. A distribuicdo de Student ¢ usada na pratica para uma amostra de tamanho até 30
elementos. Para amostras maiores o intervalo (22) ¢ satisfatorio (NETO, SCARMINIO,
BRUNS, 2003, p. 53)

Em nosso caso, com uma amostra de 40 laranjas, podemos usar sem problemas o

intervalo (22).

Finalmente, temos condi¢des de responder qual o nimero aproximado de laranjas

contidas em 40kg da fruta.

O professor orienta os alunos a calcular um intervalo com 95% de confianga para o
peso médio de todas as laranjas contidas em 40kg. Como o peso médio amostral ¢ X =

163,55g, o desvio padrao amostral ¢ s = 15,069 e tamanho da amostra ¢ n = 40, temos:



X

Vn

< 163,55 +

1,960

<pu<x+

1,9615,06

)

Vn

V40

o
= 163,55 —

1,9615,06
V40

= 158,88 < u < 168,22

<u
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(25)

Apo6s os estudantes se familiarizarem com o processo para se obter um intervalo de

confianga, o professor deve orientd-los a utilizar o Geogebra para calcular o intervalo de

confianga.

Na entrada

de

comando

do

Geogebra

digitamos

EstimarMeédiaZ[< Média dos Dados Amostrais, < o >,< Tamanho da Amostra >, <

Nivel >] conforme Figura 46.

Figura 46 - Comando para calcular intervalo de confianga para média populacional

- o EEN|

o
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sl ol

2

Entrada:|EstimarMédiaZ[ <Média dos Dados Amostrais=, <o, <Tamanho da Amostra=, <Nivel> ] « ‘

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do sofiware Geogebra.

Nos campos correspondentes, inserimos o peso médio amostral, o desvio padrdo

amostral, o tamanho da amostra e o nivel de confianga. Teclamos enter para obter o intervalo

de confianca (Figura 47).
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Figura 47 - Intervalo de confianga para o peso médio populacional

o

Arguive Editar Exibir Opcgdes Ferramentas Janela Ajuda

'Av/./?’”j?r? I::‘v ®7 Iﬁvévxv
G T =

b Janela de Visualizagido

Fonte: Construida pelo autor com o auxilio do sofitware Geogebra.

Assim, podemos dizer com 95% de confianca que o peso médio de todas as laranjas
contidas em 40kg pode ser encontrado no intervalo obtido, ou seja, de 100 intervalos de

confianga construidos, 95 deles conteriam o verdadeiro peso médio populacional.

3.3 CONCLUSAO DA PROPOSTA

3.3.1 Quantidade aproximada de laranjas contidas em 40kg da fruta
Com os limites do intervalo de confianca calculados, o professor faz o questionamento
fundamental, que polarizou todo trabalho até aqui:

Qual a quantidade aproximada de laranjas contidas em 40kg da fruta?

Dividindo 40000g pelos limites do intervalo de confianga, temos:

40000g
158,889

40000g

= 251,76 =
168,229

237,78 (19)



98

Assim, chegamos a conclusdo que o numero de laranjas contidas em 40kg da fruta
deve estar entre 238 e 252 laranjas. Podemos dizer isso com 95% de confianga. Lembrando

sempre aos alunos que temos 5% de chances de estarmos errados.

3.3.2 Quantidade aproximada de caixas de um litro de suco de laranja que podem
ser produzidas com 40kg

Portanto, pode-se produzir entre 48 e 50 caixas de um litro de suco de laranja com as
laranjas contidas em 40kg.

Para finalizar, o professor deve discutir com os alunos sobre o uso dessas técnicas da

Estatistica Inferencial pelo produtor de suco de laranja.

3.3.3 Questoes importantes a serem tratadas em aulas posteriores

Algumas questdes que devem ser discutidas pelo professor em aulas posteriores:

O que acontece com intervalo de confianca quando aumentamos o tamanho da

amostra?

O que aconteceria com o intervalo de confiang¢a se o tamanho da amostra fosse de

100 laranjas? E se fosse de 200 laranjas?
Se aumentarmos o nivel de confianga, o que acontece com o intervalo?

O que pode ser feito para diminuirmos a amplitude do intervalo de confianga,

tornando o mais informativo?

Calcular um intervalo de confianga com 99,5% de confianca para o peso médio

populacional e comparar com o intervalo obtido com 95% de confianga.

Todas essas questdes podem ser resolvidas utilizando o Geogebra.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Ao final da proposta espera-se que o aluno compreenda que a utilidade principal da
Distribuicdo Normal, neste trabalho, ¢ fornecer uma estimativa mais precisa para o peso
médio da populagao de 40 quilos de laranja, € com auxilio desta estimativa, obter o nimero

aproximado de laranjas contidas nesses quarenta quilos.

A realizacdo da proposta possibilitara aos alunos o contato com uma situacao de
inferéncia sobre uma populagio a partir de uma amostra dessa e também oferecerd através do
software Geogebra, simulagdes de construgdes de tabelas, graficos e calculos estatisticos.
Propiciard, ainda, o reconhecimento por parte dos alunos da eficiéncia no tratamento de dados

obtida pela utilizagdo do recurso computacional.

A implementacao da proposta em sala de aula exigira um nimero expressivo de aulas,
aproximadamente 10 aulas da disciplina de matematica do Ensino Médio. Por outro lado,
seriam contemplados varios conceitos estatisticos, como média, desvio padrao,
probabilidades, constru¢des de graficos e tabelas, estimacdo, dentre outros. Assim, a
abordagem dos conhecimentos estatisticos supracitados superaria fragmentagdo do contetdo

nessas aulas.

Explorar uma situa¢dao problema com dados reais, utilizando as Tecnologias da
Informacdo e Comunicagdo para fazer o tratamento dos dados, podera constituir uma
alternativa eficaz para o ensino aprendizagem de conceitos estatisticos complexos, como por
exemplo, a fun¢do de Distribuicdo Normal. Portanto, o uso do Geogebra aplicado a
abordagem da Distribuigdo Normal oferecera ao professor uma maneira eficiente de explorar
um contetido complexo em turmas de Ensino Médio, devido a sua interface pratica e da facil

manipulacdo do software.

A proposta pode ser desenvolvida na pratica para determinar, por exemplo, a
quantidade aproximada de laranjas em uma plantacdo de 10 mil pés, ou ainda, para determinar
o numero aproximado de peixes de uma determinada espécie em um carregamento de 5

toneladas. A resolugdo desses problemas pode ser tratada em estudos posteriores.
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