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Resumo

O conteudo deste trabalho oferece um conhecimento complementar aos abordados nos
livros didaticos, em que suavizaremos o ensino de informagoes relevantes e responderemos
algumas perguntas que normalmente nos deparamos ao lecionarmos matrizes, determi-

nantes e sistemas lineares aos alunos do segundo ano do ensino médio.

Palavras-chaves: Determinantes. Sistemas Lineares. Matrizes. Geogebra. Maxima.



Abstract

The contents of this paper provides a complementary knowledge covered in the textbo-
oks, in which we will smoothly teaching relevant information and answer some questions
that usually come across to teach matrices, determinants and linear systems students of

the second year of high school.

Keywords: Determinants. Linear Systems. Matrices. Geogebra. Maxima.
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INTRODUCAOQ

Lecionando aos alunos do segundo ano do ensino médio, temos o costume, incentiva-
dos pelos livros didaticos que temos como referéncia, de ensinar matrizes, determinantes
e sistemas lineares nesta ordem, haja vista a linha dedutiva a que nos impoem tais livros.
No entanto, de acordo com a Cole¢ao Explorando o Ensino (2004), de um ponto de vista,
histérico, esse caminho comumente tragado nao é o que era aplicado. O conhecimento
sobre determinantes, ja aplicado desde a China antiga, era inicialmente associado a re-
solucao de sistemas. O nome “determinante” foi utilizado pela primeira vez por Cauchy
em 1812, e por essa ocasiao determinantes também apareciam na geometria. As matrizes
vieram bem depois. Até entao nao se falava em determinante de uma matriz, mas sim
em determinante de um sistema linear.

Neste trabalho, faremos um resgate desse conhecimento de determinantes associados
a resolucao e analise de sistemas lineares, bem como associaremos os sistemas lineares as
suas representacoes geométricas.

Temos como publico alvo, professores do ensino médio, no entanto, os conhecimentos
especificos abordados serao apresentados de modo a ser de facil compreensao aos seus
alunos do segundo ano.

Na apresentacao do conteiudo de sistemas lineares nds, professores, temos o costume
de comecar a exposicao por questoes do tipo:

Joao e Maria lancharam no bar do Manel. Joao comeu cinco paes de queijo e to-
mou duas latas de refrigerante. Maria comeu dois paes de queijo e tomou uma lata de
refrigerante. Na hora de pagar a conta, Joao, gentleman como sempre, deixou que Maria
pagasse toda a conta. “Seu” Manel trouxe a conta e lhes informou que os valores de
seus consumos, Joao e Maria, respectivamente, sao R$26,00 e R$11,00. Com base nas
informacoes apresentadas, calcule o preco de um pao de queijo e de um refrigerante.

Normalmente respondemos a questao fazendo x representar o preco de um pao e y o
preco de uma lata de refrigerante. Com isso podemos montar o primeiro sistema linear

do comeco de nossas explicacoes sobre resolucao de sistemas lineares:

br + 2y =26
20 +y =11
Ao explicar a técnica da substituicao, normalmente isolamos a variavel y e a subs-
tituimos na outra equagao. Para esse caso, uma possibilidade seria: y = —2x + 11.
Como estamos lecionando aos alunos do ensino médio, de vez em quando nos depara-
mos com a indagagao de um aluno mais perspicaz: ”Professor a equagao y = —2x + 11

nao ¢ a lei de uma funcao afim?”
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Segundo Lorenzato (2008, p. 97), "Na pratica pedagdgica, a presenga do porqué
[indagacao] indica que a situacao de aprendizagem estd ganhando sentido, que o processo
de compreensao estd em movimento e nao s para aquele que pergunta, uma vez que ela
provavelmente influi sobre outros colegas.”

Como o conteudo de sistemas lineares é dado no segundo ano do ensino médio, a essa
altura o aluno ja conhece o conteiido de funcao afim e reconhece que um sistema linear
formado com duas dessas funcoes, resultam no ponto de intersecao dentre as retas que
representam seus graficos. Nesse momento, temos a oportunidade de reforcar a visao
geométrica dos sistemas lineares.

E papel do professor apresentar uma matematica mais coesa, de forma que seus diver-
sos campos de estudo nao fiquem tao separados, possibilitando ao aluno a percepcao da
inter-relacao entre os conhecimentos algébricos, aritméticos e geométricos. Temos como
paradigma da educacao moderna os parametros curriculares nacionais, mais especifica-

mente, os voltados ao ensino médio.

Frente a uma situacao ou problema, reconhecer a sua natureza e situar o
objeto de estudo dentro dos diferentes campos da matematica, ou seja,
decidir-se pela utilizagao das formas algébrica, numérica, geométrica,
combinatéria ou estatistica. Por exemplo, para calcular distancias ou
efetuar medigbes em solidos, utilizar conceitos e procedimentos de geo-
metria e medidas, enquanto para analisar a relagao entre espago e tempo
no movimento de um objeto, optar pelo recurso algébrico das fungoes e
suas representacoes graficas (PCNEM, 2013, P.145).

Quando, em nossas aulas, apresentamos as diversas formas de visualizacao, aritmética,
geométrica e algébrica, do mesmo problema, além de eliminarmos a fragmentacao da
matematica, fortalecemos o potencial de compreensao dos alunos, estabelecendo uma

matematica conexa, com uma pluralidade de possibilidades para contetidos semelhantes.

A proposta de ensinar aritmética, geometria e dlgebra integradamente
pode ser 1til também para atender o curriculo em espiral, que recomenda
voltar ao mesmo assunto vérias vezes, embora com diferentes enfoques.
Para muitos alunos, essa integracao pode ser um apoio para a aprendi-
zagem, pois facilita a percepgao de conceitos e simbolos.(LORENZATO,
2008, p.70)

Atualmente, conseguimos estabelecer a sinestesia dentre os conhecimentos matematicos
amparados por uma grande gama de recursos tecnologicos, que agem como coadjuvantes
no processo de ensino-aprendizagem. Com o auxilio de softwares de geometria dinamica
(atualmente conhecidos como software de matematica dinamica, devido ao grande avango
apresentado no desenvolvimento desses softwares) como o Geogebra, Maxima, dentre ou-
tros, podemos facilitar e reforcar a visualizacao geométrica.

No mundo moderno,

[..] odesenvolvimento da informdtica fez com que o computador passasse
a fazer parte do cotidiano das pessoas, e este, passou a atuar incisiva-
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mente em todas as dreas do conhecimento, nao podendo a educacao ficar
alheia a todo esse processo de desenvolvimento (OLIVEIRA 2013, p.10).

Oliveira (2013), em seu trabalho, nos instrui melhor sobre a utilizagdo de softwares de
geometria dinamica, em especial o Geogebra.

A proposta diferencial de nosso trabalho reside numa bagagem analitica que fortaleca
e justifique o conhecimento geométrico abordado.

Teremos a possibilidade de apresentar uma visao geométrica de sistemas lineares de
forma simples e acessivel aos professores e alunos do ensino médio, assim como também,
a possibilidade de apresentar, de forma privilegiada, os casos de indeterminacao e ine-
xisténcia da solucao dos sistemas, dada a facilidade de representacao oferecida por esses
softwares.

Um problema recorrente, quando ensinamos no segundo ano do ensino médio, é a
ideia de determinantes. E consenso dentre os autores de livros diddticos de ensino médio
trazer a definicao de determinantes como um simples valor numérico associado a matrizes

quadradas. Infelizmente, perguntas como:
e De onde surgiu esse valor numérico?
e Qual é a finalidade de tal nimero?
e Por que somente matrizes quadradas tém determinante?

ficam sem respostas e, mesmo que ano apos ano, sempre sejam feitas, nunca sao respon-
didas em seus livros. De um modo geral, a preocupacao nitida desses autores é com a
mera forma de obtencao do determinante e de propriedades que facilitam tal obtencao. A
proposta de ensino de determinantes que apresentamos neste trabalho é baseada no ensino
e compreensao de sistemas lineares. A organizagao das informacoes é feita no sentido de
responder a essas perguntas de modo natural, com artificios do cotidiano matemético dos
alunos.

Em apertada sintese, apés uma analise de alguns livros didaticos de grande circulagao
na educacao basica, nosso trabalho passa para uma introducao ao conteudo de sistema
linear, no qual faremos a definicao, explicitaremos sua solugao e suas caracteristicas.

Estudaremos na sequéncia o sistema linear de duas equacoes e duas incégnitas, em que
lancaremos mao da técnica do escalonamento para apresentar sua solucao. A partir do
solucionamento do sistema, faremos analise de sua solugao, estabelecendo a classificacao
de sistemas lineares segundo a existéncia e da quantidade de solucoes possiveis. Faremos
o solucionamento e a analise do sistema linear de trés equagoes e trés incognitas, obtendo
e analisando sua solucao. Para tanto, utilizaremos novamente a técnica do escalona-
mento. A seguir introduziremos determinantes. Associaremos determinantes as matrizes

dos coeficientes dos sistemas lineares e, dai, abordaremos a regra de Cramer. Em seguida
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apresentaremos uma visao geométrica de sistemas lineares, em que comecaremos a uti-
lizagao dos softwares como o Geogebra e o Maxima, para demonstrar as possiveis solugoes
de sistemas 2 x 2. Em seguida apresentaremos uma justificativa analitica para os graficos
apresentados na representacao geométrica do sistema 3 x 3 e, a partir dai, apresentaremos
as suas solucgoes geométricas possiveis. Terminaremos apresentando uma proposta para
solucionamento de sistema de mais de trés incégnitas, proporemos atividades a serem

desenvolvidas com o auxilio dos softwares de mateméatica dinamica e concluiremos nosso
trabalho.
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1 Analise dos livros didaticos

O livro didatico é uma peca fundamental na organizagao e desenvolvimento de um
curso. Suas orientacoes norteiam as atividades dos professores, bem como facilitam e enri-
quecem suas aulas. Para muitos professores, este é o tinico recurso didatico com o qual po-
dem contar. Segundo o texto apresentado no site http://www.todospelaeducacao.org.br/,

um site da sociedade civil brasileira voltado a educacao,

O livro didatico é um valioso recurso para o acesso a cultura e o desenvol-
vimento da Educacao. Em muitos lares brasileiros, ele é o primeiro livro,
abrindo caminho para o hébito da leitura e o aprendizado. Ao longo de
dois séculos, quando comegaram a ser produzidos no Brasil os primei-
ros didaticos, os livros passaram por intimeras transformagoes, visando
acompanhar as novas dinamicas em sala de aula e contribuir para uma
aprendizagem significativa. Tais investimentos refletem o empenho da
industria editorial na incorporagao de novas tecnologias, avancos meto-
dolégicos, recursos graficos, diretrizes governamentais e no atendimento
a demanda de Educadores por materiais de qualidade e com valores
para a cidadania. No cenario educacional brasileiro, o livro didatico é
importante instrumento de apoio ao trabalho do Professor e referéncia
na formacao dos mais de 50 milhGes de criangas e adolescentes matricu-
lados em Escolas publicas e privadas.

Com o objetivo de buscar um aprimoramento do contetido abordado nos livros didaticos,
bem como tentar contribuir para um melhoramento nas condigoes do ensino, desenvolve-
mos o contetido desse trabalho.

Analisaremos duas colegoes dos livros didaticos indicados pelo guia de livros didéticos
PNLD 2012:

e Matemadtica: Ciéencia e Aplicacoes, de Gelson lezzi e outros.
e Matemadtica: ensino médio, de Katia Stocco e Maria Ignez Diniz.

Os itens pesquisados foram:

1) Forma de introdugao do conhecimento de determinantes.

2) A conexdo entre sistemas lineares, retas e planos. Buscamos uma abordagem
geométrica integrada ao conhecimento de sistemas lineares.

Apoés a andlise, observamos que, ambas colegbes abordam o tema de determinante,
restringindo-se a abstracao do conhecimento. Relacionam determinante a matrizes qua-
dradas como um valor numérico atrelado a tais entes. Assim, como é comum na literatura,
nao explicitam o porqué desse numero. A segunda colecao aborda o conhecimento de sis-
temas lineares e determinantes, segundo a linha de estudos que estabeleceremos em nosso
trabalho, no entanto ainda nao aborda os conhecimentos que desenvolveremos.

A primeira colecao nao aborda, de imediato, a visao geométrica de sistemas linea-

res. Verificamos que o contetido de sistemas lineares sao abordados no livro 2 e a visao
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geométrica dos sistemas, restrito somente a intersecao de retas, visto apenas no terceiro
livro, no conteido de geometria analitica. Nessa colecao nao ha sequer referéncia a visao
geométrica de sistemas lineares de trés equagoes e trés incognitas. A segunda colecao é
mais completa nesse quesito. Verificamos a nitida preocupacao com a visao geométrica de
sistemas lineares. Sao abordadas alguns casos de sistemas lineares de 2 equagoes e duas
incognitas, em que sao exemplificados casos de determinagao, indeterminagao e impossibi-
lidade de sistemas, via grafico. Na classificacao e caracterizacao geométrica dos sistemas
3 x 3 a apresentacao do conteudo é muito superficial, sem nenhum tipo de preocupacao
com o embasamento tedrico dos alunos para absorver tais conhecimentos. Apesar disso,
essa colecao é a mais completa em relagao aos topicos abordados.

Do exposto, pudemos verificar a deficiéncia desses livros em relacao aos contetdos:
nenhum livro didatico aborda uma definicao nao abstrata para determinantes e nao apre-
sentam a plotagem e estudo analitico de pontos, retas e planos no espago 3D, que servirao
de embasamento para uma completa visualizacao geométrica de sistemas lineares, basea-

dos em conhecimentos que sejam acessiveis aos alunos.
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2 Um breve resumo historico

Quando pensamos em sistemas lineares, temos a impressao de que seu surgimento
deve ter sido contemporaneo ao surgimento das equacoes. No entanto, nao ¢ isso o que
a histéria que atualmente conhecemos referencia. Os primeiros indicios sobre equagoes
de que conhecemos consta do papiro de Rhind, um dos mais antigos documentos do
Egito antigo que tratam de matematica, datado de cerca de 4000 anos. Nessa época, nao
era conhecida a notacgao algébrica que temos hoje e nenhuma notacao que facilitasse o
manuseio das equacoes. Solucionar equagoes algébricas era uma grande jornada, dificil e
bem estafante. De forma contemporanea, os gregos estabeleciam solugoes geométricas as
suas equagoes. Desenvolvendo esse conhecimento grego, os arabes estabeleceram as bases
da equacao que conhecemos hoje. O tao conhecido z da questao, vem do arabe, uma
abreviacao do que eles chamavam de coisa, o valor desconhecido, em sua lingua: zay.

A ideia de sistemas lineares surge na China, provavelmente no século 111 a.C., na
obra K’ui-Ch’ang Suan-Shu ou Nove capitulos sobre a arte matematica. Nessa obra, o
oitavo capitulo é especialmente desenvolvido, apresentado solugoes a sistemas de equagoes
lineares. Segundo Boyer (1974, p.144):

Os chineses gostavam especialmente de diagramas; portanto nao é sur-
preendente que o primeiro registro (de origem antiga mas desconhecida)
de um quadrado méagico tenha aparecido 1a. O quadrado

492
357
816

foi supostamente trazido para os homens por uma tartaruga do rio Lo
[...]. A preocupagao com tais diagramas levou o autor dos Nove capitulos
a resolver o sistema de equagodes lineares simultaneas

3xr+2y+2=39

20+ 3y + 2 =34

r+2y+ 32 =26

Efetuando operacoes sobre colunas na matriz

123
232
311
26 34 39

Para reduzi-la a

003
052
3611
99 24 39
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A segunda forma representava as equacoes 36z = 99,5y + z = 24 e
3z + 2y + z = 39, das quais facilmente sao calculados os valores de z, y
e X.

Esse gosto apurado pelo tratamento de niimeros, representados por varas de bambu,
em quadrados, esquema de diagramas, levou esse povo a resolucao de sistemas lineares,
cujos coeficientes eram representados por tais varas, pelo método de eliminagao.

No final do século XVII, o japonés Seki Kowa(1642-1708), um genial matemético, co-
nhecido como 7O Sabio aritmético”, estudou os determinantes. Seki esteve na vanguarda
das descobertas da matematica ocidental. Dez anos depois, Leibniz, independentemente,
teria usado determinantes para resolver equagoes simultaneas, embora a versao Seki fosse
mais ampla. Kowa desenvolveu a nogao de determinantes através do estudo de siste-
mas lineares, sistematizando o velho procedimento chinés (para o caso de duas equagoes
apenas).

Sobre determinantes e sistemas de equagoes,

[...] podemos dizer que os determinantes surgiram a partir do estudo
que alguns pesquisadores desenvolveram ao trabalharem com sistemas
de equagoes. Os determinantes estiveram estritamente relacionados aos
sistemas de equagoes até, aproximadamente, meados do século XVIII,
quando os franceses Alexandre-Théophile Vandermonde (1735 — 1796) e
Pierre Simon Laplace (1749 — 1827), respectivamente, declararam a in-
dependéncia de tal assunto matemaético, atribuindo-lhe uma exposicao
logica e estabelecendo conexao ao conhecimento num todo. Durante
todo o estudo, mas principalmente no trabalho com os determinantes, a
disposi¢ao dos termos em forma de tabelas foi chamando a atencao de
outros pesquisadores como J. J. Sylvester, A. L. Cauchy, H. J. S. Smith,
C. Jordan, Weierstrass, Hamilton e Grassmann, entre outros e, princi-
palmente de Arthur Cayley (1821 — 1895), considerado o fundador do
conhecimento matematico denominado — Matrizes. Assim como acon-
teceu com os determinantes, inicialmente relacionados aos Sistemas de
Equagoes, as Matrizes surgiram fortemente ligadas aos determinantes,
entretanto, apés o trabalho desenvolvido por Cayley, elas também con-

quistaram independéncia por meio de sua estruturagao légica (LUCCAS,
2004, apud NEVES, 2009, p.75).

A partir desse momento histérico, houve uma forte busca por métodos que soluci-
onassem sistemas lineares. Dentre os matematicos que se empenharam em tal busca,
Maclaurin, Cramer e Cardano desenvolveram um método que fazia o caminho inverso
ao aplicado pelos chineses: em vez de eliminar coeficientes conhecidos, eles tentavam
encontra-los (NEVES, 2009, p. 79).

Em sequéncia, foram estudados e desenvolvidos varios métodos de solucionamento
de sistemas lineares. Nessa sequéncia, ja em 1801, um importante passo era dado pelo
matematico Gauss, que desenvolvia uma denominacgao importante para determinantes,
no entanto ainda nao tinha a conotagao contemporanea.

A palavra “determinante”, em seu sentido moderno, apareceu no trabalho de Cauchy;,
Augustin Louis Cauchy (1789-1857), no ano de 1812. Foi o mais completo e adiantado
sobre os determinantes. (NEVES, 2009, p. 79).
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3 Introducdo a Sistemas Lineares

Observe o seguinte problema:

Um supermercado estd divulgando uma promocao de detergentes da marca A e de
saboes da marca B (todos do mesmo preco). Um cliente comprou 5 detergentes e 3
saboes dessa promocao e pagou R$ 5,40. Outro cliente comprou 7 detergentes e 4 sabdes,
também dessa promocao, e pagou R$ 7,40. Qual é o preco de 1 detergente e 1 sabao dessa
promocao ?

Para solucionarmos problemas, tais quais este apresentado, langamos mao do conteido

de sistemas lineares.

3.1 Definicdo de Sistema Linear

Sistema linear representa um conjunto de equacoes lineares, ou seja, um conjunto de

equacoes do tipo:
UnTp + A 1Tp—1 + Qn_2Tp_2 + ... + A2%2 + a171 + agTo = by

em que as incognitas {1, s, T3, ..., T, } apresentam expoentes unitarios e os coeficientes
{an, an_1, an_2, ..., aj,ap}, assim como o termo independente by, sdo nimeros reais.

O sistema linear é um conjunto de equacoes lineares, do tipo:

(
a1171 + a12%e + 1373 + ... + A1,T, = by

a91T1 + 929 + 9373 + ...+ Aoy = b2

a31°1 + a9 + asz3xr3 + ... + a3, T, = bg

LAm1%1 + QmaTa + Am3Ts + ... + Qpp Ty = by,

Esse é um sistema m X n, ou seja, ¢ um sistema de m equacoes e n incégnitas.
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A solucdo de um Sistema Linear

A equacgao linear pode ter um conjunto de valores que, substituindo as incégnitas, a
torna verdadeira. Dizemos naturalmente que esse é o conjunto solucao da equacao linear,
ou é o conjunto de valores que satisfazem a equacao linear.

Exemplo: Para a equagao 3x + 4y = 20 uma possivel solucao é o par (2,4), em que

xr =4 ey = 2, pois substituindo esses valores na equacao, teremos:

3.(4) +4.(2) =12+ 8 =20

tornando verdadeira a equagao.

A solucao de um sistema linear é um conjunto que apresenta os valores de cada uma
das incognitas envolvidas no sistema que satisfazem todas as equagoes simultaneamente.
Voltemos ao exemplo do inicio desse capitulo. Se chamarmos de x o prego de 1 detergente
e de y o preco de 1 sabao em pd, podemos relacionar os valores aplicados da seguinte

forma:

5r + 3y = 5,40
o+ 4y = 7,40
A tnica solucao desse sistema é a dupla (0,60, 0,80), ou seja, x = 0,60 e y = 0,80.

Podemos verificar que essa solucao satisfaz a ambas as equagoes do sistema:

5.(0,60) + 3.(0,80) = 5,40

7.(0,60) + 4.(0,80) = 7, 40

Esse é um sistema linear do tipo 2 x 2, 2 equagoes e 2 incognitas, ou a duas incognitas.
Sua solucao tem de ser, portanto, uma dupla.

Dizemos que um sistema que possui n incégnitas possui solu¢ao do tipo n-upla, da
forma (o, a9, g, ..., @), em que a ordem apresentada é aquela verificada na ordenagao

das incégnitas(variaveis) do sistema linear.
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3.2 Sistemas Lineares Equivalentes

Observe os sistemas

r+3y =13
{2x+y:6
e
8+ 3y =20
{ Tx+y=11

E facil perceber que a dupla (1, 4) é solu¢ao dos dois sistemas. De forma geral, dados
dois sistemas lineares de mesma quantidade de equagoes e incégnitas, chamaremos de

equivalentes esses sistemas se eles tiverem a mesma solugao.

Operagoes elementares

As operagoes elementares representam um grupo de operagoes que, quando estabeleci-
das as linhas de um sistema de equagoes lineares, nao modificam a solucao de um sistema.
As transformacoes que atendem tais expectativas sao:

1. Troca de posicao entre duas linhas. Exemplo: Seja o sistema S,:

a;x + apy = b1 — L1
an® +axpy =0by — Ly

Ao trocarmos as posicoes dentre duas linhas do sistema acima continuaremos com as
mesmas equacoes € as mesmas variaveis, o que gerard exatamente a mesma solucao do
sistema original.

a1 + ay = bg — L2

anr+apy =b  — L
2. Multiplicagao de uma linha por uma constante nao-nula.

Ao multiplicarmos uma linha qualquer de um sistema, simplesmente obtemos um

conjunto de coeficientes multiplos da linha original, nao alterando os valores das varidveis
envolvidas, portanto nao alterando a solucao do sistema linear. Exemplo: Seja o sistema

linear:

a11x + apy = b1 — L1
a1 T + axpy = by — Lo

Ao multiplicarmos a linha L; por ¢, teremos:

capr +capy =cby  —cly
a1 + a2y = by — Ly

A todo momento podemos simplificar a equacao e voltar as equacoes anteriores. Portanto
nao influencia a solucao de um sistema, a simples multiplicagdo de uma constante nao

nula & uma linha desse sistema.
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3. Soma de uma linha com um multiplo de outra linha.

Ao substituirmos uma linha do sistema linear pela soma dela a um multiplo de outra
linha do mesmo sistema, geraremos um novo sistema linear que mantem a solugao do
sistema linear original.

Seja o sistema:

s, . { anr+ay =br  — Iy
ant +axy =by  — Lo
Ao substituirmos uma linha qualquer do sistema, Lo por exemplo, por Ls + ¢.Li, em que

¢ é uma constante real nao nula, teremos:

g, . ) + a2y =bh
2
(CGH + agl)l’ + (Calg + CLQQ)y = Cbl + b2 LQ — (L2 + C.Ll)

Note que se fizéssemos ¢ = 0, teriamos S; = S;. Vamos provar que ambos os sistemas
possuem a mesma solugao.

1) Se (2o, y0) € solucao de Sy, entdo (xg,yo) ¢ solugao de Sa:

anxo+ayo =b  — Iy
a1+ anyo =by — Lo

Sabemos, pelo item 2, que se multiplicarmos a linha L; por uma constante nao nula c, o

sistema nao muda a solucao. Entao:

110 + a12Yo =b =1L
ca11xo + cai12Yo = b1 — L3
Q2120 + A22Yo = by — Ly

Vamos substituir a linha Ly por Ls + Lo:

a11Zo + a12Yo =b =1L
Ca11%g + ca12Yo = b1 — L3
(CCLH + a21)$0 -+ (Calg + a22)y0 = Cb1 + b2 Lg — (Lg + Lg)

Suprimindo-se a linha L3 do sistema acima, teremos:

a11To + a12Y0 =b =1L
(Call + CLQl)ZL‘O + (Ca12 + (lgg)yo = Cb1 + bg L2 — (L3 + Lg)

Provando que a dupla (zg, yo) também é solucao do sistema Ss.

2) Se (z9,yo) é solugao de Ss, entdo (zg,yo) é solugao de Si:

a11To + A12Y0 =b =1L
(cary + ag1)xo + (cara + ax)yy =cby+by  — Ly
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Sabemos, pelo item 2, que se multiplicarmos a linha L; por uma constante nao nula c, o

sistema nao muda a solucao. Entao:

a11%o + A12Y0 =b =L
ca11xg + ca12Yo = b1 — Lg
(cary + as1)xo + (cara + as)yo = cby + be — Lo

Vamos substituir a linha Ly por Ly — Ls:

a112o + a12Yo =b — Ly
cailxro + Cai12Yo = b1 — L3
210 + A22Yo =by Ly — (Ly— Lj)

Suprimindo-se a linha L3 do sistema acima, teremos:

anTo +apy =b  — Ly
a1 To + axyo = bo — Lo

Provando que a dupla (zo, yo) também é solugao do sistema S;. Com isso podemos afirmar
que ao substituirmos uma linha do sistema linear por um multiplo nao nulo dela somada
a um multiplo de outra linha do mesmo, geraremos um novo sistema linear que mantem

a solugao do sistema linear original.

Exemplo: Seja o sistema linear, apresentado anteriormente:

8z + 3y = 20
Tr+y=11

Ao substituirmos a segunda linha, por exemplo, pelo valor do dobro da primeira linha

somada a segunda linha: Ly — (2.L; + Ls), obteremos o seguinte sistema:

8x + 3y = 20
23x + Ty = 51

Sabemos que esse conjunto de operacoes lineares feitas ao primeiro sistema nao alteram
sua solucao. Note que x = 1 e y = 4 é solugao dos dois sistemas. Podemos afirmar que

esses sistemas sao equivalentes.

No ensino fundamental sao explicadas duas técnicas que serao novamente utilizadas
durante todo o ensino médio: a técnica de substituicao de incognitas e a técnica do
escalonamento (triangularizacdo de Gauss). De fato ambas as técnicas tém o mesmo
principio: eliminar gradativamente as incognitas de cada equacao de modo a ter na ultima
equacao uma unica incognita. Lancaremos mao de uma delas, o escalonamento, para

nossas explicacoes. A seguir analisaremos os sistemas lineares 2 x 2 e 3 x 3.
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4 Sistema Lineares 2 x 2

Observe um sistema genérico de equagoes lineares de duas equagoes e duas variaveis:

anr+apy =b  — L
a1 T + a2y = bg — Lg

Usaremos a técnica do escalonamentos para analisarmos a possibilidade de soluciona-
lo. A técnica do Escalonamento, também conhecida como Triangularizacao de Gauss, é
um processo que lanca mao das operacoes elementares feitas ao sistema. A finalidade é
operar com as linhas do sistema de modo a obter um sistema que atenda as seguintes

condicoes:

e Na sequéncia de equagoes, em que a primeira ¢ a equagao de cima do sistema e
a ultima é a equagao mais abaixo no sistema, temos que, a cada linha, a partir
da segunda, sempre deveremos ter menos coeficientes nao nulos do que a linha

imediatamente acima.

e Em cada coluna, se um coeficiente nao nulo for o primeiro coeficiente nao nulo de

uma linha, entao abaixo desse coeficiente, naquela coluna, s6 havera zeros.

e Como consequéncia do item anterior devemos ter a primeira equacao do sistema
com a maior quantidade de coeficientes nao nulos e a ultima equagdo com a menor
quantidade possivel, sendo plausivel a possibilidade de todos os coeficientes serem

nulos.

Resumindo, o nimero de coeficientes nulos que precedem o primeiro coeficiente nao nulo
de cada equacao do sistema aumenta a cada equacao. De uma forma geral o sistema, do

tipo 2 x 2, terd a seguinte forma final, depois de escalonado:

anr +apy =0b

/ _ L/
Anol = by

Em que a), e b}, sao coeficientes obtidos apds o uso das operagoes elementares.

Seja o sistema de equagoes lineares de duas equagoes e duas variaveis:

g, - a1T + apy = bl — Ll
1 .
an® +axy =by — Ly

Para escalonar o sistema acima iremos supor, sem perda de generalidade, que o coe-

ficiente a;; # 0. Comecaremos multiplicando a primeira equacao do sistema por: (_a‘ﬁl ),

. /
com isso obteremos L :
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ann® + appy = by — Ly

a21~a11x a21'a12y B —ag1.by N
- - = 1
aii aii ail

an® + any =by  — Lo

Somando as equacoes Lo + Lll, obteremos:

a2161 ’

— L,

Q21 a21012
(ag1 — ——an1)r + (a2 — ——)y = by —
ail ai ail
. . ’ . . / . . .
Substituindo Ly — L, e suprimindo L; no sistema acima, Fazemos com que o sistema

tome a forma escalonada:

an + apy = b

a11G22 — Q210712 y = baayy — as1by
ar

an
Para que o sistema acima tenha uma solugao tinica, ou seja, um tnico par que satisfaca

~ . . / . .
ambas as equacoes do sistema, o coeficiente de y em Ly deve ser diferente de zero, assim:

a11G22 — A21G712 7é 0

Verificamos, entao, que a solucao do sistema S; é dada por:

S — ( biags — aiabs baair — ag.by )

a11022 — G21G12 ° (11022 — A21012
Observando o resultado acima obtido pelo escalonamento do sistema linear, verificamos
que o fato de aj1a99 — asyai2 # 0, garante que o sistema linear tenha solugao tinica. Desse
modo, quando tivermos uma tnica solugao para o sistema, poderemos classificar o sistema
como sendo possivel, pelo fato de haver solucao, e determinado, termo que utilizamos para
dizer que a solucao ¢ unica.
Um sistema linear é considerado possivel e determinado (SLPD) quando este tiver

uma Unica n-upla que representara sua solucao.

Observe o sistema de variaveis reais:
2x 4+ 3y = 23
o + 1y =12
Ele admite a dupla (1,7) como solucao, e essa solucao é unica.

Ao compara-lo com S7, podemos dizer que: a;; = 2,a12 = 3,a21 = 5 € az = 1. Desse

modo, obtemos:

a11Q22 — A21G12 7é 0

(2-1)—(3-5)=2—-15=—13#£0
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Com isso, podemos verificar que esse sistema admite solucao tnica sem ter obtido tal
solucao.

J& o sistema, também de variaveis reais:

dx +y =12
10z + 2y =24

admite a dupla (1,7) como solugdo. Diferentemente do sistema apresentado anterior-
mente, a dupla que apresentamos como solucao do problema nao é tinica. Qualquer uma
das duplas: (0,12), (2,2), (3, —3) ou (4, —8), representa uma possivel solu¢ao ao problema.
Estas nao sao as tnicas solugoes do sistema.

Quando um sistema linear admite vérias solugdes (basta ter mais de uma solucao, para
garantirmos que haja infinitas) dizemos que este sistema é possivel, pois admite solugao,
e indeterminado, pois a solugao nao € tnica.

Um sistema linear é considerado possivel e indeterminado (SLPI) quando este tiver
mais de uma, ou seja, infinitas n-uplas como solucao.

Ja poderiamos garantir que o sistema nao teria solucao tnica se tivéssemos comparado
os coeficientes desse sistema com o sistema S; em que a1 = 5,a12 = 1,a91 = 10 € agy = 2.

Desse modo, obteriamos:

a11a22 — az1a12 = 0
(5-2) — (1-10) =10 — 10 = 0

Com isso, poderiamos verificar que esse sistema nao admitiria solugdo tnica. No

entanto se continudssemos a comparacao verificariamos que:

(CL11@22 - Cl21a12)y = baay; — ag1by
O-y:(24-5)—(10-12)
0-y=0

e
(a11a22 - a21a12):v = biagy — aizbs

0-z=12-2—-24-1
0-2=0
Note que, nessas equacgoes, podemos substituir qualquer valor para x e y, pois as
equagoes se tornam verdadeiras, independentemente dos valores de x e y escolhidos. Com

infinitas possibilidades para a escolha de x e y, poderfamos determinar infinitos pares

(x,y), bastaria que relaciondssemos os valores de x e y em uma das equagoes. Escolhida a
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equagao: 5 +y = 12, por exemplo, podemos dizer que qualquer par (z, 12 — 5z) satisfaz

o sistema. Portanto esse sistema admite infinitas solugoes.

Ao tentarmos escalonar o sistema apresentado, obtemos o seguinte resultado:

or +y =12
Oz +0y =0

Esse resultado é devido ao fato de a segunda linha do sistema original ser o dobro da
primeira linha.

Observe, entao, que o sistema se reduz a uma Uinica equacao que possui duas incognitas
e, como X e y sao valores reais, basta, portanto, substituirmos qualquer valor real para x
para que seja formada uma dupla solugao para o sistema.

Nesse momento, o aluno do segundo ano do ensino médio, que observa atentamente
essas explicacoes, reconhece a formula y = —bx + 12 e a associa diretamente a lei de
uma funcao afim e as duplas que representam suas solugoes como sendo as coordenadas
dos pontos associados a essa funcao. Trataremos desse assunto posteriormente, nesse
trabalho, como a visao geométrica das equagoes de um sistema linear.

Nota direta ao professor: Propomos ao professor que estiver explicando esse contetido
que, caso nenhum aluno o interpele com perguntas sobre tais associacoes, que ele incentive
os alunos, os instiguem, a pensarem sobre isso, com a promessa de explicar detalhadamente

mais a frente em suas explicagoes.

Algumas vezes ocorre de o sistema linear ter menos equagoes do que incognitas e, ao
completarmos o sistema, com equagcoes identicamente nulas, do tipo Ox + 0y = 0, ou seja,
igualarmos o niimero de equacgoes e de incognitas com essas equagoes identicamente nulas.
Visto que a semelhanca desse caso com o exemplo anterior é nitida, suporiamos que esse
sistema garantidamente nao teria solugao tnica. No entanto nao ¢é isso que ocorre toda
vez. Veja o exemplo a seguir:

Exemplo: Ao pagar pelas suas compras em uma mercearia de seu bairro, o senhor
Paulo tinha de receber como troco a quantia R$0,89. No entanto a balconista que o
atendia disse a ele que nao possui moedas para troco, pois havia acabado de abrir seu
caixa, mas tinha balas no valor de R$0, 15 cada unidade e chicletes valendo R$0, 22 cada.
Por um instante ele pensou que teria varias possibilidades para a escolha da quantidade
entre balas e chicletes, no entanto depois de pensar um pouco, chegou a conclusao que,
para gastar todo o seu troco e nao ficar devendo a balconista, suas possibilidades eram

restritas. Explique porque Paulo chegou a tal conclusao.

Solucao: Chamaremos de x a quantidade de balas e de y a quantidade de chicletes que

Paulo comprara. E sabido que {z,y} C N, haja vista que nao hd como comprar fragdes
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préprias de balas ou chicletes. Com isso podemos montar a seguinte equagao:
0,152 + 0,22y = 0,89

E verdade que a equacao linear acima nao representa um sistema, no entanto, poderiamos

facilmente transforma-la em um sistema 2 x 2, sob a forma:
0,152 + 0,22y = 0,89
Oz +0y=0

Esse sistema nao possui solugao tnica, pois comparando os coeficientes desse sistema

com o sistema Si: a;; = 0,15,a10 = 0,22,a91 = 0 e asy = 0. Desse modo, obtemos:

a11a22 — azaiz = 0
(0,15-0) — (0,22-0) =10 — 10 = 0

Com isso, poderiamos verificar que esse sistema nao admitiria solu¢ao tnica. Conti-

nuando a comparacgao, verificariamos que:

(a11a22 - (121(112)y = beay1 — a1 by
O-y:(0,89-0)—(0-0,15)
0-y=0

e
(CL11CL22 - a21a12)I = biag — a12bs

0-z=12-2—-24-1
0-2z=0

Note que, assim como no exemplo anterior, poderiamos substituir qualquer valor para x
ey, pois as equagoes se tornariam verdadeiras independente dos valores de x e y escolhidos.
Com infinitas possibilidades para a escolha de x e y, poderiamos determinar infinitos pares
(x,y), bastaria que relaciondssemos os valores de x e y em uma das equagoes. Escolhida

a equagcao: 0,15z + 0,22y = 0,89, poderiamos dizer que qualquer par

L 0.89 0,15z
0,22

satisfaria o sistema. Portanto esse sistema admitiria infinitas solugoes.
No entanto, esse sistema nao é formado por varidveis reais e assim como qualquer
outro sistema, depende da natureza de suas incognitas. As varidaveis x e y sao nimeros

naturais. Verificamos que a dupla (3,2) é a tnica solugao do sistema, ou seja, Paulo, sob
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as condicoes do problema, so teria como comprar 3 balas e 2 chicletes. Esse sistema se
torna possivel e determinado devido as condigoes da natureza das varidveis envolvidas.

O sistema linear pode apresentar equacoes, cujas solugoes, nao admitem intersecao,
ou seja, nao ha nenhum par (z,y) que satisfaz simultaneamente a ambas equagoes. Veja
o exemplo a seguir.

Exemplo: Observe o sistema:
rT+y=>

r+y=1
Pela simples observacao de suas incognitas é muito facil perceber que nunca havera
duas variaveis que satisfacam a ambas equacoes ao mesmo tempo. O sistema linear é
considerado impossivel (SLI),ou seja, ndo admite solucao.
Ja poderiamos garantir que o sistema nao teria solucao se tivéssemos comparado os
coeficientes e os termos independentes desse sistema com o sistema Si: a1 = 1,a12 =

1,a91 = 1,a90 = 1,b; =5 e by = 1. Desse modo, obteriamos:

a11a22 — az1aiz = 0
(1~1)—(1-1):1—1:0

Com isso, poderiamos verificar que esse sistema nao admitiria solucao unica. No

entanto se continuassemos a comparacao verificariamos que:

(a11a92 — a21a12)y = baa1y — aniby
0-y=(1-1)—(1-5)
0-y=—-4

e
((111(122 - G21a12)x = bragy — ai2by
0-z=5-1-1-1
0-z=14

Ambas equacgoes geram igualdades absurdas, caracterizando que nunca havera solucao

para tal sistema.
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5 Sistemas Lineares 3 x 3

De forma analoga a apresentada no capitulo anterior, podemos comecar a analise da

possibilidade de solucionamento do sistema linear 3 x 3 genérico:

anT +apy+azz =b  — Iy
Sl : a21T + G2y + G232 = bz — LQ

anT +azy +aszz =by — L
Para escalonar o sistema acima iremos supor, sem perda de generalidade, que o coefi-
ciente ay; # 0. A priori, multiplicaremos a primeira equagao do sistema pelo fator (=%2)

ail

e, logo apds, substituiremos a segunda equacgao do sistema por:

Ly — Lo+ (_a”) L,

aii

A posteriori, faremos a multiplicagdo da primeira linha do sistema por (=2) e e, logo
b1 ail

apods, substituiremos a terceira equacao do sistema por:

Ly — Ls + (_a“) L,

ail

Com esses dois resultados geramos o seguinte sistema linear:

(
a;x + a1y + 132 — bl

ai11.ao2 — a12-a21y 4 A11.A23 — G13-6L11Z a11.be — by.ag

a11 aiil a11
a32.a11 — Gsl-alzy 4 a33.a11 — a31-@332 bs.ai1 — by.as;

L aii an an

Note que o sistema acima terd solucao se, e somente se o sistema abaixo tiver solugao:

a11.Q22 — a12-a21y + a11.Q23 — a13-a11z a11.by — by.ag

a1 a1 a1

aszz.a1; — G31-a12y 4 a33.a11 — a31-&33z b3-a11 - bl~a31

11 11 11
Como ay; # 0, temos:

(a11~a22 - a12'a21)y + (a11-a23 - 6l13-6l11)2 = ay1.by — by.a9;

(a32-a11 - asl-alz)y + (a33-011 - (131-Cl33)2 = bz.a1; — by.az

Esse é um sistema 2 x 2, cujo processo de escalonamento ja foi apresentado anteriormente.
Sabemos que a condi¢ao para que esse sistema admita solu¢ao tnica é a relagao entre os

coeficientes:
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(a11-a22 - a12~(121)(<l33.a11 - CL31'CL33) - (anﬂ23 - G13~a11)(a32'a11 - a31.a12) ?’é 0

Efetuando os devidos produtos e reduzindo os termos semelhantes, temos: aq1a11.0a29.a33 —
(11011.023.032 + A11013.021.032 — A11012.021.0433 + A11012.023.0431 — A11.022.03] 7’é 0

Como ay; # 0, podemos simplificar toda a desigualdade. Do exposto teremos:
a11.02.033 — (11.023.032 + A13.021.032 — A12.021.033 + (12.023.03] — A13.02.031 7 0

Observe que é imprescindivel que seja valida a desigualdade acima para que haja solucao
Unica para esse sistema. Sendo vélida a tltima desigualdade, podemos calcular a solugao

do sistema. Tal solucao é dada por:

bi.ag.as3 — ajp.by.ass + a12.a23.03 — by.ass.azs + ai3.ba.asze — ay3.a22.b3

x =
a11-Q22.G33 — A11-G23.A432 + G13.021.A32 — A12.021-G33 + A12.G23.A431 — G13.A22.03]
y a11.by.as3 — by.agy.ass + by.ase.az; — aiq.asebs 4+ ai3.a21.03 — a13.b2.a31
(11-Q22.G33 — A11-G23-A432 + G13.021.A32 — A12.021-G33 + A12.G23.431 — G13.A22.031
y— CLH.bg.aQQ — b3.a12.a23 + bg.a,lg.a:ﬂ — CL11.(I32b2 + a21.a32.b1 — a22.b1.a31

a11-022-G33 — G11-G23.0432 + G13.A21.032 — A12.G21.033 + A12.G23.0431 — A13.022.G31

Verificamos, entao, a partir das solugoes obtidas ao sistema linear genérico 3 x 3, que

o fator deterministico para a existéncia da solucao de tal sistema é dado por:
a11.022.033 — (11.023.032 + 13.021.032 — A12.021.033 + A12.023.03] — 13.022.031 7 0

Como visto acima, e também no sistema de segunda ordem, o denominador das
solucoes do sistema oferece o fator deterministico para a sua solugao. Verificamos que
em todos os casos analisados sao esses denominadores que determinam se o sistema tera
solugao unica, caso em que esse fator é diferente de zero e, quando esse fator é nulo,
o sistema podera admitir varias solucoes ou nao admitira solucao. Como esses fatores

determinam se o sistema terd ou nao solucao tnica, o chamaremos de determinante.
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6 Determinante relacionado a sistemas

A esse momento do desenvolvimento do conteuido de sistemas lineares, os conceitos,
aplicagoes e operagoes com matrizes ja devem ter sidos estabelecidos anteriormente. Po-
demos, entao, fazer uma conexao entre esses conceitos.

Voltemos ao sistema linear 2 x 2:

anc +apy =b

a1 T + azny = by

Chamemos de matriz incompleta associada ao sistema a matriz formada pelos coeficientes

do sistema linear. Essa matriz é da forma:

11 Q12
M; =

Q21 A22 9% 2

Com isso podemos caracterizar o método de obtencao do determinante da matriz quadrada
de segunda ordem da seguinte forma: o determinante da matriz é o resultado do produto
dos termos da diagonal principal subtraido do resultado do produto dos termos da diagonal

secundaria. Do exposto, escrevemos:

DetMl =D = du = a11-Q22 — A12.49271
a1 Q22 |, ,
Para o sistema linear 3 x 3 genérico:
a;x + a2y + a3z = bl
217 + Ay + a3z = by
a3 T + azpy + azgzz = by

Ao escrevermos a matriz incompleta associada ao sistema, teremos:
aix Qa2 Q13
M; = a21 A2z QA23
a a a
31 A3 433 /. o
A representacao do determinante da matriz acima é dada por:
11 a2 Q13
DetM; =D = | as ag ass
a31 aszz 33

3x3

O determinante da matriz quadrada de terceira ordem é dado por:

D = ay;y.a93.a33 — a11.023.a32 + 13.0421.032 — A12.021.033 + A12.023.0431 — (13.022.03]
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Desenvolvemos, até agora, sistemas lineares cujos niimeros de equacoes eram iguais
aos numeros de incégnitas e, para esses sistemas, verificamos um valor numérico que
expressava a possibilidade de uma tnica resposta ao sistema ou nao, o determinante.
Vamos analisar um sistema n x m, quando n < m.

Observe o sistema a seguir, cujo nimero de equagoes ¢ menor do que o numero de

incognitas:

anx + apy +aizz = by
a1 T + Ay + agzz = by
Como visto nas secoes anteriores, um sistema cujo numero de incégnitas é maior
do que o numero de equagoes nunca tera solucao unica, sera possivel e indeterminado
ou impossivel. Logo, nao ha uma relacao entre os coeficientes que determine quando o
sistema tem solugao tnica.

Apresentaremos posteriormente, nesse trabalho, sistemas n < m.
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7 Introducao a Regra de Cramer

Ao aproximarmos o aluno do conteudo de determinantes, tal qual apresentamos neste
trabalho, ja oferecemos uma visao da real necessidade do determinante: Aquele que deter-
mina se o sistema terd solugcao unica. Porém é de suma importancia que o aluno entenda
que essa nao ¢ a uUnica finalidade. Com a explicacao de determinantes oferecida, o aluno
fortifica a ideia da Triangularizacao Gaussiana. Nos cabe, através das demonstragoes
apresentadas a seguir, fazé-los compreender uma possibilidade de utilizacao dos determi-
nantes: a solugao de sistemas lineares possiveis e determinados pela regra de Cramer.

Voltemos, agora, aquela solucao do sistema linear genérico:

anz +apy =b

a2 + axny = by
Sabemos que se houver solucao, esta seria da seguinte forma:

bg.an — (lgl.bl

a11.G22 — A21.A12

b1 .92 — (112.62

:[/' =
a11.G22 — A21.A12

Ja apresentamos a informacao de que o denominador de cada uma das fragoes acima é o
resultado do determinante D da matriz incompleta, M;, a matriz dos coeficientes, associ-
ada ao sistema linear. Vamos propor, entao, uma forma de se obter o numerador de cada
uma das fragoes. Chamemos de D, o determinante da matriz M;,, obtida substituindo-se

a coluna dos coeficientes de x pela coluna de termos independentes do sistema na M;:

by ai
a
2 22 /5.9
b1 ai
DetMm = Dx = = bl.a22 — CL12.b2
by ag 9
X2

Note que o numerador da fracao que representa o valor de x na solucao do sistema

linear é igual ao resultado do determinante D,. Com isso podemos escrever:

Para obtermos o valor de y, procedemos de forma andloga a feita a x. Chamemos de

D, o determinante da matriz M;,, obtida substituindo-se a coluna dos coeficientes de y
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pela coluna de termos independentes do sistema na M;:

b
DetM;, = D, = G = by.a11 — az.by

a1 bo

2x2
Note que o numerador da fragdo que representa o valor de y na solucao do sistema linear

¢ igual ao resultado do determinante D,. Com isso podemos escrever:

_ Y
Y=

De forma analoga a apresentada acima, podemos solucionar sistemas 3 x 3, desde que

sejam possiveis e determinados, ou seja, o determinante da matriz incompleta associada

ao sistema seja diferente de zero: DetM; = D # 0. Sua solugao terd a forma z = %,

em que D,, assim como no sistema 2 X 2, é o determinante da matriz M;,. Podemos
D - : .

calcular y = & e z = %, em que D, e D, sao os determinantes das matrizes M;, e M;.,

respectivamente.

E importante ressaltar que a técnica de Cramer é pouco utilizada, devido ao grande
nimero de operacoes necessarias no calculo da solucao do sistema. Ha uma nitida pre-
feréncia pela técnica do escalonamento para solucionamento de sistemas, devido a sua
praticidade na aplicacao. Ainda ha o problema de que se o sistema nao for determinado
(D #0), a técnica de Cramer em geral é inconclusiva. Podemos verificar isso em exemplos

como o apresentado a seguir.

Exemplo:
r+y+z=1
T+y+z=2
r+y+z=3

Observe que a matriz dos coeficientes desse sistema é dada por:

M; =

—_ = =
—_ = =
—_ = =

3x3
A representacao do determinante da matriz acima é dada por:

DetM; =D =

—_ = =
—_ = =
—_ =

3x3
O determinante da matriz D é dado por:
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D =1-1-1-1-1-1+1-1-1—-1-1-1+1-1-1-1-1-1
D =0
Ao calcularmos D,, D, e D,, encontraremos D, = D, = D, = 0.
Observe que esse sistema ¢é impossivel, dada sua configuracao, no entanto a regra de

Cramer o explica como possivel e indeterminado:
D-x=D,—0-2=0

D-y=D,—0-y=0

D-z=D,—=0-2=0
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8 Uma visao Geomeétrica de Sistemas Linea-

res

8.1 Visao Geométrica e Analitica dos Sistemas 2 x 2

Observe o exemplo apresentado anteriormente:

2z 4+ 3y =23
or +y =12

Esse sistema admite a dupla (1, 7) como solugao. Ao utilizarmos a técnica de substitui¢ao
de incégnitas e isolarmos uma das incognitas, y por exemplo, em uma das equagoes, a

segunda por exemplo, obtemos a seguinte forma:
y = —bdxr+ 12
Nesse momento o aluno faz uma associacao direta da forma obtida com uma fun¢do afim:
y=ar+b

em que a e b s@o nuimeros reais e a # 0.

Associaremos a essa funcao afim o seu grafico, cuja forma é uma reta e iremos associar,
a todo instante, cada equacao do sistema a uma reta no plano cartesiano. E importante
ressaltar que nem toda reta no plano representa uma funcao afim, retas que possuem
equagoes do tipo ax = ¢ com a # 0, sdo retas paralelas ao eixo y, portanto nao representam
funcoes e devem ser comentadas e ilustradas pelo professor. Para abranger todo tipo de
reta no plano, ou seja, aquelas que representam funcoes afins e aquelas que sao retas
paralelas ao eixo y, iremos chamar as equagoes axr + by = ¢ simplesmente de equacao
de reta. A partir desse momento temos a oportunidade de apresentarmos uma visao
geométrica do sistema linear com equagoes de 2 incognitas.

Um sistema linear, composto por equacoes lineares com as mesmas 2 variaveis, repre-
senta, no plano cartesiano, um conjunto de retas, concorrentes, coincidentes ou paralelas,
cuja solucao, caso exista, sao as coordenadas do ponto comum a todas as retas.

Vamos tratar os tipos de sistemas lineares: SLPD, SLPI e SLI, separadamente através

de exemplos numéricos.

8.1.1 Uma visao geométrica de SLPD

Exemplo 01: Observe o sistema:

3r+y=>5
r+ 5y =11
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Primeiramente podemos garantir que esse sistema tera uma unica solucao. De certo,
podemos concluir tal garantia devido ao fato de o determinante da matriz formada pelos

coeficientes desse sistema ser nao nulo:

3 1
B W
2%X2
3 1
DetM;, = D = ) =35 —-(1-1)=14#0

2x2
Voltando as equacoes do sistema, podemos apresentar separadamente os graficos de

cada uma das retas relativas as equacoes:

A=(05) 5+

B=(0.33,4) n

C=(0.67, 3) 34

P=(0,2.2)
K=01,2)

D=(1,2) 21 L=(2,1.8)
M= (3,1.6)

N=(4,1.4)
E=(1.33,1) 1

0 F=(1.67,0) x — O ; ; ; : —
_|1 o ‘I‘ é :I3 4‘1 é -1 [u] 1 2 3 4 a
H=(2,-1.01) A
-14
J=(233,-2) 2
24
(a) Reta 3x+y=5 (b) Reta x+5y=11

Figura 1 — Representacao grafica das equagoes do sistema linear

Note que, na figura acima, representamos algumas das solugoes de cada uma das
equagoes. Essas solugoes sao representadas por pontos no plano cartesiano pertencentes
a cada uma das retas que representam graficamente cada uma das equagoes do sistema.
Visivelmente o tinico ponto comum as duas retas é o de coordenadas (1,2). As coordenadas
desse ponto representam a unica solucao do sistema linear, ou seja, x=1 e y=2 sao os
Unicos valores que satisfazem simultaneamente ambas as equagoes. Se representarmos as

duas retas num tnico sistema de eixos coordenados, teremos:
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Solugdol (1,2)

Figura 2 — Solugao geométrica de um sistema linear 2 x 2.

Exemplo 02: Observe o sistema:

r+y=>5
x4+ 5y =11
dr —y =2

Note que as duas primeiras linhas do sistema acima sao iguais as do exemplo anterior,
portanto o que temos de novo é simplesmente a terceira linha. Perceba que apesar de
termos incluido mais uma linha em nosso sistema, ainda continuamos com um SLPD,
ou seja, ainda podemos garantir que o par (1, 2) representa solu¢ao tnica do sistema.
Se representarmos as trés retas num unico sistema de eixos coordenados, visivelmente o

unico ponto comum as duas retas é o de coordenadas (1,2). teremos:
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[x-y=2

Figura 3 — Solugao geométrica de um sistema linear 3 x 2.

Podemos afirmar que, quando as equagoes de um sistema linear representam um con-

junto de retas concorrentes num tinico ponto no plano cartesiano, esse sistema linear sera

caracterizado como possivel e determinado.

8.1.2 Uma visao geométrica de SLPI

Exemplo 01: Observe o sistema:
3r+1y=2>5
6x + 2y = 10
Primeiramente podemos garantir que esse sistema nao tera uma tnica solucao. De certo,
podemos concluir tal garantia devido ao fato de o determinante da matriz formada pelos
coeficientes desse sistema ser nulo:

3 1

2x2

31 .
DetMi=D=| | =(3)=(1:6)=0

2x2
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Somente com essa verificacao, nao podemos sequer garantir que o sistema tenha solucao.
Continuaremos nossa resolugao com a técnica dos escalonamento. E notdrio que a segunda
linha desse sistema é o dobro de sua primeira linha. Temos, portanto, duas equagoes

proporcionais. Ao tentarmos escalonar o sistema, teremos como resposta:

r+y=>5
0z +0y =0

O que reduz o sistema a uma unica equacao nao nula. Se estivermos lidando com valores
reais quaisquer, sem nenhum tipo de restricao as incégnitas, podemos afirmar que esse
sistema é possivel e indeterminado.

Geometricamente, as duas equacoes do sistema representam retas coincidentes no
plano cartesiano, isto é, retas que compartilham de todos os mesmos pontos do plano.

Veja a representacao de cada reta separadamente:

\y‘
5=1(0,5)
\ )

A=(0,5)

Reta Bx+2y=10

B=(0.33 4)

C=(0.67,3)

D=11,2)

E=(1.331)

F=(1.67,0) X 2 -1
¥ ) 1 3 a 4 5

H=(2,-1.01)

J=1(233,-2)

(a) Reta 3x+y=bh (b) Reta 6x+2y=10

Figura 4 — Representacgao grafica das equagoes do sistema linear

Se representarmos as duas retas num unico sistema de eixos coordenados, visivelmente

todos pontos de uma reta pertencem a outra. Teremos:
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3><+y:5\Y
5= (0,5
s (L ARa) }

Reta Gx+2y=10
B=1(0334)

C=(0.673)
R=(1,2)
E=(1.331)

F=(1.67,0) X

T
2 -1 o] 1 2 3 4

a=(2,-1)
G=(2,-1)

Figura 5 — Solucao geométrica de um sistema linear 2 x 2.

8.1.3 Uma visao geométrica de SLI
Exemplo 01: Observe o sistema:

r+y=>5
3x+y =2
Analisando o determinante da matriz formada pelos coeficientes desse sistema, podemos

garantir que esse sistema nao tera uma unica solucao. De certo, podemos concluir tal

garantia devido ao fato de esse determinante ser nulo:

w30
3 1
2x2
3 1
DetMi=D=| | =(3:1)=(1:3)=0
2x2

Somente com essa verificagdo, nao podemos sequer garantir que o sistema tenha solucao.
Novamente continuaremos nossa resolucao com a técnica dos escalonamento.

Se representarmos as duas retas num unico sistema de eixos coordenados, visivelmente
nenhum ponto de uma das retas pertence a outra reta, ou seja, essas retas nao possuem

nenhuma intersecao. Veja figura:
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Reta Ju+y=2

Reta 3x+y=5

" T . ; T T
2 -1 il \1 \2 3 4

Figura 6 — Solugao geométrica de um sistema linear 2 x 2.

O aluno do segundo ano do ensino médio ja conhece o conteido de funcao afim e
reconhece os coeficientes angular e linear de uma funcao. No primeiro ano do ensino médio
esses conteudos sao abordados e relacionados graficamente. E sabido que a inclinacao da
reta relativa ao grafico de uma funcao esta internamente relacionada ao coeficiente angular
dessa funcao. Nesse momento podemos caracterizar essas retas como paralelas: retas que
possuem o mesmo coeficiente angular e coeficientes lineares distintos. FKEsse sistema é
classificado como impossivel, haja vista que nao hd nenhuma solu¢ao em comum dentre
as solucoes de cada uma das equagoes. Graficamente esse fato fica nitido, pois nao ha
nenhum ponto comum as duas retas. Seria interessante, nesse momento, a prova grafica
do paralelismo dentre as retas. Essa prova é bem simples, basta provar que ambas as
retas apresentam o mesmo angulo em relagao a horizontal, calculo facil quando feito
através da relacao trigonométrica no triangulo retangulo: tangente. Podemos relacionar
os intersectos com os eixos y e x, e sendo « e [ os angulos que a primeira reta e a segunda

reta, respectivamente, formam com a horizontal, temos:

_?Jo—o

tfana = ——

IO—O

¢ 0
tan B = L2

131—0

Veja a figura:
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)

Reta Jx+y=2

Reta 3x+y=5

Figura 7 — As coordenadas xg, v, 1 € y; dos intersectos com os eixos.

Ao calcularmos os valores das tangentes, teremos exatamente os mesmos valores, dai

caracterizamos que a = 3, portanto podemos concluir que as retas sao paralelas.

Exemplo 02: Observe o sistema:

3r+y=>5
r+oy=11
—r+y=3

Se representarmos as trés retas, relativas ao grafico de cada uma das equacoes do

sistema, num tunico sistema de eixos coordenados, teremos:
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Reta x+ay=11

(-0.67,2.33)

Reta 3x+y=5

Reta-x+y=3

Figura 8 — Solugao geométrica de um sistema linear 3 x 2.

Apesar de as retas terem intersecoes duas a duas, nao ha um ponto, ao menos, que per-

tenca simultaneamente as trés retas, portanto o sistema nao apresenta nenhuma solucao.

Exemplo 03: Observe os dois sistemas, cujos nimeros de equagoes sao maiores do

que os numeros de incognitas:

Suas representagoes geométricas sao apresentadas nos graficos a seguir:

T+ 2y =28
Si1:3x—y=3
dr +y =11
T+ 2y =28
Se:K3r—y=3
dr+y=9
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w+2y=48 x+2y=18§

(a) S

Figura 9 — Representacao grafica dos sistemas lineares S; e S

Observe que S; e S, tém, exatamente, os mesmos coeficientes, se diferenciando, apenas,
pelos termos independentes. No entanto, enquanto S; é possivel e determinado, Sy é
impossivel, basta analisarmos os gréaficos para verificarmos. Com isso, podemos perceber
que nao havera uma relacao entre os coeficientes de tais tipos de sistemas, aqueles com
mais equacoes do que variaveis, que estabelecera se o sistema tem solucao tnica ou nao,

ou seja, nao ha um determinante para tais tipos de sistemas ou matrizes a eles associadas.

8.2 Visao Geométrica e Analitica dos Sistemas 3 x 3

Observe o questionamento comum de um aluno ao tratarmos geometricamente siste-
mas 3 X 3 : ”se nos sistemas 2 X 2, em que lidamos com equagoes que representam retas
no plano por somente termos os eixos x e y envolvidos, no sistema 3 x 3, em que lidamos
com equacoes em X, vy e z, teremos, entao um conjunto de retas no espaco, certo?”.

Nessa pergunta, equivocada, relativa a equagao da reta, o aluno lida com duas entida-
des que ele tem apenas uma noc¢ao intuitiva do que se trata: o espaco tridimensional e a
reta no espaco. Alguns trabalhos de mestrado lidam diretamente com a proposta da visao
geométrica de sistemas lineares, um bom exemplo é o trabalho de Oliveira (2013) , em
que incentiva o ensino de sistemas lineares com o auxilio do software Maxima. Nesse tra-
balho vemos uma preocupacao com a utilizacao do software e a representacao grafica das
equacoes do sistema linear. Construiremos, a seguir, uma proposta de ensino desses temas
com conhecimentos de ensino médio, para apresentarmos esses conteidos que, no ensino
superior, sao ensinados a partir de conceitos de vetores. Nao aplicaremos vetores as nos-
sas explicacoes. Proporemos uma justificativa para os graficos obtidos na representacao
grafica das equacgoes dos sistemas lineares de 3 x 3.

Dividiremos o estudo em 5 partes: O espaco tridimensional, a representacao de pontos

no espaco, um estudo de retas no plano, um estudo de retas no espaco e o estudo de planos.
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A partir desses conceitos iremos apresentar a visao geométrica de sistemas 3 x 3.

8.3 A apresentacao do espaco tridimensional

Inicialmente apresentaremos ao aluno o sistema ortogonal composto pelos trés eixos

coordenados: x, y e z, o espaco tridimensional.

Figura 10 — Espaco tridimensional

Com a apresentacao do espacgo tridimensional, iremos continuar a explicacao com a
apresentacao das coordenadas tridimensionais de pontos no espaco. Um ponto P tem
coordenadas P(zp,y,, zp). Abaixo apresentaremos um exemplo de um ponto, P, de coor-

denadas xp =5,yp =6 e zp = 4:

Figura 11 — Representacao do ponto P(5,6,4).

A partir desse momento o aluno ja tera a nocao do que é espaco tridimensional e sabera
interpretar as coordenadas de um ponto nesse sistema de coordenadas. Partiremos, entao,

para a explicacao do que é uma reta no espaco.
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8.4 A Reta no espaco tridimensional

Comegaremos a explicacao apresentando o esbo¢o de uma reta no espago 3D (tridi-

mensional):

Figura 12 — Representacao de uma reta no espaco 3D.

E notoério que a mera apresentacao da reta no espago nao faz do aluno do ensino médio
um bom entendedor do que sao retas no espaco. Entao caracterizaremos o que sao retas
no espaco, langcando mao de conceitos abordados no ensino médio e até mesmo conceitos

do ensino fundamental.

8.5 Como caracterizar uma reta no espaco 3D

Inicialmente faremos a caracterizagao do que representa a reta no plano cartesiano.
Seja r uma reta do plano cartesiano e A(z,,ya), B(xp, yp) € C(x., y.) pontos pertencentes
a essa reta. Para estabelecermos os cédlculos iniciais, faremos a demonstragao de uma reta

crescente e proporemos T, < Tp < T € Yo < Yp < Y. Um esboco de r é dado por:
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Figura 13 — Representacao de uma reta no plano cartesiano.

Relacionando-se os pontos A, B e C, de modo a caracteriza-los pela colinearidade co-
mum, temos em vista a relacao entre suas coordenadas expressa em funcao da semelhanca
de triangulos formados por esses pontos e os pontos I e G, (veja a figura 13). Os triangulos
AIC e AGB sao semelhantes. Por essa semelhanca extraimos a relacao dentre seus lados
homologos: L

AC Al Ccl
AR  AG BG

Em que k é uma constante real positiva de proporcionalidade dentre os triangulos. De

fato podemos substituir os comprimentos dos segmentos horizontais e verticais em funcao

das coordenadas de A, B e C, com isso teremos:

m_xc—xa_yc—ya_k
E Ty — Tg Yo — Ya

Mantendo-se todas as condigoes da semelhanca e chamando z. = x e y. = y, teremos:
— k; y - ya
Ty — Ta Yp — Ya

Com isso podemos escrever as equagcoes paramétricas de r, equacoes em que as coordenadas

T — Tg

=k

de seus pontos sao oferecidas em funcao de um parametro, k para esse caso. A equagoes
sao dadas por:
r=2,+ (B~ )k e y=yo+ (Y~ Yk
Para garantirmos que todos os pontos pertencentes a r serao contemplados pela sua

equacao paramétrica, verificaremos duas situagoes:
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1)z, < e < 3 e Yo < Ye < Yp:
Observe que para esse caso nao ha alteragoes no sinal de k, haja vista a manutencao

dos sinais dos numeradores e denominadores das fragoes abaixo.

T — Zg — Ya
Tp — Tq Yo — Ya

=k>0

) . <xe <Tp € Yo < Yo <UYp:
Para esse caso ha alteracoes no sinal de k, haja vista a relacao entre os sinais dos

numeradores negativos e denominadores positivos das fragoes abaixo.

T — X, — Yq
T7% g o YUY
Tp — g Yo — Ya

=k<0

Para demonstrar o motivo de tal sinal, apresentaremos um conhecimento préprio do
ensino médio: razao entre segmentos orientados. Esse conteido ¢ abordado em geome-
tria analitica, no terceiro ano do ensino médio. Teremos, portanto, de antecipar esse
contetido. Faremos isso devido ao fato de que para tal explicagao usaremos simplesmente
conceitos préprios do ensino fundamental. Em seu livro, lezzi (2005, p. 10) define razao
de segmentos orientados da seguinte forma:

“Dados trés pontos colineares A, B e C (com A # B # (), chama-se razao entre os

segmentos orientados E e B? o numero real R tal que:

AB
BC

Sendo R o quociente ente as medidas algébricas de 1@ e B?, temos:
1. se E e @ tém o mesmo sentido, entao a razao R é positiva;

2. se ﬁ e @ tém sentidos opostos, entao a razao R é negativa;”

Quando representamos os segmentos AC' e AB no plano cartesiano, observamos que
as orientagoes desses segmentos sao opostas, com isso teremos sinais opostos para tais

segmentos. Vejamos tal representacao:
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Figura 14 — Representacao de uma reta no plano cartesiano.

Podemos afirmar que nem sempre o valor da constante k é positivo. Dependerd dos
sinais dos segmentos orientados envolvidos. A partir desse momento podemos verificar
que a reta r é um conjunto de pontos cujas coordenadas (x,y) satisfazem as seguintes

equacoes paramétricas:
T =14+ (Tp — o)k e Y="Ya+ (Yo — Ya)k

Em que k é uma constante real positiva, negativa ou nula dependendo da disposi¢ao
entre os pontos colineares A, B e C.

Podemos, entao, comecar a caracterizar uma reta no espago tridimensional. Iniciare-
mos a caracterizagao apresentando uma reta no espago 3D e trés pontos A(Z4, Ya, 24), B(Tp, Yp, 2p)

e C(z¢, ye, 2c) pertencentes a ela:
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C{KE'?E'ZE}

Figura 15 — Representacao da uma reta no espaco.

Nota: Faremos, a partir desse momento, a utilizacao da ideia de proje¢ao ortogonal.
Esse contetdo ¢é utilizado na fisica, mais especificamente em mecanica, desde o primeiro
ano do ensino médio. No entanto, sabemos que a compreensao desse contetido é mais
aprofundada do que é conhecido pelos alunos dessa série, teriamos de aplicar a ideia de
vetores para tal explicacao. Porém iremos utilizar a ideia intuitiva de projecao ortogonal,
como se fosse uma “sombra” do objeto, no caso a reta, projetada nos planos xy, xz e
zy. Seria interessante ilustrar a ideia da projecao como essa sombra através de figuras

auto-explicativas, como a apresentada abaixo:
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Figura 16 — Projegao ortogonal: Sombra.

Faremos, agora, um tratamento da reta, de modo a obtermos insumo para fazermos o
mesmo processo estabelecido a reta no plano. Representaremos a projecao da reta r no

plano xy:

Figura 17 — Representacao da uma reta r e de sua projecao ortogonal no plano xy.
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Podemos aplicar o teorema de Tales aos segmentos paralelos AA,,, BB,, e CCy,
cortados pelas retas transversais r e r,, , em que 7., ¢ a projecao ortogonal da reta
r sobre o plano xy. Observe a figura abaixo que representa a vista frontal da relagao

supracitada:

Retar

C(xcy Z)

e

A(xa\,r Z.)

aa

‘Aw .Elmr ‘CW Projecdo de rsobre o plano xy

/

Aplicando o Teorema de Tales a representacao acima, teremos a seguinte relagao:

Figura 18 — Vista frontal da reta r e de 7.

AC  A,C.,
AB  A,,B,,

Em que k é uma constante real de proporcionalidade dentre os segmentos. Observando

os segmentos tracejados representados no plano xy, observamos, novamente, segmentos

paralelos, a saber: A A,,, B,B,, ¢ C,C,, cortadas pelas transversais: eixo y e 7, € 0s

segmentos paralelos A, A,,, ByB, e C,C,, cortados pelas retas transversais: eixo x e

reta 74, . Veja a vista frontal dessas relacoes:
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Figura 19 — Vista frontal do plano xy.

Aplicando o Teorema de Tales a representacao acima, teremos a seguinte relacao:

A,C., AC, AC,
A.B., A.B, A,B,

Como sabemos que

Ay Coy o
Ay Bay
Temos as seguintes relagoes:
A.C
by
A(EB(E
e S
Ay
Ay B,
Substituindo os valores dos comprimentos de cada segmento apresentado, teremos:
A, C, T — T, e
Asz Ty — Lqg
e

AyCy _ Ye — Ya —
AyBy Yo — Ya

De forma analoga conseguimos a relagao para z:

AzCz Ze — Za
AZBz Zb — Za

Substituindo as coordenadas do ponto C: z. = x, y. = y e z. = 2, e manipulando

=k

as relagoes acima, conseguimos escrever as equacOes paramétricas de r em funcao do
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parametro k:

T =14+ (Tp — o)k

(S

Y="Ya+ (Yo — Ya)k

z2=2,+ (2o — 24)k

A partir desse momento, os alunos ja sabem caracterizar uma reta no espacgo como
sendo um conjunto de pontos cujas coordenadas satisfazem um conjunto de equagoes tais
quais as apresentadas acima. Ja sabem também que a equagao da reta no espago nao tem
a mesma forma de uma das equacgoes do sistema linear de 3 incégnitas, partiremos, entao

para a caracterizacao geométrica de tais equagoes.

8.6 Caracterizacio do Plano

Se equagoes do tipo ax + by + cz = d nao representam retas no espaco, o que sao tais
representacoes geométricas?

Vamos propor aos alunos que tais equagoes representem geometricamente planos no
espago tridimensional e vamos provar que todos os pontos desses planos sao contemplados
por essas equacoes.

Apesar de plano ser uma ideia intuitiva, devemos mostrar que um plano é um con-
junto de pontos que tem uma relagao em comum, ou seja, obedecem a uma regra geral
de formacao. Grande parte dos autores de livros didaticos usados no ensino médio se
limitam a tratar o aspecto euclidiano da geometria relacionada a planos. Poucos autores
apresentam em seus livros que uma equacao do tipo ax + by + cz = d representa um plano
no espaco e também o apresentam graficamente. O aspecto analitico somente é observado
no ensino superior e, nesse intuito, é apresentada a definicao de plano segundo os preceitos
de vetores, o que de fato facilita a sua apresentacao, no entanto, distancia esse conteudo
dos alunos do ensino médio, haja vista que conhecimentos especificos de vetores s6 sao
ensinados na faculdade.

Uma boa explicacao do conteido geométrico de plano é apresentada no livro 10 da
coletanea Fundamentos de Matemadtica Elementar, (DOLCE; POMPEO, 2005). Rela-
cionando os conceitos primitivos da geometria: ponto, reta e plano, apresentamos os

seguintes postulados, defini¢goes e teoremas:
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1. Postulado da existéncia

e Existe reta e numa reta, bem como fora dela, ha infinitos pontos.

e Existe plano e num plano, bem como fora dele, héa infinitos pontos.
2. Postulado da determinacgao

e Dois pontos distintos determinam uma tinica reta que passa por eles.

e Trés pontos ndo colineares determinam um tnico plano que passa por eles.
3. Postulado da inclusao

e Se uma reta possui dois pontos distintos num plano, entao ela esta contida no

plano.
4. Determinacao do plano

a

b

Por trés pontos nao colineares.

Por uma reta e um ponto fora dela.

d

)
)
¢) por duas retas concorrentes.
) por duas retas paralelas distintas

Com isso, podemos comecar a caracterizacao analitica de plano no espaco tridimensional,
voltada para alunos do ensino médio. Ja conhecemos as definicoes de ponto e reta no
plano e no espago. Vamos comecar a explicacao de plano no espaco. O aluno ja tem em
maos a equagao geral de um plano: ax + by 4+ cz = d, no entanto ele ainda associa essa
equacao a uma equacao de reta, haja vista a notoria semelhanca dessa equacao com a
equacao de reta no plano, apenas houve o agregamento de uma variavel, o que supoe ser
a caracteristica espacial da reta. Agora que conhecemos o problema e temos a nocao do
que sente o aluno, podemos corrigir algumas inverdades nas quais acredita.

Vamos propor que a equagao Il : ax+by+cz = d é a equagao de um plano no espaco e
vamos construir o conhecimento a partir dessa informacao. Inicialmente vamos imaginar
4 pontos quaisquer lancados no espaco tridimensional.

Veja a figura abaixo, que representa um plano, o chamaremos de II, no espaco tridi-

mensional:
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X 1z i

Figura 20 — Exemplo de um plano II no espago 3D

Verificaremos quais sao as carateristicas que esses pontos devem ter para que, garan-

tidamente, eles pertencam a um mesmo plano. Representaremos 4 pontos nao colineares

J3a3ddo pla,no IT: A(zav Ya, Za)7 B(xbv Yo, Zb)7 C(xm Ye, Zc) € D(l'da Yd, Zd):

Figura 21 — Plano II e pontos A, B, C e D no espago 3D

Como os pontos A, B, C e D pertencem a II, podemos propor, por exemplo, a # 0 e

os seguintes valores para esses pontos:
d—c d — byy — c2
7071) € D(f?ZJOaZO)'

d d—>b
A(a,0,0), B(TJ,O), C(

Com efeito, para que haja o plano, devemos ter a? + b? + ¢? # 0.
De acordo com os postulados apresentados anteriormente, se esses pontos pertencem

ao plano, entao:

1. Dois a dois esses pontos determinam retas.

2. As retas geradas pertencem ao plano II.

3. Se essas retas se intersectam em um ponto, entao esse ponto pertence ao plano.
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Observe uma ilustracao da situagao proposta:

A

Figura 22 — Grafico da retas rac e rgp. O intersecto F pertence ao plano II.

Se pudermos comprovar os trés itens anteriores, podemos concluir que a equacao II :
ax + by 4+ cz = d, realmente representa um plano no espaco. Vamos iniciar a nossa prova.
Podemos utilizar os conhecimentos de reta no espaco e calcular a equacao da reta r4¢,
reta que passa pelos pontos A e C:

c
a
TAC - y:O

Em que t é um parametro, t € R.

De forma andloga podemos calcular a equacao da reta rgp, reta que passa pelos pontos

B e D:

__d=b byo—b+czo
T === + S

TBD : y=14s(1—1yo)

z = —52
Propondo, inicialmente, que as retas rqc e rpp nao sao paralelas, sabemos que a
intersegao entre essas retas é um ponto, vamos propor que: r4c Nrpp = {F}. Como as

retas pertencem a II, temos que o ponto F também deve pertencer a I, satisfazendo sua
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equagao: {F'} € II. As coordenadas de F podem ser determinadas através do sistema:

rAc
F
BD

Para que tal intersecao exista devemos ter:

xp—g—i—t §
Fera: yr =0
ZF:—t
€
Ty = %—FS' byo—Z+cz0
FE?“BDZ yF:1+S<1—y0)

Zp = —S§- 29

Comparando as coordenadas, obteremos:

f:d—b+s_by0—b+020

iL‘F:—+t'
a a a a
0= 14s(1—y) & !
yr =0=1+s(1—y) ¢ s=—7
(yo — 1)
zp=—1t=—s-zpt=5-2
Com isso, obtemos as seguintes relacoes:
d c d-—b b-yg—b+c- 2z
— 4520 — = + s ( 40 %)
a a a a

Com a # 0, podemos reduzir a equacao acima a:

B 1
yo — 1

S

E, com isso:
20

Yo —1
Dizemos, entao, que para yo € R — {1}, o sistema tem solucdo tnica, ou seja, existe um

t

unico ponto F que representa a intersecao dentre as duas retas. Além disso, podemos

verificar que as coordenadas de F:

Fe(dp 20 Co 2
a Yy—1 a Yo — 1

realmente satisfazem a equacao do plano II:

axp +byp +czp=d

a.<£l+ 0 )-E+b-0+c- —~0 d

a Y-—1/ a w—1
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d=d

Assim, concluimos que a equacao ax + by + cz = d realmente representa pontos de
um mesmo plano no espago tridimensional. Mas como garantir que todos os pontos desse
plano satisfazem a essa equagao?

J& sabemos que por dois pontos quaisquer pertencentes a um plano temos uma unica
reta desse plano que passa por eles. Se pudermos garantir que todos os pontos dessa reta
satisfazem a equagao do plano, garantiriamos, de forma generalizada, que todos os pontos
do plano satisfazem a tal equacao. Para tanto tomaremos dois dos 4 pontos citados
anteriormente: A e C. Verificaremos se todo ponto da reta r,¢ satisfaz a equacao do

plano:

aTy,e + byTAC t ez = d
d c
=+t - b-0 (—t)=d
a (a+ a)+ +c-(—t)
d=d

Portanto, todos os pontos de r4¢ satisfazem a equacao de II. Por outro lado, como garantir
que dado um ponto P(zp,yp, zp), esse ponto é um ponto do plano I1? Podemos responder
essa pergunta langando mao das duas retas utilizadas anteriormente. Tracaremos uma
reta que passe por A e P, vamos chamar essa reta de rap. Se essa reta intersectar a
reta rgp, garantimos que o ponto P pertence ao plano II, pois como todos os pontos de
rac € rgp pertencem a II, temos que a reta r p pertence ao plano II, pois passa por
dois pontos que pertencem a esse plano e, como todos os seus pontos pertencem a II, o
ponto P pertence a II. Caso a reta r4p nao intersecte a reta rgp, sabemos que r4p € rgp
podem ser coplanares paralelas ou reversas. Para esse caso propomos que, sobre a reta
rAc, marquemos um ponto P’ = (xp/, ypr, zp:), diferente de A, C' e Fveja figura 22, e, a
partir dai, tracemos uma reta que passa por P e P’, chamaremos essa reta de rpp,. Se
essa reta intersectar rpp, em um ponto que chamaremos de (), isto significa que P, P’
e () sao colineares, logo coplanares, com isso garantimos que P pertence a Pi, para esse
caso as retas sao paralelas. Se rpp nao intersectar rgp, garantidamente essas retas sao
reversas e P nao é um ponto de II, nao satisfazendo a sua equacao.

Assim podemos concluir que a equacao Il : ax + by + cz = d, é uma equacao de um
plano e que todos os pontos desse plano sao contemplados por essa equagao.

Como estamos lidando com representacoes geométricas e temos a possibilidade de
representarmos, facilmente, pontos, retas e planos no espaco tridimensional, pelo uso do
Geogebra ou Maxima, podemos apresentar o caso de 79 = 1. Substituindo o valor de

Yo = 1 nas equagoes de ra¢c e rgp, teremos:
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e

— d=b . ¢z
T = + s -

TBD - y=1

zZ= =52

Podemos enfatizar a caracteristica geométrica das equagoes apresentadas acima, desta-
cando que essas retas nunca se intersectarao, pois, para se intersectarem, elas tém de ter
um ponto em comum, com valores de x, y e z em comum, no entanto todos os pontos de
rac tém valor de y = 0 e todos os pontos de rgp tém valor de y = 1. A configuracao das
retas que apresentam a caracteristica acima, € a de quatro pontos coplanares que, dois a

dois, pertencem a retas paralelas. Veja a figura abaixo, que ilustra a situagao:

Figura 23 — Grafico das retas rac e rgp.

Como, por duas retas paralelas passa somente um tnico plano, podemos garantir
que essas retas caracterizam o plano II. Agora que sabemos que cada equagao linear de 3
incognitas representa um plano no espaco, nos habilitamos a apresentar a visao geométrica

de sistemas lineares 3 x 3.



Capitulo 8. Uma visdo Geométrica de Sistemas Lineares 63

8.7 Andlise geométrica dos tipos de sistemas

Vamos tratar os tipos de sistemas lineares: SLPD, SLPI e SLI, separadamente através

de exemplos numéricos.

8.7.1 Uma visao geométrica de SLPD
Exemplo 01: Observe o sistema:

x+2y—2=7
r+y+z=4
r—y—z2=0
Primeiramente, podemos garantir que esse sistema terda uma unica solugao. De certo,
podemos concluir tal garantia devido ao fato de o determinante da matriz formada pelos

coeficientes desse sistema ser nao nulo:

3 2 -1
M, = 1 1
1 -1 -1

3x3

3 2 -1

DetM;=D=|1 1 1

1 -1 -1

3x3

DetM; =D = (3:1-—1)+(2:1-1)+(=1-1.=1) = (=1-1-1) = (3:1-=1) = (2:1-=1) = 6 £ 0

Com essa verificacao, podemos garantir que o sistema possui solucao unica. Com o auxilio
do software Geogebra, podemos apresentar ao aluno as representacoes geométricas de cada

uma das equacoes do sistema. Essas representacoes podem ser vistas nas figuras a seguir:
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Figura 24 — Grafico do plano ITy : 3z 4+ 2y — 2 = 7.

Figura 25 — Gréfico do plano Ily : o +y + 2 = 4.

Apresentaremos, agora, as intersecoes duas a duas das equacoes do sistema linear.

Comegaremos pelas equagoes dos planos I1 e Ils:
3r4+2y—2="7
r+y+z=4

Antes da apresentacao do grafico da intersegao entre os planos, seria interessante, que o

professor apresentasse aos alunos o calculo da intersecao dentre os planos e, nesse primeiro
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Figura 26 — Gréfico do plano Il3 : z —y — 2z = 0.
momento, garantindo que nao haja planos paralelos, provasse que essa intersecao ¢é a
equacao de uma reta no espaco 3D. Essa prova pode ser dada como:
1. Vamos propor z = t.
2. L1 — 2Ly x=3t—1
3. L1 —3.Ly: y=5—4t

4. Agrupando-se as equacoes, temos uma notoria equacgao de reta:

r=3t—1
rmam, 4§ y=95—4t
z=1

Em que t é um parametro real.

O grafico resultante da intersecao entre os planos Il e I, é:
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Figura 27 — Gréfico da intersecao entre os planos II; e Ils.

A reta r é representada a seguir:

Figura 28 — Grafico da intersecao entre os planos r : ITI; N Ils.
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De forma andloga iremos apresentar a intersecao dentre os planos Il e Il;:

r+y+z=4

r—y—z2=0
Novamente, antes da apresentacao do grafico da intersecao entre os planos, apresen-
taremos algebricamente a intersecao entre os planos e, garantindo que nao haja planos

paralelos, provaremos que essa intersecao ¢ a equagao de uma reta no espaco 3D. Essa

prova pode ser dada como:
1. Vamos propor z = k.
2. L1+ Ly x =2
3. Ly —3. Ly y=2—k

4. Agrupando-se as equagoes, temos uma notoria equacao de reta:

=2
Sttt - § Y=2—K
z=k

Em que k é um parametro real.

O grafico resultante da intersecao entre os planos Il e I3 é:
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Figura 29 — Gréfico da intersegao entre os planos Il e II3.

A reta s, é representada a seguir:
Podemos caracterizar a intersecao dentre os planos: 1I; N II; N I3 como a intersecao
dentre as retas r e s. Vamos provar isso algebricamente. Seja P(zp,yp) o ponto de

interse¢ao dentre os trés planos: II; NIl N1I3 = { P}. Entao:

.Tp:3t—1
Pr: yP:5—4t
Zp:t
[§
.Tp:2
Ps: yp=2—k
Zp:k'

Comparando as coordenadas de P segundo as retas r e s, temos:
rp=3t—1=21t=1
yp=>0—4t=2—-ke k=1
zp=t=k< k=t=1

Com isso obtemos o ponto P: P(2,1,1) e, consequentemente a solugao do sistema: = = 2,

y=1e z=1. Graficamente temos a seguinte representagao:
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Figura 30 — Grafico da intersecao entre os planos s : I, N I13.
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Figura 31 — Grafico da intersecao entre os planos s : II; N1l N 113.
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Vejamos, agora, somente as retas r e s, representadas:

Figura 32 — Intersecao entre os planos s : II; N II; N II3, somente as retas r e s.

Com isso podemos concluir que a solugao de um SLPD, 3 x 3, representa as coorde-
nadas de um ponto do espago 3D, o qual é a intersecao dentre os planos que representam
geometricamente as equacoes do sistema, ou até mesmo a intersecao dentre as retas for-
madas nas interse¢oes dois a dois desses planos.

Verificaremos, a seguir, um caso em que o sistema linear nao admite solug¢ao tnica.

Serao infinitos trios de valores (z,y, z) que satisfarao, simultaneamente, as suas equagoes.
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8.7.2 Uma visdo geométrica de SLPI

Exemplo 01: Observe o sistema:

3r+2y—2=7
r+y+z=4
20+ 2y + 22 =8

Vamos verificar inicialmente se o sistema admite solugao tnica. O determinante da matriz

formada pelos coeficientes desse sistema é dado por:

DetM; = D = (3.1.2) + (2.1.2) + (—1.1.2) — (=1.1.2) — (3.1. = 2) — (2.1.2) = 0

Com essa verificagao podemos garantir que o sistema nao possui solugao tnica. Sabemos
que s6 com essa verificagao nao temos nem como afirmar se o sistema admite solucao.
Vamos, entao, ao escalonamento. E nitido nesse sistema que a terceira equagao representa

o dobro da segunda equacao, portanto se operarmos nesse sistema da forma:
Ly — 2Ly — Ls
Obteremos o seguinte sistema:

3r+2y—2=7
r+y+z=4
Oxr+0y+0z=0

Esse sistema se resume a intersecao dentre dois planos: II; N1l;. Essa intersecao foi apre-
sentada na se¢ao anterior e, sabemos, que essa intersecao é uma reta: 7, nm,. Devido ao
fato de essa reta possuir infinitos pontos, dizemos que o sistema possui infinitas solucoes.

Graficamente temos:
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Figura 33 — Grafico da intersecao entre os planos r : I1; N I,.
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Exemplo 02: Observe o sistema:

$+y+zz4—>H1
r+y+2z2=4—1
r+y+3z=4—1l;3

Vamos verificar inicialmente se o sistema admite solug¢ao tinica. O determinante da matriz

formada pelos coeficientes desse sistema é dado por:

DetM; = D = (3.1.2) + (2.1.2) + (=1.1.2) — (—1.1.2) — (3.1. = 2) — (2.1.2) = 0

Com essa verificagao podemos garantir que o sistema nao possui solucao unica. Sabemos
que s6 com essa verificagao nao temos nem como afirmar se o sistema admite solucao.

Vamos, entao, ao escalonamento. Podemos fazer as seguintes substiuicoes:

L2 — LQ — L1
L3 — L3 — L2
Obteremos o seguinte sistema:
r+y+z=4
z2=0
z=0
Substituindo:
L3 — L3 — L2
teremos:
r+y+z=4
z =
0=0
De fato esse sistema se resume a:
{x +y+z=4
z=0
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Graficamente, esse sistema representa uma reta pertencente ao plano xy. Devido ao fato

de essa reta possuir infinitos pontos, dizemos que o sistema possui infinitas solugoes.

Graficamente temos:

Figura 34 — Grafico da intersegao entre os planos I1; N Iy N I15.

A reta que representa a intersecao entre os planos do sistema pode ser representada

algebricamente por:

r=4—1
T y:t
z=0

Em que t é um parametro real. Se representarmos somente r, teremos:
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Figura 35 — Grafico da intersecao entre os planos r : II; N 1I; N 113.
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8.7.3 Uma visao geométrica de SLI

Exemplo 01: Observe o sistema:

r+2y—2=7
r+y+z=4
r+y+z2=28
Vamos verificar inicialmente se o sistema admite solugao tnica. O determinante da matriz

formada pelos coeficientes desse sistema é dado por:

3x3

DetM; = D = (3.1.1) + (2.1.1) + (=1.1.1) — (=1.1.1) — (3.1.1) — (2.1.1) = 0

Com essa verificagao podemos garantir que o sistema nao possui solucao tnica. S6 essa
verificacao nao garante que tenhamos solucao para esse sistema. Vamos, entao, ao esca-

lonamento. Chamaremos de II; a terceira equacao do sistema acima:
y:x4+y+2=8

Se compararmos as segunda e a terceira equagoes do sistema verificamos uma nitida in-
compatibilidade: Se x+y-+2z = 4, nao ha como a mesma soma resultar uma valor diferente:
r + 1y + z = 8. Portanto, essa inconsisténcia faz com que o sistema se torne impossivel de
se solucionar. Graficamente, teremos que as interse¢oes dois a dois dos planos, quando

existirem, serao retas que nao se intersectam. Vamos apresentar as intersecoes entre:

1. Hl e HQZ

Note que essa figura ja foi apresentada anteriormente, essa intersecao representa

uma reta e chamamos essa reta de r.
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Figura 36 — Grafico da intersecao entre os planos r : ITI; N Il,.
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2. Hl e H4I

Figura 37 — Grafico da intersegao entre os planos w : IT; N I1y.

Note que essa intersecao representa uma reta e chamamos essa reta de w. Podemos

apresentar uma possibilidade de equacao para w:

3r4+2y—2=7— 14
r+y+z=8—= Ly
a) Vamos propor z = m.
b) Ly —2.Ly: x =3m —9
c) Ly —3.Ly: y=17— 4z
d) Agrupando-se as equagoes, temos uma notéria equacao de reta:
r=3m—9
wH10H4 : y - 17 - 4m
z=m

Em que m é um parametro real.

A equacao de r, ja apresentada anteriormente, é dada por:

r=3t—1
Tﬂlﬂl'[g: y:5—4t
z=1

Em que t é um parametro real.
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Vamos propor que exista um ponto P(zp,yp, zp) resultante da interse¢ao: II; N1l,. Esse

ponto pode ser calculado através de:

xp:3m—9
Py, yp=17—4m

Zp —Mm

ou
.Clﬁp:3t—1
PTI yP:5_4t
Zp:t

Pela proposta da intersecao dentre as retas: P = P, = P,, dai obtemos as seguintes
relagoes:
rp=3m—9=3t—1—eq :3m=3t+8

yp=17—4m =5 —4t — eqy : dm = 4t + 12
zp=m=1t—=>eq3:m=1t

Se substituirmos m =t em eq; : 3m = 3t + 8, teremos: 0 = 8, ja apresentando uma
inconsisténcia na intersecao dentre as retas. A partir desse momento, Verificamos que
nao ha um ponto P que pertenca simultaneamente a r e w, portanto nao hé intersecao
dentre essas retas e, consequentemente dentre os planos. Desse modo o sistema linear
apresentado pode ser classificado como impossivel. A prova da inconsisténcia do sistema
ficaria mais rdpida se simplesmente mostrassemos que nao ha solucao comum dentre as
segunda e terceira equagoes do sistema linear. Se apresentassemos os graficos desses dois
planos, seria nitido que nao ha nenhum ponto em comum, haja vista que os dois planos
sao paralelos. Porém essa prova demandaria um esfor¢o extra do professor em provar
que os planos sao paralelos. Essa prova pode ser facilmente verificada ao subtrairmos as

equacoes desses planos:

r+y+z=4 (8.1)
r+y+z=28 (8.2)
Se fizermos a diferenca entre as equagoes: (9.1)—(9.2), obteremos: 0 = —4, o que apresenta

uma inconsisténcia no sistema. Graficamente, a ideia de paralelismo dentre os planos é
mais intuitiva. Fica claro, de acordo com a vista que tomarmos no Geogebra, o paralelismo
dentre os planos, no entanto é importante ressaltar que uma mera representacao grafica

nao garantiria tal condicao. Uma vista favoravel a nossa explicacao seria dada por:
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Figura 38 — Graficos dos planos Il; e Tly.
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Uma vista geral dos trés planos ratifica a inexisténcia de um ponto que pertenca

simultaneamente aos trés planos, ou seja, um trio (x, y, z) que satisfaga ao sistema linear.

Figura 39 — Graficos dos planos Iy, Il e Ily.

Exemplo 02: Observe o sistema:

3z —2=0
r+y=>5
y+z=7

Vamos verificar inicialmente se o sistema admite solucao tinica. O determinante da matriz

formada pelos coeficientes desse sistema é dado por:

3x3

DetM; =D = (3-1-1)4(0-0-0)+ (=1-1-1) = (=1:1-0) = (3-0-1) = (0-1-1) =3 -1 =2

Com essa verificagao podemos garantir que o sistema possui solugao unica, D # 0. Vamos
verificar os graficos dos planos gerados pelas equacoes do sistema.

1)Planos com equagoes do tipo ax + cz = d, com a? + z? # 0, sdao perpendiculares ao
plano zz. Como exemplo, podemos apresentar o grafico gerado pela primeira equacao do
sistema: 3z — z = 0.
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Figura 40 — Grafico do plano 3z — z = 0.
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2)Planos com equagoes do tipo ax + by = d, com a® + b* # 0, sao perpendiculares ao
plano zy. Como exemplo, podemos apresentar o grafico gerado pela segunda equacao do

sistema z +y = 5.

Figura 41 — Grafico do plano x + y = 5.

3)Planos com equagoes do tipo by + cz = d, com b* + d* # 0, sao perpendiculares ao
plano yz. Como exemplo, podemos apresentar o grafico gerado pela terceira equagao do

sistema y + 2z = 7.
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Figura 42 — Grafico do plano y + 2z = 7.

A solugao do sistema sao as coordenadas do ponto de intersecao desses planos:
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Figura 43 — Grafico da intersecao dos planos t +y =5,y +z2=Tey+2z=717.

Essa solucao é dadaporz =1,y =4¢ 2z = 3.
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9 Sistemas de ordem superiores a trés

Vamos comegar tal explicacao enfatizando que a técnica e o principio utilizados sao
exatamente os mesmos apresentados até entao a todos os outros sistemas estudados:
escalonaremos o sistema até encontrarmos a solucao do sistema, caso ela exista.

Observe o exemplo: Seja o sistema linear 4 x 4, cuja solugao e determinante que-

remos calcular: )
a1 T + a2y + a132 + apw = By

AT + agy + g3z + agw = [y

az1x + asey + assz + asqw = f3

(a1 @ + asy + aszz + anw = i
Se comegarmos o processo de escalonamento de modo a zerar os coeficientes de z, por

exemplo, a partir da segunda linha, garantindo sem perda de generalidade que a;; # 0,

teremos:
an + apy + a3z + aw = By
bagy + bazz + bagw = iy
b3y + b33z + basw = a3
\ baoly + as3z + byyw = oy
Em que

Q12.021 — Q11022

by =
aii

De forma analoga, calculamos os outros coeficientes do sistema semi-escalonado. Note
que as trés ultimas equagoes do sistema semi-escalonado, representam um novo sistema,

agora 3 X 3 nas variaveis y, z e w. Podemos representar esse sistema da seguinte forma:

baoy + bazz + bayw = iy
ba2y + b33z + basw = a3
bioy + ag3z + byyw = oy
J& conhecemos a solucao de sistemas 3 x 3 e, a partir dessa solucao, podemos dar a solugao
final ao sistema 4 x 4. A partir da solucao, teremos a possibilidade de encontrar o fator
deterministico para que o sistema tenha solucao: o Determinante.
Perceba que com a ideia apresentada acima, é possivel obter o determinante de um

sistema n X n se conhecemos o determinante de um sistema (n — 1) x (n — 1).



88

10 Atividades no Geogebra e Maxima

O objetivo dessas atividades é aplicar os conceitos abordados na visao geométrica
de sistemas lineares com auxilio dos softwares de geometria dinamica: Geogebra 5.0 e
o Maxima. Sugerimos que, aos alunos, facamos uso do software Geogebra 5.0, dada
sua notoria praticidade e facilidade de uso. O Maxima, propomos que seja utilizado
pelo professor para complementar suas explicacoes. Sugerimos que o professor apresente
alternativas de softwares em suas explicacoes, para o aluno ter a possibilidade de verificar
a qual se adapta melhor.

A seguir apresentaremos nossa proposta de sequéncia de passos para a aplicagao das

atividades.

e Sugerimos apresentar o objetivo da aula com uma rapida revisao sobre sistemas

lineares e equagoes lineares.

e Propomos a apresentacao da resolucao de sistemas lineares de duas incégnitas
usando a técnica de substituicao de incégnitas e logo apds apresentar o escalo-

namento do sistema.
Propomos, para esse caso, os seguintes exemplos:

Exemplo 01: sistema linear possivel e determinado.

20 + by =12
v —y=1

Exemplo 02: Caso de indeterminacao: Sistema linear possivel e indeterminado.

2c +5y =7
4z + 10y = 14

Exemplo 03: Caso de impossibilidade: Sistema linear impossivel.

2c +5y =17
4z + 10y = 13

e Peca aos alunos que inicializem o software Geogebra para que desenvolvam o roteiro
01, veja no apéndice A, roteiro 01 deste documento, entregue a eles no inicio da

aula.
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e Os alunos desenvolverao as atividades do roteiro que lhes foi entregue onde veri-
ficarao o grafico das duas retas, inicialmente concorrentes, mas ao variarmos os
coeficientes de uma das retas, teremos retas paralelas, hora coincidentes, hora nao
coincidentes, enfatizando o fato de que se nao houver ponto em comum, intersecao,

entre elas, o sistema nao apresentara solucao, sera irresolivel. Veja uma possivel

figura produzida no software Geogebra:

=

/
| 24

Figura 44 — Tela apresentada no Geogebra.

e Propomos apresentar a resolucao de sistemas lineares de trés incégnitas usando a
técnica de substituicao de incégnitas e logo apds apresentar o escalonamento do

sistema. Como sugestao, apresentamos o caso:
Exemplo: Uma empresa produz latas de uma farinha composta por amendoim,

castanha de caju e castanha-do-Para. O quilo do amendoim custa 5 reais, o quilo

da castanha de caju custa 20 reais e o quilo da castanha-do-Pard custa 16 reais. A

empresa deseja que cada lata contenha meio quilo da mistura, que o custo total dos
ingredientes seja 5,75 reais e que a quantidade de castanha de caju seja % da soma
da quantidade de amendoim e de castanha-do-Para. De acordo com esses dados,
o peso, em quilogramas, de amendoim, castanha de caju e castanha-do-Para, por

lata, deve ser igual a quanto?
O sistema linear gerado a partir das informacoes dadas acima é o seguinte:
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r+y+2=05 (10.1)
20x + 5y + 162 = 5,75 (10.2)
3r—y—2z=0 (10.3)

Em que x,y e z representam o peso, em kg, de castanha de caju, amendoim e de

castanha-do-Para, respectivamente.
Sugerimos que apresente a solucao do sistema usando as técnicas de substituigao e

escalonamento.

e Propomos apresentar ao aluno, com o auxilio do software Maxima, a ideia de plano
no espaco 3d e que cada equacao linear de 3 incégnitas representa um plano no

espaco.

e Representar os planos gerados pelas equacgoes [10.1} [10.2] e [10.3].

e Recomendamos estimular os alunos a imaginarem o que seria a intersecao de dois
planos. Logo apos, apresentar aos alunos a representagao grafica simultanea dos
planos e[10.3| enfatizando a intersecao dentre eles. Mostrar no quadro a equacao

gerada de tal intersecao, ratificando a reta gerada. O grafico obtido é dado a seguir:

Eq.02: 3x-y-z=0
Eq.01: x+y+z=0,5

0 0.4

-0.4

Y

Figura 45 — grafico resultante da intersecao das equagoes =

e Indicamos apresentar aos alunos o grafico representando simultaneamente os planos

representantes das equacoes a10.3}O grafico obtido é dado a seguir:

e Desenvolver os calculos a intersecao dentre os trés planos, no quadro, aos alunos,
e mostrar que tal interse¢ao, se resume a intersecao de trés retas geradas nas in-
tersecoes dois a dois desses planos. Apresentar o grafico dessa intersecao usando o

Maxima. O grafico obtido é dado a seguir:
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Eq.12: 3x-y-z=0
Eq.11: 20%+5y+162=5,75

0.4
Figura 46 — grafico resultante da intersecao das equagoes =

Eq.11: 20x+5y+162=5,75
Eq.12: 3x-y-z=0
Eq.10: x+y+z=0,5

Figura 47 — grafico resultante da intersecao das equagoes |10.1|, |10.2| e |10.3|

e Pedir aos alunos que desenvolvam as atividades apresentadas no roteiro 02, veja
apéndice B, nesse documento, que lhes foi entregue junto ao roteiro 01, no inicio da

aula.

e Recomendamos concluir a aula enfatizando a relacao entre o sistema linear e a

solucao geométrica para intersecoes entre retas e planos.
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CONCLUSAO

Percebemos ao longo da pesquisa, elaborada para o desenvolvimento desse trabalho,
que os conteudos de determinantes e sistemas lineares tomaram um enorme distancia-
mento com o passar dos anos. Vemos que a grande maioria dos livros didéaticos tém
abordado a intersecao dentre esses temas simplesmente em dois casos: a resolucao de sis-
temas lineares, usando a regra de Cramer, e a discussao de sistemas lineares pela mesma
regra. A caracterizacao de determinantes que oferecemos nao é nova, no entanto explica
melhor, com ideias mais acessiveis, o surgimento desse ente. Outrora, mais especifica-
mente na idade antiga, os povos orientais introduziam a ideia de determinantes dessa
forma que apresentamos. Mostramos que o determinante é quem determina se o sistema
teria solugao tnica ou nao, apresentando uma visao mais palpavel de determinantes, nao
mais como um mero valor numérico associado a matrizes quadradas. Fizemos, entao, uma
versao moderna, com mais detalhes, do que era apresentado por aqueles povos.

Com esse trabalho, conseguimos também apresentar a relagao entre sistemas lineares
e a representacao grafica de suas equagoes. Explicamos o significado geométrico dos
sistemas lineares de trés equacoes e trés incognitas.

Esperamos que o professor leitor desse trabalho possa oferecer aos seus alunos uma
visao de sistemas lineares que facilitard a compreensao de solugoes de sistemas lineares,
discussoes de sistemas, intersecao entre graficos no plano e intersecao dentre planos no
espago, assim como a interpretagao do determinante.

Com a facilidade de plotagem dos graficos relativos as equagoes do sistema linear, ofe-
recida pelo uso dos softwares de geometria dinamica, temos a possibilidade de mostrar aos
alunos essa visao diferenciada e privilegiada de sistemas, visao a qual nao é normalmente
abordada nos principais livros didaticos brasileiros destinados ao ensino de tal contetdo.
Esse trabalho é um complemento ao ensino de sistemas lineares, nao devendo ser a tnica
explicacao sobre a solucao e discussao de sistemas, haja vista que fazemos uso de softwares
que nem sempre sao tao precisos e as vezes nao fidedignos, conhecidas suas limitagoes de

utilizagao.
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APENDICE A-Roteiro de Estudo 01

Sugestao de roteiro a ser apresentado ao aluno.

Propomos a utilizacao do software Geogebra para a compreensao dos casos de de-
terminacao, indeterminacao e irresolubilidade de sistema lineares de 2 incégnitas e duas
equagoes. Para tanto, sugerimos programar esse software para gerar duas funcoes afim
f(z) =ax+be g(x) = cx+d. Observe nossas propostas de atividades:

1) Abra o software Geogebra.

Nesse momento, se vocé estiver utilizando a versao Beta 5.0 do GeoGebra, vocé vera

essa pagina:

& GeoGebra - a

Arquivo Editar Exibir Opghies Ferramentas Janela Ajuda

Bl b o o B A @4 e L2

b Janela de Algebra ®| | b Janela de Visualizacio #[| ¥ Janela de Visualizagio 3D

&

54

Entrada: @

Figura 48 — Vista da pagina inicial do Geogebra.

2) Escolha a opgao Controle Deslizante e clique na janela de visualizagdo para espe-
cificar a posicao do controle deslizante e habilitar a janela de especificacao do controle
deslizante; escolha nome a, min: -5, max: 5 e Incremento: 0.1; finalize no botao Aplicar.

3) Escolha a op¢ao Controle Deslizante e clique na janela de visualiza¢do para espe-
cificar a posicao do controle deslizante e habilitar a janela de especificacao do controle
deslizante; escolha nome b, min: -5, max: 5 e Incremento: 0.1; finalize no botao Aplicar.

4) Escolha a opc¢ao Controle Deslizante e clique na janela de visualizagdo para espe-
cificar a posicao do controle deslizante e habilitar a janela de especificacao do controle
deslizante; escolha nome ¢, min: -5, max: 7 e Incremento: 0.1; finalize no botao Aplicar.

5) Escolha a opgao Controle Deslizante e clique na janela de visualizagdo para espe-

cificar a posicao do controle deslizante e habilitar a janela de especificacao do controle



Apéndice A 96

deslizante; escolha nome d, min: -5, max: 5 e Incremento: 0.1; finalize no botao Aplicar.

6) Escolha a opcao Controle Deslizante e clique na janela de visualizagdo para espe-
cificar a posicao do controle deslizante e habilitar a janela de especificagao do controle
deslizante; escolha nome e, min: -5, max: 10 e Incremento: 0.1; finalize no botao Aplicar.

7) Escolha a opc¢ao Controle Deslizante e clique na janela de visualizagao para espe-
cificar a posicao do controle deslizante e habilitar a janela de especificacao do controle
deslizante; escolha nome f, min: -5, max: 13 e Incremento: 0.1; finalize no botao Aplicar.

8) Digite no campo Entrada: F': ax + by = ¢

9) Digite no campo Entrada: G : dx + ey = f

10) Observe o gréfico de F ao variar os valores de a, b e c.

11) Observe o grafico de G ao variar os valores de d, e e f.

12) Digite no campo Entrada: A= Interse¢ao[F, GJ.

13) Varie os valores de a, b , ¢, d, e e f: a=2, b=1 , ¢=3, d=4, e=1 e f=5. Observe
e anote as coordenadas do ponto A . Perceba que as coordenadas do ponto A para esses

valores de a, b , ¢, d, e e f, sao os valores de x e y que representam a solugao do sistema:

2r+y=3

{4x +y=25
14) Varie os valores de a, b , ¢, d, e e f: a=2, b=5, ¢=7, d=4, e=10 e f=14. Observe
os graficos de F e G. Note que as retas que representam os graficos dessas equagoes sao
paralelas e coincidentes. O que aconteceu com o ponto A? Sabendo que as coordenadas
do ponto A para esses valores de a, b , ¢, d, e e f, sdo os valores de x e y que representam

a solugao do sistema representado abaixo, o que podemos dizer a respeito de tal solugao?:

20+ 5y =17
4z + 10y = 14

15) Varie os valores de a, b , ¢, d, e e f: a=2, b=5, ¢=7, d=4, e=10 e f=13. Observe
os graficos de F e G. Note que as retas que representam os graficos dessas equagoes sao
paralelas e nao coincidentes. Sabendo que A é o ponto de intersecao entre as retas de F
e G, o que aconteceu com o ponto A para essa nova formacao? Dado que as coordenadas
do ponto A para esses valores de a, b , ¢, d, e e f, sdo os valores de x e y que representam

a solucao do sistema representado abaixo, o que podemos dizer a respeito de tal solucao?:

20 +5y="7
4z + 10y = 13

Conclusao e verificagao do aprendizado:
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Para sua melhor compreensao, sugerimos que anote os resultados obtidos e copie os
graficos resultantes de cada um dos sistemas. Propomos ainda, que elabore um comentério

sobre as possiveis solucoes de um sistema linear e suas caracteristicas geométricas.
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APENDICE B-Roteiro de Estudo 02

Sugestao de roteiro a ser apresentado ao aluno

Sugerimos a utilizacao do software Geogebra para o estudo de pontos, retas e planos
no espaco tridimensional. Apds esse momento, proporemos o estudo de casos de deter-
minagao, indeterminacao e irresolubilidade de sistema lineares de trés incognitas. A seguir

sao apresentadas as nossas propostas de atividades.
Atividades

O espacgo tridimensional e o ponto:

1) Abra o software Geogebra.

2) Pressione simultaneamente as tecas Ctrl4-Shift+3. Esse procedimento abrira as
janelas de visualizacao 2D e 3D.

3) Selecione a tela de visualizagdo 2D e, na barra de ferramentas, pressione o botao
Controle Deslizante, em seguida, com o cursor do mouse sobre a janela de visualizacao 2D,
clique com o mouse para identificar a posicao do controle deslizante e habilitar a janela
de especificacao do controle deslizante; escolha nome a, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

4) Repita todo o processo anterior; escolha nome b, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

5) Repita todo o processo anterior; escolha nome ¢, min: -5, max: 7 e Incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

6) Digite no campo Entrada: P = (a,b,c)

5) Observe o comportamento gréafico do ponto P ao variar os valores de a, b e c.

A reta no espago:

1) Digite no campo Entrada: @ = (0,0,0). Note que o ponto Q é um ponto que esta
sobre a intersecao dos trés eixos coordenados, ou seja, estd na origem.

2) Criaremos uma reta r que passara pelos pontos P e (). Digite no campo Entrada:
r= Reta[P, Q. Nesse momento uma reta r, que passa pela origem, serd representada na
janela de visualizagao 3D.

3) Varie os valores de a, b e c. Observe o que acontece a reta r.

4) Vamos criar uma reta a partir de um parametro k, em que k é um nimero real.
Selecione a tela de visualizacao 2D e, na barra de ferramentas, pressione o botao Controle
Deslizante. Em seguida, com o cursor do mouse sobre a janela de visualizacao 2D, clique

com o mouse para identificar a posicao do controle deslizante e habilitar a janela de
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especificacao do controle deslizante; escolha nome k, min: -5, max: 5 e incremento: 0.1;
finalize no botao Aplicar.
5) Digite no campo Entrada: s=Reta[P,(2k,3k,1)]. Nesse momento serd gerada uma

reta s, cuja equacao é dada por:

r=2k+uxp
siq y=3k+yp
z=k-+zp

em que rp,yp € zp representam as coordenadas do ponto P.

E f4cil perceber que sempre que fizermos k= 0, teremos as coordenadas do ponto P
ou, de outro modo, qualquer que sejam os valores de k, a,b e ¢, sempre teremos uma reta
s que passa pelo ponto P.

6) Varie os valores de k,a,b e ¢ e verifique qual é o comportamento grafico de s.

Verifique qual ponto é comum a r e s.

O plano no espago:

1) Selecione a tela de visualizacao 2D e, na barra de ferramentas, pressione o botao
Controle Deslizante. Em seguida, com o cursor do mouse sobre a janela de visualizacao
2D, clique com o mouse para identificar a posi¢cao do controle deslizante e habilitar a janela
de especificacao do controle deslizante; escolha nome m, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

2)Repita o processo anterior, porém escolha nome n, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

3)Repita o processo anterior, no entanto escolha nome p, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

4)Repita o processo anterior, no entanto escolha nome p, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

5)Digite no campo Entrada: v = Vetor[(m,n,p)].

6)Digite no campo Entrada: II= PlanoPerpendicular[(0,0, ¢/p),v]. Sera gerado um
plano II, de equacao mx + ny + pz = q. Varie os valores de m,n,p e q e verifique qual é
o comportamento grafico de II. Observe que para p = 0 o plano Il desaparece da janela

de visualizagao 3D. Por que isso ocorre?

Visao geométrica de sistemas lineares 3 x 3

Vamos criar um sistema linear 3 x 3 genérico. Esse sistema tera a forma:

ar +by +cz=d
ex+ fy+gz=nh
1w+ Jjy+kz=1

Iremos, também, calcular o determinante da matriz dos coeficientes desse sistema:
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O determinante da matriz é dado por:

D =afk+bgi + cej — bek — agj — cfi

1) Salve o trabalho anterior e abra um novo arquivo no Geogebra.

2) Selecione a tela de visualizagdo 2D e, na barra de ferramentas, pressione o botao
Controle Deslizante. Em seguida, com o cursor do mouse sobre a janela de visualizacao
2D, clique com o mouse para identificar a posi¢cao do controle deslizante e habilitar a janela
de especificacao do controle deslizante; escolha nome a, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

3)Repita o processo anterior, porém escolha nome b, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

4)Repita o processo anterior, no entanto escolha nome ¢, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

5)Repita o processo anterior, no entanto escolha nome d, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

6)Repita o processo anterior, no entanto escolha nome e, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

7)Repita o processo anterior, no entanto escolha nome f, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

8)Repita o processo anterior, no entanto escolha nome g, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

9)Repita o processo anterior, no entanto escolha nome h, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

10)Repita o processo anterior, no entanto escolha nome i, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

11)Repita o processo anterior, no entanto escolha nome j, min: -5, max: 5 e incre-
mento: 0.1; finalize no botao Aplicar.

12)Repita o processo anterior, no entanto escolha nome k, min: -5, max: 5 e incre-
mento: 0.1; finalize no botao Aplicar.

13)Repita o processo anterior, no entanto escolha nome 1, min: -5, max: 5 e incremento:
0.1; finalize no botao Aplicar.

14)Digite no campo Entrada: ax + by + cz = d.

15)Digite no campo Entrada: ex + fy + gz = h.

16)Digite no campo Entrada: ix + jy + kz = L.

17)Digite no campo Entrada: D = afk + bgi + cej — bek — agj — cfi



Apéndice B 101

18) Varie os valores de a, b , ¢, d, f, g, h, i, j, k e . Observe o comportamento dos
planos gerados.

19)fagaa=1,b=1,c=-1,d=2,e=2, f=1,9g=-3,h=-5i=1,7=—1,
k=1el=0.

No seu caderno, escreva o sistema linear gerado e, caso exista, calcule a sua solugao.
Verifique o grafico gerado pelas equacoes desse sistema. E possivel ver a solugao desse
sistema no grafico gerado? Em caso afirmativo, o que representa a solugao desse sistema?
Qual é o valor do determinante da matriz dos coeficientes desse sistema?

20)fagaa=1,b=1,c=-1,d=0,e=2, f=1,9g=-3, h=0,i=1,j = —1,
k=1lel=4.

No seu caderno, escreva o sistema linear gerado e, caso exista, calcule a sua solucao.
Verifique o grafico gerado pelas equacoes desse sistema. E possivel ver a solucao desse
sistema no grafico gerado? Em caso afirmativo, o que representa a solugao desse sistema?
Qual é o valor do determinante da matriz dos coeficientes desse sistema?

20)fagaa =1, b=1,c=—-1,d=0,e=2, f=1,g=-3,h=0,1=2, 7 = 2,
k=-2el=4.

No seu caderno, escreva o sistema linear gerado e, caso exista, calcule a sua solugao.
Verifique o grafico gerado pelas equagoes desse sistema. E possivel ver a solucao desse
sistema no grafico gerado? Em caso afirmativo, o que representa a solucao desse sistema?
Qual é o valor do determinante da matriz dos coeficientes desse sistema?

2)ffagaa=1,b=1,c=-1,d=0,e=2, f=1,g=-3,h=0,1=2, 5 =2,
k=-2el=05.

No seu caderno, escreva o sistema linear gerado e, caso exista, calcule a sua solugao.
Verifique o grafico gerado pelas equagoes desse sistema. E possivel ver a solucao desse
sistema no grafico gerado? Em caso afirmativo, o que representa a solucao desse sistema?

Qual é o valor do determinante da matriz dos coeficientes desse sistema?

Conclusao e verificagao do aprendizado:

Para facilitar o estudo, propomos que anote os resultados obtidos e analise os graficos
resultantes de cada um dos sistemas. Elabore um comentario sobre as possiveis solugoes
de um sistema linear e suas caracteristicas geométricas, assim como, relacione o valor do
determinante ao tipo de sistema linear obtido: SLPD, SLPI ou SLI.
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