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Resumo

Este trabalho ¢ um texto sobre Programagao Linear. Inicialmente trata um
pouco do contexto historico, de sua vasta aplicacao nos mais diversos ramos da
ciéncia, no que diz respeito a otimizar variaveis de decisao, explicando detalhada-
mente os passos a serem dados para resolver tais problemas. Exemplificamos tais
situagoes com resolucoes algébricas e graficas de alguns problemas para um melhor
entendimento do leitor. Desenvolvemos o Método Simplex que permite a resolucao
desses problemas de programagao linear. Tal método foi criado pelo americano Ge-
orge Dantzig por volta de 1947. O método simplex é uma técnica utilizada para se
determinar, numericamente, a solucao 6tima de um modelo de Programacao Linear.

Palavras-Chave: Programacao Linear, Método Simplex, Otimizacao, Maximi-
zar e Minimizar.



Abstract

This work is a text on Linear Programming. First comes a bit of historical
context, its wide application in various branches of science, with regard to optimizing
decision variables, explaining in detail the steps to be taken to solve such problems.
We exemplify such situations with algebraic and graphical resolutions of some issues
for a better understanding of the reader. Developed the Simplex method that allows
the resolution of these linear programming problems. This method was created
by American George Dantzig in 1947 The simplex method is a technique used to
determine numerically the optimal solution of a Linear Programming model.

Keywords: Linear programming, Simplex Method, Optimization, Maximize,
Minimize.
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Introducao

O objetivo da Programagao Linear é otimizar problemas de decisao, usando para
isso modelos que caracterizem uma realidade. A Programacao Linear tornou-se en-
tao uma forma eficiente de resolver uma vasta variedade de problemas que estao
associados a intimeros dominios: No planejamento da distribuicao e producao de
produtos, nas decisoes ligadas as politicas micro econémicas e macro econémicas
na estrutura governamental de paises (por exemplo situagoes militares), no planeja-
mento de curto prazo em aproveitamento hidroelétricos e utilizagao como sub-rotinas
para o suporte de tarefas especificas em cédigos de programacao linear.

Desta forma a Programagao Linear tem, aplicabilidade na indtustria, na agricul-
tura, na economia, entre outras. A Programacado Linear é uma técnica da Mate-
maética Aplicada que constitui um dos ramos da Investigacao Operacional, em que
"Programacgao'se refere & programacgao de tarefas ou planificagdo, nao sendo pro-
gramacao no sentido da Informética; e "linear"advém do fato das expressoes que se
utilizam serem lineares.

Um modelo de Programacao Linear é constituido por variaveis de decisao, as
quais pretendemos determinar, por objetivo, isto é o que se pretende otimizar e
por restricoes, que tém de ser satisfeitas. Para se determinar a solucao de forma
a cumprir o objetivo sao utilizadas diferentes procedimentos, dos quais o método
Simplex, que é o mais antigo, e o método Primal-Dual.

O método Simplex baseia-se num algoritmo que permite resolver problemas de
Programacao Linear, enquanto que o método Primal-Dual se baseia na representacao
gréfica.

O problema de otimizar uma funcao linear comecou em 1826 com os estudos de
Fourier relativamente aos sistemas lineares de inequacgoes, mas s6 em 1939 se revelou
a importancia pratica destes problemas, quando Kantorovich criou um algoritmo
para a sua solucao.

George Dantzig e outros cientistas do Departamento da Forca Aérea Americana
apresentaram em 1947 um método denominado Simplex, de forma a resolverem
os problemas de Programacao Linear, cujas primeiras grandes aplicacoes foram no
dominio militar. Ainda em 1947, Koopman demonstrou a aplicabilidade da Progra-
macao Linear para a analise da teoria economica cléssica.

Entre 1950 e 1965 foram desenvolvidos os algoritmos para os modelos de Pro-
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gramacao Linear em rede, que se podem classificar em: Especializacao do método
Simplex e Método Primal-Dual.

A especializagao do método comecou com Dantzig mas s6 atingiu o seu maximo
com Ellis Johnson, em relacao ao método Primal-Dual, este teve origem no algoritmo
de Harold Kulm e foi finalizado com o algoritmo da condi¢ao de Delbert Fulkerson
em 1961.

Os problemas de gestao organizacional comecaram a ser resolvidos com grande
eficiéncia pela Programacao Linear, o que levou a que as grandes organizacgoes co-
megassem a dar importancia ao trabalho dos mateméaticos, olhando para estes com
outros olhos.
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Capitulo 1

Programacao Linear

1.1 Definicao

A Programacao Linear € uma ferramenta matemdtica que permite encontrar a
solugcao otima para um certo tipo de problema. Neste contexto, o termo programa-
cao, significa que existe o planejamento de atividades e o termo linear se refere a
linearidade das equagdes do problema. Ver referéncia [1], Cap. 2 pagina 31.

Pode-se também definir Programacao Linear como uma série de operacoes mate-
maéticas que sao usadas para distribuir recursos limitados sobre operacoes que exigem
a sua utilizacao simultanea de uma forma 6tima para um dado objetivo tinico.

A programacao Linear é, portanto, uma poderosa ferramenta de modelagao ma-
tematica. E uma técnica de otimizacio com aplicacoes amplas e diversificadas ao
nivel de problemas reais.

Em casos reais, o analista tem de formular o problema de tal forma que consiga
a otimizacao 6tima para seu objetivo. No entanto, nota-se que, a modelacao da
realidade nao facil apesar de parecer elementar. O valor 6timo de um modelo nao é
obrigatoriamente o valor 6timo na realidade.

Para qualquer que seja o seu modelo e o programa tradutor da realidade a ana-
lisar, o analista deve estabelecer as trés seguintes consideracoes:

e a resposta é creditavel ou realizavel?
e a resposta é otima?

e quao sensivel é o valor 6timo aos parametros e qual a resposta do valor 6timo
as variagoes das variaveis independentes?

Do acima exposto fica implicito que para otimizar é necessario uma ferramenta
para modelar e solucionar o problema. Umas destas ferramentas é a Programacao
Linear.



Programacdo Linear Formulacdo Matematica

1.2 Formulacao Matematica

Ao formular um modelo linear deve ter-se o cuidado de distinguir sempre as
seguintes fases:

e Identificacao das variaveis de decisao;
e Identificacao da fungao objetivo;

e Identificacao das restri¢oes;

e Formulacao matematica.

Depois de se ter obtido a formulagdo matemética é entao possivel de resolver o
problema de otimizacao.

O método de programagao linear permite o recurso da metodologia grafica e da
metodologia algébrica, manual ou com recurso de um computador.

Passos para formulacao de um PPL

Podemos decompor o processo de organizacao de um modelo de programacao
linear nas seguintes etapas:

e Definicao de atividades

Apobs a analise do problema, as atividades que o compoem sao definidas. Nor-
malmente, associada a cada atividade uma unidade de medida deve ser ado-
tada.

e Definicao dos recursos
Considerando os insumos disponiveis dentro de cada atividade, determina-se
os recursos que estao sendo usados e produzidos em cada uma.

e Calculo dos coeficientes de insumo/producao

E indispensavel estabelecer claramente como as atividades e os recursos es-
tao relacionados em termos de recursos necessarios por unidade de atividade
produzida.

e Determinacao das condicoes externas

Considerando que os recursos sao ilimitados, cumpre determinar a quantidade
de cada recurso disponivel para o processo modelado. Essas sao as denomina-
das condicoes externas do modelo.



Programacdo Linear Operacdes Elementares

e Formalizagao do modelo

Consiste em associar quantidades nao negativas xy, xs, ..., x, a cada uma das
atividades, escrever as equacoes de balanceamento e indicar o uso de cada
recurso.

Agora, na posse de toda essa informacao, é mais facil de tomar decisoes acertadas
no dominio da gestao em diversas aplicacoes, tais como: planejamento agregado de
producao, analise de produtividade de servigos, planejamento de produtos, otimiza-
¢ao do fluxo produtivo, otimizacao do processo de producao, entre outras. ,Mas as
aplicagoes de Programacao Linear nao terminam por aqui. Esta pode também ser
extremamente util em areas tais como medicina, agricultura, setor militar, rede de
transportes, etc.

1.3 Operacoes Elementares

Um mesmo modelo de programacao linear, pode, sem qualquer perda para suas
propriedades matemaéticas, ser restrito em cada uma das formas basicas. Esse pro-
cesso de traducao é realizado através das seguintes operacoes elementares:

Operacao 1: mudanca no critério de otimizacao, ou seja, transformacao de ma-
ximizac¢ao para minimizacao e vice versa. Essa mudanca pode ser realizada
através da seguinte propriedade:

Maximizar (f(x)) corresponde a Minimizar (—f(x)).
e

Minimizar (f(x)) corresponde a Maximizar (—f(z)).

Operacgao 2: Transformacao de uma variavel livre, em varidvel nao negativa. Nesse
caso, a mudanca exigira a substituicao da variavel em transformacao por duas
varidveis auxiliares, ambas maiores ou iguais a zero, mas cuja a soma é igual
a variavel original, ou seja:

Operacao 3: Transformacao de desigualdades em igualdades e vice versa. Nessa
situacao, temos dois casos a examinar:



Programacdo Linear Exemplos

e Caso de transformacao de restricbes de menor ou igual em restricoes de
igualdade.

Supondo a restricao que se segue:
T+ 2o+ ...+ T S b.

Para transformé-la em uma restricao de igualdade podemos introduzir
uma variavel de folga x,.1 capaz de "completar"a desigualdade, o que
permite representar a restricao da seguinte forma:

1+ x9+ ... +2p + 21 = b, com x, 11 > 0.

e Caso de transformacao de restricoes de maior ou igual em restri¢coes de
igualdade.

Supondo a restri¢ao que se segue:
r1+ a0+ ... +x, >0D.

Para transformé-la em uma restricao de igualdade podemos introduzir
uma variavel de folga com valor negativo z,.1 capaz de "completar"a
desigualdade, passando a representar a restricao da seguinte forma:

1+ 29+ ...+, — Tpi1 = b, com 1 > 0.

1.4 Exemplos

1.4.1 Problema de Economia

Um comerciante vende dois tipos de artigos, A e B. Na venda do artigo A tem
um lucro de R$20,00 por unidade e na venda do artigo B, um lucro de R$30, 00.
Em seu deposito s6 cabem 100 artigos e sabe-se que por compromissos ja assumidos
ele vendera pelo menos 15 artigos do tipo A e 25 do tipo B. O distribuidor pode
entregar ao comerciante, no maximo 60 artigos A e 50 artigos B. Quantos artigos de
cada tipo deverd o comerciante encomendar ao distribuidor para que, supondo que
os venda todos, obtenha o lucro maximo?

Resolugao: Seja z o nimero de artigos do tipo A e y o nimero de artigos do
tipo B que devem ser encomendados.

Funcado Objetivo: Se para cada artigo A que vende tem um lucro de R$20, 00
e para cada artigo B tem um lucro de R$30,00 , o lucro total é dado pela funcéo
objetivo L(z,y) = 20z + 30y.



Programacdo Linear Exemplos

Restrigoes:

a) Como cabem no maximo 100 artigos:
r+y =100
b) Serao vendidos pelo menos 15 artigos A:

x>15

¢) Serao vendidos pelo menos 25 artigos B:

y=>25

d) O distribuidor entregara no maximo 60 artigos A:
r < 60

e) O distribuidor entregara no maximo 50 artigos B:
y <50

Grafico:
As restri¢oes dao origem ao poligono convexo limitado pelas retas z + y = 100,
xr =15,y =25, x =60 ey =50.

X+Y =100

40

Figura 1.1: Problema de Economia



Programacdo Linear Exemplos

As coordenadas dos vértices do poligono resultante se encontram facilmente re-

solvendo os pares de equacoes que correspondem aos lados que determinam o vértice.
As coordenadas sao (15,25), (15, 50), (50, 50), (60, 40) e (60, 25).

Valor da funcao objetivo nos vértices:

Vértice | L = 20z + 30y

(15,25) | 20.15 + 30.25 = 1050 Minimo
(15,50) | 20.15 + 30.50 = 1800

(50,50) | 20.50 + 30.50 = 2500 Méximo
(60,40) | 20.60 + 30.40 = 2400

(60,25) | 20.60 + 30.25 = 1950

Resposta do Problema:

O comerciante, para obter o lucro maximo nas condi¢oes do problema, devera
encomendar 50 artigos do tipo A e 50 artigos do tipo do tipo B. Com isso, vendendo
todos, terd um lucro de 2500 reais.

1.4.2 Problema de Transporte

Uma firma comercial tem 40 unidades de mercadoria no depoésito Dy e tem 50
unidades no depdsito D,. Deve enviar 30 unidades ao cliente A e 40 unidades ao
cliente B. Os gastos de transporte por unidade de mercadoria estao indicados no
esquema abaixo. De que maneira deve enviar essas mercadorias para que o gasto
com transporte seja minimo?

10
D1 40 A

p2 | 50 »( 40 )B
15

Figura 1.2: Problema de Transporte

Resolucgao:



Programacdo Linear Exemplos

Seja r a quantidade que deve enviar ao cliente A do depdsito Dy e y a quanti-
dade que deve enviar ao cliente B do mesmo deposito Di. Assim, (30 — x) sera a
quantidade que deve enviar ao cliente A do depdsito Dy e (40 —y) a que deve enviar
ao cliente B do deposito Ds.

Funcao Objetivo:

O gasto G do transporte sera dado por:

G =10z + 14y + 12.(30 — =) + 15.(40 — y)

G = 960 — 2x — y( fungdo & minimizar )

Restrigoes:
a) z>0
b) y >0
c) <30
d) y <40
e) r+y <40
f) (30 —2) + (40 —y) <50 &z +y > 20

Grafico:

Figura 1.3: Problema de Transporte

As coordenadas dos vértices sdo (0,20), (0,40), (20,0), (30,0) e (30, 10).



Programacdo Linear

Exemplos

Valor da funcao objetivo nos vértices:

Vértice | G = 960 — 2z — y

(0,20) | 960 — 2.0 — 20 = 940 Mximo
(0,40) | 960 — 2.0 — 40 = 920

(20,0) | 960 — 2.20 — 0 = 920

(30,0) | 960 — 2.30 — 0 = 940

(30,10) | 960 — 2.30 — 10 = 890 Minimo

Resposta:

O gasto minimo se obtera enviando 30 unidades de mercadoria de D; a A, 10 de

D; a B, 30 de Dy a B e nenhuma de D, a A.

1.5 Conclusao

Administrar com eficiéncia os recursos disponiveis na empresa, através do plane-
jamento, controle e execucao das atividades relacionadas a utilizacao destes, é fator
fundamental na busca da otimizacdo do resultado global da empresa. A programa-
¢ao linear juntamente com as técnicas de pesquisa operacional, permitem identificar
o resultado 6timo, considerando todas as restricoes impostas no modelo adotado.
Assim, o resultado 6timo esperado é possivel acontecer, visto que os varios cenérios
que serao analisados tém o objetivo de definir a politica de acao da organizacao.



Capitulo 2

Método Simplex

O Método Simplex ¢ um algoritmo utilizado para achar, algebricamente, a solu-
¢ao 6tima de um problema de Programacao Linear. Sabe-se que a solugao 6tima de
um modelo é uma solucao bésica do sistema, ou seja, um ponto extremo do poligono
gerado pelas restricoes do sistema. O método simplex verifica se a presente solucao
é 6tima. Se for o processo esta encerrado. Se nao for 6tima, é porque um dos pontos
adjacentes fornece um valor maior(ou menor) que o inicial. Neste caso, o método
simplex faz entdo a mudanga do ponto a um outro que mais aumente(ou diminua)
o valor da funcao objetivo. O processo finaliza quando se obtém um ponto extremo
tal que todos os outros pontos extremos fornecam valores menores(ou maiores) para
a funcao objetivo.

No que segue, estaremos interessados em resolver problemas de programacao
linear da forma

Minimizar z = cx, sujeito a: Ax =d, x>0 (2.1)

onde onde A C R™*™ & uma matriz, x € R" e d € R™ sao vetores colunas e
c € R™ ¢ um vetor linha.

2.1 Fundamentos Teoéricos para o Método Simplex

Se ao resolver-se um sistema Ar = d, onde A CR™", x € R"ed e R™e A
fosse uma matriz invertivel, entao a solucao seria facilmente determinada.
A E Rmxn
Porém, se dado um sistema Az = d onde: deR™" m<n
reR"

Ou seja, sistema é retangular, como determinar solucoes de Ax = d?
O sistema acima sempre tem solucao?



Fundamentos Te6ricos Método Simplex

Definicao 1 Dizemos que uma matriz B € uma submatriz base de A se B € formada
por m colunas linearmente independentes de A.

Observe que se A tem m colunas LI, entao a matriz B formada por essas colunas
é uma base para R™.

Definicdo 2 (Varidveis bdsicas e varidveis ndo bdsicas) Considere o sistema
Ax = d e B uma submatriz base de A. As varidveis associadas a submatriz B €
R™*™ sqo denominadas varidveis bdsicas relativas a base B e denotadas por xp =
(xBy,-.-,xp,, ). Asvaridveis restantes sao denominadas de nao basicas. Denotamos
tais varidveis por xy onde N € a submatriz de A formada pelas n — m colunas
restantes da matriz A.

Teorema 1 Seja a matriz A € R™*™ com m < n. Se a matriz A possui m colunas
ai, s, ..., Gy, linearmente independentes, entao para qualquer d € R™ o sistema Ax =
d tem ao menos uma solucao no R™.

Prova.
Seja o sistema Ax = d e suponha que extrai-se de A uma submatriz B € R™*"™,
Pelas definicoes anteriores pode-se fazer as seguintes particoes no sistema Ax = d:

A=[B;N]z = [:CB}
TN
Logo, pode-se escrever:

Az = d < [B; N] BB} —d < Brg+ Nay = d.

N

Portanto, o sistema Ax = d é equivalente ao sistema:
Bl’B + N.IN =d

Isto implica que 3 = B~'d — B~'Nzy é uma possivel solucdo de Az =d. m
Definicao 3 Solucao bdsica de Ax = d: Seja o sistema Ax = d. Uma solucao T
de Ax = d, ¢ solugdo bdsica, se e somente se, xny = 0, isto é, Tz = B~ 'd.

T
. L2 ~ .
Dizemos que um vetor z = | | | € R é um vetor ndo-negativo se qualquer uma de
Tn

suas componentes é maior ou igual a zero. Neste caso, denotamos por z > 0.

10



Definicdes e Teoremas fundamentais Método Simplex

Definicao 4 Solugao bdsica factivel(vidvel) Dizemos que T € solu¢do bdsica
factivel para Ax =d se tg = B 'd>0ezy =0.

B
TN
nentes referentes as varidveis nao basicas sao nulas.

Note que, na definicao acima, r = { } ¢ um vetor nao negativo em que as compo-

2.2 Definicoes e Teoremas Fundamentais

Seja o conjunto S ={r € R": Ax =d,x >0} onde A€ R™"" d € R" ez € R"
com m < n.

Definicao 5 Dizemos que x € um ponto extremo de S se possuir n — m varidveis
nulas.

Teorema 2 O conjunto S, de todas as solucoes factiveis do modelo de programag¢ao
linear Ax = d, € um conjunto convezo.

Prova.

Sejam z!', 2> € S e A € [0,1]. Mostraremos que A(Az! + (1 — \)z?) = d e que
Azt + (1= N)z? > 0.

De fato, se 21 € S e 22 € S entdo Ax! = d e Az? = d. Assim,

Az + (1 = N)2?) = Mot + (1= N A2® = M+ (1 — N)d = d.

Além disso, como z' > 0 e 22 > 0, segue que Az' > 0e (1 — \)z? > 0. Consequen-
temente, Az! + (1 — A\)z? > 0.
Segue, portanto, que Azt + (1 — \)z? € S e S é convexo. [ ]

Teorema 3 Toda solucao bdsica do sistema Ax = d € um ponto extremo do conjunto
de solugoes factiveis S.

Prova.
Seja T uma solucao basica associada a uma submatriz base B € R"™*™,
Entao, sem perda de generalidade, suponha que os indices das variaveis basicas

. . . . _ X
Sejaln Os 1M primeilros. ASSIHI, podemos escrever r — |:$

0.

B
N] com Ty = (Typgt1y ..., Tpn) =

Por contradicao, suponha que Z nao seja ponto extremo ou vértice de S. Entao
existem 7! e 72 pertencentes a S tal que T = A\¥' + (1 — \)z2 com X\ € (0,1) e
—1 4 =2

11



Definicdes e Teoremas fundamentais Método Simplex

Como Ty = 0, temos que, para i = m + 1,..,n, AT} = 0 e
consequentemente, 7; = 0 e 77 = 0, isto é, T = 7% = 0. E, como 7' # 77
Tk # 1%,

Por outro lado, o fato de que 2! € S e 22 € S implica que Az' = d e AZ? = d.
E, portanto,

0=d—d= Biy— B3 = B(Tp — I3).

Mas Tk # T% e entdao T — 7% # 0, o que implica que B ¢ nao invertivel, o que
é uma contradicao, uma vez que, por hipotese, B ¢ uma submatriz base.

Logo, toda solucao basica do sistema Ax = d é um ponto extremo do conjunto
de solucoes factiveis S. ]

Teorema 4 Se um problema de programacao linear
Minimizar z = cx, sujeito a: Az =d, v € S

admitir solugao dtima, entao pelo menos um ponto extremo(vértice) do conjunto de
pontos vidveis € uma solucao otima do problema.

Prova.
Mostraremos este teorema admitindo-se que o conjunto S é limitado.
Sejam z!', 22, ..., 2P pontos extremos do conjunto S limitado.
Entao, pelo Teorema 4, para todo x € S, x pode ser escrito como combinacao

p p
convexa dos pontos extremos ', 22, ..., 2P de S, ou seja, x = E it e E Ai = 1.
i=1 i=1

P
Logo, cx = C(Z Nx') = Aex! + Agex® + .+ et
i=1

Seja x* um ponto extremo tal que cz* < cx’ (i = 1,...,0).

Mas cx = Mex! + dgcx? + ... + N\pea? > Ajex™ + Aocx* + ... + Nyex™ = ca,
Entao cx* < cx,Vx € S.

c.x* é um vértice 6timo (solu¢do 6tima) do problema.
]

Corolario 1 Se a fungao objetivo possui um mdzimo(minimo) finito, entao pelo
menos uma solugao otima é um ponto extremo do conjunto convero S.

Teorema 5 Toda combinacao convexa de solugcoes otimas de um problema de pro-
gramacao linear € também uma solucao otima do problema.
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Corolario 2 Se um problema de programacao linear admitir mais de uma solucdo
otima entdo admite infinitas solucées dtimas.

Corolario 3 Se a funcao objetivo assume o mdzimo(minimo) em mais de um ponto

extremo, entao ela toma o mesmo valor para qualquer combinacao convera desses
pontos exrtremos.
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2.3 Descricao do Método Simplex

Considerando que exista uma solucao bésica viavel para o seguinte problema de
programacao linear:

Minimizar z = cx, sujeito a: Ar =d, x >0 (2.2)

onde A é uma matriz m x n, com posto m (todas as linhas linearmente indepen-
dentes), podemos decompor o vetor ¢ em suas componentes basicas e nao basicas,
¢ = (cp cr), e supor que a solucdo bésica viavel existente seja representada por um
Bld}
0
cujo valor associado é dado pela seguinte expressao:

-1 1
20 =c¢C [BO d} = (cp cr) [BO d] =cpB~'d

vetor T = {

Pode-se escrever o vetor x, em funcao das variaveis basicas e nao béasicas da
seguinte forma:

= {iﬂ =cgB'ded= Ax = Bxg + Rxp.
R

Multiplicando-se por B~! a expressao de z, tem-se:

rp=DB"'d—B'Rrp=B'd— ) B ez,
JjeJ

Dessa forma pode-se reescrever a expressao z = cxr como se segue:

Z = CBTB + CRTR

=cp(B7'd — Z B~ lajz;) + Z B¢z

jeJ jeJ

= 20— ) (2~ ¢)ay,

jeJ

onde z; = cgB~'a; para cada variavel nao basica.

A equagao acima mostra a possibilidade do estabelecimento de um critério para
o processo de melhoria da solugao basica. Quando o valor do termo z; — ¢; é estri-
tamente maior do que zero existe a chance de, com a entrada da variavel de indice
j na base, reduzir o valor da func@o objetivo em (z; — ¢;)z;, desde que essa variavel
possa assumir um valor positivo. O termo (z; — ¢;) também ¢é denominado "custo
reduzido". Se denominarmos k o indice dessa varidvel nao béasica teremos:
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z=2z9— (21 — cg)xg (2.3)

Examinando a equagdo (2.3), é facil concluir que, de uma forma geral, para
o processo de otimizacao serd interessante que a variavel xj seja incrementada ao
méaximo. Com crescimento de xj, o valor de z diminui na nova solucao basica,
proporcionalmente ao valor do custo reduzido associado. Como sabemos que:

rp = B~ 'd — B lapx, = d — ypay,
onde

yr, =B la, e d= B~ d

Denotando as componentes do vetor xp e d respectivamente por zp,, Tp,, ... ,

xpg, € di, dsy, ..., d, temos finalmente, a seguinte expressao:
T B, dy Yk
LB, do Yok
=1 .= . |z
TB,, dm Ymk

Essa expressao nos mostra que se existir algum elemento de y;, v < 0, entao
o xp, associado pode crescer indefinidamente com o crescimento de xj. Se existir
yir > 0, entao o xp, decresce com o incremento de xj. Para satisfazer as condicoes
de nao negatividade de um solucao basica viavel, a nova variavel x; s6 podera crescer
até que a primeira componente x g, seja reduzida a zero, o que corresponde ao minimo
entre todos os ;—l para os valores positivos de y;, ou:

i

Czs Jz
— = min {— D Yik > O} = x, sai da base.

Ysk,  1ism (( Yig

Note que para garantir a independéncia linear da coluna k com as demais colunas
existentes na base é indispenséavel que y. # 0. Pelo critério, a variavel z; seria
a que entraria na base melhorando o valor da funcao objetivo, e a variavel xg,
linearmente dependente de x;, deixaria a base ao ter o seu valor numérico esgotado
completamente pelo crescimento de xy.

Podemos formalizar o processo de escolha da base inicial de célculo, critério de
troca de varidveis na base e regra de parada em um algoritmo da seguinte forma:

15



Método Simplex Descricdo do Método

Determinar uma solucio basica inicial Zg = d = B~ 'd. Seja I o conjunto de
indices das colunas de A pertencentes & base e J = N \ I (operagao de diferenga de
conjuntos).

Passo 1: Calcular a matriz Y = (y;) = (ys;), s € [ e j € J e os valores
z; — ¢, Vj € J como se segue: (observe que z, — ¢, = 0 para todo h € I, pois
zn = cgB7lay = c)

Y =B'R
2j =cpYj, J € J
e Se zj —c; <0, Vj € J entdo a solugao basica vidvel zp é 6tima. Pare!
e Caso contrario fazer J; = {j € J/z; —¢; > 0}.
Passo 2:

e Se y; < 0 para pelo menos um j € Jp, nao existe solugao 6tima finita. Pare!

e Caso contrario determinar k& de modo que z; — ¢; = max{z; — ¢, }.
jeJ

d. ‘
Na coluna k encontrar a relacdo: — = min {—z DYk > O} implica que x, sai
Ysk  1sism Yk
da base.
Passo 3:

Considere a nova base B deduzida a partir da anterior pela substituicao de a,
por ag.

B = (B\ {as} U{ar}).
Calcular a nova solucao béasica viavel:
f_i’B = B_ld
TR,

2o = 20 — (2 _Ck)ysk'

Atualizar:

R = (R\ {ay} U{as})
I'=(I'\{s}U{k})
J=(J\{k}U{s})

Voltar ao passo 1.

No que segue, vamos descrever uma forma de se encontrar os novos valores z; —c¢;
e y;; quando se passa de uma base para outra, pela troca de apenas uma das colunas
da base inicial por alguma das colunas a;, j € J, sem a necessidade de voltar ao
ponto inicial do problema.
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2.3.1 Mudanca de Base

O célculo dos nameros z, — ¢, e yin, h € {1,2,...,n} que aparecem no desen-
volvimento do método simplex dependem diretamente da submatriz base B de A.
Porém, quando uma nova variavel entrar na base, é interessante calcular os novos
valores de 2, — ¢j, e dos y;, sem a necessidade de voltarmos ao problema inicial.

Para isso, denote por aj a h-ésima coluna da matriz A e assuma que:

1. B é uma submatriz invertivel de A, cujas colunas sao b; = a,,, i =1,...,m;

2. B é uma matriz invertivel obtida de B trocando-se a coluna b, = a4 por a;

A

3. Yp = Bilah e Qh = Bilah;

A

4. zp, —cp = CBB_lah — Cp, € Zn —cp = CBB_l(lh — Cp.

Note que por definicao
ap = Byn = Zyihbi- (2.4)

i=1
Fazendo h = k e isolando b,, temos

br=—Y b+ —ay. (2.5)

Quando (2.5) & substituida em (2.4), temos

o Yrh Yrh o - ~ Al
ap = ;(yi]’ - ﬁyik)bi + Eak = ;yzhbza (2.6)

onde b; = by, i # r; b, = ax. Comparando as equacdes (2.4) e (2.6), temos que

A Yrh . ~ Yrh
Uih = Yih — —Yik, L T € Ypp = . (2-7)
Yrk Yrk

As equagoes em (2.7) indicam como calcular o g, a partir de y;p,.
Para calcular 2, — ¢, usamos a definicao

m

h—cn=cpln—cn=Y_Cplin— Cn (2.8)

=1

Entretanto, cz = cp,, i # 1; cg = ¢;. Usando (2.7), obtemos

Zp —cp = Z e, (Yin — %ym) + z:zck —cp (2.9)
£
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Como ¢, (Yrn — Jrh yrr) = 0, temos:
Yrk
~ = Yrh Yrh
Zn—Cp = cB,(Yin — —Yix) + —Cx — ¢y 2.10
E, portanto, desenvolvendo (2.10), obtemos:
ZAJh — Chp = Z CBiyih — Cp — zrh (Z CBiyik — Ck), (211)
i=1 rh =1
ou equivalentemente,
ZAh — Chp = Zp — Ch — zrh (Zk — Ck). (2.12)
rk

A equacao (2.12) mostra como calcular 2, — ¢;, a partir de z; — ¢, zx — ¢k € Yrj, Yrk-
Analogamente, vemos que o novo valor da funcao objetivo é dado por
. d,
Z0 =20 — — (21 — cx). (2.13)
Yrk

Podemos sintetizar o método da seguinte forma:
Considere o problema (2.2) e escolha uma matriz base B inicial e obtenha o

seguinte quadro simplex inicial:

Tabela 2.1: Tabela simplex inicial

C1 (6)) I Cr NP Cpn—1 Cn

1 T .. Ty . Tp_1 T, d
CB, | Th Y11 Y12 S Y1k . Y1,n—1 Yin Cb
CB, | TB, Y21 Y22 cee Yok ce Y2,n—1 Yon dy
CB, IB, Yr1 Yr2 o Yrk cee yr,n—l Yrn dr
CB,, TB,, Ymi Ym2 CIE Ymk s Ym,n—1 Ymn dm

_ —1
zZ1—cC | za—¢Ca| ... | Ze—¢Cp| ... | Znel —Cne1 | Zn—Cn | 2o =ceB™d

Se z; — ¢; <0, para todo j € J, entdo a solu¢do xp é 6tima e zy = cgB™'b é o
valor 6timo de z. Caso contrario, considere o conjunto J; ={j € J:z; —¢; >0} e
neste caso, temos duas possibilidades:

1. y; <0 para pelo menos um j € Jy;
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2. Para cada j € Jy, y;; > 0 para algum 7 =1,...,m.

No primeiro caso, o problema nao tem solucdo finita, entao pare! E, no segundo
caso, determinamos a variavel x;, a entrar na base, onde k é escolhido de modo que
2, — ¢ = max{z; — ¢;}.
Jje€I _
~ bs . bz . .
Na coluna k encontrar a relacdo: — = min < — : y;x > 0 p 0 que implica que
Ysk  Isism ( Yik

xs = xp, sal da base.

Agora, denotando z; — ¢; por ym,41; € usando as relacoes (2.7), (2.12) e (2.13),
obtemos o novo quadro simplex com os valores atualizados dos v;;, 2, — ¢, e 2z, como
se segue:

Tabela 2.2: Tabela simplex atualizada ap6s primeira iteracao

c1 ool | Cn
1 R /A B Tn b
Yik Y1k Yik
cB, | Tp Yir — U Yin = oo Yrn dy — =dy
Y2k Y2k J Y2k J
CB2 'I'BQ Y21 — ?ﬁyrl cee O cee Yon — yi_kyrn d2 - yik dr
Yril Yrn C?r
c T AU I A A oI L
k k yrk yrk Yrk
Ymk Ymk j Ymk J
CBm :EBm Ym1 — yrrk Yr1 o O oo Ymn — yT:k n dm - ytlk dr
Yri Y dr
Ym+11 = 5 Ymilk | - O | o | YUmtin = T Ymt1k | 20— 7 Ymtlk
rk Yrk Yrk

Note que se denotarmos d; por Yin+1, O célculo da nova tabela simplex corres-
ponde ao pivoteamento gaussiano da matriz (y;;) de ordem (m + 1) x (n + 1) em
torno da entrada y,.

Assim, o processo iterativo do método simplex esta formado. Entao, faz-se no-
vamente a andlise para saber se a solucao obtida ¢ 6tima ou se nao ha solucao 6tima
finita e, caso contrario, itera-se mais uma vez o processo com uma nova base.
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2.3.2 Exemplo

Seja o problema:

Maximizar z = x; + o

2[E1+l’2§8
T+ 229 <7
5132§3

T1ex9 >0

Sujeito a:

Passando o problema para a forma padrao, temos:

Minimizar —z = —x1 — 9 + 0x3 + 0x4 + Oz5

201 + 29 + 23 + 024 + 025 = 8
x1+2x2+0x3+x4+0x5:7
O$1+I2+0$3+0I4+1’5:3
T1,T9, T3, Ty, T5 > 0

Sujeito a:

Usando as variaveis 3, x4, x5 como base, temos inicialmente B = matriz identidade,
cg = (000), 2z, — ¢y, = —cp, para todo h = 1,2,3,4,5 e —zp = 0. Usaremos uma
tabela simplificada omitindo os ¢; e os cp,. Assim, a tabela inicial toma a forma:

Tabela 2.3: Tabela inicial

Ty | To | X3 | x4 | x5 || d
x| 2| 1| 1]0|01|8
x| 1210107
x5 | 0O 1 O] 0|13

1/1]0]0/[0]0O

A solucao nao é 6tima pois ha valores z; —¢; > 0 e y; nao ¢ menor ou igual a
zero para j = 1,2. Entao vamos para a proxima iteracao.
Observe que ha4 um empate na escolha da varidvel que deve entrar z; — ¢ =

. . . . -
29 —cy = 1, entao escolhemos x;. A variavel a sair da base é x3, pois 5= min 2 I}
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Assim a nova tabela é

Tabela 2.4:

T i) T3 Ty | Ty d
z1 | 1 10,5 0,5 [ 0] 0 4
zg | 0 1,0 -0,5] 110 3
z5 | 0 1 0 01 3

010,5]-0,5,01]0| —4

Como a solucao ainda nao é o6tima, pois 2o — ¢ > 0, iteramos mais uma vez.
Note que x5 entra na base e x3 sai da base e a nova tabela é

T | T2 T3 Ty Ty d
w10 2 3]0 3
x| 0|1 | —3] 2 10| 2
x5 |00 3 |21 1

00 |—-3][—3]0]-5

Como nao ha mais z; — ¢; positivos, a solucao ¢ 6tima. Temos que o maior valor
de z & atingido no ponto (z1,x2) = (3,2) e seu valor 6timo é z = 5 (equivalente a
—z = —b).
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2.4 Meétodo de Duas Fases

No algoritmo descrito, a fase de obtencao de uma base vidvel para o problema
foi considerada superada. Realmente, quando por meio da inclusao de variéveis de
folga na passagem da descri¢ao da forma candnica para a padrao obtemos uma base
inicial (e ainda por cima canonica), o algoritmo descrito soluciona bem o problema.
Mas e quando isso nao acontece? Seja o exemplo que se segue:

Minimizar Z = —3x; — b9

Sujeito a:

T <4

T9 <6

3r1 + 2x9 > 18
120,29 >0

Que ao ser convertido para a forma padrao sera:

Minimizar Z = —3x1 — bxs + Oz3 + Oz4 + Oz5

Sujeito a:
1+ 23 =4
To + Ty = 6

3[E1+2ZL’2—$5:18
$120,$2207x320,$4207$520

Obviamente a matriz formada pelas variaveis de folga nao é uma base viavel:
0
0
-1

B -

S O =
o = O

A figura abaixo mostra graficamente que o ponto origem (todas as variaveis reais
iguais a zero) nao pertence ao espago das solugoes viaveis desse problema, ou seja,
a base tradicionalmente considerada como inicial falha em ser viavel.
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Figura 2.1:

Neste ponto, temos dois caminhos a adotar:

e Descobrir uma base viavel (pontos A, B e C) por um método qualquer e entao
aplicar o método simplex a partir dessa base.

e Usar o proprio simplex para gerar uma base viavel, a partir de uma base
qualquer inviavel.

Optaremos pela segunda alternativa. Nesse caso, inicialmente, o algoritmo bus-
card uma base viavel para, posteriormente buscar o 6timo do programa em si. Tal
método de solucao terd genericamente duas fases. Podemos descrever essas etapas
da seguinte forma:

e Primeira fase: O procedimento utilizard o simplex para buscar uma base
viavel de solucao.

e Segunda fase: De posse da base calculada na primeira fase aplicaremos o
método simplex tradicional em busca do 6timo do programa.

Para operacionalizar a busca da base viavel inicial existem duas alternativas,
todas com base na ideia de "variaveis artificiais". Vamos definir como variaveis arti-
ficiais aquelas que faremos introduzir no programa de otimizagao para que tenhamos
a tao necessaria base viavel inicial. Essas variaveis nao necessitarao possuir qualquer
ligacao com a realidade da modelagem do problema, dai o nome de artificiais. No
exemplo anterior, como apenas uma das colunas da base apresenta valor negativo
em sua componente canonica, ou seja, existe somente uma variavel de folga nega-
tiva, nos bastard uma artificial para corrigir essa anomalia. Podemos obter uma
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base viavel canonica para o programa do exemplo com a introdug¢ao de uma variével
artificial como representada a seguir:

Min Z = —3x; — 522 + Ozg 4 Oxy + Ox5+72¢

Sujeito a:

1+ 3 =4

x2+3:4:6

311 + 229 — x5 + 25 = 18

1 2>20,2902>0,23 >0, 24 >0, 75 >0, 25 > 0.

Consequentemente podemos agora dispor da seguinte base canodnica, dos coefici-
entes das variaveis s, T4 e xg:

us}

I
o O =
O = O
_ o O

O ponto de interrogacao no custo da variavel artificial é um aspecto fundamental
para a nossa discussao, e é nele que os dois métodos de solucao mais conhecidos
diferem. Enquanto as varidveis de folga nao possuem custos, apesar de estarem
ligados ao sentido légico do modelo, as artificiais estao ligadas apenas a estratégia
adotada para obtencao de uma base viavel para o simplex. Como elas possuem um
sentido dentro de um estratagema matematico, seu "custo"associado pode ser ttil
nessa estratégia.

O raciocinio é simples: se desejarmos apenas, em uma primeira fase, obter uma
base viavel real para o programa, teremos que nos livrar, em algum momento, des-
sas tais variaveis artificiais. Pensando em termos do funcionamento do algoritmo
simplex, serd de todo nosso interesse que as varidveis artificiais deixem o mais rapi-
damente possivel a base que serd calculada a cada iteracao. Nenhuma dessas bases
artificialmente constituidas podera ser usada diretamente na otimizacao do problema
real (pelo menos em tese) e elas apresentam esfor¢o de calculo. Uma maneira natural
de pensar uma saida seria associar a essas varidveis um custo extraordinariamente
alto. Obviamente, se utilizarmos o simplex para minimizar um problema em que
existem variaveis extraordinariamente grandes na base, o método terd como priori-
tario troca-las por outras mais baratas, o que, em tese, conduziria a uma solucao
viavel.

A estratégia anteriormente descrita é conhecida como o método do grande M,
onde M é o valor gigantesco que atribuimos aos custos das variaveis artificiais. A
principal desvantagem desse método reside na possibilidade de dificuldades numé-
ricas quando implementado computacionalmente. Quando M é um valor numérico
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muito grande podem ocorrer erros numeéricos de arredondamento nas divisoes de-
correntes, especialmente quando a diferenca entre M e os valores dos demais custos
do quadro é excessivamente grande.

Por outro lado, quando M é adotado inconvenientemente pequeno podem de-
correr efeitos de modelagem. Nessa alternativa, as varidveis artificias podem ser
tomadas pelo programa por variaveis reais. Para evitar as dificuldades que o mé-
todo do grande M pode introduzir na escolha do valor de M, temos a possibilidade de
separar completamente as duas fases de célculo, escolhendo, inclusive, uma funcao
objetivo diferente para cada fase.

Na fase inicial podemos usar uma funcao objetivo que minimize o numero de
varidveis artificiais existentes na base. Como uma base real nao possui qualquer
variavel artificial nao nula, concluida a primeira fase, prosseguiremos normalmente
com os calculos com a funcao objetivo original do problema. Fsse procedimento
geral de dividir a otimizagao em duas etapas, com funcoes objetivos diferentes, é
denominado Método das duas fases. O nome do método esta vinculado a existéncia
de duas func¢oes objetivo, uma para cada fase, uma vez que o método do grande M
também opera basicamente em duas fases.

Para esclarecermos como podemos realizar, na pratica, esses calculos, vamos
prosseguir na solucao do problema sugerido. Inicialmente, utilizaremos o quadro
simplex para acompanhar o quadro de cada iteracao. Introduziremos uma pequena
alteracao no quadro de modo a permitir que possamos acompanhar as duas fases
do método, a saber: uma linha para cada funcao objetivo. A funcao objetivo da
primeira fase serd minimizar o ntimero de variaveis artificias. Denominaremos a
funcao da primeira fase por Q e a expressaremos, para o exemplo, da seguinte
forma:

Min Q = 01’1 + 01’2 + 01173 + OZE4 + OZE5 + 11’%

Exemplo do método das duas fases

X, X X3 X, Xsg Xg
Q 0 0 0 0 0 -1 Funcdo da 12 fase
z 3 5 0 0 0 0 Funcdo da 22 fase
X3 4 1 0 1 0 0 0
X4 6 0 1 0 1 0 0
_1'2 18 3 2 0 0 -1 1
Figura 2.2:

Observamos que, ao simplesmente transcrevermos os custos das varaveis basicas
para o quadro, como faziamos no método tradicional, deixamos de considerar que o
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vetor das variaveis basicas nao é nulo. Nos quadros do método classico, os custos
das varidveis eram sempre zero, o que tornava nulo o termo z; na primeira iteragao.
Nesse caso, era correto transcrever para o quadro a linha da funcao objetivo com o
sinal trocado. Agora a varidvel bésica artificial 2§ possui um custo unitario e z; nao
serd automaticamente igual a zero, devendo ser calculado. Isso ocorre exatamente
porque estamos "for¢ando'a varidvel artificial a pertencer a base. Notamos, contudo,
que o termo c; é nulo para todas as varidveis, com exce¢ao da variavel xg, o que nos
conduz a:

— -1, _ -~
zj —c¢; = cpB 7 a; — ¢

que, nesse caso Ssera.

1 0 0] fo
z—ce=[0 0 1] |0 1 0] |0 —1=0
0 0 1] [1]
[1 0 0] [1]
s—a=[0 0 1|0 1 0] |0 —0=3
0 0 1] [3]
1 0 0] [0]
z—c=[0 0 1]|0 1 0] [1| —0=2
0 0 1] [2]
[1 0 0] [1]
zz—c3=[0 0 1] |0 1 0] [0 =0=0
0 0 1] [0]
1 0 0] [0]
zg—cg=[0 0 1] {0 1 0] [1| =0=0
0 0 1] (0]
1 0 0][0]
z—cs=[0 0 110 1 0 0| -0=-1
0 0 1] [-1]



Método Simplex Descricdo do Método

O wvalor dos custos reduzidos das varidveis nao bésicas, para esse caso, acaba
igual ao valor dos coeficientes das variaveis na linha em que a variavel artificial é
introduzida. Se houver mais de uma variavel artificial, o produto cgB™'a; corres-
ponde a simplesmente somar esses coeficientes para as linhas em que essas varidveis
forem necessarias, uma vez que havera um elemento unitario no vetor custos basicos
para cada uma dessas linhas. Essa ¢ a razao matematica que leva alguns textos
a enunciar que, para obter a funcao objetivo da primeira fase do quadro simplex,
devemos somar as linhas das varidveis artificiais a linha da funcdo objetivo.

Outra forma de justificar essa regra é lembrar que no quadro simplex estamos
sempre trabalhando com uma matriz aumentada, ou seja, devemos canonizar as
colunas das variaveis artificiais (o que nos levara a somar as linhas da matriz A a
funcao objetivo, exatamente como prevé a regra anterior quando formos anular o
custo reduzido da coluna artificial).

Pivoteando no elemento unitario de z¢ chegamos ao quadro inicial:

X, X5 X3 X, Xsg Xg
2 Q 18 3 2 0 0 -1 0 Funcdo da 12 fase
z 3 5 0 0 0 Funcdo da 22 fase
X3 4 1 0 1 0 0 0
Xy 6 0 1 0 1 0 0
& xg 18 3 2 0 0 -1 1
Figura 2.3:

Que vai conduzir x; a entrar e x3 a sair da base, conforme o quadro que se segue:

J
X1 X3 X3 Xy X5 .1'2
Q 18 3 2 0 0 -1 0 Funcdo da 12 fase
7 3 5 0 0 0 Funcdo da 22 fase
& X3 1 0 1 0 0 4/1=4
X 0 1 0 1 0 0 -
Xg 18 3 2 0 0 1 1 18/3=6
Figura 2.4:
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Que resultard em:

J
X, X5 X3 X, Xsg Xg
6 0 2 -3 0 -1 0 Funcdo da 12 fase
7 -12 0 5 -3 0 0 Funcdo da 22 fase
X1 4 1 0 1 0 0 0
Xy 6 0 1 0 1 0 0 6
& xg 6 0 2 -3 0 -1 1 3
Figura 2.5:

O que, finalmente, nos levard ao quadro em que a funcao objetivo da primeira
fase foi otimizada (término da primeira fase).

X, X5 X3 X, Xsg Xg
6 0 0 0 0 0 -1 Funcdo da 12 fase
z 27 0 0 9/2 0 5/2 -1 Funcdo da 22 fase
X1 4 1 0 1 0 0 0 -
Xy 3 0 0 3/2 1 1/2 -1/2 6
X3 3 0 1 -3/2 0 -1/2 1/2 3
Figura 2.6:

A partir desse quadro, a varidvel x¢ pode ser desconsiderada do processo sem
qualquer perda de informagoes para o problema. Recomenda-se, portanto, que ela
seja marcada para que nao se realizem calculos intiteis de "custos reduzidos". Re-
tomando o processo, na segunda fase temos:

J
X, X5 X3 X, Xsg Xg
z 27 0 0 9/2 0 5/2 Funcdo da 22 fase
X1 4 1 0 1 0 0 0 4
S Xy 0 0 3/2 1 1/2 -1/2 2
X3 0 1 -3/2 0 -1/2 1/2 -
Figura 2.7:

Que leva ao quadro:
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J
X, X X3 Xy Xsg Xg
z -36 0 0 0 -3 1 Funcdo da 22 fase
X1 1 0 1 -2/3 -1/3 1/3 -
&« X3 0 0 1 2/3 1/3 -1/3 6
X3 0 1 0 1 0 0 -
Figura 2.8:
Que nos conduz ao quadro 6timo abaixo:
X1 X3 X3 Xy X5 .1'2
7 -42 0 0 -3 -5 0 Funcdo da 22 fase
X1 4 1 0 0 0 0 0 -
X5 6 0 0 0 2 1/3 -1
X3 6 0 1 0 1 0 0 -

Figura 2.9:
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2.5 Aplicacao do Método Simplex
Vamos aplicar o método simplex na resolucao do seguinte problema:

Problema 1 A Brinquedos SA, fabrica 2 tipos de brinquedos de madeira: Soldados
e trens.

Um soldado é vendido por R§ 27,00 reais e usa R$ 10,00 de matéria prima.
Cada soldado fabricado aumenta os custos diretos de mao-de-obra e custos indiretos
em R$ 14,00.

Um trem é vendido a R§ 21,00 e utiliza R$ 9,00 de matéria prima. Cada trem
aumenta custos de mao-de-obra e indiretos em R$ 10,00.

A fabrica requer 2 tipos de mao-de-obra: Carpinteiro e pintor. A fabricacao
de um soldado requer 2 horas de um pintor e 1 hora de um carpinteiro. Um trem
demanda 1 hora de pintura e 1 hora de carpintaria.

Para cada semana, a Brinquedos SA pode conseguir toda a materia prima neces-
sdaria, mas apenas 100 horas de pintura e 80 horas de carpintaria.

A demanda de trens € ilimitada, mas a de soldados é de no mdzimo 40 por
semana.

A brinquedos SA quer mazimizar o lucro semanal(receitas menos custos).

Quais as quantidades de soldados x1 e de trens xo que deve ser produzido sema-
nalmente, de modo a satisfazer todas as restricoes a fim de maximizar o lucro?

Solugao:

Vamos entao organizar o problema. Representando as varidveis de decisao temos:

e 1, =numero de soldados produzidos a cada semana

e 1, =numero de trens produzidos a cada semana

Para obtencao da funcao objetivo consideremos trés pontos: a receita e custos
podem ser expressos em termos das variaveis x, e xo, serd assumido que todos
produzidos possam ser vendidos, e que a receita da semana ¢é igual a receita dos
soldados mais a receita dos trens, disto posto:

Receita por semana = 27z + 2125
Custos de matéria prima = 102 + 929
Custos de mao de obra = 14z + 10z,

Desta forma afirma-se que a fabrica quer maximizar:
7z = (27%1 + 21.T2) - (10$1 + 9x2) - (14$1 + 101’2)

Simplificando esta equacao, obtemos que a maximizacao da questao é:
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Max Z = 3.%’1 -+ 21}2

x1 e x9 sao limitadas por algumas restricoes. Vejam quais sao:

1. Cada semana, nao ha mais que 100 horas de acabamento;
2. Cada semana, nao h& mais que 80 horas de carpintaria;

3. Limitacao de demanda, nao ha mais de 40 soldados por semana.

O passo a seguir, ¢ a transformacgao destas restricoes em expressoes matematicas
em termo das varidveis de decisao x; e 5.

Restricao 1: 2xy + x5 < 100

Restricao 2: x1 4+ 29 < 80

Restricao 3: z; < 40

Porém, deve-se tomar outras duas restricoes matematicas para a formulacao
deste problema, que sao:

Restricao adicional 1: 1 > 0

Restricao adicional 2: 9 > 0

De forma resumida, se tem matematicamente:

Max Z = 3z + 22,
Sujeito a:

2I1+(L’2§100
1131—|-{L'2§80
r1 < 40
xlz()
IQZO

O problema deste exemplo hipotético é tipico de muitas empresas, que precisam
maximinizar os lucros e ao mesmo tempo estao sujeitos a recursos limitados.

Comecaremos a resolver nosso problema pelo Método Simplex, implementando
as variaveis de folga nas restri¢oes, e por fim, na propria funcao objetivo.

Max Z = 3xq1 + 225 + 0.23 + 0.24 + O.25
Sujeito a:

2$1+I’2+[E3:100
$1+$2+ZE4:80
.I’1+.I'5:40

Apos se acrescentar as variaveis de folga, deve-se montar a tabela de algoritmo
do simplex com os coeficientes da funcao objetivo e das restricoes. Na funcao "Z"da
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equacao de maximizacao, deixa-se um lado da igualdade igual a zero, de forma a

deixar os coeficientes todos simétricos.
Por exemplo, na funcao Z = 3z, + 2x,, tem-se: Z — 3x; — 229 = 0, e que 0s
coeficientes da variavel de folga sao zero.

Base Z |X1|X2| X3|X4|X5| b razio  |equac.
Z 1|-3]-2|0|0|0]0O 0
0|21/ 1]0]0/ 100 1
(1] 1] 0 1]0]| 80 2
0] 1|00 01|40 3

Tabela 1: Tabela de montagem do algoritmo simplex

Figura 2.10:

Apobs montada a tabela com os coeficientes das variaveis, tem-se que determinar
uma solucao inicial viavel para poder prosseguir. Assim, pode ser demonstrado que
a solugao 6tima de um problema de programacao linear é uma solugao béasica. Uma
solucao basica para um sistema de M equagoes e N incognitas, possui M variaveis
diferentes de zero e N varidveis iguais a zero. As variaveis que sao diferentes de zero,
chama-se de varidveis béasicas, e aquelas iguais a zero sao as nao basicas. Para o
Método do Simplex, deve ser escolhido para ocuparem o lugar de variaveis béasicas,
aquelas cujas colunas aparecam um valor igual a 1, e os demais valores iguais a zero.

Base Z |X1|X2| X3 |X4(X5| b razao  |equac.
Z|1|-3/-2lo0f0l0] 0O 0
X302 1|CD] 0]0]100 1
X4 (o[ 1] 1] 0D 0] 80 2
Xs|o[ 1]/ 0] 0] 0[(D] 40 3

Tabela 2: Tabela de entrada da solucdo basica

Figura 2.11:

Disto posto, ird ser procurado na linha de Z o menor nimero negativo. Neste
caso é x1, pois seu coeficiente ¢ —3. Assim, dividem-se os valores da coluna b pelos
coeficientes respectivos da coluna x;. Chama-se esse passo de verificagao da solucao.

Pode-se chegar a uma solucao finita ou a uma solugdo nao finita.

Se a solucao for finita, ha duas possibilidades nesta verificacao:

e Que o problema admita uma solucao 6tima, com todas as varidveis de folga
iguais a zero, entao a solucao obtida é uma solucao tinica e 6tima;
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Base| b razio  |equac.
4 0 0
X3 100 | 100/2 = 50 1
X4 80 80/1 = 80 2
X5 40 40/1=40 | 3

Tabela 3: tabela de verificagio da solugéo através da razédo
entre coluna “b" e coluna do menor negativo de “Z".

Figura 2.12:

e Que o problema admita uma solugao 6tima na qual encontremos uma variavel
de folga diferente de zero, entao o problema original é impossivel e nao ha
solucao.

Caso a solucao seja nao finita, também ha outras duas possibilidades:

e Com todas as varidveis de folga iguais a zero, neste caso temos uma solucao
nao finita;

e Que exista ao menos uma variavel de folga que seja positiva, entao o problema
original é impossivel.

Ainda neste raciocinio, deve-se examinar os valores dos coeficientes das variaveis
nao bésicas na primeira linha (linha de Z) e concluir:

e Se todos os valores forem positivos a solucao ¢ 6tima e tnica;

e Se aparecerem valores positivos e alguns nulos a solugao é 6tima mas nao
inica;

e [l se aparecer algum valor negativo a solucao nao ¢ 6tima. Deve-se entao
continuar o método simplex.

Apos fazer a verificacdo que pode ser vista na tabela 3, tém-se que na linha de
7, ainda h& ao menos um valor negativo, o que indica que ainda nao se chegou a
uma solucao 6tima. Entao, é necessario prosseguir com o método simplex, de forma
a substituir uma coluna por uma linha da base. A linha que sai é a linha da menor
razao nao negativa, que no caso é a linha do x5, pois apresentou a razao 40, que é
a menor, como pode ser visto na tabela 4.
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Base b razao  |equac.
Z 0 0

X3 100 | 100/2=50 | 1

X4 80 80/1=80 | 2

X5 201 a0i=40] 3 |1

Tabela 4: |dentificacdo da Linha aue sai.

Figura 2.13:

A interseccao resultante da uniao da coluna do menor Z negativo com a linha
que sai que é a da menor razao, tem o que se chama de pivo.

Base X3|X4/X5| b razao |equac.

100/2 =50
80/1 = 80

Pivo
Tabela 5: Identificacdo do Pivo.

Figura 2.14:

Este pivo indica que z; entra no lugar de z5. Dessa forma, na base da proxima
tabela se tera: xs, x4 e 1.

Agora, deve-se dividir a linha pivo pelo préprio pivo para se ter uma nova linha
pivd que serad colocada na tabela seguinte do algoritmo simplex.

L _0/1/00/0/1/40] ]
Tabela 6: Nova Linha Pivo

Figura 2.15:

Entao sera iniciada a nova tabela do simplex que comeca com a nova linha pivo,
como mostra a tabela 7.

Prosseguindo com a montagem da tabela, agora é necessario realizar um célculo
em cada uma das demais linhas para a entrada na nova tabela do simplex. Devemos
utilizar o processo de eliminacao Gaussiana para zerarmos todos os elementos que
estao acima ou abaixo do elemento pivo.
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Descricdo do Método

Base Z |X1|X2|X3|X4|X5| b raziao equac.
Z

0|1]0|0[0f1]40
Tabela 7: Nova Linha Pivd Na Tabela do Simplex

Figura 2.16:

Nova linha 0 = linha 0 - (£, x Nova linha pivo)
Onde Fj é o coeficiente menor negativo em Z.

Base Z |X1[X2| X3[X4|X5| b

razdo  |equac.
Z|1|0|-2|0|0|3[120

0[1]0/0f0]1]40
Tabela 8: Nova Linha de Z Na Tabela do Simplex

Figura 2.17:

Nova linha 1 = linha 1 - (£} x Nova linha pivo)
Onde Fj é o coeficiente seguinte da coluna de —3, que é o 2.

Basel Z |X1|X2| X3|X4|%X5| b razao  |equac.
Z|1|0|-2|/0|0|3[120 0
Qloj1/1]|0[-2|20 1

2
0)1]0[0]0)1]40 3

Tabela 9: Nova Linha 1" Na Tabela do Simplex

Figura 2.18:

Nova linha 2 = linha 2 - (F; x Nova linha pivd)
Onde F;, é o coeficiente seguinte da coluna de —3, que ¢ o 1.
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Base Z|X1{X2| X3|X4|X5| b | razio |equac.
Z|1/0(-2|{0(0|3[120 0
0|o|1]1i]o]-2]20 1
0|0[1|/0(1}]1]40 2
0l tlololo]1]40 3

Tabela 10: Nova Tabela do Simplex

Figura 2.19:

Da identificagao do pivo, tém-se que x; entra no lugar de xs.

Base| Z) X1 2| X3|X4(X5/ b razao  |equac.
2| 1-3§2(0(0[{0]0 0
X3(0§ 21| 1[0 0|100] 100/2=50 | 1
X4 0§ 1 §110(1[0/80| 80/1=80] 2
XS/ 00 1Q0[0[0[1/40] 40/1=40] 3

Tabela 11: Identificagdo da Saida de X5 e Entrada de X1

Figura 2.20:

Assim, na coluna da base, se tera: xs, x4 € x1.

Base Z |X1|X2|x3|xa|x5] b | razio |equac.
2 |1|o]-2(0o]|0|3}t20 0
X3/0lo]1|1|0[2]20 1
X4 |0{0]1|0]|1}1]40 2
xtloftjofolol1]4 3

Tabela 12: Composigdo da Base da Nova Tabela do Simplex
Figura 2.21:

Cabe lembrar que uma vez que existe coeficiente na primeira linha (—2), a so-
lucdo ainda nao é 6tima. Assim, deve-se calcular novamente a variavel que entra
e a variavel que sai. E esse processo como descrito anteriormente, comec¢a com a
identificagao do menor negativo na linha de Z.

Assim, é identificado a varidavel que entrara na base. Apds este passo, como ja
mostrado, faz-se a razao da coluna x, com a coluna "b".
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Base Z b razao  |equac.
Z |1 120 0
X3[0 20 1
X4 | 0 40 2
X1|0 40 3

Tabela 13: Identificag&o da Coluna do Menor Negativo na
Nova Tabela do Simplex.

Figura 2.22:

Base| Z | X8 X2/X3|X4|X5| b razao  |equac.
Z | 1)0f-200]0]3 120 0
x3| 0/ o 1f1]0]-2]20] 20/1=20 | 1
X4 |0 'UU 1]-1] 40 | 40/1 =40 2
X101 00| 1|40 40/0=ind. | 3
Tabela 14: Razdo na Nova Tabela do Simplex.

Figura 2.23:

Depois de concluida a razao, identifica-se o menor valor nao negativo, achando
por consequéncia a variavel que sai da base, bem como o novo pivo.

Base Z |XH X20X3/X4|X5| b razao  |equac.
Z | 1lol-200 [o]3/[120 0
0
X4 [ 0] O TRO | 1]-1740] 40/1=40 | 2
Xtlofthofolof1]40] 400=ind | 3

Tabela 15: Nova Linha que Sai, que Entra e Pivé.
Figura 2.24:

Novamente, iremos calcular a nova linha pivo, que é a linha pivé dividida pelo
proprio pivo.

oot [i0 220 1
Tabela 16: Nova Linha Pivo (Linha de X3 + 1 — Pivd).

Figura 2.25:
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Com a nova linha pivo, prossegue com o processo de eliminacao gaussiana para
zerarmos os elementos acima e abaixo do elemento pivo.

Base| Z |X1|X2|X3|X4|X5| b razao  |equac.
Z|1|/0/0|2|0]-1160 0
X2(0(0[1[1]0]-2|20 1
X4 |ojojo}1]|1{1]20 2
Xllo[1|o0|o|0]1]40 3

Tabela 17: Nova Tabela do Simplex 3.

Figura 2.26:
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Desta nova tabela do simplex montada, ainda pode ser percebido que nao se
chegou a uma solucao 6tima, visto ainda haver um coeficiente negativo da linha
de "Z". desta forma deve ser repetido todos os procedimentos aqui mencionados
anteriormente, calcular a variavel que entra, que sai, menor negativo, razao, pivo,
novas linhas e nova tabela, até chegar a uma tabela que nao possua coeficientes
negativos na primeira linha.

Repetindo-se todos os passos novamente, pode-se chegar a quarta tabela do al-
goritmo simplex.

Base| Z |X1|X2/ X3/ X4l X5k b | razio lequac.
Z|1]o]o]2]o]1}eo 0
X2/ 0011 0)-2020]20-2=-10 1
X4/ 0/ 0]0[-1]1 010 2001=20 | 2
[XL[O0[1]0[0]0 401 40/1=40 | 3 |
Tabela 18: Calculo do Pivd para 42 Tabela
Simplex.
Figura 2.27:
Basel Z [X1|X2| X3| X4/X5| b razao  |equac.
Z|1|0|0|1|1|0[180 0
X2|(0|0|1]-1]/2]|0]|60 1
X5 )0(0/0[-1]1]1]20 2
X1lo[1]o0|1]-1]0]20 3

Tabela 19: Nova Tabela do Simplex.
Figura 2.28:

Desta ultima tabela do simplex pode ser observado que nao ha coeficiente ne-
gativo na primeira linha, ou linha de "Z". Assim, tem-se a solucao 6tima tanto
almejada.

Foi entao proposto um caso hipotético para ilustrar como proceder a resolucao
de um problema de programacao linear por intermédio do método Simplex. Da
ultima tabela deste caso hipotético, que indicou a solucao 6tima do Simplex, pode
ser observado:

Das conclusoes que podem ser obtidas da tabela do Simplex, tem-se:

e O méximo valor que é possivel para a funcao objetivo é 180.
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Base| Z |X1|X2| X3| x4 .h,g razio  |equac.
Z|1|0(0|1|1 &L&D 0
X2TOToTtT=TT2" |60 1
XS ottt | 2 2
X118 | 20 3
Tabela 20: Consideragdes Quanto a Solugdo na Nova Tabela
do Simplex.
Figura 2.29:

e A solucao 6tima do problema é x; = 20, x5 = 60 e x5 = 20.

e A restri¢ao 4 (restrigdo da demanda de soldados) que esta relacionada com x5
(variavel de folga) ndo é escassa, possui uma folga de 20 o que significa que
serd deixado de atender a demanda de 20 unidades de soldados.
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