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RESUMO

Podemos dar significado aos varios topicos da matematica quando o0s
relacionamos com outros contetados. Vamos explorar a interpretacdo de gréaficos
de funcgdes como instrumento para a visualizacdo de solucbes de equacdes e
inequacdes. Sugerimos uma tabela que relaciona as diferentes fungbes
elementares a serem estudadas no conjunto de inequacdes. Parte desse material
foi usado para elaborar plano de aulas e aplicado em uma turma do primeiro ano
do Curso de Licenciatura em Matematica.

Palavras-chave: Equacdo, inequacéo, funcao, grafico.



ABSTRACT

We can give meaning to many topics of mathematics when we relate them with
other contents. We will explore the interpretation of graphs of functions as a tool
for visualizing solutions of equations and inequations. In this study, we suggest a
table that lists the different elementary functions to be studied in the set of
inequations. Part of this material was used to prepare a lesson plan and applied
for a class of first-year of undergraduate students of Mathematics.

Keywords: Equation, inequation, function, graph.
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INTRODUCAO

E bem provavel que quase todo professor ja tenha passado alguma situagéo

onde apo6s apresentar uma equagao ou inequagao um aluno diga: “Professor ndo
entendi!” ou pergunte: “Para que serve isso?” ou “O que isso significa?”.
Acreditamos que podemos utilizar solu¢des graficas como uma resposta a esses
guestionamentos. Através dos graficos de funcbes podemos dar mais sentido as
igualdades e desigualdades fortalecendo a formacdo do aluno e dando um
suporte ao professor.
Ao relacionar um assunto com outro na matematica podemos ter uma Visao
panoramica de toda conjuntura. Por exemplo; sistema linear 2X2 e intersecao
entre retas; Integral e area; derivada e coeficiente angular; progressao aritmética
e funcdo afim, etc. Assim, vamos relacionar equacdes e inequacdes com graficos
de funcdes.

Com o0 objetivo de auxiliar e também como recurso para professores e
alunos, os quais podem aprofundar seus conhecimentos em equacles e
inequacbes, o presente trabalho apresenta uma abordagem pratica e direta
voltada para exemplos, onde apresentamos uma solucao algébrica, sempre que
possivel e uma solucdo grafica. A proposta da solucdo grafica é mostrar uma
opcao para se entender o sentido das equacdes e inequacgdes evitando assim a
“mecanizagao” na solugao algébrica. Estimular o uso dos graficos de funcdes ao
invés de somente algebra mostra aos alunos que a matematica tem outras
interpretacdes, ou seja, um mesmo assunto pode ser visto e entendido de outras
maneiras. A intencdo € que o aluno saiba resolver de modo tradicional e consiga
fazer a leitura gréfica identificando os intervalos reais de solucdo. Dependendo da
desigualdade observe a solugdo apenas utilizando os graficos. E importante
lembrar que a leitura grafica é uma interpretacéo dos resultados, ndo é a solucéo
das equac0es e inequacoes.

Como professor de matematica ja leciono ha algum tempo no ensino meédio,
trabalhando com equacbOes e inequacbes, porém os livros utilizados néao
apresentam uma conexao satisfatoria entre inequacgdes e graficos, assim surgiu o

interesse em se aprofundar o estudo nesse assunto. Outro fator que nos motivou

foram desigualdades como ‘\|x|—ﬂ—ﬂs% onde sua solucdo algébrica tem

desenvolvimento ndo tdo simples, porém podemos resolver a igualdade



H|x| —ﬂ —]4 = % e observar os intervalos de solucao através do grafico das funcoes
f(x)= H|x| —]J —ﬂ e g(x) :%. Dentre outras desigualdades como oS X > senx,

e* >Inx, arctgx > x°, etc.

A interpretacdo grafica como uma ferramenta de aprendizado e como outra
maneira de se entender uma situacdo matematica sdo descritas nos Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio parte lll para matemética (BRASIL,
2000)[1].

“[...] devemos agora estabelecer os objetivos para que o ensino
dessa disciplina possa resultar em aprendizagem real e
significativa para os alunos:

eexpressar-se oral, escrita e graficamente em situacdes
matematicas e valorizar a precisdo da linguagem e as
demonstracdes em Matematica;

ereconhecer representagcbes equivalentes de um mesmo
conceito, relacionando procedimentos associados as diferentes
representagoes; ” (p.42,grifo do nosso)

Nem todos os conceitos utilizados nesse trabalho serdo demostrados como,
por exemplo, propriedades de limite e derivada, porém os que forem seréo feitos
momentos antes de serem mencionados.

A partir das funcBes elementares: afim, quadrética, exponencial, logaritmica,
trigonométrica e especiais’ construimos a tabela abaixo que ilustra algumas

combinac¢des possiveis para equacdes e inequacoes.

TABELA DE DESIGUALDADES ENTRE FUNCOES

“ e
Quadratica — <
(Quad) Afim £Quad Quad £Quad
BUARl Afim SExp  QuadSExp  Exp<Exp

Logaritmica
(Log)

Afim £Log Quad = Log Exp £ Log Log £ Log

Trigonométri
ca Afim = Trig Quad = Trig Exp £ Trig Log = Trig Trig < Trig
(Trig)

Especiais
(Espi

Afim Quadratica Exponencial | Logaritmica | Trigonométrica | Especiais
(Quad) (Exp) (Log) (Trig) (Esp)

1 o . . - x
Funcdes ndo muito comuns ao ensino médio. Exemplo: X", —1 .
X+

Afim = Esp Quad = Esp Exp £ Esp Log = Esp Trig £ Esp Esp £ Esp




Dentre as possibilidades anteriores detivemo-nos em quatro:

- Desigualdades entre fungodes afins. (cx+d <ex+ f)
- Desigualdades entre fungdes afins e quadraticas. (dx* +ex+ f < gx+h)

- Desigualdades entre fungdes quadraticas. (dx” +ex + f < gx® +hx+i)

- Desigualdades entre funcdes como racionais e transcendentais.

Todas as desigualdades possuem a opgéao da composi¢cao com a fungdo modular
e 0 uso da funcéo constante.

As equacles e inequacdes que ndo podem ser simplificadas por meio de
~ . X . . L ,
solucdo algébrica, como Iogx:g, necessitam de céalculo numérico®. Porém

podemos fazer algumas alteracbes de modo que a solugdo seja inteira

|OgX:XT_1:>X€{1,10}. Nesse material iremos abordar esse tipo de equacédo

somente com solugdo inteira. Em trabalhos futuros pode-se explorar a
visualizacdo de solu¢des néo inteiras, observando a translacdo dos gréficos de
funcdes. Alguns exemplos podem ser encontrados em [4] e [8].

Também gostariamos de indicar os relevantes videos da CERRI, C. que
podem ser encontrados [2].

Composto por seis capitulos tratamos no capitulo 1 de conceitos
preliminares que seréo utilizados no decorrer do texto. No capitulo 2 iniciamos
com o estudo de equacdes e inequacbes entre funcdes afins e algumas
demonstracdes de propriedades. Seguindo o mesmo raciocinio nos demais
capitulos abordamos desigualdades entre funcdes afins e quadraticas, entre
funcdes quadréaticas e entre outras fungcdes como, por exemplo, logaritmicas,
exponenciais e fungbes racionais. No capitulo 6 apresentamos os planos das
aulas e alguns comentarios referentes as respostas dos alunos a um questionario
aplicado ao final das aulas. Nas consideracdes finais fizemos uma autoavaliacéo

e apresentamos nossas perspectivas para trabalhos futuros.

? Ramo da matemética gue estuda algoritmos que convergem para resultados de problemas matematicos.
http://pt.wikipedia.org/wiki/Andlise _numérica. Acesso em: 07 julho de 2014.



http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Algoritmo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Resultado
http://pt.wikipedia.org/wiki/Problema_matem%C3%A1tico
http://pt.wikipedia.org/wiki/Análise_numérica

CAPITULO 1 - CONCEITOS PRELIMINARES

Nesse capitulo apresentaremos algumas definicdes e conceitos que serédo
utilizados no texto desse trabalho. Vale ressaltar que ndo definiremos conteddos

como limites e derivadas utilizados no texto, porém podem ser encontrados em

[3].
Funcéao

Entendemos por funcdo uma correspondéncia entre dois conjuntos que
associa cada elemento do conjunto de partida a um Unico elemento no conjunto

de chegada.

Elementos de uma Funcéao

Uma funcé@o é composta por trés partes.
e Dominio (conjunto de partida)
e Contradominio (conjunto de chegada)

eLei ou regra de associacao (dizer quem esta correspondendo com quem)

E muito comum chamarmos as fungbes por letras exemplo f,g,h, 1, ...
Considere uma fungdo f de dominio A e contradominio B. Seja x um elemento
de A, designamos por f(x) o elemento em B que foi associado por x (vide

figura abaixo).

a f s

Imagemde x

T T

Partida(Dominio) Chegada(Contradominio)

Figura 1.1 — Uma fungdo f representada através de um diagrama



A notacdo classica para funcao é
f:A——> B
—> f(2)
E usual apresentarmos uma funcdo real somente por f, ao invés da

notacdo acima. Nesse caso estamos considerando o dominio A c R. Por

exemplo, ao invés de apresentarmos uma funcdo g como g:[0,+o[ - R onde

g(x) =+/x iremos apresentar somente por g(x) = vx. Fica subentendido que o

dominio de g é [0, +ool.

Gréfico de uma Funcéao

E  definido  por G(f) = {(x,y) € R? x € dom(f), y = f(x)} onde
R2=R xR ={(x,y);x,y € R}. Vale ressaltar que R? representa o plano

cartesiano. Abaixo mostramos uma representacdo do gréafico de f .

(o, f(a))
.

Ff(xo) s

Lo

Figura 1.2 — Grafico de uma fungao.

Moédulo ou Valor Absoluto

O modulo de um numero real x, indicado pela notacdo |x|, € definido como

x,sex =0 , L L N A
|x| = { Geometricamente, o modulo de x é igual a distancia do ponto

—x,sex <0

gue representa na reta real a origem. Ver figura 1.3.

||

4
*

|
]
Ne v

||

Figura 1.3 Definigdo geométrica de modulo de x. Nesse caso x > 0.



Definicdo: Seja b > 0, a raiz quadrada de b, denotada por Vb, é a solucdo nado
negativa da equacdo x? =hb. Como consequéncia dessa definicdo temos a

seguinte propriedade Vx2? = |x|, Vx € R.

Funcéo Afim

Funcédo real onde f(x)=ax+b com a,b€ R, cujo grafico € uma reta ndo
vertical. Caso a seja nulo teremos f(x)=b nesse caso f sera chamada de

funcdo constante. Essa definicdo foi retirada de [5].
Funcado Quadratica

Func&o real onde f(x)=ax’+bx+c com a,b,ce R e a=0, cujo grafico é

uma parabola.

Equacéo

Seja f uma funcéo cujo dominio est4 contido nos reais. Definimos como
equacado a expressdo f(x)=0 onde x pertence ao dominio de f . Observando o
grafico da funcao, as solucdes de f(x) =0 significam as abscissas dos pontos de
intersecdo do grafico de f com o eixo x. Definimos equagcdo modular como sendo

uma equacao que possui as barras verticais | |.

Inequacao

Sejam f e g funcdes. Definimos inequagdo como a desigualdade entre f
e g, ouseja, f(x)<g(x) (ou f(x)>g(x)). O conjunto solucdo séo os valores de
X, quando existirem, que satisfazem a desigualdade e pertencem

simultaneamente ao dominiode f e g.



CAPITULO 2 - DESIGUALDADES ENTRE FUNCOES AFINS

Toda desigualdade do tipo cx+d <ex+ f, {c,d,e, f} =R se reduz a forma
ax+b<0 onde a=c-eeb=d-f.

Vamos estudar a desigualdade ax+b<0, a e b numeros reais. Porém
iniciaremos com a igualdade ax+b=0. Um dos motivos de passarmos primeiro
pela igualdade ax+b=0 € que sua solucdo representa a interse¢cdo entre 0s
graficos das fungfes afins h(x)=cx+d e g(x)=ex+ f .

O capitulo esta organizado da seguinte forma: na se¢do 1, vamos associar
duas equacdes do primeiro grau ao estudo de posicdes relativas entre retas, bem
como sua solucao algébrica. Exploramos também solucdo da equacéo através de
parametros, como por exemplo, ax —1=x+a. Segue a descri¢do de propriedades
de desigualdades, exemplos de inequacdes e a analise da representacdo da
desigualdade f(x)<g(x) através de graficos de funcdes. Na Uultima secéo
exploramos as inequac¢des com o uso da fungcdo modular.

Considere a equacédo ax+b=0. Temos trés possiveis casos, estudados nos

tdpicos abaixo.

2.1- Equacao ax+b=0, a e b NiUmeros Reais

2.1.1- Com Infinitas Soluc¢des (Retas Coincidentes)
Se a=0 e b=0, entdo qualguer valor de x satisfaz a igualdade. Neste caso

temos infinitas solugdes ou solucao indeterminada.

Exemplo: Resolva a equagéo 2x—(3x+2)+1=—x-1.

2X—(3x+2)+1=—x-1
2X—3Xx—2+1=-x-1

—-X+x-1+1=0

0x+0=0 Infinitas solucgdes.

Assumindo f(x) =2x—-(3x+2)+1=—x-1e g(x)=—x-1 vemos que seus

gréaficos sao retas coincidentes.



Figura 2.1- Graficos de f(x)=x-1 e g(x)=x-1.

2.1.2- Com Solucao Vazia (Retas Paralelas)

Se a=0 e b=#0, nenhum valor de x satisfaz a igualdade e a solugéo é vazia.

Exemplo: Resolva a equacdo 2x—(3x+2) +1=—x—2.
2X—(3x+2)+1=-x-2

2X—3X—-2+1=-Xx-2

-X+x-1+2=0

0x+1=0 Solucéo vazia.

Assumindo f(X) =2x—-(3x+2)+1=—x-1e g(X)=—X—2 vemos que seus

graficos sao retas paralelas.

Figura 2.2 — graficos de f(x)=-x-1 e g(x)=-x-2.

2.1.3- Com Solucéo Unica (Retas Concorrentes)

~ b a o
Se a#0 entdo ax =—-b = x=—-—, portanto a solucédo é Unica.
a

Exemplo: Resolva a equagdo 2x— (3x+2)+1=x—2.



2X—(Bx+2)+1=x-2
2X—3X—-2+1=x-2
—X=X=-2+1
-2x=-1

1
X= > Solucéo unica.

Assumindo f(x)=2x—-(3x+2)+1=—-x-1e g(X)=x—-2 vemos que seus graficos

sao retas concorrentes.

Figura 2.3 — Gréficos de f(x)=-x-1 e g(x)=x-2.

Observacoes

Como visto anteriormente, quando a resolucdo de uma equacédo do tipo

ax+b =0 resulta em expressdes como 0=0, V2=42 e -1/10=-1/10 a solucéo
sera indeterminada, pois para todo X real a igualdade sera verdadeira. Caso
aconteca uma inverdade como 0=1, —4=9 e 1/3=7 a solugdo sera vazia, pois
nao importa o valor de X a igualdade nunca sera satisfeita.

Nos trés ultimos exemplos apresentamos as possibilidades para a equacao

ax+b=0. Cada caso apresentado € equivalente a uma posicdo relativa entre

duas retas nao verticais conforme tabela abaixo:

Tipo de solucéao Posicao entre duas retas
Infinitas solugdes Retas coincidentes
Solucéo vazia Retas paralelas

Solugéo Unica Retas concorrentes
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2.2- Equacdo ax+b=0 com Parametro

Exemplos:
1- Resolva a equacdo ax—a=7-a em funcédo do parametro.
ax—a=7-a=ax-7=0

Se a=0 asolucéo € vazia e se a=0 a solucdo € Unica, a saber, %.

2- Resolva a equacgdo ax =hbx em funcdo do parametro.
ax=bx=(a—b)x=0
Se a=b a equacado possui infinitas solucdes e se a=b a solucdo é Unica, a

saber, x=0.

3- Resolva a equacdo ax—1=x+a em funcéo do parametro.

ax—-l=x+a=x(a-l)=a+l

Se a=1a solucio é vazia e se a#1la solucéo é Unica, a saber, & +% e

4- Determinar os valores de a e b para que a equagcdo ax+3=x+b:

¢ seja satisfeita para quaisquer valores de x.

ax+3=x+b=(a-1)x=b-3 . Nesse caso a=1 e b=3, pois teremos 0=0.

e ndo possua solucéo.

a=1e b%3 entdo 0=b -3 absurdo!

e possua solucéo unica.
b-3
a=1 nesse caso x=——.
a-1
e possua solucéo unica igual a zero.

azleb=3.

2.3- Propriedade 1: Sejam a,b e ¢ numeros reais.

Definicdo: a>b<a-b>0
1. a>b=>a+c>b+c
2. a>bec>0 =ac>bc

3.a>bec<0 =ac<hbc
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Demonstragéo:

1. a> b=>a-b>0=>a-b+c-c>0=a+c>b+c

2. a>b=a-b>0—25c(a-b)>0=ca—-cb>0=ac>bc.

3. a>b=a-b>0—>sc(a-b)<0=ca-ab<0=ac<bhcm

2.4- Inequacédo ax+b<0, a e b NiOmeros Reaise a=0

A solucdo de ax+b <0 é dividida em dois casos:

ea>0: ax+bs0:>axs-b:>xs_—b
a

ea<0: ax+b£0:>ax£—b:>x2_?b

Exemplo 1: Resolver 2x—-1<-x+2 e interpretar o resultado através dos gréaficos

das funcbes g(x)=2x-1e f(x)=—-x+2.

Solucgéo:
2X—1< —X+2=3x<3=>x<1=S =(-n1].
Deve-se observar no gréfico o intervalo em x onde a fungcdo f € maior ou igual a

funcéo g.

N {F(-1/2)

~1/2! /1 1 2 T
‘ 2

Figura 2.4 — Gréficos de f(x)=-x+2 e g(x)=2x-1.
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Observe que no intervalo (-oo,+1] f é maior ou igual a g. Tomemos
x=-1/2 dai f(-1/2)=5/2 e g(-1/2)=-2 assim vemos que f(-1/2)>g(-1/2)
(vide figura 2.4).

Exemplo 2: Dados os graficos das funcbes f e g resolver as desigualdades:

f(x)>0, g(x)<0, f(x).g(x)=0, g(x)=>f(x) e f(x)—g(x)>0.

Figura 2.5 — Graficos das fungées fe g.

Importante destacar que podemos determinar a solucdo através das
equacdes das retas, porém iremos resolver apenas com a utilizacéo dos graficos.

e f(X)>0=0Observar o intervalo em x onde a funcdo f é maior ou igual a zero.
S =[-2,+)

¢ J(x)<0= Observar o intervalo em x onde a fungdo g é menor que zero.
S= (4,+oo)

e f(x).g(X) >0 =Intervalo em x onde as funcdes f e g sdo ambas positivas ou
ambas negativas ou nulas. S =[-24]

e g(x) > f(x) = Intervalo em x onde a fungédo g é maior ouiguala f. S =(-o/]]
e f(X)—g(x)>0= f(x)>g(x)= Intervalo em x onde a fungéo f é maior ou igual

ag.sS :[1,+oo)



2.5- Propriedade 2: Sejam x e y nuameros reais.

X =]y|=x=4y

X=y=x=tye y=0

X<y=>-y<x<y=-y<xex<y

Xzy=x2>y ou x<-y

13

1 . . ce
Exemplo 1: Resolver Hx| —ﬂ < Ee interpretar o resultado através dos gréaficos das

fungdes f(x)=[x-1 e g(x):%.

Solucéo:
| ]
”X|_]JS1 = —13|X|—lgl = 1£|X|S§ = 1£|x| e |x|s§.
2 2 2 2 2 2 2
Casol. 1£|x|:>—1£x ou x> S o S, :(_w,_l}u{lﬂrw)
2 2 2 2 2

Casoll.|x|£§:>—§£x§§:>sII :[_Eﬂ
2 2 2 2 2

A solugdo sera S =S, NS, , pois precisa satisfazer | e Il. Ver figura 2.6.

1 1
T2 2
I . .
1 1
1 1
3 i i 3
5 : | 3
II " : : Y
H . | M
1 1 1 1
1 1 1 1
3: 1: 1: 3:
2y 20 20 2
Inir é " é "

Figura 2.6 — Intersegao entre S, e S;,.
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, 1 . ~ e R
Considere f(x)= Hx| —ﬂ e g(x)= > Vamos separar a interpretacao grafica em trés
passos.

Passo 1: Resolver f(x)=g(x)

3 3
1 1 X|:E:>X:i§ 1
M-g=5=K-1=25=1 2 . ,s:{__
X===x=+Z 2

2 2

3 E}
2'2)°

Esses valores sdo exatamente as abscissas dos pontos de intersecdo do gréafico

N |-

da fungdo f(x)=|x -1 comareta y=1/2. Vide figura 2.8.

Passo 2: Construir graficos das fungdes f e g.

Primeiro vamos lembrar que dada uma fungao real h, o gréfico de |h| é simétrico

a h em relacdo ao eixo x nos intervalos onde h é negativa.

NS v

<1 [Ix1-1]
— —

Assim:

Figura 2.7 — Etapas de construgado do grafico da fungao f.

Passo 3: A partir dos graficos das fungbes f e ¢ (o grafico de g é uma reta)
identificar intervalos, quando existir, no eixo x onde a funcdo g é maior ou igual a

funcdo f.

AN

—:;/2 -1 —i/2

.
o

Figura 2.8 — Graficos das fungées fe g.
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L . 3 1 13

Intervalos onde g é maiorouiguala f: Sp =[-—,—=|U|=,=
2 2 2 2

Como consequéncia desse exemplo surge a seguinte pergunta: para quais

valores de « a equagéo Hx|—1‘ =a tem 2, 3 e 4 solucbes? A resposta esta no

préximo exemplo.

Exemplo 2: Determine os valores de o para que a equacéo HX| —ﬂ = o tenha;

a) 2 solucgdes,
b) 3 solucdes,
c) 4 solucdes,

d) solucao vazia.

Solucéo:

Vamos separar em casos:
e o <0 a solucao sera vazia, pois ndo podemos ter modulo negativo.
ea=0= Hx| —ﬂ =0=|x =1= x=+1, ou seja, duas solucdes.

X-1=a X =a+1
oa>0:>HX|—1‘=a:>
X-1=-«a !
|X|=—a+1

Como [x|>0 teremos:

l. a+1>20=a>-1

l.—a+1<0=a<1.

Temos o seguinte:

Se O<a <1 entdo as condicoes | e Il sédo satisfeitas assim teremos quatro
solugbes —a-La+l-a+la-1.

Se a>1 entdo somente a condicdo | € satisfeita e, portanto as solucbes sdo
—a—-1,a+1, desse modo duas solugdes.

X-1=1 {|x|=2
=

X-1=-1 " ||¥ 0= x =0,-2,+2, ou seja, trés solugdes.
X—1=- X =

Se a:l:‘|x|—ﬂ:1:{
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Resumindo: a) « € {0} U (1+0) = duas solugdes.
b) ¢ =1=trés solucdes.
c) a €(0,1)= quatro solugdes.

d) & e (—o,0)=solugéo vazia.

Através do grafico das fungdes f(x)=|x-1 e g(x)=a (o gréfico de g &é

uma reta) podemos facilmente determinar o(s) intervalo(s) em que esta situado « .
Em cada item abaixo vamos exibir o grafico e concluir que a resposta coincide

com os valores calculados.

Figura 2.9 — Graficos das fungOes f e g com duas intersegoes.

=

Figura 2.10- Graficos das fungdes f e g com duas intersegoes.

Concluimos que as fungbes f e g se intersectam duas vezes quando
a € {0}U(l+0). (OBS: Se a=0 a fungdo g passa a ser o préprio eixo das

abscissas figura 2.10)



b)
lu
-1 1 x
Figura 2.11 - Graficos das fungGes f e g com trés intersecoes.
As funcdes f e g se intersectam trés vezes quando « =1.
c)
'y
-1 | \1/ 3
Figura 2.12- Graficos das fungGes f e g com quatro interseg¢oes.
As funcdes f e g se intersectam quatro vezes quando « € (0,1).
d)

B ‘ 9

Figura 2.13 - Graficos das fungGes f e g com intersecdo vazia.

As funcdes f e g néo se intersectam quando « e(—oo,O).

17
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CAPITULO 3 — DESIGUALDADES ENTRE FUNGCOES AFINS E QUADRATICAS

As desigualdades do tipo dx’+ex+ f <gx+h podem ser escritas como
ax’+bx+c<0 onde a=d#0, b=e—g, c=f—h e {d,e, f,g,h}c=R. O estudo da

desigualdade ax® +bx+c <0 sera feito no préximo capitulo.
Através dos exemplos do capitulo anterior determinamos trés passos para

interpretar graficamente as inequacdes (desigualdade entre funcdes). Segue

abaixo etapas da interpretacéo grafica da desigualdade entre as funcbes fed,

talque T >Q:

Passo 1: Determinar a solucédo da equacdo f =g, ou seja, as intersecdes entre
os gréficos das funcdes fed.

Passo 2: Tracar esboco dos gréaficos das funcdes f e J sobre o mesmo par de
eixos destacando as intersecodes.

Passo 3: Observar o(s) intervalos(s) no eixo das abscissas onde a funcgao fe

maior ou igual a funcdo J, ou vice-versa caso seja § = f

Vale destacar nessa interpretacao que o objetivo ao se observar o gréafico é
determinar os valores de X que pertencem ao eixo das abscissas tais que
f(X)>g(x), onde f(x) e g(X) pertencem ao eixo das ordenadas. Ou seja,
analisamos a ordenada, porém respondemos pela abscissa.

Iniciamos o capitulo com uma importante propriedade para as desigualdades
que envolvem fungBes quadraticas e com exemplos. Em seguida estudamos as
solugbes das inequagcbes observando as posicOes relativas entre retas e
parabolas. E finalmente o uso do médulo em exemplos entre funcbes afins e

quadraticas.

3.1- Propriedade 3

Sejam X e y numeros reais positivos: X =Yy = Jx = \/§

Demonstracéo:
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Por hipétese x—y >0, assim x—y = (Vx +/y Jyx -y )> 0 como esse produto &
-~

>0

n&o negativo concluimos que &—ﬁ >0 desse modo /x > ﬁ |

Exemplo 1: Resolva x*<4e interprete graficamente.

Solucgéo Algébrica

X <4= I <Vas <2 2<x<2=5=[-22]

Interpretacdo Grafica
Fazendo f(x) = x?(parébola) e g(x) =4 (reta) temos

fX)=g(X)=>x*=4=x=%2

Figura 3.1 — Graficos de ,f(x):x2 e g(x)=4.

Intervalo onde g é maior ouiguala f & [-2,2].

Exemplo 2: Resolva X>>X+2e interprete graficamente.

Solucéao Algébrica
X*>x+2 = x*—x-2>0. E comum utilizarmos a fatoracdo para resolver essa
desigualdade, mas nesse momento sera incluida outra forma cuja demonstracao

sera feita no capitulo seguinte.

Completando quadrados em x*—x—2 temos:
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2 2 2 2
xz—x—2:x2—2x1+(l] —(1 EPYRCIP VES (3 ISP S S I
2 \2 2 2 \2 4 2 4

Quadrado
Perfeito

Portanto

2 2
X*-x-220 = (x—lj —920 O 2 I v P Logo
2 4 2 4 2| 2
x—lzE ou x—lg—g Sendo assim x>2 ou Xx<-1, ou seja,
2 2 2 2
S = (—o0,—1]U[2,+0).

Uma observacao é que essa inequacgdo também poderia ser resolvida por meio
da fatoracdo x°—x—2=(x—2)(x+1), ou podemos encontrar as raizes da equacéo

do segundo grau usando a formula de Bhaskara, usual nos livros didaticos. Para

conhecer mais sobre a histéria da equacao do segundo grau recomendamos [7].

Interpretacao Grafica
Fazendo f(x)=x*e g(x)=x+2 teremos f(X)=g(X) = x*=x+2=x=2 ou

Xx=-1.

Y

——————————————— £(-5/2)

G a(=5/2)

Figura 3. 2 — Grafico de f(x)=x2 e g(x)=x+2.

O intervalo onde a fungdo f & maior ou igual a fungdio g é (—oo,~1]U[2,+0).
Podemos verificar, por exemplo, que se x:—g entdo f(-5/2)=25/4 e

g(=5/2) =—1/2. Assim f(-5/2)> g(-5/2).
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Também podemos a partir de uma mesma desigualdade fazer outras
interpretacdes. No mesmo exemplo X’ =X+2=>X"—X>2 tomemos

f,(x)=x*-x e g,(x) =2.(Vide figura 3.3)

l—‘L"h

-1

—1/4 |-

Figura 3.3 — Grafico de fl(x)=x2-x e g;(x)=2.

O intervalo onde f, é maior ou igual a g, é (—oo,—1]U[2,4x).

Outra interpretacdo desse mesmo exemplo X*>X+2=Xx"—-x—-2>0 ¢é fazer
f,(X)=x*-x-2 e g,(x)=0(eixo x). Essa forma é a mais utilizada nos livros do

ensino médio para resolver desigualdades quadraticas. Observe o grafico abaixo.

fa

g2

—9/4 | 3

Figura 3.4 — Graficos de fz(x)=x2-x-2 e g,(x)=0 (eixo x).

O intervalo onde f, é maior ou iguala g, € (—oo,—l]u[2,+oo).

Em relacdo a inequagdo x?-x—2>0 onde f,(X)=x*-x-2 e ¢,(X)=0 as
seguintes afirmagdes sdo equivalentes e representam a solugéo (—oo,~1]U[2,+w).
e Intervalos onde f, é positiva.

eIntervalos onde f, é maior que zero.
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e Intervalos onde f, é maior ou igual a funcédo g,.

3.2- Parabolas e Retas

Quando avaliamos as desigualdades entre fungbes quadraticas e funcdes
afins estamos analisando posi¢cdes entre parabolas e retas. Vale ressaltar que
essas retas ndo sao paralelas ao eixo das ordenadas, pois sédo fun¢des. Temos
assim trés possibilidades:

e Parabola e reta tangente (se intersectam em um ponto)
e Parabola e reta com interse¢do vazia (ndo se intersectam)

e Parabola e reta secante (se intersectam em dois pontos)

Para cada uma das situa¢des acima, segue um exemplo.

3.2.1- Pardbola e Reta Tangente

Exemplo: Resolva X*—x—-2>x-3e interprete graficamente.

Solucéo Algébrica
X —X—2>x-3=x*-2x+1>0=(x—1)° >0. Todo numero real elevado ao

quadrado é maior ou igual a zero. Assim a solucdo sera o conjunto dos niumeros

reais.

Interpretacdo Grafica
Adotemos f(X)=x"—x-2 e g(x)=x-3. Logo

f(X)=g(X) =>x* —x—-2=x-3

= (Xx—1)* =0 = X =1(Ponto de Tangéncia).
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1/2 1 2

Figura 3.5 — Grafico de f{(x =x*-x-2 e g(x)=x-3.

Observe que a funcgao f e sempre maior ou igual a funcdo J. Assim a

solucéo sera o conjunto dos numeros reais. Caso tivéssemos f<g a solucéo

seria S = {1}

3.2.2- Parabola e Reta com Intersecao Vazia

Exemplo: Resolva X* —BXx+4<-x—-2 e interprete graficamente.

Solucdo Algébrica

2 2 2 ~
X" =OX+4<—X-2=X -4X+4+2<0=>(Xx-2)"+2<0. Que é um absurdo!

Quadrado
Perfeito

A soma de dois numeros positivos ndo pode ser negativa. Logo a solucdo sera

vazia.

Interpretagao Grafica
Facamos f(X)=x*-5x+4 e g(X)=-x-2.

f(X)=g(X) = x> -5x+4=-X-2=S=0
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Figura 3.6 — Gréfico de f(x)=x’-5x+4 e g(x)=-x-2.

Esses graficos mostram que a funcdo J é sempre menor do que a funcéo f.
Assim ( jamais serd maior do que f, ou seja, a solucdo serd vazia. Caso

tivéssemos f >0 a solucéo seria 0 conjunto dos numeros reais, pois f seria

sempre maior do que .

3.2.3- Parabola e Reta Secantes

Exemplo: Resolva Xx+1<—x*+6x—5 e interprete graficamente.

Solucéo Algébrica
X+1<—X*+6X-5= x> -5x+6<0= (x—3)(x—2) <0. Vamos fazer um estudo do

sinal dos termos (x—3), (x—2) e do produto (x—3)(x—2).

- - +
‘ . (z —3)
; 3

_ + L+
; ’ (@—2)
2

+ -~ Lo+
. i (@ —3)(@—2)
2 3

Figura 3.7 — Estudo do sinal de h(x)=xz-5x+6.

Portanto a solugéo da desigualdade sera S = [2,3].
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Interpretacao Grafica
Considere f(x)=x+1 e g(x) =—x* +6x-5, Assim

f(X)=g(X) = x+1=-Xx*+6Xx-5=>x*-5x+6=0=x=2 ou x=3.

Figura 3.8 — Grafico de f(x):-x2+6x-5 e g(x)=-x-2.

Como temos que resolver f <g a seguinte pergunta deve ser feita:

Quando f é menor do que g ? Observe que a solucéo €é o intervalo [2,3].

3.3- Exemplos de Desigualdades Modulares

Exemplo 1: Resolva X+1S‘— x° +6X—5‘ e interprete graficamente.

Solucéo Algébrica

X, x>0

Relembrando a defini¢do de médulo |X| :{ <0
—X, X<

— X2 +6X—-5-x? +6x-5>0= (x-3)? <4 =xe[L5]

—x? +6x—5‘ =
—(—x* +6x—5),~x? +6x—-5<0= (x—3)* >4 = x e (- 01) U (5,+0)

1°Caso. Condig&o 1, x € [15]
X+1<—x? +6x—5= x> —5x+6 < 0—>x €[2,3], como [2,3]c [1,5] teremos

portanto que S, = [2,3] € a solucéo do caso 1, pois satisfaz a condicao 1.
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2°Caso. Condigéo 2, X e (—o0,1)U(5,4+0)

2 2
X+1<—(—X* +6x-5) = x?-7x+4>0 = x2—2.2x+(9 —(Zj +4>0

Quadrado
Perfeito

x—z<—@:x<7“@
:>( —ij—§>0 = x——>@ = 2. 2 -2
2 - 2 7 33 7++/33
X_EZ+T:>X2 5

Como 7_2/5 <1l e 7+£/§ >5 temos que H_ooj_;/ﬁ}{??/ﬁﬂ esta

contida em [(-01)U(5+)], ou seja, a solugdo do caso 2 é

S, = (_ 0, ! _;/ﬁ} u[7 +£/£ ,+00J, pois satisfaz a condicéo 2.

A solucéo final sera a uniao dos dois casos
S, =S,US, = {— 0, ! _:ﬁ} U [2,3]u[7 +£/§ ,+ooJ .

Interpretacao Grafica

Vamos assumir g(x) =|-x* +6x-5/ e f(x)=x~+1

g(x) = f(x) :>‘—x2 +6x—5‘ =X+1=—X* +6X-5=%+(x+1)
Assim teremos

X2 +6X—-5=+(x+1) = x> -5x+6=0=>x€{2,3} ou

7-33 7+\/§}
2 2

—X2+6X—5:—(X+1):>X2—7X+4:O:>X€{

Para determinar o grafico da fungéo g(x) = ‘— X* 46X —5‘ basta rebater a funcao

—x® +6x -5 simetricamente em relacdo ao eixo x nos intervalos onde ela é
negativa.
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Figura 3.9 — Graficos das fungées fe g.

Portanto os intervalos onde a funcdo f € menor ou igual do que a funcao ¢

sao (— 0, 7_£/£}u[2,3]u|:7 +£/§ ,+ooJ .

Exemplo 2: Determine para quais valores de o a equacdo |—X*+6X—5=a

POSSUi:

a) duas solucdes,
b) trés solucdes,

C) quatro solucdes,

d) solucéo vazia.
Solucéo Algébrica
Observe que |- x* +6x—5‘ :‘x2 —6x+5‘.

Vamos separar em casos:

e a <0 asolucado sera vazia, pois hdo podemos ter mddulo negativo.
e a=0=|x’—6x+5=0=>Xx"—6x+5=0=> X e {L5}. Duas solugdes.

e O<a<4.0Observe que nessecaso a+4>0e 4—a>0.



[x? —6x+5‘=a:>‘x2—6x+9—9+5‘=a:>‘(x—3)2_4‘:0[:{()(_3)2—4:0! _
(X—3)2—4=—a

{|X—3|\/m {X—
=

|X—3|:\/4—a Xx=3xV4-«a
—3V -4=4 _3) =
ca=4=[xt-6x+5=4=|(x-3F -4=4= (x 3)2 ) 3)2 8
x=3)'—4=-4 |(x-3)" =0
(X_3)2:8:>{X:3i\/§ Trés solucd
. coes.
(x-3F =0 [(x=3

ea>4.Nessecaso a+4>0e 4—a<0.

Utilizando a resolucao anterior temos.

|X—3|=\/05+4:>{x:3i\/m

X —6x+5‘=0‘:>‘(x_3)2 _4‘_a:>{|x_3|_m

solugdes.

Resumindo: a) « € {0} U (4,+0) = duas solugdes.
b) a =4 =trés solucbes.
c) a (0,4)=quatro solugdes.

d) & e (—o0,0)=solugéo vazia.

Solucdo utilizando gréaficos

28

Assumindo f (x) =‘— x> +6x—5‘ e g(x) =« (afuncdo g é uma reta paralela

ao eixo das abscissas).
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Figura 3.10 — Graficos das fungdes f e g com duas intersegées.

Figura 3.11 — Gréficos das fung0es f e g com duas intersegoes.

As fungdes f e g se intersectam duas vezes quando « e {0} (4,+x) (OBS:
Se =0 afuncdo g coincide com o eixo das abscissas. Ver figura 3.11).

Figura 3.12 - Graficos das fungOes f e g com trés intersecoes.
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As funcdes f e g se intersectam trés vezes quando a =4.

c)
Y
arN f
g
Ty s s
Figura 3.13 — Graficos das fungGes f e g com quatro intersegoes.
As funcdes f e g se intersectam quatro vezes quando « e(0,4).
d)

Figura 3.14 - Graficos das fungGes f e g com quatro intersegoes.

As funcdes f e g nao se intersectam quando o € (—oo,O).
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As desigualdades do tipo dx”* +ex+ f <gx®+hx+i, d =0, g=0 podem ser

escritas como ax’+bx+c<0 onde a=d—-g,b=e—h,c=f —i e {d,e, f,g,hi}cR.

Caso d = g =0 teremos ex+ f <hx+i que foi estudado anteriormente.

Iniciamos o capitulo usando o método de completar quadrados para a

deducdo da forma candnica do trindbmio ax’*+bx+c. A seguir utilizamos

discriminante (A) para andlise da equacdo ax’+bx+c=0. Apresentamos um

estudo detalhado das desigualdades ax*+bx+c<0 e ax’+bx+c <0 em fungdo do

discriminante (A) e do sinal de a. Nesse estudo expomos a solugéo algébrica e a

interpretacdo através do gréafico da sua respectiva funcao quadrética. Finalizamos

com alguns exemplos.

4.1- A Forma Canédnica do Trindmio ax’+bx+c.

) , b ¢ ) b b> b*> ¢
ax“+bx+c=a X"+ =X+—|=q X +2) — X+————+—|=
a a 2a 4a° 4a° a

Quadrado
Perfeito

[ bjﬂjw—4m)

4a’
, b)Y A

ax“+bhx+c=al| X+— | —— || (¥
2a 4a

4.2- Equacdo ax’+bx+c=0, a, b e ¢ Niameros Reais e a=0.

Sera dividida em trés etapas A>0, A=0 e A <0, descritas abaixo.

eA>0

[ bjz b2 4a c ( bjz b2
Xt —| ——+——[=q| X+ | ——+
2a 4a 4a a 2a 4a

} . Considere o discriminante b* —4ac =A temos que:

sac | _
4a?



*) 2 2
ax’+bx+c=a X+ —AZ =0. Como a=0 entdo x+£ —AZ=
2a 4a 2a 4a
b)Y A b)Y [A b| A b +JA
Xt — | =— = X+— | =\]-—7 = X+t-=77 = X+—=——
2a) 4a 2 4a 2al |23 2a  2a
N
—b+ 1T o,
oy b+JA 2a
2a _—b+vJA
? 2a
o A - O
* 2 2 _
ax’+bx+c=a (x+£} —Az =0. Como a=0entdo (x+£) =0 = x:—b
2a 4a 2a 2a
A
e A < 0. Observe que nesse caso s >0.
*) 2 2
axt+bx-+c—a| [ x+ 2 —Az =a (x+£ +(—A2j #0, para todo x real.
2a da s 2a 4a
>0 >0
#0
Logo, nesse caso, ax*+bx+c =0 n&o possui solucao.
4.3- Observacoes
o y - —b-J/A —b+J/A
e Quando o discriminante for positivo vamos assumlrz— =q e2—
a a
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0=

«,

e Assumindo f(x)=ax’+bx+c ressaltamos que se A>0 entdo a solucdo de

ax’+bx+c=0 significa o(s) ponto(s) que a pardbola f intersecta o eixo das

abscissas e se A <0 entdo a parabola ndo intersecta o eixo das abscissas.

e Para interpretar ax’+bx+c<0 graficamente devemos observar em quais

intervalos o gréfico da funcdo f(x) =ax’+bx +c é menor ou igual a zero, ou seja,

esta “abaixo” do eixo das abscissas ou o intersecta. Para interpretar

ax’+bx+c<0 devemos observar em quais intervalos o grafico da funcdo
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f(x) =ax*+bx+Cc é menor que zero, ou seja, estd “abaixo” do eixo das

abscissas.

e Em relacdo ao grafico de f(x) =ax’+bx+c iremos construi-lo considerando
apenas os valoresde a e A.
e A desigualdade ax®+bx+c <0 também pode ser interpretada ou resolvida como

a,x’+bx+c, >0 onde a, =-a, b,=-b e c,=—c.

4.4- Inequacio ax’+bx+c<0, a, b e ¢ Nidmeros Reais e a=0.

Serda dividida em seis casos, considerando o discriminante A e o valor de a.

Casol: A>0e a>0

2a 2

2
(x+£) —AZSO = (x+£ <—2 = x+— / ‘
2a 4a 2a 2a

*) 2 A
ax’+bx+c<0 = ax’+bx+c= a(x+£} ——}<O Como a>0 temos

JA

(|la|=a, pois a>0) = x+£ <£ = —££x+£<—A
2a] 2a 2a 2a 2a
_b_\/ZSXs_bJ”/K.PortantoS: -b ‘/K,_bJ”/K =[a, 2,
2a 2a 2a 2a
Interpretacao Gréfica
y

X

Figura 4.1 - Grafico de feomAea positivos.
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A>0,a>0e f(x)=ax® +bx+c<0=x e[, a,|. Deve-se observar o gréfico da

funcdo f nos intervalos onde a funcéo é nao positiva.

Caso2: A>0e a<0

*) 2
ax’+bx+c<0 = ax2+bx+c:a[(x+£j —AZ}SO — Como a<0 temos

2a 4a

b)Y A b\ _ A b [A b|_ A
Xt—| ——20 = [ X+ —| 2— = X+t—| 2,—5 X+—=>——
2a) 4a 2a) 4a 2a 4a 2a]  2fa

b A —b+/A

bl VA _ Y22 T2
(j]aj=-a, pois a<0) = X+ —2— = . Assim

2a] -2a b JA —b-+A

X+—>—
2a 2a 2a

_( —b+\/Z} {—b—JK
S =| —oo, U +
2a 2a

o o)
Ressaltamos que nesse caso «, <a,, pois a<0.

Interpretacao Grafica

/\

(80 (8 3] T

Figura 4.2 — Grafico de f com A positivo e A negativo.

A>0,a<0 e f(x)=ax’+bx+c<0=xe(~w,a,|U|a,,+x). Deve-se observar o

grafico da fungdo f nos intervalos onde a fungéo é n&o positiva.
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Caso3: A=0ea>0

2 g © b) A b\
ax“+bx+c<0 = ax“+bx+c=al| x+ 5 <0 = al|lx+ 0|1<0>
2a 4a 2a

2 2 2
a(x+£] <0.Como a>0 e (x+£j >0 concluimos que a(x+£j nunca
2a 2a 2a

sera negativo, porém pode ser nulo. Assim

2 2
a(x+£j :Oa—¢°>(x+£j :03X:—£. Logo S:{—E}.
2a 2a

Interpretacdo Grafica

Figura 4.3 — Grafico de f com A nuloe @ positivo.

A=0,a>0ef(x)=ax’ +bX+CS0:>XE{—2£}. Deve-se observar o gréfico da
a

funcdo f nos intervalos onde a funcéo é nao positiva.

Caso4: A=0e a<0

, , ® b)Y A b\
ax4+bx+c<0 = ax“+bx+c=al| x+— —— <0 = ax+—| <0 =
2a 4a 2a

2
Como a< Oentéo (x+2£j >(0. Essa Ultima desigualdade é verdadeira para
a

todo ntimero real assim S =(—oo,+0).
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Interpretacao Grafica

Figura 4.4 — Grafico de f com A nuloe a negativo.

A=0,a<0e f(X)=ax’+bx+c<0= xe (— oo,+oo). Deve-se observar o grafico da

funcdo f nos intervalos onde a funcao é ndo positiva.

Caso5 A<Q0e a>0.

Neste caso —A >0

*) 2 2
ax2+bx+cSO:>ax2+bx+c:aﬂx+—j —4A2}SO a0 ,(x+—) _ A <0=

2
[x+£) +(— = JSO
2a 4a’
%,_J %,_/

>0 >0

A soma de um valor ndo negativo com um positivo resulta em valor positivo.
Portanto S=J.

Interpretacdo Grafica

Figura 4.5 — Grafico de f com A negativo e A positivo.
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A<0,a>0e f(X)=ax’ +bx+c<0=xe@. Afuncdo f nunca sera negativa ou

igual a zero, ou seja, o grafico da funcdo nunca estara “abaixo” do eixo Xx.

Caso6: A<0 e a<O.

Neste caso —A >0

) ? 2
ax2+bx+c£0:>ax2+bx+c:a[(x+2£) —4A2}S0 - >(x+£j ~ A S0
a a

2
(x+2—baj +(—%) > (0. Essa ultima desigualdade é verdadeira para todo nimero

%/_/ %/_J
>0 >0

real assim S = (o0, +o0).

Interpretacdo Grafica

Figura 4.6 — Grafico de f comAea negativos.

A<0,a<0 e f(x)=ax’+bx+c<0=>xe(—o,+x). Afungdo f nunca sera

positiva ou nula, ou seja, o grafico da funcdo f sempre estara “abaixo” do eixo x.

4.5- Inequacdo ax’+bx+c<0, a, b e ¢ Nimeros Reais e a=0.

Também serd dividido em 6 casos
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Casol: A>0ea>0

®) ?
ax’+bx+c<0 = ax2+bx+c:a{(x+2£j —%}<O.Como a>0 temos
a

b)Y A b)Y A b\’ A b
Xt+— | ———<0 = | X+—| <-— = Xt—| <,=— = X+-
2a 4a 2a 4a 2a 4a 2a

JA

< —_
2al

(|la|=a, pois a>0) = x+£<£ —ﬂ X £<£
2a| 2a 2a 2a 2a
_b_\/z<x<_b+\/Z.Portanto S= —b—\/Z,—b+\/Z =(ay, )
2a 2a 2a 2a
Interpretacdo Grafica
Y

Figura 4.7 — Grafico de f comAea positivos.

A>0,a>0e f(x)=ax® +bx+c<0= x e (e, a,). Deve-se observar o gréfico da

funcdo f nos intervalos onde a funcdo é negativa.

Caso2: A>0e a<0

*) 2
ax’+bx+c<0 = ax2+bx+c:a[(x+2£j —%}<O.Como a<0 temos
a a
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bY A b)Y A b\’ A b| JA
Xt—| ——=>0 = | X+—| >— = Xt—1 > [— = X+ >
2a 4a 2a 4a 2a 4a 2a]  2fa
co DA —brA
(|]a|]=—a, pois a<0) :>x+£ >£ = 2a 2a 2a :
2a] -2a b JA —b-+/A
X+—>— > X>
2a 2a 2a
Portanto S:(—oo,_b;\/ZJU(_bz_\/Z,+OOJ=(—°°,0!2)U(051’+O°)
a a

Ressaltamos que nesse caso «, <a,, pois a<0.

Interpretacdo Grafica

Qa2 (a3] x

Figura 4.8 — Grafico de f com A positivo e A negativo.

A>0,a<0e f(x)=ax’+bx+c<0=xe(-w,a,)U(a,+x). Deve-se observar o

grafico da funcdo f nos intervalos onde a funcéo é negativa.

Caso3: A=0ea>0

*)
ax’+bx+c<0 = ax’+bx+c= a[(x

2
= a(x+£j <0.Como a>0e (
2a

sera negativo. Assim S=J.

2 2 7
+£j —AZ}<O = a{(x+£} -0
2a 4a 2a

b\ ) b
Xx+— | >0concluimos que a| x+—
2a 2a

<0 =

nunca
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Interpretacao Grafica

2a

Figura 4.9 — Grafico de f com A nuloe @ positivo.

A=0,a>0e f(X)=ax’+bx+c<0= x e . Deve-se observar o grafico da funcdo

f nos intervalos onde a funcéo é negativa.

Caso4: A=0e a<0

) ) ) b) A b\’
ax“+bx+c<0 = ax“+bx+c=a|x+—| -—-——|<0 = a x+—| <0.Como
2a) 4a 2a

2
a<o0 temos[x+2£j >0. Essa Ultima desigualdade € verdadeira para todo
a

. b
namero real exceto ~2 Logo S =| —o0,—— [U| ——,+0 |.
a

Interpretacao Grafica

Figura 4.10 - Grafico de f com Anuloe a negativo.
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A=0,a<0e f(xX)=ax’ +bx+c<0=>xe (—oo,—iju(—i,Jroo).Deve-se
2a 2a

observar o gréafico da funcdo f nos intervalos onde a fungéo é negativa.

Caso5 A<0ea>0.

Nesse caso —A>0. Sendo assim ax’+bx+c<0 =

®) 2 ?
ax2+bx+c:a{(x+2£J —%}<0. Como a>0 teremos [x+2£j —%<0 =
a a a a

b\ A 5 . o
X+—| +| —— |<0. A soma de um valor ndo negativo com um positivo jamais

2a 4a?
H_/ %/_/
>0 >0

terd como resultado um namero negativo. Portanto S =J.

Interpretacdo Grafica

Figura 4.11 - Grafico de f com A negativo e A positivo.

A<0,a>0e f(x)=ax’*+bx+c<0=xed. Afuncdo f nunca sera negativa ou

nula, ou seja, 0 seu grafico nunca estara “abaixo” do eixo x.

Caso 6: A<QOe a<0.

Nesse caso — A > 0. Sendo assim ax*+bx+c<0 =

*) 2 2
ax2+bx+c:a{(x+2%j —4%(2:]<0. Como a<0 temos [X+2£aj —A>O =
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2
[x+—j +(— —zj > 0. Essa ultima desigualdade é sempre verdadeira. Portanto

b A
2a 4a
>0 >0
S= (— oo,+oo)

Interpretacao Grafica

Figura 4.12 - Grafico de f comAea negativos.

A<0,a<0 e f(x)=ax’+bx+c<0=>xe(~ow,+wx). Afuncdo f nunca sera

positiva, ou seja, seu grafico sempre estara “abaixo” do eixo x.

Resumo:

ax’+bx+c<0 ax’+bx +c<0
A>0ea>0 [al,az] (%az)
A>0ea<0 (—o0,a, |Uat, +0) (-0, ) U (e, +o0)
A=0ea>0 {—2%} %)

b b

A=0e a<0 (—00,+00) [—w-—z—aju(—z—a’mj
A<O0ea>0 %) %)
A<Oe a<0 (= 00,+00) (=00, +00)

Comparando as duas desigualdades da tabela vemos que as solucdes

permanecem iguais quando A<O0.
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4.6 - Exemplos:
1- A partir dos gréaficos das funcGes quadraticas f e { resolva as desigualdades

pedidas.

/—3

Figura 4.13 — Grafico de fe g referente ao exemplo 4.6.1.

a) f(x)>0
b) g(x)=0
c) £()=g(x)
d) f(x).g(x)<0

™50
g(x)

f [f() 2 g(x)

g) Determine os valores de « para que ambas as equacoes f(X)=a e g(xX) =«

e)

possuam duas solucdes.

Solucéo:

a) f(x)>0. Observar o intervalo, na abscissa, onde f ¢é maior ou igual a zero.
S =[-36]

b) g(x) >0. Observar o intervalo, na abscissa, onde g é maior ou igual a zero.
S= (— oo,O]u [4,+oo)

c) f(x)>g(x). Observar o intervalo onde f é maiorouiguala g. S =[—1, %]

19
d) f(x).g(x)<0. Observar os intervalos onde f(x)>0 e g(xX)<0 ou f(x)<0 e

g(x) > 0 ou séo nulas. Ou seja, um mesmo intervalo onde f seja maior ou igual a
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zero e ¢ seja menor ou igual a zero ou f seja menor ou igual a zero e g seja
maior ou igual a zero. (—o0,—3]u[0,4]U[6,+w).

T > 0. Observar os intervalos onde f e g sdo ambas positivas ou ambas

g(x)
negativas ou f sejanulae g=0.Ouseja, f(X)>0e g(x)>0 ou f(x)<0 e
9(x)<0. [-3,0)uU(4,6].

e) |f(x)|29(x). Para obter o gréafico de |f| basta rebater o gréfico de f
simetricamente em relag&o ao eixo x nos intervalos (—0,~3] e [6,+c0). Observando

o intervalo [6,+oo) vemos que ¢ cresce mais rapido do que |f| logo ndo se

intersectam nesse intervalo. Utilizando argumento analogo concluimos que |f| e

g ndo se encontram no intervalo (~o0,~3]. Portanto a solug&o seré {—1’ %}

. . 4 n
f) Considere y=« reta paralela ao eixo x. Se ae[—§,+ooj entdo y=«

intersecta a fungdo g em dois pontos. Se «a € (— oo%j entdo y =« intersecta

a funcdo f em dois pontos. Logo a solucdo serd a intersecdo de ambos os

. 4 20,25
intervalos | - —,——— |.
5 4

As leis de formacdo das funcbes f e g podem ser determinadas e utilizadas

para resolucéo algébrica. Elas sdo f(x) = —ﬁ(x2 —3X —18) e g(x) = %(x2 —4x)
2- Resolva as desigualdades x*> —4 <5x+10 <—x* +16 e interprete graficamente.

Solucgéo Algébrica
Vamos dividir em dois casos |:x*—-4<5x+10 e Il:5x+10<-x?+16.

| :x? —4<5x+10=x? -5x-14<0= (x-7)x+2)<0=S, =[-2,7]
I1:5x+10< —x* +16 = x* +5x—6< 0= (x—1)x+6)<0=S, =[-6/1]

A solucgéo sera os valores de x que satisfazem as duas desigualdades.
S, =S, NS, =[-27]n[-61]=[-21]
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Interpretacdo Grafica

Seja f(x)=x*—-4, H(X)=5x+10 e g(x)=-x*+16. Calculando os pontos de

intersecao:

f(xX)=H((X) & x*-5x-14=0=xe{~2,7},
g(x)=H(X) © x* +5x-6=0 <= x e {~ 6,1}

f(x)=9(x) & x* —4=—x" +16 < 2x* =20<:>X€{—\/E,\/E}

Figura 4.14 - Grificode f e g referente ao exemplo 4.6.2.

Precisamos observar qual intervalo no eixo x onde a fungdo H est4 entre as

funcdes f e g, ou seja, f(x)<H(x)<g(x). Pelo grafico vemos que a solucao

sera [-21].

3- Dados dois nimeros positivos S e P positivos. Determinar « e £ tais que
a+f=Se apf=P.
Para resolugéo utilizaremos o método dos Babil6nios apresentado por Lima

(et al, 2006, p.37 -39)[6]. Outra demonstragédo semelhante pode ser encontrada

em [7]. O material encontrado tem aproximadamente quatro mil anos e foi
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descoberto em escavacgdes arqueoldgicas. Os tabletes exibiam informacdes

similares as que apresentaremos.

Solucéo:
+ S
Como a+ﬂ=S:>a2’B=§ a média aritmética entre « e [ € rR
Suponhamos a < 3.
<& d »
o S/2 3

Figura 4.15 — Referente ao exemplo 4.6.3.
S S S S
Vamos definird tal que d :'B_E:E_a' Dai « :E_d e ,B=E+d :

S S 82
Temos que P:a.ﬁ:[——dj(—+d) —-d?, ou seja, p:S__dZ —
2 2 4 4

2 2 2 _
dZZT—P.Como d >0 temos d:\/%—P \/S 4P =%\/SZ—4F’

4
:d:%\/sz—w.
S 1 #52-4 _S-+s?-4P \/ —4P

Logo substituindo d : a = E_d =—

S S l S++S%—4P
p=—+d=—+= S2_4P =+—. Essas férmulas s6 tem sentido se
2 2 2 2
—\S?-4P S+VS%—4P
S? > 4P. Concluimos que a solucéo é: azf e ﬂz%.

Vale ressaltar que os valores ae S séo raizes da equagdo x> —Sx+P =0,

++/S% —
ou seja, x’-Sx+P=0<ox sz‘lp A equacdo Xx*-Sx+P=0 ¢é

. b c
equivalente a ax’ +bx+c=0, a=0, basta tomarmos S =3 e P =7



Suponhamos a > 0. Substituindo nas expressdes acima teremos:

b b)Y (c
e | I |
L _S-Vs’-4P __a \/( aJ (a)_—b—x/bz—4a0
2 2a

2

b b)Y (c
- 4 _ _4 _
_ S++S?-4P a \/( aj [a]_—b+\/b2—4ac

2 2 2a

B

47
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CAPITULO 5 — DESIGUALDADES ENTRE OUTRAS FUNGCOES ELEMENTARES

Com um pouco mais de liberdade vamos tratar de algumas equacodes e
inequacdes diferentes dos capitulos anteriores. Iremos utilizar também funcdes

logaritmicas, exponenciais, racionais, polinomiais e potencia de fun¢cdes como

Inx
(ex) = X*. Vamos ainda usar algumas desigualdades das médias: aritmética,

harmdnica e geométrica.

Nesse capitulo assumiremos o conhecimento de gréfico das funcdes
transcendentais que podem ser pesquisadas nos livros de calculo [3], bem como
0s conceitos de limite, derivadas e assintotas.

Como nos capitulos anteriores vamos destacar sempre a solucao através de
graficos de funcoes.

Iniciamos com dois exemplos envolvendo funcBes quadratica e racional.

Apresentamos uma propriedade importante para desigualdades bem como sua
demonstracdo. A seguir utilizamos o gréafico da funcdo f(x) =x" para resolver um

problema bem interessante, apresentamos duas desigualdades envolvendo
médias e finalizamos com uma desigualdade entre funcdo exponencial e

logaritmo.

5.1- Exemplos

: : 2
1- Resolva e interprete graficamente x* +x<=, x=0.

X
Solucéo Algébrica
3, g2 1Yy 2
x2+x£g:>x2+x—3$0:>x X ZSO Fatorando \(X 1)(X +2X+2)£O,x¢0.
X X X X

Observe que x =1 é raiz de x*+x*—2. Assim x°+x° -2 é divisivel por x—1.

A<0,a>0

P2 |xz—1 242z +2 :
—ﬂ23+.’L‘2 - _ i
202 — 2 x? 4+ 2x +2 z—1 :

—2:132:|:2:c - E
20 — 2 r ?0
—2x 4+ 2 '

h =

U 0

+

+

|
(X SRRl RN SEESE
+

Figura 5.1 - Divisao polinomial e estudo do sinal.
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3 2
. . X*+ X =2 ~ P
A partir do estudo do sinal dle ————— vemos que a solucéo sera o intervalo

X

(0a].

Interpretacao Grafica

Considere as fungbes f(x)=x"+x e g(x) = E,x #0. f(X)=g(x) = x* +x _2
X X

XC+x?—2=0=(x-1)®+2x+2)=0 = x-1=0 ou X*+2x+2=0. Como
x*+2x+2#0, pois A<0, entdo a Unica solugdo serd& x=1. Ou seja, 0 ponto
(1,2) € a intersecdo entre o gréafico das funcées f e g. Observamos no grafico
que o intervalo no eixo x onde a funcdo g € maior ou igual a funcdo f é o

intervalo (0,1].

Figura 5.2 - Graficosde f(x)=x"+x e g(x)=2/x.

. . 6
2- Resolva e interprete graficamente x> —2x-5<——, x#0.

X
Solugéo Algébrica
3 _ 2 _
X —2x-5<-0 sy oy 5,80 X 22X XH0 5 Faorando  obtemos
X X X
(x+2)(x? —4x+3)

<0 e x#0. Como x=-2 é raiz de x®-2x*>-5x+6,
X

x® —2x? —5x+6 € divisivel por x+2.
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332_4:2_'_3 + : + |+ ._ ° +
m3—2m2—5m+6|93+2 o 18
—3 922 T+ 2 - é + E + E + i +
42 5z 16 a? — 4z +3 =2 0
3z + 6 P00
—3z—6 TR R I e
@ S @ @
O —2 0 1 3

Figura 5.3 - Divisao polinomial e estudo do sinal.

A partir do estudo do sinal vemos que a solug&o sera [-2,0)U[L3]. E

importante destacar que x> —2x-5< _5 = x> —2x* —5x < -6 € falsa, ou seja, ndo
X

podemos “multiplicar cruzado”, pois caso x seja negativo o sinal da desigualdade

muda. Nessa situagédo temos que proceder em dois casos: x>0 ou x<O0.

eSe x>0 entdo x2—2x—5£—E = x*-2x* -5x<-6 = (x-1)(x+2)(x—3)<0.
X

Como x > 0(restrigdo) teremos S, = [13].

eSe x<0 entdo x2—2x—5£—E = x*—2x* =5x>—6 = (x-D(x+2)(x—-3)>0.
X

Assim se x < 0(restri¢do) entdo S, =[-2,0). Portanto S=S, US, =[-2,0)U[13].

Interpretacdo Grafica

Considere as funcdes f(x)=x*-2x-5 e g(x):—E, com x=#0. Entédo
X

fxX)=9g(x) = x2—2x—5=—9 = x*-2x*-5x+6=0. Fatorando teremos
X

(x—1)x+2)x—3)=0. Logo xe{-2,13}. Isto significa que (L-6), (-23) e (3-2)
sdo os pontos de intersecdo entre os graficos das funcbes f e g. Podemos

observar pelo grafico que o intervalo onde a funcdo g é maior ou igual a funcéo

f é[-20)uL3].
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Figura 5.4 - Graficos de f(x)=x*—-2x—-5 e g(x)=-6/x.

5.2- Propriedade 4: a>c>0eb>d>0 = ab>cd

Demonstracéo:

Por hipétese a-c>0 e b-d>0, portanto (a-c)b-d)>0 =
ab—ad —-cb+cd >0 = ab>ad+chb—cd. Subtraindo cd em ambos os lados da
desigualdade tem-se ab-cd >ad+cb—cd-cd = ab-cd >ad—-cd+cb—cd =

ab—cd >d(a—c)+c(b—d)>0. Desse modo ab—cd >0=ab>cd m
>0 >0

5.3- Exemplo: Quantas solugfes tém x* :%? E x* :%?

Primeiro vamos definir a fungdo f(x) =x* cujo dominio é (0,+oo). A partir de
agora precisamos construir o grafico da funcdo f e para isso iremos utilizar

ferramentas de calculo [3].

Vamos determinar:

e Possiveis assintotas verticais e horizontais.

¢ Intervalos de crescimento e decrescimento da funcao.

e Pontos de maximo ou minimo da funcéo.

¢ Intervalos onde a fungéao possui concavidade para cima ou para baixo e pontos

de inflexao.
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Assintotas Verticais
Como a fungéo nao esta definida em 0 (zero), areta x =0 passa a ser um

candidato a assintota vertical. Vamos estudar o comportamento de f na

vizinhanca de x =0.

. . . x . lim xInx ]
lim f (X) =limx* =lim e'”x = lim exlnx =e? “Vamos calcular Im xIn x_
x—0 x—0 x—0 x—0 x—0
1
LH = v

limxInx=lim—= = lim-% =lim—— =lim(-x) =0
x—0 x>0 1 x>0 —1 =0 X x—0

X X2

lim(xInx) 0 . N

Portanto €*° =€ =1 Dai |XILT3 X" =1 Com isso vemos que X =0 néo é

assintota vertical.

Assintotas Horizontais

lim xInx

xIn x — ex~>+rc — e+OO = 400

lim f(x) = lim x* = lim " = lim e

X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+0

Como lim f(X) =+ concluimos que a funcéo ndo possui assintotas horizontas.
X—>+00

Intervalos de Crescimento e Decrescimento da funcao

| . . 3
como f(X)=x*=e""" temos que sua derivada ¢ a fungéo

F/(x) = ™ (xIn X' = ex'”x(l.ln X+ x.lj _ e (In x+1)
X

xInx

f'(x) >0=e""*(Inx+1)>0. Como €™ >0 temos que

_ 1
IN(X)+1>0=Inx>-1=Inx>he’ = x>=
e

1
Analogamente vemos que f'(x)<0=0<x<~-.
e

f'(X) >0(f é crescente) f'(X) <0( f é decrescente)

[¥+) 0.%)
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Pontos de M&ximo ou Minimo da fungéo

f’(x):ex'”x(lnx+1):0:>In(x)+1=0:>Inx=—1:>|nx:lne‘1:>x:1
e

1
Como f decresce em (0, %) e cresce em (% ,+00), concluimos que X = g é

ponto de minimo.

Concavidade e pontos Criticos.
como f'(X) = eX'”X(In X +1) = X*(In(x) +1) teremos

f(x)=(x")".(In(x) +1) + x*.(In(x) +1)" =

=x"(In(x) +D(In(x) +1) + xxé = XX[(In(x) +1)° + %} _

1
Afuncdo f''(x) é sempre positiva, pois X* > 0, (In(x) +1)2 >0 e ™ >0,

Logo f possui concavidade para cima em todo seu dominio e, portanto nao

possui ponto de inflex&o.
Com a reunido das informacdes anteriores podemos construir o grafico de
f(x)=x".

1g

(1/e)0/)

1/e 1 z

Figura 5.5 - Grafico de f (X)=Xx".

Com o uso do célculo e do grafico da fungédo concluimos que o menor valor

1/e

que a funcdo X" pode assumir &€ x=(1/e)"°, ou seja, x*>(1/e)"*,Vxe(0,+w).

Assim usando o grafico da fun¢cdo podemos observar que:



eSe e [1,+oo)u{(1/ e)Y e} entéo
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x* =« tem uma solucgéo. (vide figura 5.6 e 5.7)

Y

1g

(1/€)1/

I,I/e

Figura 5.6 — Graficos de f (X) =x"e Y = & com uma intersegio.

1g

(1/6)(1/6)

1l/e

Figura 5.7 - Graficos de f (X) = X*e Y = @ com uma intersegao.

e Se qe ((1/e)l’e,1) entdo x* =a tem duas solugdes. (vide figura 5.8)

(1/)%/9

ll/e

Figura 5.8 — Graficosde f(X)=X"e Y =& com duas intersecdes.
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eSe e (— o0, (1/e)1’e) entdo x* =« ndo tem solugéo. (vide figura 5.9)

(1/€)1/)

]_/e 1 €T

Figura 5.9 — Grafico de f (X) =x"e Y = & quando ndo ha intersecao.

Voltando para pergunta inicial. Quantas solucfes tém x* =%? Ex* = 3 ?

4

. . . n . 1
Precisamos avaliar a partir das conclusdes anteriores se (1/e)“e>E ou

(1/e)"® <%. O mesmo raciocinio vale para x* :%.

1
Podemos usar a aproximacdo ex=2,7 e, portanto 4>e—= Jas>ie=2>e2.

1 1
) ~ > > 1
Como h(x)=Inx é uma funcéo crescente temos 2>e? =In2>Ihe? =1In2>=.

Assim In2 >% *) e e>2 (**). De (*), (**) e propriedade 4 demonstrada

anteriormente temos:

(In2).e>l.2 = elh2>1 = In2>1 = In2>l.lne = —In2<—llne =
2 e e T e

In2™) <In(e)™* = In%<|n(e‘1)“e:> In%<|n(1/e)“e = %<(1/e)“e.
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(/e |

1/e 1 x

Figura 5.10 - Graficode f (X)=X"e Y =1/2 onde nio ha intersegdo.

Portanto x* == ndo tem solucéo ja que (%)% > 7o veja a representacao

N |-

grafica na figura 5.10. Agora vejamos quantas solucdes possui a equacdo x* = % .

64 27.25 64 64
— = —<25<e = E<e:>

64<675=2725 = 64<2725 = —<
27 27 27

3 3 1 1
4—3<e:> f <e = ﬂ<e3 = Inﬂ<lne3 = In£<1.
3 3 3 3 3

Assim In%<% (1) ee<3 (ll). De (1), (Il) e propriedade 4 temos:

4 _1 4 4 1 4 1 A |
eln=<3.= = elh—-<1 = Ih—-—<= = -h=>-= = In-=-| >-=1=
3 3 3 3 e 3 e 3 e

1/e
In§>—l.(lne) = In§>£.(—1).(lne) = In§>l.ln1 = In§>ln 1) =
4 e 4 e 4 e e 4 e

1/e
%> (lj .Logo x* :g tem duas solucdes (figura 5.11).
e

Se fizermos uso do GeoGebra® as solucdes serdo dadas aproximadamente
por 0,64 e 0,15.

>Um programa capaz de realizar calculos de algebra / geometria e que possibilita a construcédo de graficos. Mais
informacdes em <http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/>. Acesso em: 07 julho de 2014.
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(1/e)/e 7 :

1/e 1 €

Figura 5.11 - Graficos de f (X) = X"e y =3/4 com duas intersecdes.

5.4- Um Pouco Sobre Médias

E conhecido que: Média Aritmética>Média Geométrica>Média Harmdnica,

ou seja, para dois numeros reais x e Yy positivos valem as desigualdades

X;yz\/ﬁzlzl. Fazendo y=1 teremos XTHZ lei. Como
S —+1
Xy X

2 2 : 2X 2 . .
= = , vamos considerar —— no lugar de —— e vamos incluir o

1 1+x  x+1 X+1 1

—+1 — —+1

X X X

zero. Assim as desigualdades séo%ﬂzﬁzz—)(l,vXe[O,+oo). Podemos utilizar
X+

essas desigualdades para resolver inequacdes e interpreta-las graficamente.

Vejamos os proximos exemplos.

1 . .
Exemplo 1: Resolva %2\/; e interprete graficamente.

Solucéao Algébrica

Observe que x>0.

XTHZ\/;:x+12 2% = (x+1) 2(2\/;)2 = X2 +2X+1>4x = x* —2x+1>0
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= (x—1f >0. Essa dltima desigualdade ¢é verdadeira para todo x. Portanto a

solug&o € [0,+).
Interpretacdo Grafica

Considere as fungdes f(x):XT+1 e g(x)=x.

f(x):g(x):>XTJrlz\/;:x+1:2\/;:>(x+1)2 :(2\/;)2 = X2 +2X+1=4x= x? —=2x+1=0

= (x—l)2 =0= x=1. Desse modo o ponto (11) é a intersecdo entre o grafico das

funcdes f e g.

flx) = (x+1)/2

g(z) = vz

Figura 5.12 - Graficosde f(x)=(x+1)/2 e g(X)= \/; .

A funcéo f (reta) € sempre maior ou igual a funcdo g(x) =\/§, assim a solucéo

sera [0,+).

Exemplo 2- Resolva \/;22—)(1 e interprete graficamente.
X+

Solucéao Algébrica

Observe que x>0.

2 2
=X o (\/;)22 (2x)2 = xzzL.Usandoofato que X >0 temos
X+1 (x+1) X2 +2x+1

x(x2+2x+1)24x2 = X424+ x24x2 = X*-2X*+x>0 = x(x2—2x+1)20

= x(x—1f =0. Como x>0 e (x—1)° >0 a desigualdade & valida em [0,+x).
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Interpretacao Grafica

Considere as funcdes f(x)=2—x1 e g(x):\/;.
X+

2X 2 2X2 4X2 .
f(x):g(x):f:m:(ﬁ) :()((Jr—l)zszxz+2)(+l = >X(X2+2x+1):4x2

=X +2X +Xx=4X" = X° = 2% +x=0=> x(x? = 2x+1)=0=> x(x -1} =0=> x & {01}

Desse modo os pontos (L1) e (0,0) sdo as intersecdes entre o graficode f e g.

Vamos construir o gréfico de f(x) :2_x1 por translacao e reflexdo da funcao Z_
X+ X
Observe que X _2&x+2-2 _2Ax+1)-2 _2x+l) 2 _, 2 -2
x+1 X+1 x+1 x+1 x+1 Xx+1 x+1
Assim vamos construir o gréafico de f(x) = _—21+2.
X+
f2(><)=*E f3(x)=;2
fl(x):g Xy x+1 N
X

-2
F0= +2

Figura 5.13 - Construgdo do grafico de f(x)=[-2/(x+1)]+2 a partir do grafico das fungdes f,, f, . fs.
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VT
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Z
2z 2
I r+1 z+1

Figura 5.14 - Graficos de f(x)=[-2/(x+1)]+2 e g(x)=x"?.

O intervalo onde g(x) =+/x é maior ou igual a f(x) :Z—Xl e [0,+oo).
X+

5.5- Exemplo de Inequacao entre Funcfdes Exponencial e Logaritmica.

Considere as funcdes f(x)=e* e g(x)= In((e—e”e)x+e). Sabendo que a equacao
g(x) = f(x) possui solucéo inteira resolva a desigualdade f(x)<g(x) e interprete

graficamente.
Solucgéo:

g(x):f(x):>In((e—e“e)x+e):exz>x=0 ou x=-1. De fato, conferindo os
valores teremos:

x=0=In(le—e"*p+e)=Ine=1=¢°

X=-1= In((e—e”e —1)+e)= In(—e+e1’e +e)=|ne”e =%Ine:1=e‘l

e

Para concluir e verificar a solu¢do, vamos construir os graficos das fungbes f e
g. O grafico de g é crescente, pois € >1. J4 sabemos que a fungdo ¢ intersecta
o eixo y em (0,1) e para determinar onde intersecta o eixo x iremos resolver
9(x)=0:

l-e

e_elle )

g(x) :O:>In((e—e“e)x+e):O:(e—el’e)x+e:1:>(e—e“e)x:l—e: X =
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—€

e_elle

Utilizando uma calculadora vemos que

~-1,3491. Logo vemos na figura

5.15 que o intervalo onde a funcdo g é maior ou igual a funcdo f é [—1,0].

Figura 5.15 - Graficos das fungoes f e g.
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CAPITULO 6 — ATIVIDADES E AVALIAGCAO DOS RESULTADOS

Com material produzido planejamos atividades separadas em quatro aulas
com exercicios, gabaritos e questionarios a serem aplicados ao final de cada aula.
As perguntas do questionario foram elaboradas de modo que os alunos nos
fornecessem informacgdes sobre seu aprendizado e sobre a relevancia do que foi
aprendido. As aulas foram ministradas para os alunos do curso de licenciatura a
distancia em matematica da Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro-
UNIRIO do polo Cederj/Magé e ocorreram no Polo Cederj/Magé. Exigimos como
pré-requisito para inscricdo ter concluido a disciplina pré-célculo. Apds as
inscri¢cdes tivemos um quantitativo de 10 alunos. Esses alunos foram identificados
pelos cédigos Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9, Al0.

As aulas foram apresentadas e muitos dos alunos n&do preencheram os
formularios devido a pressa para ir embora ou ndo comparecimento. As respostas
dos alunos foram digitalizadas e se encontram em anexo. Os exercicios e
gabaritos estdo nos apéndices. Decidimos que as respostas dos alunos que néo
nos proporcionavam informacdes relevantes como “nao”, “sim”, “talvez” nao

seriam anexadas. Abaixo apresentamos o objetivo e plano de cada aula:

Objetivo: Fornecer ao aluno fundamentos necessarios para
resolucao de equacdes do 1° e 2° graus, modular e construcéo de
graficos das funcbBes associadas. Essa base € necesséaria para
compreensao das proximas aulas onde teremos desigualdades
(inequacdes) e interpretacao grafica.

Aula 1l
Plano de Aula 1

- Equacéo do primeiro grau com infinitas solugdes, solucdo vazia e
solucéo Unica.

- Equacéo do primeiro grau com parametros.

- Gréfico da funcédo afim. (Destacar a importancia da funcao
constante, pois a utilizaremos para resolver equac¢des do tipo

f(x)=a, onde o € uma constante).
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- Diferenca entre equacao e fungédo. Destacar que a solucdo da
equacao significa a intersecao do gréafico com o eixo Xx.

- Método de completar quadrados para resolver equacdo de 2°
grau.

- Grafico da funcdo quadratica destacando interse¢cdes com 0s

eixos e vertice. O vértice é dado da seguinte maneira

a +a a +aoa ~ ,
( 12 2,f( 12 ZD onde ¢, e «a, séo raizes. Os alunos que

. - , b A
quiserem podem utilizar a formula | ——,—— |.
2a 4a

- Equacao modular e propriedades.
- Gréfico da funcgo |f| a partir do grafico de f .

- Exercicios.

Aula 2

Objetivo:
Resolver equacdes e inequacdes do primeiro grau. Dar significado

aos gréficos de funcdes para a solucdo de equacdes e inequacdes.

Plano de Aula 2
- Propriedades: a>b e c>0=ac>hc
a>bec<0O=ac<hc
- Solucao da desigualdade ax+b<0;com a>0 ou a<0.
- Propriedades de desigualdade modular e resolucdo de
desigualdade modular.
- Significado grafico para equacdes f =g (intersecbes entre as
funcoes)
- Significado gréfico para inequacdes f <g (intervalo(s) no eixo x
onde g é maior ouiguala f).
- Numero de solucdes de equagbes do tipo f(x)=1, f(x)=2,

f()=a.
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(Destacar que y=1,y=2 e y=a«a sdao retas paralelas ao eixo X
e 0 numero de vezes que a reta Y=« intersecta o grafico da
funcdo é igual ao numero de solucfes da equacdo f(x)=a)

-Exercicios

Aula 3

Objetivo:
Resolver equacdes e inequacdes do segundo grau. Dar significado

aos graficos de fun¢bes para a solucédo de equacdes e inequacoes.

Plano de Aula 3

- Demonstrar: x>y >0=/x >ﬁ

- Resolverax” +bx+c¢ >0 algebricamente

- Resolverax® +bx+c >0 graficamente

- Apresentar a interpretacéo gréafica da desigualdade f> g a
partir dos passos abaixo:

1° Determinar a solucdo da equacao f =0, ou seja, as
intersecGes entre o grafico das funcdes f e g.

2° Tracar um esboco do grafico das funcbes fe g sobreo
mesmo par de eixos destacando as intersec¢des.

3° Observar o(s) intervalos(s) no eixo das abscissas onde a
funcdo f é maior ou igual a funcdo g, ou vice-versa caso
sejag=>f.

- Numero de solugGes de equacgdes do tipo f(X)=«.

- Exercicios
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Aula 4

Objetivo:
Mostrar a utilidade pratica da interpretacdo grafica para resolver
desigualdades consideradas mais “desafiadoras” e para resolver

desigualdades onde a solugdo algébrica ndo é eficiente na

simplificagé&o.

Plano de Aula 4

- Destacar que as func¢des que ndo podem ser simplificadas por
meio de solucdo algébrica, em grande parte necessitam de
métodos numéricos para resolugcdo. Porém utilizaremos equacdes
com solucdo inteira. E para determinar a solugcdo usaremos o
método da tentativa.

- Revisar 0s passos para interpretacdo gréfica vistos na aula
passada.

- Exercicios

Apds as aulas observamos o impacto positivo do uso da interpretacéo

gréfica pelas inimeras respostas dos alunos.

6.1- Comentario Sobre as Respostas da Aula 1

Os alunos nao tinham visto equagéo com infinitas solu¢des ou solugéo vazia

e alguns ndo sabiam completar quadrado ou ndo foram apresentados a essa

forma de resolucdo. Sentiram dificuldades em resolver equag¢des com parametro,

completar quadrado e questbes que envolviam moédulo. Destacaram que € mais

facil resolver algumas questdes utilizando a solucéo feita em questdes anteriores,

por exemplo, determinar o grafico da funcéo |f| a partirde f.

6.2- Comentario Sobre as Respostas da Aula 2

Os alunos tiveram dificuldades para definir o conceito de funcdo, porém

conseguiram dar exemplos de curvas que nao sdo fungdes. Mencionaram nunca

terem visto interpretacdo gréfica de equacdes ou inequacdes do 1°grau.
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Salientaram a importancia da interpretacdo grafica como meio mais rapido de
resolver uma desigualdade como, por exemplo, modular, uma vez que ja

conheciam o grafico. Abaixo alguns relatos:

“Fornece uma visdo mais ampla do que

representa uma fungéo graficamente”.

‘Deve ser ensinado no ensino medio,
prepararia melhor os alunos para a faculdade,

estando mais seguros do que estdo fazendo”

‘De modo geral auxilia a compreensado e

visualizag&o’.

Os alunos destacaram a importancia de responder perguntas a partir de
questdes anteriores. Apresentaram dificuldades nas atividades que exigiam
construcdo grafica, porém em alguns casos o aluno que ndao conseguiu resolver
algebricamente percebeu que a interpretacdo gréfica facilitou a resolugdo do
problema. Um dos alunos comentou que jamais conseguiria resolver uma das
guestbes sem o auxilio do gréafico. Por fim ressaltaram que gostariam de
trabalhar com mais questdes utilizando graficos.

Apés entender o significado grafico da funcdo f(x)=ax+b e da equacgéo
ax+b=0(retas paralelas solucdo vazia, retas coincidentes infinitas solucdes e
concorrentes solucao Unica) um aluno disse:

"Eu deveria ter aprendido isso na 72 ou 82

série"

6.3- Comentario Sobre as Respostas da Aula 3
Todos os alunos que responderam as perguntas concordaram que a

interpretacéo gréafica deve ser utilizada no ensino médio.
“Fica mais facil a interpretacdo quando
ensinado as duas solugbes’(algébrica e grafica)
Todos apontaram a interpretagéo grafica como a parte mais interessante da

aula. Destacaram que uma mesma desigualdade interpretada com diferentes

abordagens completa a analise da solucdo do problema.
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A maioria salientou a necessidade de trabalhar mais com construcfes de
graficos de fungbes e seu uso como ferramenta de interpretacdo para o estudo
das desigualdades. Também acreditam que o curso poderia ser mais longo para

contemplar mais exemplos desse conteudo graficos.

6.4- Comentario Sobre as Respostas da Aula 4

Os alunos mencionaram a importancia da interpretagéo grafica como:

“Ferramenta que esclarece e facilita a
compreensao do desenvolvimento algébrico e

soluciona o que néo se pode calcular’

“Em alguns casos, seria impossivel sua

resolucéo algebricamente [...]”

Mencionaram que pretendem utilizar a interpretacéo grafica com frequéncia
em seus estudos e futuramente com seus alunos.
Ressaltaram a utilidade do minicurso e a necessidade de outros cursos

COmo esse.
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CONSIDERACOES FINAIS

Em nossa aplicacdo observamos que embora o conteudo de equacdes e
inequacoes esteja bem presente no cotidiano dos alunos, a sua interpretacao
atraveés de graficos de funcbes ndo se encontra atualmente bem desenvolvida em
suas formagbes. A partir das respostas dos alunos notamos a necessidade de
intensificarmos o trabalho dando énfase a parte grafica nos exercicios, materiais,
cursos, oficinas, etc.

Sendo assim temos como possibilidades para trabalhos futuros: preparar e
adequar as atividades por meio de aulas direcionadas, aos conteudos de cada
série, por exemplo, 7°, 8° e 9° ano ou no ensino médio; preparar atividades que
envolvam o uso de tecnologias, como por exemplo, o GeoGebra, que pode
auxiliar na representacdo de graficos de funcdes; explorar as desigualdades
contidas na tabela apresentada na introducéo, pois a partir dela podemos estudar
varias combinacdes entre funcdes; estudar as multiplas interpretacdes de uma
mesma desigualdade, relacionar as desigualdades a problemas concretos, como
feito no caso da comparacdo entre as médias: aritmética, geométrica e
harménica. E nos casos onde nado é possivel usar a solugéo algébrica, explorar as

possiveis solucdes através de graficos de funcdes.
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APENDICE 1 —AuLA Ll

Exercicios

1) Resolva as equacdes e determine a solucao.
a) 3x—2:% b) 2x—(x—3) = x+3 €) x—(2x+1) = —x

2) Resolva as equacfes em funcdo do parametro.
a) ax+a=5+a b) ax =6x

3) Construa o grafico das funcdes, destacando as interse¢cdes com 0S €ixos.
a) f(X)=—x+4 b) f(x):g—B c) f(x)=-2

4) Resolva as equacfes quadraticas pelo método de completar quadrados.

a) x> —6x+9=0 b) —x*+5x-6=0 c) x> -x-1=0
5) Construa o grafico das funcdes, destacando as interse¢cdes com 0S €ixos e 0
vértice.

a) f(xX)=—x>+5x—-6 b) f(x)=x*>-x-1

6) Resolva as equacdes modulares.

a) [x=5 b) [ —6/=5 c) ‘—x2+5x—5=1
7) Construa o gréafico das funcdes, destacando as interse¢cdes com 0S €ixos e 0
vértice, caso exista.

a) f(x)=|-x+4 b) f(x)=|-x*+5x—6

c) f(x):‘—x2+x‘ d) f(x)=|x -6
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Gabarito - AULAL

1) a) solugéo unica x=4/5
a#0= x=>5/a,lnica

2) a) N .
a=0= soluciovazia

solucdes

3) a)

b) infinitas solucdes c) solucao vazia

b) se a= 6= x=0,0nica, se a=6=infinitas

b)

/.




1++/5

4)a) x=3 b) x=20u x=3 ¢) K=

5) a)

o 2 TN\

b)

4 N
(1—-+v5)/2 (1+v5)/2

—5/4 |-

6) a) {+5} b) {+1+11} c) {12,34}
7) a)

b)

§ 7 . SR
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1/al

d)

Questionario — Aula 1

1) Vocé ja tinha estudado equacdes de 1° grau e resolveu equacgbes de 1° grau
com infinitas solucdes ou sem solucao? Dé exemplos e explique.

2) Vocé ja tinha estudado equacdes de 2° grau e resolveu equacdes de 2° grau
pelo método de completar quadrados? Dé exemplos e explique.

[T (%) a partir de FO Explique.

3) Dé um exemplo da construcao do gréafico
4) Em qual (ou quais) questdes desta aula teve facilidade? Explique.

5) Que conteudo(s) vocé acredita que teve duvidas e acha que precisa de mais
exercicios? Explique

6) Como descreveria a diferenca entre os conteudos representados por (i)
3x+3=x-2 g por (1) T(X)=2X+5 5 gxpiique.
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APENDICE 2 — AULA 2

Exercicios

1) Resolva as desigualdades.
a) 3x+4>0 b)%—sso C) —x+2>0
2) Para cada par de funcdes resolva f (x) = g(x) e interprete graficamente.
a) f(x)=—x+1 , g(x) =—x+2
b) f(x)=x/2-3, g(x)=x/2-3

c) f(X)=-2x+7, g(x)=x/2-8

a) F00=I gp9=2

3) A partir do gréafico das funcdes afins f e g resolva as desigualdades. Para

cada item refaca o gréfico e destaque a solucao no eixo x.

a) (020

b) g(x)<0

o f0=9(9
d) f(x).g(x)>0
e) F()<6
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4) Em cada item resolva a desigualdade f(x) < g(x) e interprete resultado

graficamente.

a) f(x)=3x-1e g(x)=—§+6.

b) f()=|x e g(x)=2.

c) f()=[x-2 e g(x)=1.

5) Quantas solugdes tem a equagéo |x|—2/ =57

6) Determine os valores de « para que Hx| — 2‘ =qa tenha:
a) 2 solucbes

b) 3 solucdes

c) 4 solucdes

d) Solucao vazia

4x:x<3

7) Determine « para que a equacao f (x) = a tenha 2 solugbes. f(x) =
3,6x;x>3

Gabarito — Aula 2

1) a) [-4/3,+w) b) (—0,6] ¢) (—x,2]

2) a) Solucdo vazia. Retas paralelas

b) Infinitas solugbes. Retas coincidentes
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7\11

d) x=+2

3)a) (~0,5] b) (~20,-3] ©) (~0,2] d) [-35] e) [2,+w)
4) a) (—,2]
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b) [-2,2]

c) [-3-1]u[13]

5) duas

6) a) (2+x)u{o}, b) x=2 ,

7 ae (@ 12
10

Y
f
2
g
—L2 -:2 T
Yy

|

12
10,8
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Questionario - Aula 2

1) Vocé ja viu o conceito de grafico de uma funcdo? Quando? Defina e dé

exemplos?
2) Dé um exemplo de curva que néo é gréafico de uma funcéo.

3) Vocé ja tinha visto representacao gréafica de funcbes para auxiliar na resolucao
de equacdes e inequacdes do 1° grau? Acha relevante que esse tipo de solucdo

seja utilizado no ensino fundamental ou médio? Explique.

4) Em qual ( ou quais) questdes desta aula teve facilidade? Explique
5) Em qual ( ou quais) questdes desta aula teve dificuldade? Explique.
6) Qual contetdo achou mais interessante? Explique.

7) Na questdo 3 vocé tentou resolver as desigualdades a partir do grafico ou

tentou determinar a funcéo na forma y=ax+b?

8) Que conteudo(s) vocé acredita que teve dlavidas e acha que precisa de mais

exercicios? Explique

9) Faca uma avaliacdo da aula. Algo deveria ser acrescentado ou retirado?

Alguma critica construtiva?
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Exercicios Aula 3

1) Para cada par de fungOes resolva f (x) < g(x)e interprete graficamente.

a) f(x):xz,g(x)=9

b) f(x)=x2,g(x):x+2
c) f(x):xz—x’g(x):z
d) f(x)=x*-x-2 g(x)=0

e) f(x)=—x*+6x-11 g(x)=2x+3

2) A partir do gréafico das funcdes f e g resolva as desigualdades.

----- —10

—16

2 (920
b) g(X)<O
5 100-90020
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d) f(x)—g(x)<0
e) f(x).g(x)=>0

M<O
fy 9()

3) Considere as fungdes f(x) =x*—-2x—-3 e g(x) =—-2x*> —2x+4. Resolva a

inequagédo g(x) > f(x) e interprete o resultado graficamente.

4) Para quais valores de o a equagio — x* +6x—5 = o possui:
a) uma solucéo
b) duas solugbes

c) solucéo vazia

5) Para quais valores de « a equagado |- x* + 6x —5| = o possui:

a) duas solucao
b) trés solucdes
c) quatro solucdes
d) solucéo vazia

Gabarito — Aula 3

1) a) [-3,3]




81

b) [-1,2]

c) [-12]

d) [-1,2]. Nesse item a fung&o g € o proprio eixo x.

f

Y

1/2

e)Todos 0s numeros reais.

—9/4 > 5
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2)

a) [0.6] b) (-4,4) c){ 23’7—2} d) (—oo,—2]u[§,+ooj e) [-4.0]u[4,6]

f) (~o0,—4)U(0,4) U (6,+00)

2

4)a) a=4,b) (-x4), c) (4+)

5) a) (4,+00)U{0} b) =4 c) (0,4) d) (-

oo,O)




83

Questionario - Aula 3

1) Vocé j& tinha visto representacdo gréfica de funcdes para auxiliar na resolucao
de equacdes e inequacdes do 2° grau? Acha relevante que esse tipo de solucdo

seja utilizado no ensino fundamental ou médio? Explique.

2) Em qual ( ou quais) questdes desta aula teve facilidade? Explique.

3) Em qual ( ou quais) questdes desta aula teve dificuldade? Explique.
4) Qual conteudo achou mais interessante? Explique.

5) Na questdo 2 vocé tentou resolver as desigualdades a partir do grafico ou

tentou determinar a fungéo na forma y = ax® +bx +c ? Explique?

6) Que conteldo(s) vocé acredita que teve dlavidas e acha que precisa de mais

exercicios? Explique

7) Faca uma avaliacdo da aula. Algo deveria ser acrescentado ou retirado?

Alguma critica construtiva?
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Exercicios Aula 4

1) Para cada par de funcdes resolva f(x) < g(x)e interprete graficamente.

a) f(X)=x*+x g(X)=§

b) f(x)=x*-2x-5 g(x):_76

2) Quantas solucdes tem a equacdo x*=2"? E arctg(x) = x>?

3) Use os graficos para resolver as inequacoes.

a) € zInx
b) €*.Inx <0

c) € z—x+1

logx > x-1
d) 9

o <X
e) 2

4) Para cada par de funcoes resolva f(x) < g(x) e interprete graficamente.

a) T =%, g =X+

2X
f -
b) ) x+1, g(x)=x
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Gabarito — Aula 4
1) a)(01]

b) [-2,0)U1,3]

2)Trés solucdes para ambas as equacoes.




86

y
16 |
2? |
i i
2 s
‘ = 0'., 7 2 4

Esse grafico sofreu mudancga de escala

12

Y

arctg(x)

-0,9

3) a) (0,+o)

b) (0,1]

ﬁ__}c




87

C) [0,+oo)

d) [110]

Esse grafico sofreu mudanca de escala

e) [01]
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4)a) [O,+oo)

2z 2
x+1 41




89

Questionario - Aula 4

1- O que vocé acha da utilizacdo de graficos na resolucdo de equacbes e
inequacdes? Ajudou na sua compreensao?

2- A partir de agora vocé usaria graficos para resolver algum tipo de equacao ou
inequag&o? Usaria com seus alunos?

3- Faca uma avaliacdo do curso. Algo deveria ser acrescentado ou retirado?

Alguma critica construtiva?
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ANEXO 1 — RESPOSTA DOS ALUNOS

Aula 1

Pergunta 1
Vocé ja tinha estudado equacgdes de 1° grau e resolveu equacgdes de 1° grau com infinitas
solugdes ou sem solugcdo? Dé exemplos e explique.

Respostas
A1:
2o, //m a/%md mfz P W vivo b,
TR
A2:
@fa% Mm2< Coun lmLuml cots U
2 { z:ﬂ 2) o ¢
b -4 = %
bx-x = &
X = 4
7 X= _QS- l\’\‘lfh’L},\,ﬁ gOCuEG%
Ab:
NaFe. ‘Fﬂhm adande Ao lminatt,
| o {Oxmvnh I
Al10:
Doy M T L H -0 .o = Y
Pergunta 2

Vocé ja tinha estudado equacdes de 2° grau e resolveu equacdes de 2° grau pelo
método de completar quadrados? Dé exemplos e explique.

Respostas

Al: o

/e /;Z%A lo ppole ') 4
Z e

A2:

St 5G40 2o
(x i2) o848 oo
x-3)°= =

Ab:

Yoo Jwodhina  omemas ubamdo a o n
o J’lnf")f’mhn» )

Al10:
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S o~ 2y S N o S
Pergunta 3
Dé um exemplo da construgéo do grafico |f(x)| a partir de f (x). Explique.
Respostas
Al:

/;».’//ir)/: x M st et ey

Tkzéffm ez ofpgpr TR

AS:
¥a) r v ool
/ N \
i
/ a _ ' Iy Bk
-3
Al0: ) ~ .
Pergunta 4
Em qual (ou quais) questdes desta aula teve facilidade? Explique.
Respostas
Al:

(/ //l(/(///lﬂ)/,é/ﬂ Gl 0/7 M

o cotrr DUl D

S

A2:

15 G Foinnr> iy 08 Cone <
’/nm

A5: '

Quusimabl 24. }am o s holifisds o
L}"thdE/U?T) mwmt@?b d“\ﬂ; ﬁfNL@ = '

A10:
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(N> S ...sz/}‘ ”‘a::;:ﬂ { &, ?
\ ~ ™y
CEYe 1 Kndem 27 A emaaen Ve e L O
(e — 1 :) 'Q’L HTY—\CJ.,»_/\ A/(.. A_/P //O&leﬂ
) e W G e~ o e e Fren A1
ooy Dx/;a.u (:MM [=a¥ ¥ .
Pergunta 5
Que conteldo(s) vocé acredita que teve davidas e acha que precisa de mais exercicios? Explique.
Respostas
Al:
{ : 7 L LU Aetded
A2:

A s mu,L.l.qu b o F 70\' rox “'{'.(’)zwvo’) W'-/o
(:O’Y\'l':!—‘l"o Lo .._‘ﬂu.\auaﬁ/b o'a) nﬂlméﬁ’\g/\ :

A5:

Quidar2 50- 6. Y D mm“ %o mmﬂ
AD 0o UAUN Quyﬁ:ﬁm\ mm/m Vo siou_query
FkDD{fﬂTT\Q\ {)mmnp 0 5k i oldiulode ol o ,{becmu-

~ar! g nmﬁ% _.\\"H-_k. PR S Ymuf hﬂrmfhm T Pt~

dm%%ammoummmn@fwm

A10:
N \L_ ~n o loo oernles da
OO Sl ‘( oD 25 Caco~rn "Q/Q—ALJ' f‘n/\ S s QO-/ >
U {
Pergunta 6

C_omo descreveria a diferenga entre os contetdos representados por?
(1) 3x+3=x-2
(i) f(x)=2x+5
Respostas
Al:
Explique.
(f ) M7L’ r/

" L1402 LI UMD D (AT b IIAACE | s -4
¢

/mmv /‘0/1/12 ] anheh it > s f'_méﬁ Lo oS
A’/MW }’

A2:

ff)) r'Lhrbi"cWRé (LA AT KA‘,LS,. AT o~

Z

oX

( s Jrﬂn“’s_L‘&L__ uﬂ/éﬂ.;le,?c
0bm %uﬁ.\}aﬁmcfv- !J

A5:

(D o U}UI‘UY)Q ool o ol »gmmm_}anﬂmﬂﬂmh

dnﬁmmnmb& o N o,

Costion £ U0 Y
LN o Jumedio.
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A10:
Mo \ 07 siwvvne Qo . oo peaen
Ae el o 9 lon r—)l: X
\ '\ \/uuv\ f‘ﬂx) z MW\M sl ol q
AL U ,Q, e~ Ao & =2 s Dd e D &

0

Respostas dos alunos Aula 2

Pergunta 1
Vocé ja viu o conceito de grafico de uma funcdo? Quando? Defina e dé exemplos?
Respostas

St va Irr)m" cilets

7

A4
S\*\f‘r"(\, ' Ee';f‘r\“‘\ (?Q\Qr - QA-QJ{‘/uQ.ﬂ
Ab:

50 TNenion om Cometon o dfimicBn o
J‘l Mbh@ Ao \(Y\o'rfvmhnm \Qm‘j"&)a ﬂMmH;Q_-

O CNSC _ /
XL /\9-0, er\n‘n/mm 0 ,(‘m ﬂ/@*?()m)\ ) im A
A10:

v [ am /\‘ULQ;—- coldecd e
i

Pergunta 2
Dé um exemplo de curva que néo é gréfico de uma funcao.
Respostas

Al:

A2:




A4:

A5:

Al0:
AN Na
O
N
Pergunta 3

Vocé ja tinha visto representacao grafica de fungdes para auxiliar na resolugéo de
equacdes e inequacdes do 1° grau? Acha relevante que esse tipo de solucéo seja
utilizado no ensino fundamental ou médio? Explique.

Respostas

Al:

Z 4 A3 A/w mmmﬂw.a

Wmaé‘ b@fﬁkﬂ MW ﬂ/ﬁzmaz Mmfé 7 je
A W/W 75 ke precesnctol
[ ot hunpe, v foidiheses "B opfeac.

A2:

Siva . Pnie nc n,[avm; "/u:‘am ynd 7h2§; 1B

1
Cﬁw}nfm n/o CT‘,UL ,ﬁqé&gmg'a LA ﬁ&hgé 9::2#'@@ m}{,
) 4

A

*gkn:v\ v B Ol el o aliiam dnid e S Cdd Gt ennls
3 . -

B
Qi Ony b«c,s\ 2 Oycncnn. b el Qlad Gaiban  wBrma bt
; . 2 -
o cadoGh s ol W ColhA U SR S VR VO S oy o 0y
%QKMMD’L\J
L= o

Ab:

nﬂg AUW\ \‘nﬁ‘r\r\ Ty aal 9’\/(\‘!\{\ VAR aYaY
M\LQ,#“\Q\A 20N mUDf‘-)’\p— thm,o ‘fQU\ )PV
M D/Umf\ﬂdlpr 0.V e VU SN WNA 1 aV0V8 7o U otmbﬂﬂ%%
b nolimdlics o A

Jodulosl o
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Pergunta 4
Em qual ( ou quais) questdes desta aula teve facilidade? Explique.

Respostas

Al:
%M/&/ y. M d /M}f 21 ik Lomesnln /{x ﬁ/bﬁa?é_ V2
IS fesdrhisenlld < 7eildp.
- :
A2:

47, 3, 5

A4.
{AL\ " ‘ L 1 § . i B P S -
Z‘\K 1’3 “-5?5 {f_,'; ';‘\;:':_,.‘i-;;tﬂ S PR VTG DI § PRV o e . Sy ik v ALK i,),--‘\ W
T o™ i ]

L, Oan B tslonlo

Ab:

Rumdatn_.am dﬁm}ﬁimbdndﬂmi cl‘juomfi?m A
B nondase L) Zal1) mo O'l\juﬁfa—ﬂfﬁoz-

AB:
/T/ﬂ 70; Q;\/E i

’

Logor Faf w PYSA c’"g}-_—ﬁ A’MQ$MM(/;-; 5
4 A !/

A10:

Ao A

Pergunta 5
Em qual ( ou quais) questdes desta aula teve dificuldade? Explique.
Respostas

Al:

Is

N - =

/ 2 27 LA :
Juflar 4 o 2. [ Zode setubitle sl il svaon
afy afliel o_pfie <o BfETE For s, e
Agw%)— ooy ﬁ)é&:%at ﬂ/wg@ﬁ! 5

A2:
2> 4%

7

A4:
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3 e el

3 - &7 c W%
o P R N Y v B e e B Gy O Y
~ ~ fors ( T Oy % P
O Cpoce o S Lolg L XA EDaa b, h
<A i o e N el S . . iy X
Ao eloCoba ol el Tt s Polafand  mD & o X

@mmima 3. Y\(w@ Qmﬂmu 2l O omﬂmr\lm
%(1)7()(%)

AG:

TN e A Jz;dﬁxwmé;fa} A
/

A10:

L\ %\O\A/ \o.07 LY e C/ Yy ,(‘,C\.&\" \"\/\-}xﬁsq
Pergunta 6
Qual contetdo achou mais interessante? Explique.
Respostas
Al:

ﬂwﬁ’ L /
2 C Towke ¥ hotbsant . ST oo < MZ“ -

ﬂa/ it WMWAWW

A2'
7'{9"34 /bo/r& frnaméé 9&/( r»fs /M »@_}5
Q[/%Z: _ Gt 22900 ,,4 A 6}4%)444. { s
A4:
f"gmum&,é
v )
AS5:

Wmmmm omDLpn s e umn
\ou £er oo Nzhm;fmﬂmdﬁ S Om?ff\mri@

«J{H— o«ﬁw IR Ql\lfm [Jaa's i s e 2=
Al10:
DA O ‘*\C)-IS“ U:. !\/Qfl Caa /} Nt Oy o

d;LD\,J;-cM& oy .

Pergunta 7

Na questdo 3 vocé tentou resolver as desigualdades a partir do grafico ou tentou
determinar a funcdo na forma y =ax+b?
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Respostas
Al:
’f%ﬁ&/@' = ng?%m

A2:
%J‘\.ﬂz'r .—,/,, y‘-lrzf%w

Ab5:
O E\Jorrn"ﬁ 1 olfa—o{&?égmg

AB:

fon 2 feoearn

Al10:
(fef‘(\:\_bt. AN Cee N )_/uffv’ow
Yoene ) D ey obp_i)/\ QJ_D e c:,\L

QO Tﬁéf},cs_y"?l\)—-( [N ,wr',u"\ A.Lf\ C\ ‘-»"\ o i Yo

Pergunta 8

Que contelido(s) vocé acredita que teve dividas e acha que precisa de mais exercicios? Explique
Respostas

Al:
%@_{ 4(@]424'}{5/ Wﬁwma@&m@
gmﬂmfo/ém a AW e sie) Vadsed o
//zf/aa

A2:

Mz (19,44(/5»]52 7}:”71» Flfiprniino 24 M < d

,nv[;fszcas ,/J’ ﬁh¢@

A4:
i;_,mu’,_gih g\ a‘;} L :4‘\‘
AS:
gmﬁh?‘mﬂ‘h[l‘ﬂh ngm:%;.x‘mh €N 6 O, %410;{]&93
AG:
- -

M@'ﬁué_gzéﬁmh <l _bereala pnidloo
A10:

(oo S ol en e Oalan~rrmanicy
[ @ﬁﬂﬁf‘« f‘n\Jg |
) s
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Faca uma avaliagdo da aula. Algo deveria ser acrescentado ou retirado? Alguma critica

construtiva?
Respostas

Al:

Nt 10 Jots fordi.

Wm}a Fbitern 0] cindad) cldve guices’ ot

I OAER Sy’ Aodidfe fZa_M e /20@

Ao lpnmea Wém /ﬁ% WM
A2: |
{C;TX@',Z.M = &WQ/M;L %m»L ‘!H)‘A’.f‘ o TS AEUA Azla’z/la/erbés
dene dipe

A4:

T Lo ~ A o g
Tiafoa s tf wfx pa e s e Osblgsar

2
Jo
vl
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Respostas dos alunos Aula 3

Pergunta 1

Vocé ja tinha visto representacao grafica de fun¢des para auxiliar na resolucéo de
equacdes e inequacdes do 2° grau? Acha relevante que esse tipo de solucéo seja
utilizado no ensino fundamental ou médio? Explique.

Respostas
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Pergunta 2

Em qual ( ou quais) questdes desta aula teve facilidade? Explique.

Respostas
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Pergunta 3

Em qual ( ou quais) questdes desta aula teve dificuldade? Explique.

Respostas
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Pergunta 4
Qual contetdo achou mais interessante? Explique.
Respostas
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Pergunta 5

Na questdo 2 vocé tentou resolver as desigualdades a partir do grafico ou tentou
determinar a fungdo na forma y = ax® + bx + ¢ ? Explique?
Respostas
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Pergunta 6
Que conteldo(s) vocé acredita que teve davidas e acha que precisa de mais exercicios?
Explique.
Respostas
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Pergunta 7

Faca uma avaliagdo da aula. Algo deveria ser acrescentado ou retirado? Alguma critica
construtiva?

Respostas
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Respostas dos alunos Aula 4

Pergunta 1

O que vocé acha da utilizacdo de gréaficos na resolucao de equagdes e inequacdes?
Ajudou na sua compreenséo?

Respostas
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Pergunta 2

A partir de agora vocé usaria gréaficos para resolver algum tipo de equacao ou
inequacao? Usaria com seus alunos?

Respostas
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Pergunta 3
Faca uma avaliacdo do curso. Algo deveria ser acrescentado ou retirado? Alguma critica
construtiva?



Respostas
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