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RESUMO

Dissertagao de Mestrado
Programa de Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional - PROFMAT

Universidade Federal de Santa Maria

SOLUCAO DOS TRES PROBLEMAS CLASSICOS

DA MATEMATICA GREGA POR CURVAS
MECANICAS

AUTOR: RAPHAEL D‘'ACAMPORA
ORIENTADOR: PROF. DR. EDSON SIDNEY FIGUEIREDO
Local e Data da Defesa: Santa Maria, 29 de agosto de 2014.

Este estudo visa mostrar os primoérdios do desenvolvimento da Matematica, através da
Geometria, percorrendo os métodos de resolucao para o que hoje conhecemos pelos trés
problemas classicos da Matematica grega: a quadratura do circulo, a trisseccao do angulo e
a duplicacao do cubo. Esta dissertacao discorre sobre os trabalhos de grandes matematicos
da antiguidade, dos quais citamos: Arquimedes, Dinostrato, Erastostenes, Hipias, Papus
e Nicomedes, que debrugaram-se sobre estes problemas e descreveram solugoes bastante
elegantes, com o uso de curvas mecanicas, como a quadratriz ou trissectriz, a conchodide
e a cisséide. Embora o desejado, a principio, fossem as ditas construgoes euclidianas,
isto é, as construgoes realizadas somente com régua e compasso. Apresentamos também
as construgoes por Neéusis, responsaveis por uma parte significativa das solucoes da tris-
seccao. O trabalho poderd servir como base para interessados no assunto uma vez que
mostra a importancia da Geometria para o fomento do desenvolvimento de todo o saber

matematico.

Palavras-chave: Geometria. Problemas classicos. Quadratura do circulo. Trisseccao

do angulo. Duplicacao do cubo.



ABSTRACT

Master Course Dissertation
Professional Masters in National Network — PROFMAT

Universidade Federal de Santa Maria

SOLUTION OF THE THREE CLASSICAL
PROBLEMS OF THE GREEK MATHEMATICS
WITH MECHANICAL CURVES

AUTHOR: RAPHAEL D‘ACAMPORA
ADVISOR: DR. EDSON SIDNEY FIGUEIREDO
Location and Date of Defense: Santa Maria, August 29, 2014.

This study aims at displaying the beginning of the development of Mathematics, within
a geometrical perspective, covering the methods of resolution, known today as the three
classical problems of the Greek Mathematics: squaring the circle, trisecting the angle and
doubling the cube. Besides that, this dissertation talks about the work of some great
mathematicians of the ancient times, who are Archimedes, Dinostrato, Eratosthenes,
Hippias, Pappus and Nicomedes. These mathematicians leaned over the referred problems
and offered very elegant solutions, by means of the use of mechanical curves, such as the
quadratrix or trisectrix, the conchoids and the cissoids, although the desired ones, initially,
were the so called Euclidean constructions, that is, the constructions done only with ruler
and a compass. In this work, it is also presented the neusis constructions, responsible for a
significant part of the trisection solutions. This work can help others who are interested in
the matter, once it shows the importance of geometry for the fostering of the development

of all Mathematical knowledge.

Keywords: Geometry. Classical problems. Squaring the circle. Trisection angle.
Doubling the cube.
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INTRODUCAO

Os gregos foram responsaveis pelo acelerado desenvolvimento da Matemética no mundo
antigo tendo as construcoes geométricas como principal método de resolver problemas

através da ideia de representar uma grandeza qualquer na forma de um segmento de reta.

O desenvolvimento acelerado da Matemaética no mundo antigo deveu-se
a gregos geniais, pensadores, filésofos, cientistas que colocaram o ra-
ciocinio, a logica e a razao como ferramentas para descobrir coisas no-
vas e tentar explicar o mundo em que viviam. ‘Tudo é ntmero’ disse
Pitédgoras sintetizando o pensamento que tudo na natureza pode ser
explicado pelos numeros, ou seja, pela Matematica. As construgoes
geométricas estavam no centro desse desenvolvimento da Matematica.
(WAGNER, [20097]).

Atualmente, assim como na Grécia antiga, as construcoes geométricas desempenham
grande importancia na compreensao da Matematica. Wagner([20097]) confirma o pensa-
mento apontando que “Seus problemas desafiam o raciocinio e exigem s6lido conhecimento
dos teoremas de geometria e das propriedades das figuras e nao é exagero dizer que nao
h& nada melhor para aprender geometria do que praticar as construgoes geométricas.”

Da mesma forma Boyer, (1974, p. 47) aponta que:

[...]durante a segunda metade do quinto século circularam relatos per-
sistentes e consistentes sobre um punhado de matematicos que eviden-
temente estavam intensamente preocupados com os problemas que for-
maram a base da maior parte dos desenvolvimentos posteriores na geo-
metria.

Diante disto, constate-se a grande importancia da geometria para o fomento do de-
senvolvimento de todo o saber matematico, pois através da busca de solucoes para sim-
ples problemas geométricos, surgiram grandes descobertas como as secoes conicas, curvas
cubicas e quarticas e também varias curvas transcendentes, algumas inclusive que trata-
remos durante este trabalho.

Levando em conta os apontamentos descritos acima, este trabalho se propoe a inves-
tigar as solugoes dos problemas que ficaram conhecidos como os trés problemas classicos
da matematica grega.

Sao eles:
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a) a duplicacdo do cubo: dado um cubo de aresta a, determinar com régua nao gradu-

ada e compasso, a aresta b de outro cubo com o dobro do volume do primeiro;

b) a quadratura do circulo: dado um circulo C' de raio r determinar, com régua nao

graduada e compasso, o lado a de um quadrado com area igual a do circulo C}

¢) a trisseccao do angulo: dado um angulo qualquer, determinar, com régua nao gra-

duada e compasso, um angulo com a terca parte da amplitude do angulo inicial.

“A importancia desses problemas reside no fato de que eles nao podem ser resolvidos,
a nao ser aproximadamente, com régua e compasso, embora esses instrumentos sirvam
para a resolugao de muitos outros problemas de construgao.” (EVES, 1995, p. 134).

Ainda que nao pudessem ser resolvidos utilizando tais instrumentos, estas aparentes
dificuldades acabaram por alavancar ainda mais a busca por solug¢oes com base em outros

métodos.

Na realidade, a dificuldade por eles [mateméticos] encontrada testemu-
nha a favor de sua perspicdcia, isto é, eles perceberam que havia af
um problema, o que algumas pessoas até hoje nao percebem, confun-
dindo construgoes aproximadas ou mecanicas com construgoes exatas
com régua e compasso.(WAGNER, 2007, p. 92).

E importante delimitar neste momento, o que sao consideradas construgoes com régua
e compasso, determinando inclusive, as caracteristicas de tais instrumentos, salientando
que todas as construcgoes nos postulados dos Elementos de Euclides foram realizadas
apenas com o uso dos mesmos. Por conta deste fato esses instrumentos sao conhecidos
como instrumentos euclidianos. A régua euclidiana, assim como o compasso, nao servem
para transportar comprimentos, pois a régua ¢ nao graduada e o compasso ¢ como um

compasso atual, porém assim que ele é levantado do papel suas pernas se fecham.

Com a régua permite-se tragar uma reta de comprimento indefinido
passando por dois pontos distintos dados. Com o compasso permite-se
tragar uma circunferéncia com centro num ponto dado passando por um
segundo ponto qualquer dado.(EVES, 1995, p. 134)

Logo, a partir de uma sequéncia finita de passos obtemos pontos através de operagoes
de intersecgoes entre retas, entre circunferéncias ou de retas com circunferéncias. Com os
pontos obtidos, podemos tracar novas retas, novas circunferéncias e assim sucessivamente,
sempre de maneira finita.

Ainda tratando-se das construcoes euclidianas, é salutar lembrar que nao é possivel:
a) tragar um circulo de centro ou raio arbitréarios;

b) usar réguas graduadas ou com marcas;
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¢) transferir medidas com um compasso;
d) tomar um ponto arbitrério sobre uma reta;
e) deslizar uma régua sobre uma reta ou circunferéncia até encontrar um ponto.

Conforme Roque e Carvalho (2012) comentam que Papus’, entendia os problemas

geométricos da seguinte maneira:

Os antigos consideravam trés classes de problemas geométricos, chama-
dos ‘planos’, ‘sélidos’, e ‘lineares’. Aqueles que podem ser resolvidos por
meio de retas e circunferéncias de circulos sao chamados de ‘problemas
planos’, uma vez que as retas e curvas que os resolvem tém origem no
plano. Mas, problemas cujas as solugoes sao obtidas por meio de uma ou
mais secoes cOnicas, sao denominados ‘problemas sélidos’, uma vez que
superficies de figuras sélidas (superficies conicas) precisam ser utilizadas.
Resta uma terceira classe, que é chamada ‘linear’ porque outras ‘linhas’,
envolvendo origens diversas, além daquelas que acabei de descrever, sao
requeridas para sua construcao. Tais linhas sdo as espirais, a quadratriz,
a conchéide, a cisséide, todas com muitas propriedades surpreendentes.
(ver EECKE, 1982 apud ROQUE; CARVALHO 2012, p. 132, grifos do
autor)

A utilidade e beleza dos procedimentos mecanicos, ficam mais evidentes, quando Healt
(1912, p. 13, traducdo nossa) faz uma leitura da obra de Arquimedes, O Método dos

Teoremas Mecanicos conforme segue:

[...] Pensei que seria apropriado escrever-lhe neste livro sobre um certo
método por meio do qual vocé podera reconhecer certas questoes ma-
tematicas com a ajuda da mecanica. Estou convencido de que ele nao
é menos 1itil para encontrar provas para os mesmos teoremas. Algumas
coisas, que se tornam claras para mim, em primeiro lugar, pelo método
mecanico, foram provadas geometricamente em seguida, uma vez que
a investigacao pelo referido método nao fornece de fato uma demons-
tracao. No entanto, é mais facil encontrar a prova quando adquirimos
previamente, pelo método, algum conhecimento das questoes, do que
encontra-la sem nenhum conhecimento prévio.

’

Somam-se ainda as solugoes mecanicas, as conhecidas néusis, que é um método de
construcao através do ajuste de uma régua graduada e que também nao é considerado
um instrumento euclidiano.

Assim, embora os problemas abordados, tenham de certa forma uma simplicidade,
principalmente pensando em seus enunciados, mostraram-se profundamente importantes,

pois contribuiram de forma substancial para o desenvolvimento da matematica, através

Papus (ou Papo) de Alexandria. Gedmetra grego, pesquisador e autor de muitos textos sobre cien-
tistas da antiga civilizacao grega, entre eles a Colecao Matemdatica, um tratado em grego composto de
oito livros dos quais o primeiro e parte do segundo extraviaram-se.
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de suas engenhosas solugoes. Desta forma, com o objetivo de sistematizar tais resolugoes,
e organiza-las de uma forma linear, apresentando os argumentos algébricos e geométricos
para cada uma delas, é que desenvolvemos este trabalho.

No primeiro capitulo trataremos da quadratura do circulo, iniciando com os primérdios
dos trabalhos visando tal solucao, as chamadas lunas de Hipdcrates, e posteriormente apre-
sentando as solugoes com a quadratriz de Hipias e a espiral de Arquimedes. A trisseccao
do angulo é abordada no segundo capitulo e traz solugoes baseadas nas construgoes por
néusis incluindo a conchéide de Nicomedes, as conicas de Aubry e Papus e a solucao
de Arquimedes. Também no segundo capitulo, apresentamos outra solucao da trisseccao
atribuida a Arquimedes desta vez utilizando a espiral. Por fim, o terceiro capitulo expoe
a duplicacao do cubo com construgoes mecanicas baseadas principalmente na redugao de
Hipdcrates. Descreveremos as solucoes de Arquitas, Menecmo, Platao, Eratostenes, Ni-

comedes e Diocles.



Capitulo 1

A QUADRATURA DO CIRCULO

O problema da quadratura do circulo é muito natural e também é com certeza o
mais antigo. O problema da quadratura de qualquer regiao poligonal é possivel, ja que
diminuindo-se sempre que desejado o nimero de vértices da regiao em questao, usando
semelhanca de triangulos, obtém-se um triangulo. Dai é trivial a obtencao do quadrado,
com a mesma area do triangulo, bastando para isso que se encontre para o lado do
quadrado a média proporcional entre a base do triangulo e a metade de sua altura. Logo,
quadrando-se as regioes poligonais, o proximo passo seria tentar quadrar regides limitadas
por curvas.

Entre estas regioes, o circulo é a primeira.

Imagina-se que buscando a quadratura do circulo, Hipécrates®, tenha sido levado a
investigar as lunas em torno de 430 a.C.. Os egipcios, desde 1800 a.C., ja conheciam uma
solucao pratica para o problema da quadratura, tomando para o lado do quadrado um
comprimento igual a — do diametro do circulo dado.

O problema da quadratura consiste em construir um quadrado de lado x cuja area
seja igual a de um circulo de raio r dado. Como a area de um quadrado é expressa por

22 e a do circulo por mr?, deve-se obter z de modo que:

v = ar? = Jrar

Ou seja, x é a média geométrica ou proporcional entre r e rw. Desta forma, o problema
seria resolvido se fosse possivel obter um segmento de comprimento r7, pois usando-se
este segmento e o segmento de medida r, facilmente constréi-se, com régua e compasso,
a média geométrica entre eles.

Na figura (1.1), AB =r e BC' = r. No ponto B ergue-se uma perpendicular até que
esta encontre a circunferéncia de diametro AC' no ponto D. Os triangulos ADB e DCB

sao semelhantes e portanto podemos escrever:

'Hipécrates de Chios (470 a.C. &4 410 a.C.) foi um gedmetra, nascido na ilha de Chios, no arquipélago
de Dodecaneso, Grécia. As informagdes sobre sua vida e obra tém como fonte principal relatos indiretos
de Aristdteles.
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AB  BD
BD  BC’
ou ainda
. xr
xXr - wr

Assim, resolvendo a proporcao, temos

x? = 7r?,
ou seja,
x = \/rmr.
D
x
A B C
r r

Figura 1.1: Construcao da média geométrica.

Plutarco?, cita que enquanto Anaxdgoras® permaneceu na prisao, interessou-se pela
relacao entre o circulo e o quadrado. Este problema consumiu esforgos de varios ma-
tematicos durante séculos, sem que se conseguisse resolve-lo com régua e compasso, até
que, no século XIX, demonstrou-se que o problema da quadratura do circulo usando
métodos euclidianos nao tem solugao.

Assim como grande parte da evolucao e das descobertas da Matematica, a demons-
tracao da impossibilidade da quadratura do circulo foi obtida em véarias fases. Primei-
ramente, em 1801, no seu livro Disquisitiones Arithmeticae, o matematico alemao Carl
Friedrich Gauss* afirmou que, dado um ntimero natural fmpar n > 1, sdo condicoes equi-

valentes:

i. é possivel construir um poligono regular com n lados usando apenas régua e com-

passo;

2Plutarco, biégrafo grego do periodo greco-romano (45 - 120). Estudou na Academia de Atenas,
fundada por Platao.

3 Anaxdgoras de Clazomenas (500 a.C. & 428 a.C), filésofo grego do perfodo pré-socrético

4Carl Friedrich Gauss, matematico, astronomo e fisico alemao (30 de abril de 1777, Braunschweig -
Alemanha; 23 de fevereiro de 1855, Gottingen - Alemanha.)
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.. . , . .. k
ii. n pode ser escrito como produto de ntimeros primos distintos da forma 22" + 1 (os

chamados “primos de Fermat”, dos quais s6 se conhecem cinco: 3, 5, 17, 257 e

65537).

No entanto, Gauss apenas publicou a demonstracao de que a segunda condicao implica
a primeira. O primeiro matematico a publicar efetivamente uma prova rigorosa da impos-
sibilidade de se efetuarem determinadas construgoes geométricas usando apenas régua e
compasso foi o francés Pierre Laurent Wantzel®, em 1837, no Journal de Mathematiques
Pures et Appliquées.

Wantzel conseguiu provar, influenciado pelas ideias de Gauss, que se for possivel,
partindo de dois pontos A e B, construir um ponto C' com régua e compasso, entao o

quociente ¢ entre as distancias de A a C' e de A a B tera as seguintes propriedades:

i. o nimero ¢ é solucao de alguma equagao polinomial com coeficientes inteiros nao

todos nulos (ou seja, é aquilo que se hoje designa por um niimero algébrico);

ii. se P(x) = 0 for uma equacao polinomial de grau minimo entre as equagoes polino-
miais com coeficientes inteiros nao todos nulos das quais ¢ é uma solucao, entao o

grau de P(x) é uma poténcia de 2.

Em 1882, Carl Louis Ferdinand von Lindemann® demonstrou definitivamente que obter
a quadratura do circulo é impossivel apenas com a utilizacao de régua e compasso. A
demonstracao de Lindemann baseou-se no fato de que para se obter a quadratura do
circulo com instrumentos euclidianos, 7 deveria ser raiz de uma equacao algébrica, na
forma de um nimero exprimivel por raizes quadradas. Tais ntimeros pertencem a classe
dos numeros algébricos, isto é, aqueles que podem ser raizes de uma equacao algébrica
com coeficientes inteiros. No entanto, Lindemann provou que o niimero 7 é transcendente,
ou seja, nao é raiz de nenhuma equacao polinomial de coeficientes racionais.

Existem processos geométricos que dao valores bastante precisos para a construcao
de um segmento de comprimento rm. Processos esses que quando executados com régua
e compasso acarretam um erro, que nos dias atuais com o uso de tecnologias pode ser
bastante reduzido.

Citemos os seguintes:
a) Arquimedes’, que fornece um erro por excesso na ordem de 0,001;

b) Kochansky®, que fornece um erro por falta na ordem de 0,00006 e;

SPierre Laurent Wantzel, matematico francés (5 de junho de 1814, Paris - Franca; 21 de maio de 1848,
Paris - Franca.)

6Carl Louis Ferdinand von Lindemann, matematico alemao (Hanover, 12 de Abril de 1852; Munique,
6 de Marco de 1939).

"Arquimedes, matematico grego, nascido em Siracusa - (Sicilia), por volta do ano 287 a.C..

8Adam Kochanski Adamandy, matemético polonés,nascido em 05 de agosto 1631, em Dobrzyn, e
falecido em 17 de maio 1700, em Teplice, na Republica Tcheca.
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c) Specht?, que fornece um erro por falta menor que 0,0000003.

A seguir apresentaremos métodos algébricos ou mecanicos para se obter a quadratura

do circulo.

1.1 As lunas de Hipdcrates

Como citamos anteriormente, é possivel que o primeiro matematico a procurar resol-
ver a quadratura do circulo tenha sido Hipdcrates de Chios. A busca pela solucao da
quadratura deu-se inicialmente por suas investigagoes sobre os problemas com lunas, que
segundo Boyer (1974) sao figuras geométricas formadas por arcos de circunferéncias de
raios distintos. Hipdcrates talvez imaginasse que, obtendo solugoes com as lunas pudessem
leva-lo a quadratura do circulo.

Simplicio'® descreve, por volta de 520 a.C., com base na obra de Eudemo!!, parte
do trabalho de Hipdcrates sobre a quadratura de lunas. Conforme Boyer (1974, p. 49),
como parte dessa descricao ha um fragmento com um teorema atribuido a Hipdcrates:
“Segmentos de circulo semelhantes estao na mesma razao que os quadrados de suas bases”.

Como inicio da prova deste teorema, Hipdcrates mostrou que:

Teorema 1.1.1. Sejam Cy e Cy circulos com dreas Ay e Ay, e diametros Dy e Dy res-

pectivamente. Entao a razao entre as dreas € igual a razao dos quadrados dos diametros.

Ay
Demonstragao: Seja L a razao entre as areas dos circulos. Usando a férmula da area
2

de um circulo podemos escrever:
2
A _ i
= 2
Ay s

Simplificando a igualdade e multiplicando o segundo membro por 4 obtemos:

Al 47"1
A2 n 47’2
Reorganizando o segundo membro encontramos:
A1 o (27“1)2
A2 a (27”2)2

Como 2r; = Dy e 2ry = Dy chegamos a:

9Wilhelm Otto Ludwig Specht, matematico Alemao (22 de setembro de 1907 & 19 de fevereiro de
1985).

10Simplicio, filésofo, matemético e autor aristotélico grego, natural da Cilicia, pesquisador da geometria
grega (490 & 560)

HEudemo de Rodes (350 a.C. & 290 a.C.). Fil6sofo, matematico e escritor grego nascido em Rodes.
Um dos discipulos préximos de Aristételes, que publicou o primeiro Histéria da Matemética (335 a.C.),
onde descrevia as obras de Pitagoras, Tales e Hipdcrates além de muitos outros.
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A seguir, descreveremos dois outros teoremas sobre os trabalhos de Hipdcrates com as

“lunas”.

O primeiro problema das lunas de Hipdcrates diz:

Teorema 1.1.2. Seja AOB um quadrante de um circulo. Seja ainda AB o diametro do
semicirculo voltado pra fora do quadrante. Entdo a luna limitada pelo quadrante e pelo

semicirculo tem drea igual a do triangulo AOB.

Demonstragcao: Considere a figura 1.2.

Figura 1.2: Primeira luna de Hipdcrates.

Seja r o raio do quadrante determinado pelo segmento OA = OB. Logo o triangulo

AOB, retangulo em O, é isosceles e tém catetos de medida r e hipotenusa rv/2. Portanto
2

‘ p r ‘ ‘- [ . ‘A
sua drea é A; = —. Como a area da luna (Aj3) é igual a drea do semicirculo de diametro

AB menos a drea da diferenga entre a area do quadrante e o triangulo AO B, temos assim

(7)
D -

que:

2 4 2
2
2 2 2
TQ TQ 7,2
A. = ) - -
3 7T<4) 7T4+2
2
Ay = = — 4,
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Ou seja, a area de luna é igual a area do triangulo AOB.

J& o segundo teorema relativo as lunas de Hipdcrates diz:

Teorema 1.1.3. Seja ABC'D um semihexdagono reqular (trapézio) inscrito num circulo
de diametro AD. Construindo um semicirculo de diametro AB externamente ao trapézio,
obtém-se uma luna. Entdao a drea do trapézio ABCD ¢é a soma do triplo da drea da luna

com a area do semicirculo de diametro AB.

Demonstra¢cao: Abaixo, a figura 1.3 ilustra esse teorema e também auxiliard em sua

prova.

'\_/‘

Figura 1.3: Segunda luna de Hipdcrates.

Sejam o circulo de raio r = OA = AB e o hexagono regular a ele inscrito. Segue dai
que o hexagono tera como lados a medida r. Como a area do hexdgono regular ¢ igual

a de seis triangulos equildteros, o trapézio, ou semihexdgono ABCD possui area igual a

37"2\/g

, ou seja, igual a trés triangulos equilateros.
Chamando as areas do semicirculo de diametro AB, do triangulo equilatero de lado r

e da luna por A;, Ay e Az, respectivamente, podemos escrever:
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e
1
A3 = A1 — <67T7’ — AQ)
r? 1 r2\/3
Ay = 7— — | =mr? —
3 s \¢" 4
A, = 6r2\/§ —7r?
24
Entao:
6 2 3 — 2 2
Aapop = 345+ Ay = g S2V3—mr® 1
24 8
Logo,
3r2\V/3
Aapep = ek
3r2v/3
ou seja, a area do trapézio ABCD é T4\/_ :

1.2 A quadratriz de Hipias

Para quadrar um circulo, vimos anteriormente que é necessario determinar um seg-
mento com comprimento r7, ou seja, um segmento igual a metade do comprimento de uma
circunferéncia de raio r. Desta forma, sendo possivel a retificacao da circunferéncia, isto
é, fazer com que seu comprimento seja representado por um segmento de reta, torna-se
possivel obter o segmento r7 e consequentemente um quadrado de &rea 7r2.

A quadratriz de Hipias'?, ¢ um instrumento mecanico que além de resolver a quadra-
tura resolve também a trisseccao de angulos. Imagina-se que a principio, Hipias a tenha
desenvolvido pensando na trisseccao e Dinostrato'?® a utilizou para a quadratura, baseado
em consideracoes da geometria elementar e pensando justamente nao diretamente na qua-
dratura mas na retificagao da circunferéncia, ja que o processo nao nos déa diretamente o
lado do quadrado desejado e sim uma forma de determinar 7.

A curva denominada quadratriz, representada pela curva DPZ na figura 1.4 a seguir

é assim definida:

12H{pias nasceu em Elis, em 399 a.C. e morreu, provavelmente, em meados do século V a.C..

3Dinostrato de Atenas. Gedmetra grego da Academia de Platio nascido em Alopeconnesus, Asia
Menor, hoje Turquia (350 a. C.).
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A Z B

Figura 1.4: Quadratriz de Hipias.

Seja um quadrado ABC'D. O lado AD gira com movimento circular uniforme em torno
de A até que coincide com o lado AB. Ao mesmo tempo, o lado DC' desce, paralelamente
ao lado AB, com velocidade constante até coincidir com AB. Os dois movimentos estao
sincronizados de maneira que ambos os lados, DC' e AD, embora tenham velocidades
diferentes, coincidam com AB no mesmo instante.

Desta forma, a quadratriz é o lugar geométrico gerado pelas intersecgoes destes dois

lados méveis AD e DC, durante o trajeto até coincidir com AB.

Teorema 1.2.1. Seja um quadrado ABCD de lado a onde conforme a defini¢cao acima
estda construida a quadratriz de Hipias. O segmento AZ determinado pela intersecao da
2a

curva com o lado AB tem medida —.
T

Demonstragao: Seja a o comprimento do lado do quadrado ABC'D. Sejam ainda 6
o angulo PAZ , AM =y e MP = z. Pela proporcionalidade dos movimentos podemos

escrever que L k, sendo k a constante de proporcionalidade.

6

7r
Em particular, quando 6 = 5 e y = a temos que:

a
7=k
2
ou ainda,
2
[
Assim, podemos concluir que
.Y
0 =—=
2a
ou
2a6
Yy=—
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Seja 1 a distancia entre o vértice A e qualquer ponto da quadratriz. Desta forma,
podemos observar um triangulo retangulo de cateto y e hipotenusa 1. Assim podemos

escrever a equacao

Y

= = senb

(0
que implica em

Y

Y= send

ou 5ud
a
= ) 1.1
T senf (1.1)

Aplicando o limite para 6 tendendo a zero na equagao (1.1) temos que:

2a6 _ 2a
7w senf w

limg_,o

Logo,
2
AZ = ="2
™
|

. . : 2a .
Assim construindo-se um segmento de comprimento — torna-se possivel construir 7
para fazer a quadratura do circulo. Com efeito, é possivel dividir, usando somente régua
2a . )
e compasso, — por 2a e em seguida tomamos o inverso de —.
T T
O inverso se obtém levantando-se uma perpendicular sobre um extremo do segmento
1
— fazendo-a coincidir com o arco de raio unitario de centro no outro extremo deste mesmo
7r . A
segmento. Construindo-se um angulo reto entre o segmento que une o centro do arco e
o ponto obtido anteriormente, determina-se entao um triangulo retangulo de hipotenusa

igual a 7, conforme figura (1.5).

=

1
Figura 1.5: Construcao do inverso de —.
T
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1.3 A espiral de Arquimedes

A espiral de Arquimedes ou também espiral aritmética, se define como o lugar geométrico
de um ponto movendo-se a velocidade constante sobre uma reta que gira sobre um ponto
de origem fixo a velocidade angular constante.

Em coordenadas polares (7, ), a espiral de Arquimedes pode ser descrita pela equagao:
r=>b+ab

onde a e b sao numeros reais. Quando o parametro b muda, a espiral gira, ainda que a
controla a distancia em giros sucessivos. Tomaremos b = 0 nas espirais mencionadas neste
trabalho.

Arquimedes tem entre suas publicagoes o livro Das Espirais, uma obra singular que
possui 28 proposicoes somente sobre espirais, e na qual estd descrita a espiral citada
acima. Esta curva se distingue da espiral logaritmica pelo fato de que voltas sucessivas da
mesma tém distancias de separacao constantes e iguais a 2mb com # medido em radianos.
Enquanto em uma espiral logaritmica a separagao é dada por uma progressao geométrica.

H& de se notar que a espiral de Arquimedes tem dois ramos, um para ¢ > 0 e outro
para 6 < 0. O dois ramos estao discretamente conectados na origem.

E possivel quadrar o circulo utilizando-se a espiral, apesar de que talvez, nem Arqui-
medes a tenha utilizado para este fim. Basta que tracemos um circulo de centro O e raio
igual a a, conforme figura 1.6. Logo, o segmento OP e o arco do circulo entre as semirretas

OA e OP sao iguais, ambos medindo af. Podemos dizer que a area S do circulo de centro

(]-a). Se

O e raio a é a metade do produto de seu raio pela sua circunferéncia (S = 5

0 = g, ou seja, OP é perpendicular a OA temos:

S:g-4OP:2a-OP

Podemos entender a area do circulo como um retangulo de lados 2a e OP. Portanto,

o quadrado deve ter lado z igual a média geométrica entre os segmentos anteriormente

citados, isto é, x = v/2a - OP.

Figura 1.6: Espiral de Arquimedes - Quadratura.
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Como a equagcao em coordenadas polares é r = afl. Sendo o ponto fixo O, encontramos
P o ponto da curva que completou uma volta. Nesse ponto tracamos sua tangente, que
corta a perpendicular a OP, que passa por O, em T. Arquimedes provou que OT é o
comprimento da circunferéncia do circulo de raio OP. Isso, é claro, nao mostra como
achar a quadratura do circulo, mas ele ja tinha mostrado que a area de um circulo é igual
a area de um triangulo retangulo cujo cateto menor é igual ao raio e o maior ¢ igual ao
comprimento da circunferéncia, isto é, a area da circunferéncia de centro O e raio OP é
igual a area do triangulo OPT. Agora é facil mostrar como achar a area de um quadrado
que seja igual a de um triangulo. A area do triangulo é S = §.OT.OP, se h é a média
geométrica entre OT e OP, isto é, h? = OT.OP, entao h é o lado do quadrado.

Teorema 1.3.1. Seja P o ponto onde a espiral de Arquimedes intersecta o eixzo OX
quando 0 = 2w. A circunferéncia de raio OP tem drea igual ao triangulo de lados OP e

OT, onde T € a intersec¢ao do eizo OY com a reta tangente a circunferéncia no ponto

P.

Demonstragao: A figura 1.7, ilustra a demonstracao.

Figura 1.7: Retificacao da circunferéncia pela Espiral de Arquimedes.

Um ponto de coordenadas (z,y), onde o eixo = é a reta suporte de OP e y a reta
ortogonal, tem como expressao com parametros polares o angulo de rotacao 6 e o raio r,

assim definimos:

0
T = r—cos@
27
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= —senf
Y 27Tsen

suas derivadas em relacao a # sao:

dr r

0= %(—9 sen 6 + cos 0)
e

dy r

0 %(9 cos 8 + sen 0).

E portanto a inclinacao da reta tangente sera:

r
dy ﬁ(e cos 0 + sen 0)

- £ )
dx —(—0 sen 6 + cos 0
2m
: - dy -
Aplicando a equagao no ponto onde ¢ = 27 temos e 2. Logo a equagao da reta
x

tangente no ponto serd y = 2m(x — ).

Se x =0,y =—27r, ouseja T = (0, —27r) e a distancia OT = 27r.

Portanto, de fato a area do triangulo sera:

2712 )
=Tr- = Scirculo-

1 1
Striangulo == §OTOP = 5271'7“7“ =



Capitulo 2

A TRISSECCAO DO ANGULO

E possivel que o problema da trisseccao do angulo tenha surgido do problema de
construcao de poligonos regulares, pois sua construgao implica na multisseccao de angulos
e em particular a trisseccao. Por exemplo, se desejarmos construir um poligono regular
de nove lados hé a necessidade de trissectar o angulo de 120°.

Este problema difere dos outros dois problemas classicos, a quadratura do circulo e a
duplicagao do cubo, pois nao ha como se quadrar nenhum circulo ou duplicar um cubo com
a utilizagao dos instrumentos euclidianos, ou seja, utilizando apenas régua nao graduada
e compasso e seguindo as regras sugeridas por Platao!. Por outro lado, existem muitos
angulos que sao possiveis se trissectar. Como um exemplo desta possibilidade, Papus
indica em seu livro IV da Colegao Matematica, um método simples para a trisseccao do
angulo reto. Este processo é assim descrito:

Sendo ABD o angulo reto como ilustra a figura (2.1), basta para sua trissecgao,
dispormos um dos lados de um triangulo equildtero BDG, sobre um dos lados do angulo
ABC e, dividindo o angulo compreendido pelas retas DB, BG em duas partes iguais,

teremos o angulo compreendido pelas retas AB, BG dividido em trés partes iguais.

AO

30°

B 30° D C

Figura 2.1: Trisseccao do angulo reto - Método de Papus.

1Platdo (427 a.C. - 347 a.C.), filésofo grego da antiguidade.
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Assim como os outros dois problemas classicos, por muito tempo, a trisseccao consumiu
esforcos de grandes matematicos que tentaram resolvé-lo. Porém, depois do surgimento
do contraexemplo com argumentos algébricos estas tentativas deixaram de fazer sentido.

Todos esses esforgos produziram uma série de métodos nao euclidianos para a solugao.
Em grande parte das solugoes existe a reducao a outro problema, um problema de néusis,
que abordaremos em seguida.

Enunciaremos aqui, dois teoremas que nao serao demonstrados, mas que servirao de

base para para as afirmacgoes que se seguirao.

, . a . ., . .
Teorema 2.0.2. Se um nimero racional — , com a e b primos entre si, € raiz da equacdo
polinomial de coeficientes inteiros cyx™ + Cp12™ 4+ o™ 2+ ...+ 1zt + oz’ = 0 entao

a serd um divisor de ¢y e b um divisor de c,.

Teorema 2.0.3. Uma condicdo necessdria e suficiente para que as trés raizes de uma
equagao de grau 3, com coeficientes racionais sejam construtiveis por régua e compasso é

que uma delas seja racional.

O argumento algébrico que garante que a trisseccao do angulo nao é possivel é o
seguinte:

Se um angulo 6 for construtivel por régua e compasso, entao seu cosseno: cos 6 = ¢
também o é e reciprocamente. Por uma simples férmula da trigonometria cos 3= z esta

relacionado com cos 6 pela equacao
20 0 0

+ —) = 40033(9) — 3cos(3) = o

0 —
CcOS COS (3 3 3 3

Em outras palavras, o problema de trissectar o angulo # com cos 6 = ¢ equivale a

construir uma solucao da equacao cubica
423 - 32— ¢ =0

Tomemos um contraexemplo para mostrar que isto nao pode ser feito em geral. Vamos

s T 1
considerar o caso particular para 6 = 3 de modo que cos 3=5= ¢. A equacao torna-se
entao:
422 - 32— = =0
2
ou
822 —62—1=0
™ T , . a . .
Suponhamos que com 6 = 3 # = €08 g seja um nimero racional da forma 7 isto ¢,

a
que seja uma raiz racional da equacao 823 — 6z — 1 = 0, onde — é uma fracao irredutivel.
Assim, pelo teorema 2.0.2, a sera um divisor de —1 e b serd um divisor de 8.

Os possiveis divisores de ¢g = —1sao: {1,—1} eosde cg = 8sado: {—8,—4,—2,—1,1,2,4,8}.

Logo, temos as seguintes possibilidades para as raizes racionais da equacio 8z*—6z—1 = 0:



27
1 1 1111
{_17 _57 _Za _§7 ga Zv 57 1}
Mas nenhum destes nimeros é raiz da equacao 8z — 6z — 1 = 0.
Portanto 823 — 62 — 1 = 0 nao tem raizes racionais e assim, pelo teorema 2.0.3, estas
raizes nao podem ser construidas com régua e compasso.
Importante lembrar que em hipdtese alguma estamos garantindo que nao é possivel
trissectar angulos com o uso de instrumentos Euclidianos, pois j4 mostramos acima, com
o exemplo de Papus, que o angulo reto é facilmente trissectavel assim como tantos outros

angulos. E garantido porém que nao serd qualquer angulo dado que poderemos trissectar.

2.1 Construcoes por Neéusis

Como abordamos anteriormente, antes mesmo do desenvolvimento de alguns métodos
para trissectar angulos, surgiu um método que reduzia a trissec¢ao a um outro problema,
conhecido como construgao por néusis, do verbo grego neuein, que significa apontar, que
consiste na insercao de um segmento de reta de comprimento pré-definido entre duas cur-
vas, de modo que um ponto fixo se encontre ou nesse segmento ou em seu prolongamento.

Este método, apesar de resolver a trissec¢ao, nao o faz diretamente e sim o transforma
em outro problema, o de encontrar a posicao exata que o segmento ou a reta deva estar
entre essas duas curvas dadas, de modo que solucione o problema inicial.

O problema da trissecgao refere-se a angulos agudos ja que angulos retos sao tris-
sectaveis como vimos no exemplo de Papus. E, se o angulo for obtuso, pode ser escrito
como a soma de um ou mais angulos retos com outro angulo agudo.

Vejamos a seguir, uma forma nao mecanica, a construcao por néusis, que trissecta um

angulo agudo qualquer.

Teorema 2.1.1. Seja ABC um dngulo agudo, com vértice em B. Pelo ponto A traga-se
uma paralela e uma perpendicular ao lado BC. Um segmento DE = 2AB ¢ inserido
entre as duas retas criadas anteriormente de modo que B, D e E sejam colineares. Desta
forma, o dngulo EBC ¢ % do dngulo ABC' dado.

Demonstracao: Seja H o ponto médio de DE, ou seja DH = HE = AB, conforme a
figura 2.2.
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Figura 2.2: Trisseccao do angulo - Neéusis.

Por construcao, a reta que passa por A e E é paralela a reta que passa por B e C.
Assim, os angulos AEH e HBC' sao congruentes. Como o angulo EAD é reto, o triangulo
ADE pode ser inscrito numa circunferéncia de centro em H. Ainda por construcao, HA
e HE sao iguais, logo o triangulo HFE A é isosceles e portanto os angulos AEH e EAH
sao congruentes. Temos ainda que como AH = HE e que HE = AB o triangulo ABH
também ¢ isdsceles e entao os angulos ABH e AHB sio congruentes.

Por fim, como o angulo AHB é angulo externo do triangulo AH E, temos que AHB =
AEH + EAH. Como AEH ¢ FAH sao congruentes entdao AHB = 2AEH e como
AEH e HBC também sdo congruentes temos que AHB = 2HBC. Portanto como
ABC = HBC + ABH ¢ ABH = AHB, temos que ABC = HBC + 2HBC = 3HBC.
Assim, HBC = %ABC.

2.2 A Conchédide de Nicomedes

Uma das aplicagoes da construcao por néusis, para a trisseccao do angulo é a Conchéide
de Nicomedes?, que é uma curva obtida através de um dispositivo mecanico. A curva,
hoje chamada de Conchéide, conforme a figura 2.3, é definida da seguinte maneira:

Sejam r uma reta e O um ponto fora dela. Tomando-se um ponto P pertencente a r,
e um ponto ) no prolongamento de OP de comprimento fixo k = QQP. Logo a Conchéide
de Nicomedes é o lugar geométrico dos pontos () quando P se move ao longo de r para o
polo O.

A propriedade importante desta curva, base de sua definicao, é que qualquer reta
partindo do polo O e que intersecta a reta e posteriormente a curva, tem a distancia

constante entre esses pontos de intersecgao.

2Nicomedes, gedmetra grego, 280a.C.; 210a.C..
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r /

O

Figura 2.3: Curva Conchéide de Nicomedes.

O teorema a seguir, mostra como podemos utilizar a conchdide para trissectar um

angulo.

Teorema 2.2.1. Seja um angulo AOB qualquer, traca-se uma perpendicular a OA, pas-
sando por A e interceptando a reta OB em N, denominada reta r. Chamando de k a
distancia ON, traca-se a Conchoide relativa a reta v com polo O e a constante de com-
primento 2k. A reta s paralela a OA que passa por N, intersecta a Conchdide no ponto
C. O segmento OC trissecta o angulo AOB, isto €, o angulo AOB = 3A0C.

Demonstragao: Seja s a reta que passa por N e é paralela a reta que contém o segmento

OA, logo os angulos OCN e AOC sao congruos, conforme a figura 2.4.

Al N
O

Figura 2.4: Trisseccao com a Conchéide de Nicomedes.

Sejam P um ponto na interseccao de r com o segmento OC' e M um ponto sobre OC
tal que PM = MC = d, ou seja, M é ponto médio de PC.

Por construgao, o angulo PNC é reto, logo o triangulo PNC' pode ser inscrito em
uma circunferéncia de centro M e raio d. E, também por construcao, o parametro k para
a Conchéide é igual a 20N.

O triangulo MCN & isésceles, portanto o angulo MCN é congruo ao angulo MNC.

O triangulo OM N também ¢ isésceles e os angulos OMN e NOM sio congruentes.

Como o angulo OMN é externo do triangulo M CN temos que
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OMN = MCN + MNC
Dai, como os angulos M CN e MNC sao congruos obtemos:
OMN =2MCN
Mas MCN = OCN e OMN = MON = MOB, entao:
MOB = 20CN = 2A0C
Por fim, como AOB = AOC + MOB, temos:

AOB = AOC +2A0C = 3A0C

2.3 A trissecgcao por coOnicas

Usando algumas conicas, especialmente a hipérbole, com o uso de neéusis, é possivel
trissectar um angulo dado. Abaixo, destacamos trés destes, em especial o primeiro, des-
crito por Aubry em 1896 utilizando um cone circular reto e o os demais, citados por
Papus, ja no ano de 300 a.C. em seu livro IV da Cole¢ao Matemdtica.

Como citamos anteriormente, Aubry, em 1896, utilizou um cone circular reto, de

vértice V', onde a geratriz é igual a trés vezes o raio, g = 3r, para trissectar um angulo
AOB dado.

Teorema 2.3.1. Seja um cone circular reto, com g = 3r. Em sua base marca-se o angulo
AOB que deseja-se trissectar, com O no centro da base. Planificando entao a superficie
lateral do cone, com os pontos A e B determinam sobre o arco de circunferéncia gerado
pela planificacdo em questdo o angulo AVB. O angulo AVB ¢ portanto 3 do angulo
AOB.

Demonstragdo: Seja a o angulo AOB. Desta forma o arco AB mede ra. Sejam ainda
~ o angulo do setor circular de raio g = 3r, formado pela planificacao da superficie lateral
do cone e 6 o angulo AV B. Assim, os comprimento dos arcos definidos por estes angulos
sao respectivamente gy = 3ry e g = 3rf) (Arco AB).

Temos entao que
3rf = ra ou 30 = a.

Portanto
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Uma outra forma de se obter a trisseccao é utilizando a proposicao 31 do Livro IV de
Papus, com a interseccao de uma hipérbole equilatera com uma circunferéncia, usando-se
para tanto uma construgao por néusis. Neste caso, o problema da trisseccao é justamente
conseguir inserir o segmento de reta DFE, com o dobro do segmento BA, entre as retas
FA e AF, passando por B. Na verdade, tudo se resume em determinar o ponto F na
construcao.

Antes de enunciarmos o préximo teorema com sua respectiva prova, enunciaremos e
demonstraremos dois lemas, do Livro I dos Elementos de Euclides, que facilitarao subs-

tancialmente nosso trabalho.

Lema 1. (Proposi¢io 33 - Elementos de Fuclides - Livro I.) Linhas retas que unem as

extremidades de duas linhas retas na mesma dire¢ao sao iquais e paralelas.

Demonstragao: Sejam, por hipétese, AB e C'D segmentos de retas iguais e paralelos,

e sejam os segmentos AC' e BD que unem as suas extremidades conforme a figura 2.5.

C D

Figura 2.5: Proposicao 33, Livro I dos Elementos de Euclides.

Como AB é paralela a C'D, e BC' une, pela diagonal, suas extremidades, entao os
angulos alternos internos ABC e BCD sao congruentes.

Observando os triangulos ABC' e BC'D, temos que AB = C'D, BC' é lado comum e
ABC e BCD sio angulos congruentes. Portanto, pelo caso de congruéncia LAL, lado-
angulo-lado, os triangulos sao congruentes. Portanto, AC' e BD tém comprimentos iguais.
Ainda, temos que os angulos CAB e CDB também sao congruos, logo AC' é paralelo a
BD.

Assim, as linhas retas que unem as extremidades de outras duas linhas retas na mesma

direcao sao iguais e paralelas.
|

Lema 2. (Proposi¢ao 43 - Elementos de Fuclides - Livro I.) Em qualquer paralelogramo,

os complementos dos paralelogramos ao redor da diagonal sao iguais entre si.

Demonstracao: Sejam ABCD um paralelogramo, AC a sua diagonal e I um ponto
de AC. No entorno de AC temos os paralelogramos FIHC e AEIG e os chamados
complementares GIF'D e FBHI conforme ilustra a figura 2.6.
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Figura 2.6: Proposicao 43, Livro I dos Elementos de Euclides.

Como, ABCD é um paralelogramo, e AC sua diagonal, entao os triangulos ABC e

AC'D sao congruentes.

Analogamente por AEIG e F I HC também serem paralelogramos com suas respectivas
diagonais Al e IC' temos que o triangulo AEI é congruo ao triangulo AIG e também o
triangulo THC' é congruo a [DC.

Pelas congruéncias dos triangulos acima, temos que as areas do triangulos ABC e

ACD sao dadas respectivamente como:
Aape = Aapr + Arap + Agsar e Aacp = Aarg + Arcr + Acrrp
Como Axpc = Aacp, Aagr = Aarg € Arue = Ajcr, podemos concluir que:

AEBHI = AGIFD

Assim, os paralelogramos complementares sao equivalentes.

Teorema 2.3.2. Seja ABC um angulo qualquer. Por A tragam-se duas retas, uma para-
lela e outra perpendicular ao outro lado, o lado BC'. A interseccao da reta perpendicular
a BC' passando por A chamamos de F. Construindo-se o retangulo AF BB, com B
sobre a reta paralela a BC' como sendo o centro de um dos ramos da hipérbole equildtera
que possui assintotas sobre as retas suportes dos segmentos B1A e BBy e que passa por
F. A circunferéncia de centro F' e raio igual a 2AB intersectard a hipérbole em um ponto
denotado por P. Entao o ponto E que serd a intersec¢ao de uma reta passando por B,
paralela ao segmento PF com a reta suporte do segmento B1A e o angulo EBC serd 1gual

1 A
a 3 do angulo ABC'.

A ilustragao deste teorema é dada pela figura 2.7.
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Figura 2.7: Trisseccao com conicas de Papus (Hipérbole Equildtera).

Demonstra¢cao: Com base no que foi tratado na primeira construcao por néusis, no
inicio deste capitulo, é necessario apenas que se insira um segmento de comprimento 2AB
entre os pontos D e E/, para garantir a resolucao do problema. Precisamos mostrar apenas
que o segmento DFE = F'P, ou seja, DE = 2AB. Temos a seguir a figura 2.8, que ilustra

a prova.

(o, @ “”
-
.7 P
-
"a “‘
- -
- -
D - -
- -
o= -
g 2
- -
- -
" "
- -
o O 0]

Figura 2.8: Esquema para prova - Trisseccao com hipérbole equilétera.

Mostraremos que F'/PED ¢é um paralelogramo, lembrando que por construcao F'P é o
raio da circunferéncia que mede 2AB.

Como P e F pertencem a hipérbole, sabemos desde Apolonio®, em seu livro II, pro-
posicao 12, que dadas duas retas concorrentes, assintotas de uma hipérbole, um ponto
Z, vértice de um paralelogramo de area ¢ qualquer, situado na interseccao de duas retas
paralelas as assintotas é o lugar geométrico de uma hipérbole cujas assintotas sao as retas
dadas.

Portanto, podemos afirmar, que as areas dos retangulos EPEB; e B{AAF tém valor

constante c.

3 Apolonio de Perga (262 a.C. & 190 a.C.), conhecido como “O Grande Gedmetra” e considerado como
um dos mais originais matematicos gregos no campo da geometria pura. E autor do famoso tratado As
Conicas, uma das principais obras de matematica da antiguidade, composta por oito livros
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Se tomarmos a diagonal E'B e utilizando o lema 2, descrito anteriormente, podemos
afirmar que as dreas BN - DF e B{A - AF também sao iguais.

Como EB; e BN sao iguais, podemos afirmar que BN - DF e EB; - DF também sao
iguais. Como EP-FEBy = BiA-AF = BN - DF = EB, - DF, em especial EP - EB; =
EB; - DF temos que EP éigual a DF.

Portanto, como EFP e DF' sao paralelos por construcao, podemos afirmar com base
no lema 1, que os segmentos DE e PF' sao iguais e paralelos. Entao DEPF ¢é um

paralelogramo e com isso DE = PF = 2AB.
[ |

A préxima construcao, também descrita por Papus, utilizando néusis para trissectar um

angulo, faz uso da intersecgao entre uma circunferéncia e uma hipérbole de excentricidade

| o

2. Lembrando que a excentricidade de uma hipérbole é dada por e = —, onde 2¢ é a

o

distancia entre os focos e 2a a distancia entre os vértices. Neste caso, ¢ = 2a.

Teorema 2.3.3. Seja AOB um angulo central de uma circunferéncia com centro em O
e OC como a bissetriz desse angulo. Seja o ramo da hipérbole de excentricidade 2 com
foco em A e OC como diretriz. Seja P a intersecao da hipérbole com o arco AAB. Entao
o dngulo AOP € igual a % do angulo AOB.

Demonstracao: Por construgao, conforme a figura 2.9, P estd sobre a hipérbole e
portanto temos que a distancia do foco A ao ponto P é igual ao dobro da distancia entre

P e a reta diretriz, a reta OC, propriedade foco-diretriz da hipérbole.

Figura 2.9: Trissecgao com conicas de Papus (hipébole de excentricidade 2).

Fixando um ponto S sobre OC', no pé da perpendicular passando por P, obtemos AP =
2PS. Prolongando o segmento PS até a interseccao com a circunferéncia, encontramos o
ponto W tal que PS = SW, ou seja, PW = PS + SW =2PS = PA.
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Como OC ¢é bissetriz de AOB, a distancia de W até B é igual a AP.
Assim, temos que AP = PW = W B e portanto o arco AB esta dividido em trés arcos
que possuem cordas iguais. Logo também sao iguais.

Concluimos entao que o angulo AOP é igual a 3 do angulo AOB.

2.4 A trisseccao por Arquimedes

Embora Arquimedes nao tenha diretamente dado uma solucao para trisseccao de
angulos, ha pelo menos dois de seus trabalhos que indicam uma possivel solucao para

o problema em questao:

i. a proposicao VIII do Livro dos Lemas; Liber Assumptorum, que é uma construcao

por néusis, descrita no teorema 2.4.1 abaixo e;
ii. a curva espiral definida no Livro Das Espirais.

Trataremos cada um dos casos separadamente a seguir.

2.4.1 Proposicao VIII (Livro dos Lemas)

O teorema 2.4.1 é mais uma trissecgao por néusis, ja que para conseguir a trisseccao
¢ necessaria a construcao de um segmento com trés pontos colineares, onde dois deles
determinam uma corda, e o terceiro exterior ao circulo a uma distancia r do préprio

circulo.

Teorema 2.4.1. Sejam BD uma corda de uma circunferéncia de centro O e raior, E um

ponto de BD tal que DE = r, C' e A os pontos da intersecao de EO com a circunferéncia,

onde C estd entre O e E. Entao AAB: 3 DA(7.

Demonstracao: Seja o = AOB, o angulo central de uma circunferéncia de centro O e

raio OA = OB, conforme ilustra a figura 2.10.
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Figura 2.10: Trisseccao segundo o Livro dos Lemas.

Como os triangulos DOB e DOFE sao isésceles pois possuem dois lados iguais a r,
os angulos OED e DOE sio iguais, chamaremos de v e OBD e BDO sio iguais e
chamaremos de 3.
O angulo BDO ¢é externo ao triangulo DEQO, logo 3 = 2.
A soma dos angulos internos do triangulo BDO é 23 + BOD = 180° portanto,
BOD = 180° — 23 = 180° — 2.2y = 180° — 4~ (2.1)
Ainda, v + BOD + o = 180° ou seja,
BOD =180° — o — v (2.2)

Igualando as equagoes (2.1) e (2.2) temos que:

180° — 4y =180 —a — 7y

=4y —7y
a = 3y
Portanto
OED = %A@B.

2.4.2 A espiral de Arquimedes

A Espiral de Arquimedes, bem como a Trissectriz de Hipias, transforma a propor-

cionalidade entre angulos em uma proporcionalidade entre segmentos. Logo, utilizando
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a Espiral de Arquimedes também podemos trissectar e até mesmo multisseccionar um
angulo dado AOB. A possibilidade de trissectar angulos ¢é citada por Arquimedes em seu

Livro das Espirais, na proposicao XIV.

Teorema 2.4.2. Se a partir da origem da espiral tracarmos duas linhas retas até encon-
trarem a circunferéncia do primeiro circulo, entao as linhas tracadas até a espiral terdo
entre si a mesma razao que os arcos da circunferéncia entre a extremidade da espiral e
as extremidades das retas prolongadas até encontrarem a circunferéncia, sendo seus arcos

medidos para frente a partir da extremidade da espiral.

Demonstracao: Seja a espiral de Arquimedes com centro em O, origem do sistema
cartesiano, e de raio r. Sejam 67 e #, os angulos medidos a partir do eixo = e pelos quais
sao tracadas as retas que intersectam a circunferéncia.
Pela definicao da espiral de Arquimedes, estes pontos de interseccao das retas geram
segmentos de comprimentos r6; e rf respectivamente.
Fazendo a razao entre estes segmentos determinados pelas interse¢oes temos:
7"01
76,

Simplificando a razao obtida, encontramos:

0
7“92_92

Assim, aplicando o descrito no teorema 2.4.2 temos que:

Se A e D sao dois pontos da espiral no primeiro circulo, entao:

BD FD
BA FAE.

Conforme o exposto acima, fica facil e evidente trissectar um angulo utilizando a Espiral
de Arquimedes. Basta que para isso, construa-se a espiral com centro coincidente com
o vértice do angulo dado, e também coincidindo a reta inicial da espiral com um dos
lados do angulo. O ponto onde a espiral intersectar o outro lado do angulo em questao,
determinara o segmento a ser trissectado.

Tomando como base o angulo ABC , representado na figura 2.11 a seguir, suponhamos
que a origem da espiral esteja sobre o ponto B e sua reta inicial coincidindo com o lado
BC'. A espiral encontrara o lado AB no ponto A e portanto o segmento AB é o segmento
que devera ser trissectado.

Assim, tomando um ponto E = %AB e tragando uma circunferéncia de centro B e

de raio BE, o ponto D de interseccao entre a circunferéncia e a espiral é o ponto que

A 1 A
trissecta o angulo, ou seja, o angulo DBC' é igual a 3 do angulo ABC' dado.
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Figura 2.11: Retificagdo da circunferéncia.

De fato, como ja exposto anteriormente, a espiral relaciona o comprimento de um
segmento de reta, que chamaremos de p, com o angulo 6 determinado pelo segmento de
reta BD. Em coordenadas polares, (r,6), podemos escrever que p = kf com k € R¥.

Como A e D pertencem a espiral, vem que BA = kf; e BD = ks, sendo 0, o angulo
ABC e 05 o angulo DBC.

Mas, o ponto E é de tal forma que BA =3BFE = 3BD, ja que BD também pertence

a circunferéncia. Entao,

k6, = 3k0,,
ou seja,
0
92 == 31

" 1 A
Portanto, conclui-se que o angulo DAB ¢é 3 do angulo ABC..
Por um processo andlogo pode-se obter a multissecao de um angulo qualquer. Bas-

tando para tanto dividir o segmento AB em tantas partes quantas forem desejadas, ou

seja, se tomarmos a igualdade BA =n- BE =n- BD teremos que #, = -
n

2.5 A trissectriz de Hipias

Outra forma de trissectar angulos sem o uso de instrumentos euclidianos, é a uti-
lizacao da Trissectriz de Hipias, uma curva mecanica determinada através do movimento
simultaneo de dois segmentos distintos ja apresentada no capitulo 1, secdo 2, para a

quadratura.
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E importante salientar que assim como a Espiral de Arquimedes, a Trissectriz de
Hipias, por ser descrita pela intersecao de dois movimentos, um linear e outro circular,
transforma a proporcionalidade entre angulos em uma proporcionalidade entre segmentos.
Logo, qualquer angulo que for inserido na construgao, com vértice em A, e intersectar a
curva em um ponto que chamaremos de Z, determinard sobre o lado AD um segmento

que ser for trissectado, transpora sua trissecgao ao angulo dado.

Teorema 2.5.1. Sejam XAB um angulo qualquer com o lado AB coincidindo com o
lado AB do quadrado e Z a intersecao do lado AX com a curva trissectriz. Seja PBs o
segmento de reta paralelo ao lado AB passando por Z, onde P € a intersecao da reta com
o lado AD. Considere agora Py tal que AP, = §AP e seja o segmento de reta paralelo

ao lado AB passando por Py, intersectando a trissectriz em L. Entao o angulo LAB ¢ a

terca parte do angulo XAB dado.

Demonstracao: Sejam R e S pontos pertencentes a intersecao do arco de circunferéncia
BD com as retas suporte do segmentos AL e AZ e B, Bs as intersec¢oes do lado BC'

com as retas P L e PZ respectivamente, conforme a figura 2.12 a seguir.

D /X C

S

P Z B,

SVANINIA

A Q B

Figura 2.12: Trisseccao por Hipias.

As retas P, By e AR intersectam a curva trissectriz em L e PBs e AX intersectam a

mesma curva em /. Pela proporcionalidade dos movimentos, podemos escrever que,

AP  SB
e como a amplitude de um angulo ao centro é igual a amplitude do arco compreendido

entre seus lados tem-se que

SB  ZAB
rp LAB

Como
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AP — AP,
3
vale
~ 1 N
LAB = gZAB.

Assim como abordamos no item anterior quando trabalhamos a trisseccao com a espiral
de Arquimedes, o raciocinio é andlogo com relacao a multissecao de angulos para a tris-
sectriz de Hipias. Isto é, se dividirmos AP em n partes, o angulo ZAB também ficara

dividido em n partes.



Capitulo 3

A DUPLICACAO DO CUBO

Com relagao as origens desse famoso problema existe uma lenda que conta que em
429 a.C. Péricles morrera de peste juntamente com um quarto da populacao de Atenas.
Consternados por essa enorme perda, os habitantes consultaram o ordaculo de Apolo em
Delos, pequena ilha grega no mar Egeu, sobre como combater a doenca. A resposta foi
que o altar de Apolo, que possuia o formato de um cubo, deveria ser duplicado.

Prontamente, os atenienses dobraram as dimensoes do altar, mas isso nao afastou a
peste pois com a duplicacao da aresta, o volume ficou multiplicado por oito e nao por
dois.

Devido a essa histéria, dada a aresta de um cubo, construir sé com régua nao graduada
e compasso a aresta de um segundo cubo tendo o dobro do volume do primeiro, ficou
conhecido como problema deliano, ou simplesmente, o problema da duplicacao do cubo.

Diferentemente dos outros dois problemas abordados anteriormente, a primeira vista,
este parece ser de ordem espacial e nao plana, pois ha uma relacao entre volumes de dois
cubos. Porém o que se deseja na verdade ¢, dado um segmento de reta a, aresta de um
cubo de volume a?, determinar a aresta de um segundo cubo de volume 2a3, ou seja, um
cubo de aresta av/2, portanto um problema de ordem plana.

E possivel também que tal problema tenha vindo de duplicacao do quadrado. Sabiam
os Pitagdricos que para duplicar a area um quadrado, era suficiente que dado um quadrado
de lado @, bastava tomar a sua diagonal, ou seja av/2, como lado do novo quadrado e
sua drea estaria duplicada (CAJORI, 2007). Entao é natural transpor este problema da
geometria plana para a geometria espacial, ou seja, do quadrado para o cubo.

A impossibilidade da duplicacao do cubo com instrumentos euclidianos, também faz
parte do trabalho de Wantzel, citado anteriormente. A idéia da nao duplicagao do cubo
parte do principio que se o cubo dado tiver uma aresta de comprimento unitario, seu
volume serd uma unidade cibica, ou seja, se a = 1, V; = 1> = 1. Entao é necessério

encontrar a aresta de um cubo com o dobro deste volume. A aresta exigida x, satisfara a
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seguinte equacao cubica.

Vo=2a2 = 2V,=21=2

-2 =0 (3.1)

A proposigao 1 a seguir mostrard que a equagao (3.1) nao possui raizes racionais e

portanto, pelos teoremas 2.0.2 e 2.0.3, x nao pode ser construido com régua e compasso.
Preposicao 1. A equacgio x® — 2 = 0 ndo possui raizes racionais.

Demonstrag¢ao: Suponhamos que o nimero x procurado para a aresta, seja um nimero
racional %, com mdc(a,b) = 1 e raiz da equagao z° — 2 = 0.

Pelo teorema 2.0.2, a é divisor de —2 e b ¢é divisor de 1. Logo os possiveis valores
para a sao {—2, —1,1,2} e para bsdo {—1,1}. Assim % pode assumir os seguintes valores
{-2,-1,1,2}.

Mas nenhum destes ntimeros é raiz, pois as igualdades (—2)3 —2 = 0, 23 — 2 = 0,
(—=1)> =2=0e 13— 2 = 0 sao todas falsas.

3

Portanto, x> — 2 = 0 nao tem raizes racionais e pelo teorema 2.0.3, a aresta x nao

pode ser construida somente com régua e compasso.
[ |

As solucoes da duplicagao do cubo, vém da reducao de Hipocrates. A reducao de
Hipoécrates esta para a duplicacao do cubo, assim como as construcoes por néusis estao
para a trisseccao do angulo, ou seja, transforma o problema dado em outro, ampliando

suas possibilidades de resolucao e até simplificando o trabalho de forma substancial.

3.1 A reducao de Hipdcrates

Hipdcrates, ja na metade do século V a.C., buscava solucoes para o problema da
duplicacao do cubo. A ideia de Hipdcrates é que se entre dois segmentos de reta, onde o
maior é igual ao dobro do menor, se inscreverem duas médias proporcionais, o cubo ficara
duplicado. Na verdade, o que se propoe é reduzir o problema de encontrar o segmento
que duplica o cubo, utilizando instrumentos euclidianos, em encontrar tal proporcao.

A afirmacao de Hipdcrates é que, dado um cubo de aresta a, devemos determinar dois
segmentos = e y de tal forma que g = g = %, ou seja, se encontrarmos tais segmentos, o
cubo ficara duplicado na razao —.

Igualando duas das razoes dg proporc¢ao da reducao de Hipdcrates temos:

a T

r Yy
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Aplicando a propriedade basica das proporcoes e reorganizando a equacao segue que

y=-_ (3.2)

Tomando a outra proporcao e repetindo o processo segue que

ab = xy. (3.3)

Substituindo a equagao (3.2) em (3.3) temos:

(1]'3

ab = — & 2% = a?,

ou seja,

Em particular, para a duplicagao do cubo, temos o caso particular onde os segmentos
a e b, sao de tal forma que b é o dobro de a, ou seja, b = 2a.
Portanto, reescrevendo a proporgao, encontramos:

a x Y

T y:%

Isto é,
x3 = 2a3.

Desta forma, = é a aresta do cubo que possui o dobro do volume do cubo de aresta a,
isto é, a razao entre seus volumes é 5

E possivel que a ideia de propor a duplicacao do cubo determinando duas médias
proporcionais, tenha forte relagao com a duplicacao do quadrado.

Seja um quadrado de lado a. Unindo dois destes quadrados, obtemos um retangulo
de lados a e 2a conforme a figura (3.1). O objetivo é quadrar o retangulo obtido, deter-
minando para isso um novo quadrado de lado x, onde x é a média proporcional entre a e
2a.

Entao:
x? = 2a?

Ou seja,
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Figura 3.1: Retangulo com &rea igual ao dobro do quadrado.

Mostra-se desta forma que a area do quadrado de lado x é o dobro da area do quadrado
de lado a.

Especula-se que, por um raciocinio analogo, Hipocrates tenha obtido a inspiragao para
proceder a duplicacao do cubo através da determinacao das duas médias proporcionais.

Pois tomando um cubo de aresta a e unindo dois destes, temos um paralelepipedo de

volume duplicado e de dimensdes a, a e 2a, conforme ilustra a figura (3.2).

Figura 3.2: Paralelepipedo com volume igual ao dobro do cubo.

Determinemos entao um outro paralelepipedo de mesmo volume do anterior, com a
mesma altura a e uma das dimensoes da base x, que posteriormente sera a aresta do novo
cubo que desejamos obter. Fica claro que também precisamos definir a segunda dimensao
da base que por hora chamaremos de y, conforme a figura (3.3) que segue. Do exposto

anteriormente temos:

Ou ainda,
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Figura 3.3: Paralelepipedo com volume igual ao dobro do cubo.

De maneira anédloga, vamos transformar o paralelepipedo (a,z,y) em um cubo de

aresta z, conforme figura (3.4), fazendo:

ay = x*

ou

SHES

(3.5)

< |8

Figura 3.4: Cubo com volume duplicado.

Das equagoes (3.4) e (3.5) vém que:
a T Yy
r y 2a

Assim, Hipocrates mostrou que podia-se reduzir o problema da duplicagao do cubo ao

de determinar duas médias proporcionais entre dois segmentos dados.

3.2 A solucao de Arquitas

Arquitas, contribuiu com uma solugao do problema fornecendo uma solucao tridimen-
sional, embora sem o uso de coordenadas, que hoje facilitam seu entendimento por meio

da geometria analitica, conforme descrevemos a seguir.
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Seja a a aresta do cubo a ser duplicado e seja (a,0,0) o centro de trés circunferéncias
mutuamente ortogonais de raio a e cada uma situado num plano perpendicular a um eixo
coordenado.

E de extrema importancia nesse momento que se faca adequadamente a escolha do
posicionamento dos eixos coordenados, afim de facilitar a disposicao dos sélidos envolvidos
na soluc¢ao do problema.

Assim, faremos o eixo OX coincidir com o diametro da circunferéncia situada no plano
XY. O eixo OY ficara entao tangente a circunferéncia citada anteriormente. Por fim, o
eixo OZ, na intersecao e perpendicular aos dois descritos anteriormente.

Sobre a circunferéncia perpendicular ao eixo Ox construa um cone circular com vértice
em (0,0,0) e de raio da base ay/3, quando 2 = a (equacio 3.6); sobre a circunferéncia do
plano XY, construa um cilindro circular reto de raio da base r = a e centro em (a,0,0)
(equacao 3.7); seja agora a circunferéncia de raio r = a e centro em (a,0,0) no plano X7
girando em torno do eixo OZ para gerar um toro (equagao 3.8). Abaixo apresentamos as
equacoes cartesianas das superficies descritas acima lembrando que conforme a reducao

de Hipdcrates devemos ter necessariamente b = 2a.

b2
C:a?+y*+22= ?:f (3.6)
T:br =a2°+9y° (3.7)

Vg +y* 4+ 22 = by/a? + 2 (3.8)

Teorema 3.2.1. Seja P = (x,y,2), onde P € obtido por CNT NV = {P}, entio a

abscissa x € tal que vale av/2.

Demonstracao: A prova que segue, usa como argumento a reducao de Hipdcrates
descrita anteriormente. O que faremos é organizar as equagoes dos solidos descritas acima
de forma a encontrar as médias proporcionais determinadas por Hipdcrates.

Podemos reescrever a equacao (3.8) como

2
(\/xQ +y? + z2) = by/2? + y2

Desta forma obtemos:

/22 2 + 22 b
rAvAy (3.9)
/I2+y2 /x2+y2_|_22
Substituindo a equagao (3.7) em (3.6) temos:

(2 +y*)?

2 2 2 _
Tty + 2= 2

ou
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2 2
\/xQ—i-yQ-i-zQ:m ty

a
/$2+y2+22 B /$2+y2 (3 10)
NS a '

Das equagoes (3.9) e (3.10) obtemos:

b B /x2+y2+22 B /I2+y2 (3 11)
VE+ P+ P+ a '

Sejam entao A a origem do sistema cartesiano, X a intersecgao dos trés sélidos e I a

projecao de X no plano XY. Assim, AX = /22 +y?>+ 22 e Al = /2> + 9>
Voltando a equagao (3.11) temos:
b AX Al
AX Al a

ou ainda

3.3 As solucoes de Menecmo

Menecmo!, notével por seus estudos sobre conicas, que sao curvas obtidas com a
interseccao do cone com um plano, conseguiu determinar os dois meios proporcionais,
descritos por Hipdcrates, através da interseccao destas.

A reducao de Hipocrates, se resume a determinar dois valores x e y, meios proporcionais

entre a e 2a usando a igualdade:

E utilizando a geometria analitica, podemos retirar as seguintes equacoes:

Parabola com reta diretriz paralela ao eixo OX;

2 z°
=y y="
a

Hipérbole equilatera com assintotas sobre os eixos cartesianos;

2a?
xy:2a2<:>y:7

Parabola com reta diretriz paralela ao eixo OY'.

2

y2:2a:)3(:>93:y—
2a

"Menecmo (380 a.C. & 320 a.C.) foi um matemético e gedmetra grego. Nasceu em Alopeconnesus
(atualmente a Turquia). Irméo de Dinostrato.
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Com as trés curvas acima, fazendo a interseccao, duas a duas, obtemos a abscissa que

dé a solucao para a duplicacao do cubo, ou seja, o segmento que tem comprimento igual
a av/2. Seguem as interseccoes abaixo:

i. Primeira solu¢ao de Menecmo, ilustrada pela figura (3.5):

2

T 2a?
Interseccao entre a parabola y = — com a hipérbole equilatera y = —
a

Figura 3.5: Interseccao entre parabola e hipérbole.

ii. Segunda solugao de Menecmo, ilustrada pela figura (3.

_ ) a? .
Interseccao entre a pardabola y = — e a parabola x =
a

Figura 3.6: Interseccao de duas parabolas.
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E facil ver que ao igualarmos as equacoes das curvas obtemos em ambos os casos
2 = 2a® e embora hoje sejam imediatas, hd de se lembrar que a geometria analitica
teve seu desenvolvimento no século XVII, com René Descartes?, e portanto, Menecmo

debrucgou-se sobre as propriedades das curvas para obter tais solugoes.

3.4 A solucao (atribuida) a Platao

3 que Platdo, tivesse encontrado uma

Existem indicios, numa citagao de Eutdcio
solucao mecanica para a duplicacao do cubo, através da insercao de dois meios propor-
cionais. Porém, ha também contradicoes sobre esta autoria pelo fato de Platao rejeitar
solugoes mecanicas, sob o argumento de destruir a virtuosidade da geometria. Podendo
ainda a solugao ter sido encontrada por seus discipulos.

A solucao se da através da utilizacao de um instrumento, chamado de esquadro de
Platao, composto de trés réguas, sendo duas delas paralelas entre si e uma terceira per-
pendicular as duas anteriores. Uma das paralelas desloca-se sobre a perpendicular, pro-
curando os meios proporcionais desejados.

A solucao mecanica, atribuida a Platao, consiste em, a partir de duas retas perpendicu-
lares entre si, AB e BC, entre as quais pretendemos encontrar os dois meios proporcionais,

segundo a reducao apresentada por Hipdcrates, construir triangulos semelhantes de tal
BC  BD BE

D BE _AB_ .
Pensando no problema da duplicagao, ja iniciaremos o problema considerando o caso

forma que se obtenha conforme ilustrado pela figura (3.7) abaixo.

particular em que AB é o dobro de BC, ou seja, AB = 2a e BC' = a.

A

Figura 3.7: Esquema de Platao para a duplicacao do cubo.

2René Descartes (1596-1650) filésofo, fisico e matemdtico frances.
3Eutécio de Ascalao (480 a 540). Matemadtico grego que escreveu comentarios sobre varios tratados
de Arquimedes e sobre a “Conica” de Apolonio.
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Teorema 3.4.1. Sejam os triangulos EDC e AED, retos, respectivamente em D e E,
tal que o lado ED é comum a ambos. As hipotenusas dos triangulos em questdao se
intersectam em B também sob um angulo reto. Se BC' = a e AB = 2a, 0s segmentos BD
e DE sdo as médias proporcionais que satisfazem a reducao de Hipocrates, ou seja, BD

¢ a aresta que duplica o volume do cubo.

Demonstragdo: E ficil ver que os tridangulos BCD, BDE ¢ AE B sao semelhantes entre
si ja que todos possuem angulos retos.

E portanto,
BCD +CDB =90° e BDE + CDB = 90°

Dai,
BCD = BDE (3.12)

Temos ainda:
AEB+ BED = 90° e BDE + BED = 90°

Logo,
AEB = BDE (3.13)

Das equagoes (3.12) e (3.13) temos,
BCD = AEB = BDE

Portanto, dos triangulos BC'D e BDE temos:

BC BD
BD ~ BE (3:-14)
Dos triangulos BDE ¢ ABFE temos:
BE BD (3.15)
AB  BE ‘
De (3.14) e (3.15) obtem-se,
BC BD BE a4 BD BE
BD BE AB°'BD BE 2a
|

A utilizacao do esquadro se da da seguinte maneira:

Inicia-se tracando duas retas perpendiculares, que se intersectam em um ponto B,
entre as quais se deseja inserir os dois meios proporcionais. Marca-se sobre uma das retas
o ponto A e na outra o ponto C, tal que 2BC = AB. Importante atentar-se ao fato que

BC = a, onde a é a aresta do cubo que desejamos duplicar.
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Manipula-se o esquadro de modo que cada uma das réguas paralelas intersecte as duas
retas perpendiculares tracadas no pontos A e E, C' e D respectivamente. Os segmentos
BC e BD, conforme demonstrado anteriormente, sao os meios proporcionais procurados

e BD ¢ a aresta x do cubo de volume duplo.

3.5 O mesolabio de Eratdostenes

Eratéstenes?, nao estd somente ligado ao problema da duplicacao de cubo pelo simples
fato de té-lo descrito, como estd também associado a uma solucao que se utiliza da ideia da
reducao de Hipdcrates, ou seja, de determinar os dois meios proporcionais, com o uso de
um instrumento mecanico conhecido como Mesolabio de Eratostenes. Tal instrumento fora
descrito por Papus em seu Livro III da Colecao Matematica e por Eutécio no comentario
do Livro II do tratado da Esfera e do Cilindro.

O Instrumento é composto por uma base em forma de um retangulo ABC'D e de trés
triangulos congruentes, conforme ilustrado pela figura (3.8) abaixo. Um deles é fixo, e os
outros dois deslizantes sobre as bases do retangulo. E necessario, inclusive que, durante

0 processo, que os triangulos em algum momento se sobreponham.

D F ol H L K C

A E G J B

Figura 3.8: Esquema de Eratdstenes.

Na verdade, desejamos que, dado um retangulo onde um lado mede AD = 2a, ou seja,
igual ao dobro da medida da aresta do cubo que se deseja duplicar, e um ponto médio
M em K.J, com uma reta passando por D e M e intersectando AB em P, encontrar
os pontos N e O resultado das interseccoes dos segmentos JL com GH e GI com EF,
respectivamente. Os segmentos GN e FO sao respectivamente x e y que procuramos
como médias proporcionais, e assim x é a aresta do cubo duplicado. O esquema deste

processo esta representado no esquema da figura (3.9) abaixo.

4Eratéstenes de Cirene (276 a.C. & 196 a.C.). Estudou em Alexandria, no Egito, e depois em Atenas,
retornando a Alexandria em 255 a.C., onde se estabeleceu. Escreveu sobre matemética, astronomia,
geografia, histéria e fez criticas literarias.
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u\ui

A E G J B

Figura 3.9: Utilizacao do Mesolabio de Eratostenes.

Teorema 3.5.1. Seja um retangulo ABCD, com o lado AD = 2a. Sejam ainda trés
triangulos retangulos com um de seus catetos, paralelos a AD, medindo 2a e um ponto
médio M, sobre o cateto do triangulo mais afastado de AD. Uma reta que une M ao
vértice D determina na intersecao dos triangulos os pontos N e O que por sua vez deter-

minam os segmentos que verificam a redu¢ao de Hipdcrates.

Demonstragdo: Por construcao, AB//CD e EF//GH//JK. Logo, os angulos ADP
e EOP, GNP e JPM sio congruentes, por serem angulos correspondentes. Da mesma
forma DAP ¢ OEP, NGP e MJP também sao. Portanto, pelo caso de semelhanca
AA, angulo-angulo, podemos dizer que os triangulos PDA, PMJ, PNG e POFE sao
semelhantes e em consequéncia disso podemos afirmar que os angulos M PJ , N PG , OPE
e DPA também sdo congruentes. Por outro lado, se DE//IG//LJ, entao os angulos
DEP, OGP e NJP também sdo congruentes. Pelo exposto, os triangulos DEP, OGP e
N JP sao semelhantes. Entao:

Da semelhanca entre os triangulos PMJ e PNG obtemos:

MJ  PJ

Entre os triangulos NJP e OGP:
PJ NJ
7 _ 17 1
PG OG (3.17)
¢ NJ PN
Entre NPG e OPE: PN NC
¢ NG PG
= (3.20)

OE  PE
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Entre PGO e PDE:

PG 0OG
5~ DB (3.21)
) 0G PO
DE - PD (3.22)
Entre POE e PDA: PO OE
5D - DA (3.23)
Encadeando as igualdades de (3.16) a (3.23) obtemos:
MJj pPJ NJ PN NG PG OG PO OF
NG PG OG PO OF PE DE PD DA
Tomando o que é de nosso interesse:
MJ NG OF
NG OFE DA
Chamando agora MJ =a, NG =z, OF =y e DA = 2a, escrevemos:
e_r_Y
r Yy 2a
Portanto ficam determinadas assim as médias proporcionais = e y que duplicam o
cubo.

3.6 A conchédide de Nicomedes

A solucao de Nicomedes, também recorre a procura dos dois meios proporcionais,
descritos na Reducao de Hipdcrates, por meio de uma construcao por néusis. Nicomedes
faz uso de sua curva, a Conchdide, ja descrita neste trabalho no capitulo 2, secao 2, para
solucionar a duplicacao do cubo.

O processo, desenvolvido por Nicomedes, é o seguinte:

Sejam dadas duas retas perpendiculares entre si, AB e BC, entre as quais se pretende
construir os dois meios proporcionais, neste caso, em particular, quando AB = 2BC.
Completando-se o retangulo ABC'D e determinando os pontos médios E e F' dos segmen-
tos dos lados AB e BC, respectivamente. Partindo de D, traca-se uma reta passando
por E e encontrando o prolongamento de BC' em um ponto G. Com uma perpendicular
partindo de F', determina-se o ponto H, distante de C' uma distancia igual ao segmento
AE. Unindo G a H, e paralelo a este segmento uma reta passando por C. Obtém-se
entao, o ponto I, sobre a reta tracada por C.

A conchéide sera tracada com poélo em H, com o ponto I percorrendo a reta que passa
por C e é paralela ao segmento GH e com sua constante de comprimento igual a AE. A

Conchoide ira intersectar o prolongamento da reta BC num ponto designado por J.
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Assim, com uma construcao por néusis, apos a determinacao de .J, fica inserido entre
as retas EC e CI, um segmento de reta com comprimento igual a AE apontando pra H.
O ponto [ fica situado sobre o segmento H e J.
Pela propriedade das conchéides,I.J = HC = AE.
Afim de obter a duplicacao do cubo, devemos unir J a D prolongando o segmento até
a interseccao com a reta AB determinando o ponto K. Os meios proporcionais desejados
sao C'J e AK e a proporcao fica assim determinada:
AB (CJ AK
CJ  AK  BC’

Enunciaremos o seguinte lema, que encontra-se no Livro II dos Elementos de Euclides,

que nos ajudard a mostrar que a conchéide de Nicomedes duplica o cubo.

Lema 3. (Proposicio 4, Livro II - Elementos de Fuclides.) Tome um segmento AB
bissectado num ponto C, e tome um segmento BD, no prolongamento de AB. Podemos

dizer que o retangulo ADBD adicionado com o quadrado C'B € equivalente ao quadrado

CD.

Demonstragao: A figura (3.10) abaixo, auxilia no entendimento e na demonstracao

deste lema.

Figura 3.10: Proposicao 4, Livro II - Elementos de Euclides.

A proposigao, nos dias atuais, é conhecida como o quadrado da soma, ou seja, (a+b)?.

Com efeito, o quadrado C'D é equivalente ao quadrado C'B + BD.

Por hipétese, AC' = C'B. Por construcao, na figura acima, DG = BD = IG, FD =
CDe AC =CB = FG = 1J = IH. Desta forma, o retangulo AD - BD é equivalente
a soma dos retangulos CBDG e IGDG. Como o quadrado CDFE é composto pelo
quadrado JIHE = CB?, pelos retangulos CBI.J e IGFH, e o quadrado BDGI, temos
que CD? = AD - BD + CB2.
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Teorema 3.6.1. A Conchoide de Nicomedes duplica o cubo.

Demonstragao: Observando a figura (3.11) abaixo e com base no lema 3, temos que:

K
A D
E
G/B_FC J
|
H

Figura 3.11: Conchéide de Nicomedes para a duplicacao.
BJ-CJ+ FC? = FJ?
Adicionando F'H? a ambos os lados da igualdade obtemos:
BJ-CJ+ FC?+ FH? = FJ*+ FH?
Do Teorema de Pitdgoras temos que:
FJ*+ FH*>=HJ? e FC? + FH? = HC? logo,
BJ-CJ+ HC? = HJ? (3.24)

Da semelhanca entre os triangulos K AD e DC'J podemos escrever a proporcao:
KA KD AD
CD~ DJ CJ
Mas por construcao, AD = BC e CD = AB, por serem lados paralelos do retangulo
ABCD.
Dai:

KA BC
AB CJ

1
Ainda, AB = 2AF, ja que E é ponto médio de AB e BC = §GC’ uma vez que os
triangulos ADE e EGB sao congruos e BC = AD. Portanto:

GC
KA o
2AE  CJ



26

ou
KA GC
AE  CJ
Agora, nos triangulos GH.J e C'IJ que tem bases, GH e CI paralelas por construcao,

(3.25)

podemos aplicar o Teorema de Tales e obter:

GC HI
Das equagbes (3.25) e (3.26) temos:
KA HI

Da igualdade (3.27) acima, vamos adicionar uma unidade a cada um dos lados da

igualdade, ou seja,

KA 1 HI

- = 11
ol 77
KA AE HI IJ
AE ' AE IJ IJ
KA+ AE  HI+1J
AE a 1J
KE  HJ
AE  IJ

E por construcao, AE = 1.J. Logo KE = HJ, ou
KE?*=HJ? (3.28)
Retornemos ao lema (3) para escrever:
KE?=KB-KA+ AE* (3.29)
Das equagoes (3.28) e (3.29)temos:
HJ*=KB KA+ AE? (3.30)

E das equagoes (3.24) e (3.30)temos:

BJ-CJ+CH?=KB-KA+ AE?
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Mas AE = C'H por construcao, logo:

BJ-CJ+ AE? = KB-KA+ AE?

BJ-CJ = KB-KA
cJ KB

KA — BJ

Tomando os triangulos K BJ e DC'J encontramos:

KB DC
BJ CJ
) cJ  DC
KA~ CJ (3:31)
Analogamente no triangulos K BJ e KAD temos:
KB KA
BJ 4D (3:32)

Logo das equagoes (3.31) e (3.32),
DC CJ KA
CJ KA AD
Portanto, como AB = CD e BC' = AD concluimos:
AB CJ KA
CJ KA BC’

Onde C'J e K A sao as médias proporcionais procuradas. Assim a duplicacao do cubo

de aresta AB dada é determinada considerando-se BC = 2AB e assim C'J serd a aresta

procurada.

3.7 A cissdide de Didcles

Embora Didcles®, tenha vivido no século II a.C, e seus trabalhos j& fossem conhecidos
pelas citagoes de Eutocio. Sua descoberta para a duplicagao do cubo fora traduzida para o
inglés e publicada em um texto em arabe apenas em 1976. Diocles, soluciona o problema
da duplicacao do cubo usando mais um curva, chamada na era moderna de Cissodide.

Uma Cisséide em um caso geral, é definida da seguinte maneira:

Dadas C; e C5 duas curvas quaisquer, A um ponto fixo e uma reta passando por A e

intersectando C7 e Cy em () e R, respectivamente. Determina-se P, sobre a reta tracada,

®Diébcles de Caristos(240 a.C. & 180 a.C.) matemdtico e gedmetra grego.
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tal que AP = QR. O lugar geométrico descrito por P ¢ a cisséide de ' e Cs relativa ao
ponto A.

No caso particular da Cisséide de Diécles, conforme a figura (3.12), a curva é deter-
minada a partir de uma circunferéncia e uma reta tangente, onde o ponto fixo é o ponto

diametralmente oposto ao ponto de tangéncia.

A

Figura 3.12: Cisso6ide de Diocles.

Didcles, construiu a sua curva, baseando-se apenas em um dos quadrantes da circun-
feréncia. Trata-se de tracar uma circunferéncia de centro O, e diametros perpendiculares
AB e CD. Sejam E e F pontos da circunferéncia, equidistantes de B, ou seja, 0s arcos
EB e BF tem o mesmo comprimento. Com segmentos perpendiculares a C'D e passando
por E e F, determina-se em CD os pontos G e H. O segmento EC, intersecta F'H
num ponto P. O lugar geométrico do ponto P, quando E percorre um quadrante da
circunferéncia.

Desta forma, o ponto P conforme descrito e ilustrado pela figura (3.13) abaixo, permite
provar que HF' e HC sao dois meios proporcionais entre os segmentos DH e HP.

Ou seja,

DH HF HC
HF ~ HC HP
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Figura 3.13: Utilizacao da cisséide de Diocles.

Teorema 3.7.1. A Cissdide de Diocles duplica o cubo.

Demonstracao: Dos triangulos semelhantes DH F' e HFC', podemos escrever:

DH HF

Ou seja, HF' é a média proporcional entre DH e HC'.
Da construcao temos que os triangulos GEC e HF' D sao congruentes, ja que HF' =

GE e DG = HC.

Assim,

DH GC

HF ~ GE (3:34)
Também dos triangulos semelhantes GEC' e H PC', encontramos:

GC HC

Das equagoes (3.33), (3.34) e (3.35) vem:

DH HF HC
HF HC HP

Assim, HF e HC sao dois meios proporcionais inseridos entre DH e HP.
Desta forma, se tivermos DH = 2H P, com H P sendo a aresta a do cubo a se duplicar,

entao HC serd a aresta  do cubo de volume duplo.



CONCLUSAO

Este trabalho teve a intencao de mostrar o quanto sao importantes as construcoes
geométricas e as solucoes dos problemas advindos destas, além da importancia das inves-
tigagOes para o encontro das solugoes. Como disse Arquimedes em sua carta a Eratostenes,
muitas vezes a prova matematica nao parecia possivel, porém através de alguns experi-
mentos ou construgoes, apos a obtencao da solugao do problema, a prova formal tornava-se
mais evidente.(HEALT, 1912).

Desde os primordios das civilizacoes, através dos problemas geométricos, incluindo os
chamados classicos, desenvolveu-se o saber matemaético.

Toda e qualquer construgao geométrica, que se deseje realizar, sobretudo as que uti-
lizam meios mecanicos ou néusis, faz com que o executor conhega nao s de geometria,
com suas defini¢oes, axiomas, lemas, teoremas, corolarios e propriedades. E necessédrio
também o conhecimento de algebra, algebra linear, geometria analitica, calculo e todo o
mais.

Fica evidente que grande parte do conhecimento relativo a Matematica que temos
hoje, vem da juncao de todas estas investigacoes que discutimos durante este trabalho.
Solucgoes que aparentemente, apds apresentadas, mostram-se tao simples, se multiplicam
em raciocinios fantasticos. A partir de um problema, de um caminho para a solucao,
surgem resultados dos mais diversos. Problemas de geometria sao resolvidos com muita
algebra, geometria analitica, cdlculo. Embora os conceitos que justificam cada uma das
construcoes sejam em sua grande maioria de extrema simplicidade, impressionam pela
engenhosidade de cada uma delas.

Pretende-se que os conteiidos matematicos aqui trabalhados sejam entendidos do modo
mais claro possivel, pois almejamos contribuir com este trabalho, para que a disciplina
seja 1til nao apenas para os professores, mas para qualquer pessoa que se interesse pelo
assunto.

Uma forma de introduzir os problemas aqui abordados no ensino basico, sobretudo
no Ensino Médio, pode se dar em um primeiro momento, com o uso da espiral de Ar-
quimedes, no problema da quadratura do circulo. Arquimedes propoe a equivaléncia de
areas entre o circulo e um triangulo retangulo, onde um dos seus catetos tem a medida
da circunferéncia retificada e o outro a medida do raio. A busca pela medida deste ca-

teto de forma experimental pode trazer um bom entendimento com relacao aos nimeros



61

irracionais e também sobre as areas do circulo e de poligonos.

Por fim, pode-se ainda, com o problema da duplicacao do cubo, através da reducao de
Hipdcrates, trabalhar com as proporgoes. A ideia é utilizar o processo de transformagao
de um cubo de volume unitario em dois paralelepipedos de volumes iguais ao dobro do
cubo inicial até chegar ao cubo de volume duplicado. Uma problematizacao deste tipo
pode ainda trazer um bom entendimento de geometria espacial, em especial da relagao
entre a proporcao de arestas e volumes e também como na investigagao do problema
da quadratura do circulo, o conhecimento relativo ao conjunto dos nimeros irracionais

através da aproximacio para {/2.
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