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Abstract

The history of complex numbers is used to arouse interest from high school students in this
delicate subject in math teaching. In sequence, to demonstrate how important complex numbers
are in the hole math, are presented several applications that is also possible to teach for high
school students. Also, we propose a small introduction to the concept of the limit, which appears
in mathematical analysis.

Keywords: Complex Numbers, Area of a Polygon, Heron’s Theorem, Lagrange’s Trigonomet-
ric Identity, Euler’s Formula, Olympiad Mathematics

Resumo

A histéria dos nimeros complexos é utilizada para despertar interesse dos alunos de ensino
médio nesse assunto delicado dentro do ensino de matematica. Na sequéncia, para demonstrar
a importancia dos niimeros complexos em toda matematica, sao apresentadas diversas aplicagoes
possiveis de serem ensinadas a alunos de ensino médio. Também propomos uma pequena introdu-
¢ao ao conceito de limite, que aparece em andlise matematica.

Palavras-chave: Numeros Complexos, Area de Poligonos, Teorema de Herdo, Identidades
Trigonométricas de Lagrange, Férmula de Euler, Olimpiada de Matematica.
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Introducao

Geralmente os professores apresentam os ntmeros complexos a seus alunos da ultima série
do ensino médio. Assim, pensando em um aluno que ja domina toda matematica do ensino
médio, a dissertacao tenta apresentar aplicagdes dos ntimeros complexos em diferentes campos
da matematica. Tudo com o intuito de fazer o aluno perceber a importancia e o alcance desses
nimeros na matematica.

Os alunos recebem com muita estranheza esse novo assunto e a razao é porque passaram muitos
anos imaginando que o quadrado de qualquer niimero é sempre um niimero positivo. Muitas vezes
o proprio professor diz essa frase por achar que nas séries anteriores esta implicito que esta falando
apenas do conjunto dos niimeros reais. Isso certamente atrapalha muito o ensino desse assunto.

Outro motivo que dificulta muito o aprendizado do aluno é a maneira como grande parte
dos livros didaticos aborda a ampliagao do conhecimento do aluno sobre o conjunto dos niimeros
reais para o conjunto dos nimeros complexos. Essa abordagem sem uma prévia justificativa e
contextualizacao historica fica muito clara se compararmos a abordagem dada no momento da
ampliacdo do conhecimento do aluno sobre o conjunto dos niimeros inteiros para o conjunto dos
nimeros racionais.

E evidente, em diversos livros didéticos, o cuidado que existe ao apresentar pela primeira vez
uma fragdo a um aluno. Nao se diz apenas que trata-se de um ntmero inteiro colocado acima de
outro cujas operacoes seguirao as seguintes regras:

g_i_g_ad—i-cb
b d  bd
7_E_ad—cb
b d  bd
a c¢_ac
b d  bd
a c_ad
b d be

Imagine qual o entendimento que o aluno teria de fra¢oes caso assim lhe fossem apresentadas?
Infelizmente essa abordagem nao estd muito distante da maneira que os niimeros complexos sao
apresentados. Assim, a importancia desta dissertacao reside na possivel colaboracao para que
os professores, uma vez conhecendo mais da histéria e das utilidades dos nimeros complexos,



passem a abordar o tema com um maior cuidado. Por consequéncia, os alunos poderiam diminuir
a estranheza que lhes causa esse topico no ensino médio.

O primeiro capitulo comega trazendo registros histéricos (século I e século III) de calculos
feitos por Herao e por Diofanto de Alexandria, nos quais a raiz quadrada de um niimero negativo
aparecia. Passa depois para uma historia bastante conhecida que mostra todas as intrigas que
envolveram o surgimento dos niimeros complexos no século XVI.

Ja na terceira secdo do primeiro capitulo temos as contribui¢oes de diferentes matematicos
ao longo dos séculos para que o nimero complexo fosse realmente aceito como tal e que sua
interpretacao ficasse cada vez mais clara.

Por fim, na quarta secdo do primeiro capitulo, temos a lista das propriedades de ntmeros
complexos conhecidas pelos alunos de ensino médio; com exce¢do apenas da férmula de Euler.

No segundo capitulo sdo utilizadas algumas féormulas de geometria analitica, matrizes e de-
terminantes, apresentadas no ensino médio. Isto para chegar as férmulas que utilizam nimeros
complexos como vértices de poligonos convexos e calculam a sua area.

No terceiro capitulo ha a demonstracdo das identidades trigonométricas de Lagrange. Para
isso, na primeira se¢ao, tem-se a demonstracao da férmula que soma os termos de uma progressao
geométrica finita. Na segunda secao tem-se a utilizacdo da forma trigonométrica dos niimeros
complexos.

No quarto capitulo é utilizada a férmula de Euler para fazer uma elegante demonstragao do
teorema de Herao, que calcula a area de um triangulo a partir das medidas de seus lados.

No quinto capitulo estd a proposta de um plano de aula pensado para uma turma de terceiro ano
do ensino médio. Primeiramente faz-se a demonstragao do limite fundamental da trigonometria
introduzindo aos alunos uma noc¢ao bastante inicial de limite. Este limite vai proporcionar aos
alunos um resgate da formula da area de um circulo e um caminho de manipula¢des matematicas
que Euler utilizou no século XVIII para chegar a formula de Euler para os nimeros complexos.

Ainda no quinto capitulo hd uma lista de problemas que serviriam de tarefa para casa, com
o intuito do estudante solidificar o conteuido. Logo apds a lista de exercicios, encontram-se a
resolucao dos mesmos.

No sexto capitulo sao propostos quatro desafios que ja apareceram em competicoes matematicas
internacionais e que podem ser resolvidos com a utilizagdo de nimeros complexos. Vale ressaltar
que apenas um dos problemas é realmente uma questao de nimeros complexos. Nos outros trés
problemas a teoria dos niimeros complexos aparece para ajudar um problema proposto dentro do
campo dos nimeros reais.

Este tultimo capitulo pode servir para o professor se desafiar, lembrando assim o gosto que
marca a vida dos estudantes amantes de matematica. Também pode servir para o professor
propor questoes para turmas mais avancadas ou individualmente para algum aluno.



Capitulo 1

Um pouco da histéria dos nimeros
complexos

Neste capitulo veremos como apareceu a necessidade de utilizagao dos niimeros complexos e
quais foram os matematicos responsaveis pela estruturagao desse novo conjunto numérico.

Abordaremos a histéria dos nimeros complexos pensando como os professores poderiam en-
riquecer as aulas para alunos de ensino médio, isto é, ndo abordaremos temas que vao além do
contetido do ensino médio, exceto a utilizacdo da férmula de Euler (e = cosx + isenz) e uma
nocao inicial do conceito de limite.

Ressaltamos que estes dois temas, que excedem o conteido do ensino médio, podem ser vistos
como um complemento acessivel aos alunos, uma vez que para as demonstragoes formais mencio-
namos uma referéncia.

Em particular, a nogao ingénua do conceito de limite é abordado a partir de uma simples
justificativa de um resultado conhecido desde a primeira série do ensino médio, associado a soma dos
infinitos termos de uma progressao geométrica de razao ¢ satisfazendo a desigualdade —1 < ¢ < 1.



1.1 Primeiras tentativas

Ao longo da historia, muitos matematicos encontraram raizes quadradas de nimeros negativos
ao executarem calculos, porém nada souberam fazer com elas. Isso s6 foi comegar a mudar no século
XVI, quando alguns matematicos comegaram a fazer as primeiras operagdes com essas raizes.

O primeiro registro que temos de um calculo que levou a uma raiz quadrada de niimero negativo
foi registrado cerca de 50 d.C. em Stereometrica, de Herao de Alexandria. Ele elaborou o calculo
da altura (h) de um tronco de pirdmide de bases quadradas paralelas a partir das medidas do lado
(a) do quadrado da base, do lado (b) do quadrado do topo e da medida (c) das arestas que nao
sao lados dos quadrados; conforme a Figura 1.1. Vamos explicitar os calculos, com a notacao de
hoje, conforme elaborado por Herao.

Figura 1.1: Tronco de piramide.

A utilidade deste calculo se deve ao fato de c ser mensuravel diretamente, enquanto h faz parte
da estrutura interna do sélido, o que impede a sua mensuracao direta. O célculo é feito a partir do
tridngulo retangulo que possui hipotenusa ¢ e uma aresta medindo h com outra aresta medindo
a diferenca entre metade da diagonal do quadrado da base e metade da diagonal do quadrado do
topo.

Utilizando nossa notacao matematica atual, ao contrario de Herao, e aplicando o teorema de
Pitagoras temos:

de onde segue para a altura




No problema que Herdo resolveu [8], a base era um quadrado de lados 28, o topo era um
quadrado de lados 4 e a aresta ¢ do tronco de piramide valia 15. Assim, substituindo na expressao

para h temos
28 — 4\ 2
h= \/152 2 <2>

h=+225—-2-144

ou ainda, simplificando, na forma

que pode ser reescrito

h = /225 — 144 — 144
e ainda, reescrevendo, na forma

h =+/81 — 144.

Apos escrever isto, nao se sabe se por erro de algum copista ou por erro de Herdo, o problema
continua até encontrar o volume do tronco da piramide utilizando a expressao errada:

h=+/81 — 144 = 1/63.

Portanto Herao nao s6 nao percebeu que se tratava de uma piramide de construcao impossivel,
como também nao percebeu que estava diante de um novo conjunto numérico.

Outros grandes matematicos deixaram registradas suas reagoes. Diofanto de Alexandria, cerca
de 200 anos apdés Herdo, deixou registrado que a equagao abaixo (novamente utilizando nossa
linguagem matematica atual e ndo a de Diofanto) nao teria nenhuma solugao possivel nos reais,
visto que o determinante é negativo.

33622 + 24 = 172x

que resolvida resulta em

43+ /1849 — 2016
- 168 '

T

Mais seis séculos se passam, antes que o matematico hindu Mahaviracarya (cerca de 850 d.C.)
escrevesse em seus trabalhos: “Uma quantidade negativa nao é o quadrado de nenhuma outra
quantidade, portanto ela nao pode possuir raiz quadrada” Isto ficou como verdade por mais sete
séculos.



1.2 Intrigas e descobertas

Cinco grandes matematicos podem ser apresentados como responsaveis, na primeira metade do
século XVI, pelo que serviria de base para discussao do tratamento mateméatico das raizes quadra-
das de nimeros negativos. Sao eles: Scipione dal Ferro (1465-1526), Anténio Maria Fior (Antonio
Maria del Fiore - primeira metade do século XVI), Niccolo Tartaglia (1499-1557), Gerolamo Car-
dano (1501-1576) e Ludovico Ferrari (1522-1565)[16].

Dal Ferro foi o primeiro a descobrir solugoes parciais para equacoes de terceiro grau, porém
manteve em segredo, contando apenas para Fior. Apds a morte de dal Ferro, Fior usou essa
informagao para desafiar Tartaglia em um desafio publico, algo comum na época. Em 22 de
fevereiro de 1535, tanto Fior quanto Tartaglia depositaram 30 problemas a serem resolvidos pelo
adversario num tabelido de Veneza. Marcaram a entrega das solugoes para 40 ou 50 dias.

Tartaglia ganhou fama por resolver os 30 problemas em duas horas, enquanto Fior nunca
entregou a solucao dos 30 problemas. O erro de Fior foi fazer todos os problemas recairem na
equacao de terceiro grau, pois ele acreditava que era o tnico possuidor da féormula de solucao.
Porém Tartaglia, em 12 de fevereiro de 1535, havia descoberto essa férmula de forma independente.

Cardano, médico e matematico muito famoso, pediu insistentemente a Tartaglia que revelasse
a ele sua descoberta. Tartaglia a revelou em 1539 diante do juramento de que Cardano nao a
publicasse e ndo a ensinasse para ninguém.

Quando Cardano foi a Bolonha visitar o mateméatico Annibale della Nave (1500-1558), em 1542,
teve acesso a um caderno velho que pertencia ao sogro de Annibale que havia morrido ha 16 anos:
Scipione dal Ferro. Cardano encontrou no caderno a férmula de resolucdo de equacoes cubicas,
demonstrada da mesma maneira que Tartaglia fez, porém 20 anos antes. A seguir, recuperamos
duas férmulas relativas as equacdo cubica, sem contar com o termo do segundo grau az?. A
demonstracao feita por Tartaglia encontra-se no apéndice A.

A equacao

2 +br=c

apresenta como solucao

Enquanto a equacao

admite como solucao




Esse fato foi marcante para que Cardano decidisse romper o juramento e publicar em 1545 o
livto Ars Magna. Muitos especialistas marcam esse ano como o inicio da matematica moderna e
ainda colocam Cardano como o maior algebrista de seu tempo e um dos mais influentes matematicos
de qualquer época.

Embora Cardano tenha escrito em seu livro que tanto Tartaglia quanto Dal Ferro eram os
autores da férmula acima, Tartaglia ficou profundamente irritado e publicou em 1546 o livro
Quesiti et inventioni diverse, no qual acusava Cardano de uma baixeza moral utilizando frases
como “reconheco que esse homem ¢ muito mais tolo do que eu imaginava”.

Cardano nao respondeu. No entanto Ludovico Ferrari, que foi assistido por Cardano desde 15
anos de idade, resolveu atacar Tartaglia escrevendo um folheto de desafio matematico em 10 de
fevereiro de 1547. Esse folheto foi enderecado a Tartaglia e a mais 50 figuras ilustres da matematica
italiana. Ele continha a defesa da honra de Cardano e um desafio para um embate piiblico na cidade
de Milao.

Tartaglia apenas aceitou em carta escrita no dia 24 de julho de 1548, ap6s muitas outras cartas
e trocas de acusagoes entre eles. Assim, no dia 10 de agosto de 1548, na igreja de Santa Maria do
Jardim, em Mildo, comecou o embate que arruinaria a carreira de Tartaglia.

Enquanto Tartaglia estava acompanhado apenas de seu irmao Zuampierro, Ferrari tinha todo
publico de admiradores que manifestavam abertamente uma aversao a Tartaglia. Isso, além da
6tima capacidade argumentativa de Ferrari, foi suficiente para fazer com que Tartaglia abandonasse
o embate publico e fosse considerado derrotado.

Tartaglia foi entao destituido de seu emprego de docente em Brescia, voltando a ser professor
de céalculo em Veneza, onde morreu pobre e solitario em 1557, aos 57 anos de idade. Ja Ferrari
recebeu muitas ofertas atraentes de emprego e aproveitou a fama, porém morreu em 1564, aos 40
anos de idade, possivelmente envenenado pela irma que ficou com seus bens.

Dentro de toda essa historia de desafios e intrigas, para estudo da histéria dos nimeros com-
plexos, existiu uma carta de Cardano para Tartaglia em 1539 na qual perguntava sobre a resolugao
da seguinte equacao:

23 =9z + 10

que, através da expressao para uma cubica incompleta, nos leva a

e - (e
v 2 3 2 2 3 2
que, apos simplificada, fornece
v = V25— 27 +5— V25— 27 — 5.

Entretanto Tartaglia nada respondeu a Cardano. Em seu livro Ars Magna, Cardano resolve
(utilizando nossa linguagem atual, ndo a linguagem matematica da época) da seguinte forma o
problema de dividir 10 em dois niimero cujo produto ¢ 40, isto é, a partir da equagao

(10 —z) =40

7



ou ainda na forma
22 =10z +40=0

cujas raizes sao

10 + /100 — 160
-0 5 =5+ V=15

T

10 — /100 — 160
To = 5 :5—\/— 5

Cardano apenas chamou essas solucoes de sofistas!, uma vez que nao conseguia ver nelas
nenhum significado fisico. No entanto escreveu que “deixando de lado a tortura mental envolvida”
iria operar com esses nimeros. Passou assim para a historia como o primeiro matematico a operar
com numeros complexos [3].

Precisou se passar mais 25 anos para que o matematico italiano Rafael Bombelli (1526-1572)
fosse explorar novamente esse ainda inédito conjunto numérico. Bombelli trabalha com uma equa-
¢ao do terceiro grau que possuia trés raizes reais, porém a férmula de resolucao chegava em raizes
quadradas de niimeros negativos. A equagao considerada por Bombelli

23 =15 +4

fornece, a partir da expressdo para raizes, uma raiz dada por

N e e

que, simplificada, fornece

v=VE—125+2— JVE—125-2.

Se a equacao do terceiro grau ja possuia trés raizes reais, a solugdo acima poderia apenas ser
uma delas: 4 (obtido por inspec¢ao). Bombelli trabalhou com o valor de z encontrado acima e
descobriu que seu valor era exatamente 4. Abaixo temos o raciocinio semelhante ao de Bombelli
que leva a essa igualdade. Admitamos que

/=121 + 2 =2 + /—v.

Elevando ambos os membros ao cubo, fornece

LA designacao de sofista tem um sentido pejorativo, caracterizado por Platdo como: "um impostor, ... malabarista
de argumentos, mais verossimeis do que verdadeiros, mais sedutores do que plausiveis" [5].



vV—1214+2 =8+ 12y/—v — 6V — v/ —.

Separando em dois sistemas distintos, isto é, um com raizes quadradas de ntimeros negativos
e outro sem raizes quadradas de nimeros negativos, Bombelli pode chegar a um valor para v e
depois verificar a validade.

Primeiramente analisando a parte sem raizes quadradas de niimeros negativos, temos:

8§ —6v=2
portanto
—6v = —6
logo
v=1.
Agora, analisando a parte com raizes quadradas de nimeros negativos
12¢/—v —vy/—v = V—121

e substituindo v = 1, temos

12v—-1—1v—-1=+v—-121

o que aplicando o fato de —121 = —1 - 121 podemos escrever
12/—-1—-1y/-1=11y/-1.

Analogamente pode ser demonstrado que:

S —2—2— 1.

Portanto, segue

Vo +2+ V2 —2=2+y=T+2-y—1=4.

Note que Bombelli, com esse caso particular, passou assim a ser o primeiro matematico da
histéria a manipular raizes quadradas de nimeros negativos. Ele utilizou que o produto de duas
raizes quadradas de niimeros negativos iguais ¢ o proprio nimero negativo. Também utilizou a
separacao entre a parte sem raizes quadradas de niimeros negativos e a parte com raizes quadradas
de ntimeros negativos, isto ¢, como exemplo

VT /=1,



1.3 Avancando na interpretacao

O grande matematico René Descartes (1596-1650) fez intimeras tentativas de dar uma interpre-
tagao fisica para as raizes quadradas de niimeros negativos, no entanto apenas conseguiu associa-las
a figuras de construcao impossivel 2.

Foi John Wallis (1616-1703) o primeiro a conseguir uma interpretagdo geométrica, porém sua
geometria que representava os nimeros complexos ¢ hoje lembrada apenas por historiadores da
matematica. Isso porque pouco mais de um século depois apareceu uma interpretacao muito mais
simples e eficaz [9].

Foi o topdgrafo e cartégrafo Caspar Wessel (1745-1818) quem fez a representacao geométrica
que utilizamos até hoje. Infelizmente os estudos de Wessel passaram despercebidos por muitos
anos, ja que estavam escritos em dinamarqués e foram publicados em 1799 numa revista cientifica
lida por poucos fora da Dinamarca. Apenas em 1895 esse trabalho foi redescoberto e Wessel foi
reconhecido como o pioneiro.

A interpretacao de Wessel para os nimeros complexos era tanto, um ponto no plano complexo,
quanto um vetor da origem até o ponto. Assim, o nimero complexo poderia ser escrito tanto na
forma cartesiana x + iy quanto na forma polar: = + iy = /a2 + y?>(cos@ + isend), onde 6 é o
angulo formado a partir do eixo x até o vetor, no sentido anti-horario, conforme a Figura 1.2.

Im(z)
r coso .
Y,
y Z=X+Iy
r rseno
0
X »Re(z)

Figura 1.2: Geometria de Wessel para nimeros complexos.

De forma independente, isto é, sem nenhum contato com o trabalho de Wessel, o livreiro
parisiense e mateméatico amador de origem suiga Jean-Robert Argand (1768-1822) publicou em
1806 um livro com um ensaio sobre a interpretagao geométrica dos niimeros complexos. Dez anos
depois, publicou novamente, porém desta vez em uma revista matematica que tornou seu trabalho
realmente reconhecido. Até hoje, no mundo, a geometria dos complexos apresentada na Figura 1.2
é mais conhecida como diagrama de Argand. No Brasil, em particular, conhecemos como plano
de Argand-Gauss, em consideragao a contribuicdo do matemético alemao Carl Friedrich Gauss
(1777-1855).

Gauss, considerado um dos maiores matematicos de todos os tempos, havia feito um estudo
geométrico dos niimeros complexos muito parecido com o que Wessel e Argand fizeram. Pelo que

2Da mesma forma que aconteceu com Herdo, a tentativa de calculo de arestas de sélidos de construcéo impossivel,
usualmente chegava em raizes quadradas de niimeros negativos.
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Gauss deixou escrito, seu feito aconteceu em 1796, trés anos antes de Wessel e dez anos antes de
Argand.

Em uma carta datada de 1812 para o matemadtico francés Pierre Simon Laplace (1749-1827)
Gauss escreveu: “Eu tenho em meus papéis muitas coisas das quais eu talvez perca a chance de
ser o primeiro a publicar, vocé sabe, eu prefiro deixar que as coisas amaduregam' [2].

Gauss, além de responsavel pelo nome niimeros complexos, utilizou-os para publicar em 1816
duas demonstragoes do teorema fundamental da algebra. Niimeros complexos da forma a + bi com
a e b inteiros sao chamados inteiros gaussianos. Depois dos trabalhos de Gauss, com sua enorme
reputacdo, a v/—1 foi aceita como um simbolo legitimo. Em 1849, na comemoracao de 50 anos de
seu doutorado, foi dito a ele em um discurso de agradecimento “Vocé tornou possivel o impossivel".

No entanto, ainda existiu muita resisténcia ao longo da histéria. O matematico inglés George
Airy (1801-1892), que ocupou o cargo de astronomo real de 1835 até 1881, declarou: “Eu nao
tenho a menor confianga em nenhum resultado que seja obtido utilizando ntimeros imaginarios".
O l6gico inglés George Boole (1815-1864), em sua obra prima publicada em 1854, chamou /—1
de "simbolo sem possivel interpretacao’.

Até o matematico suico Leonhard Euler (1707-1783), considerado por muitos um dos maiores
génios da matematica, declarou o seguinte: “Todas as expressoes como v/—1 e /=2 , etc., sdo
consequentemente impossiveis, ou niimeros imaginarios, ja que representam raizes de quantidades
negativas; e sobre tais nimeros podemos afirmar com certeza que nao sdo zero, nem maiores que
Z€ro, Nem Mmenores (ue zero, o que necessariamente os torna imagindrios ou impossiveis” [9].

Posteriormente, Euler foi responsavel por um enorme desenvolvimento dos niimeros complexos.
Sua contribuicao mais importante foi a definicdo da fun¢do exponencial para os nimeros comple-
x0s, descobrindo sua relagao com as fungdes trigonométricas. A férmula que ficou mundialmente
conhecida como férmula de Euler é: €™ = cos x + isen x para qualquer valor de z. No caso espe-
cifico de x = m temos a identidade de Euler, considerada por muitos a expressao numérica mais
bonita da matemadtica, que é: ™ + 1 =0 [7].

O matemaético e fisico irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865) leu em 1829, um ano apds
ser publicado, o livro do professor de Cambrigde Reverendo John Warren (1796-1852) chamado
A Treatise on the Geometrical Representation of the Square Roots of the Negative Quantities, no
qual eram apresentados os trabalhos de Wessel e de Argand.

Hamilton rejeitou a idéia de interpretacao geométrica e defendeu que apenas a interpretacao
algébrica fazia sentido. Ele escreveu: “Eu acredito ser insatisfatoria qualquer visdo que nao seja
dada aos imaginarios através de uma clara interpretacao e sentido; e eu desejo que isso seja feito
sem a introdugao de consideragbes geométricas que envolvem o conceito de dngulo”. [13]

Hamilton apresentou em junho de 1835 para a Real Academia Irlandesa um trabalho com o
titulo Theory of Conjugate Functions or Algebric Couples: with a Preliminary Essay on Algebra
as a Science of Pure Time, no qual ele apresentava pares ordenados de ntimeros reais para os quais
ele definiu a adicao e a multiplicacao da seguinte forma:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)
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Perceba que trata-se do mesmo resultado que obteriamos se no lugar de pares ordenados con-
siderassemos a e ¢ como as partes reais de niimeros complexos e b e d como as respectivas partes
imaginarias. O que nao teria grande importancia se nao fosse a origem do seu préximo trabalho:
os quatérnions.

Era outubro de 1843 quando Hamilton caminhava em direcdo a Real Academia Irlandesa e
passando pela ponte de Brougham a resposta que ele ha algum tempo procurava, apareceu em sua
mente. Assim, ele parou e esculpiu na pedra da propria ponte, algo que foi mantido até hoje em
Dublin, conforme a Figura 1.3.

Figura 1.3: Placa em Dublin que diz: Aqui andou em 16 de outubro de 1843 Sir William Rowan
Hamilton e em um lampejo de génio descobriu a férmula fundamental para a multiplicagdo dos
quatérnions 2 = j2 = k? = ijk = —1 e esculpiu em uma pedra da ponte.

Os quatérnions podem ser vistos como uma aplicagdo da construcao de Cayley-Dikson para
os nimeros complexos. Essa construcao leva o nome do matematico britdnico Arthur Cayley
(1821-1895) e do matemético americano Leonard Eugene Dikson (1874-1954).

A construcao de Cayley-Dikson define uma nova algebra gerada pela soma direta de uma
algebra com ela mesma. No caso dos quatérnions existe uma correspondéncia entre (a + bi, ¢ + di)
e (a,b,c,d).

Hamilton passaria os vinte e dois anos restantes da sua vida gastando a maior parte do seu
tempo de pesquisa com o desenvolvimento dos quatérnions, uma vez que ele acreditava com isso
revolucionar a fisica e a matematica. Apos algumas décadas, o fisico e mateméatico americano Josiah
Willard Gibbs (1839-1903) conseguiu um tratamento mais geral que fez com que os quatérnions
passassem a ser “uma interessante peca de museu" [3].

No entanto, a grande importancia de Hamilton e dos quatérnions esta no fato que sua criacao
“libertou a algebra de suas amarras com a aritmética dos nimeros reais, abrindo as comportas da
algebra abstrata" [3].
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1.4 Definicoes e propriedades

Nesta secado vamos escrever as definicoes e propriedades dos niimeros complexos que serao
importantes para resolvermos as questoes dos capitulos seguintes. Em geral, estas defini¢oes e
propriedades se constituem no fundamental sobre nimeros complexos, e que sao apresentadas na
terceira série do ensino médio.

Ressalte-se que as férmulas de de Moivre desempenham um papel fundamental, uma con-
tinuagao natural do topico envolvendo os nimeros complexos, em particular, se constituem em
ferramentas tteis em disciplinas, por exemplo, que dependem das fungdes analiticas [11].

Os nuimeros complexos formam o conjunto C, no qual:

a adicao e a multiplicacao sao comutativas;

a adicao e a multiplicacao sao associativas;

a multiplicacao é distributiva em relagao a adicao;

existem e sao Unicos os elementos neutros da adi¢ao e da multiplicagao;

existem e sao Unicos os elementos inversos da adi¢ao e da multiplicacao;
- existe um ntmero complexo 7 com 7% = —1;

- todo niimero complexo pode ser escrito na forma algébrica de maneira tnica por z = a + bi,
onde a e b sao nimeros reais;

- todo ntimero complexo escrito na forma algébrica z = a + bi, possui um ntimero complexo
conjugado escrito na forma z = a — bi;

- 0 médulo do nimero complexo z = a + bi é dado por |z|= Va? + b?;

- todo nimero complexo pode ser escrito na forma trigonométrica de maneira tnica por z =
|z|(sena + i cos ), onde o argumento « é arctg(b/a) quando a é diferente de zero.

Para a multiplicacao de dois niimeros complexos z; e z3 que escritos na forma trigonométrica
s40 21 = |z1](cos a + isena) e zo = |z3](cos B+ isen (), temos:

21 - 29 = |21+ 22|[cos (o + B) + isen (a + ()]

Para a divisdo de dois nimeros complexos z; e 2o que escritos na forma trigonométrica sao
21 = |z1](cos a +isena) e z5 = |z3|(cos 4 isen [3), temos:

Zzljj-[cos(a—ﬁ)—l—z’sen(oé—ﬁ)]

Para a potenciacdo, em homenagem ao matematico francés Abraham de Moivre (1667-1754),
temos a férmula que é conhecida como férmula de de Moivre (primeira férmula de de Moivre):

2" = |z|"[cos (na) + i sen(na)].
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Esta férmula possui uma variante analoga para a radiciacao:
Uz = |2|Y"(cos (a + 2km /n) + isen(a + 2k /n)],
para k =0,1,...,n — 1 (segunda férmula de de Moivre)

Todo niimero complexo, escrito na forma trigonométrica como z = |z|(cos « + isenc), pode
ser escrito segundo a férmula de Euler como z = |z|e'®; cuja demonstragao utilizada na época por
Euler encontra-se no Capitulo 5.
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Capitulo 2

Numeros complexos e areas

Dentre vérias outras aplicagoes dos niimeros complexos por exemplo, associados a matriz de
rotagao, merece destaque a sua utilizagao no calculo de areas de figuras planas, visto que estamos
preocupados com o ensino médio. Como uma aplicacao, neste capitulo, discutimos o céalculo da
area de um tridngulo e sua generalizagao para o calculo da drea de um poligono convexo.

Sem duvida nenhuma a utilizacdo dos niimeros complexos no dia-a-dia de um fisico é funda-
mental. Vejamos, a procura de solucio de uma equacio diferencial 3 com coeficientes constantes
[10] recai numa equagao algébrica onde o discriminante, no caso de uma equagao do segundo grau,
pode ser negativo. O caso mais comum ¢é o oscilador harmoénico simples, também conhecido como
sistema massa-mola.

3Este tema foge do escopo desta dissertacio, mas pode ser mencionado em sala de aula como uma aplicacio a
fim de responder a pergunta recorrente, a saber: Professor, onde eu vou usar isto?
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2.1 Area de poligonos regulares

Nesta secao apresentamos o caso em que o calculo da area de um poligono regular ¢ mais
simples, fazendo sua relagdo com niimeros complexos representados no plano de Argand-Gauss.

Sabemos que todo poligono regular ¢é circunscritivel. Se o raio da circunferéncia circunscrita
for r, podemos inscrever qualquer poligono de n lados unindo, no plano de Argand-Gauss, as n
raizes da equagao 2" =r.

A Figura 2.1 representa um poligono regular de lados a, inscrito numa circunferéncia de raio r.

Figura 2.1: Poligono regular inscrito.

Para calcularmos a area, basta multiplicar por n a area de um tridngulo formado pelo centro
da circunferéncia e por raizes adjacentes da equacao.
Esta area pode ser calculada por

2T
uma vez que na formula A = (h - a)/2 verificamos que h ¢é bissetriz do dngulo — e, portanto,
n

sen (7) = e/2

n T

de onde segue
a=r-2sen(m/n).

Da Figura 2.1 temos
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e, assim, obtemos para altura
h =r-cos(m/n).

Substituindo na férmula da area temos:

r? - 2sen(m/n) - cos(ﬂ/n)‘
2

A:

Sabendo que 2sena cos a = sen2aq, obtemos:

r? sen(2m/n)
2

A=
e, portanto, a area total do poligono sera:

r? sen (27 /n) '

A =n-
" 2

2.2 Area de tridngulos

Nesta se¢ao chegaremos a uma féormula para calcular a area de um triangulo qualquer utilizando
a representacao geométrica de niimeros complexos.

Na geometria analitica é bastante conhecida a férmula para o calculo da area de um triangulo
com base nas abscissas e ordenadas dos seus vértices. Lembrando que o resultado do determinante
da matriz deve ser colocado em valor absoluto, temos

1 oy 1
S=1lzy yo 1
r3 Y3 1

Essa formula pode ser facilmente demonstrada somando a area do trapézio ABz,x, com a area
do trapézio BCz3xs e subtraindo a area do trapézio ACx3x,, conforme a Figura 2.2.

17



B=(x,,¥.)

Y.

C=(x5,Ys)

X Xz )&
Figura 2.2: Tridngulo de vértices A(z1,y1), B(xs,y2) e C(x3,y3).

Podemos fazer algumas operagoes com o determinante presente na férmula de S, de forma que
obteremos a area apenas em fun¢ao dos complexos 21, 25 e z3 explicitados a seguir,

21 = T+ iy,
2o = Tg + Y2,
23 = T3+ Zyg

Assim, consideremos S

1 oy 1
S = % Ty Yo 1
x3 Yz 1

Multiplicando uma coluna por ¢ e deixando outro ¢ multiplicando o resultado do determinante,
de modo que o valor fica multiplicado por —1, o que nao faz diferenca ja que tomaremos apenas o
valor absoluto para quantificar a area, logo

1 wy; 1
S = % ) Zyg 1
3 iys 1

Somando a primeira e a segunda colunas, sem alterar o valor do determinante, temos
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|7 +yp oy 1
S = % To + in iyg 1
x3+iys iys 1

Multiplicando a segunda coluna por dois e substituindo o fator % por ﬁ sem que altere o
resultado da area, temos

' T+ iyl 22y1 1
S = i To + Zyg 2’Ly2 1
T3 + iyg 22y3 1

Somando a primeira coluna com os valores da segunda coluna multiplicados por —1, o que nao
altera o resultado ja que tomaremos apenas o valor absoluto para quantificar a area, logo

' T+ w—iyp 1
S:ﬁ To+iys Ty —1ys 1

T3+iys w3 —1yz 1

Introduzindo os complexos e os respectivos complexos conjugados, temos

Z1 51 1
S = i z9 272 1
z3 273 1

Enfim, considerando o determinante da matriz transposta sem que altere o resultado, temos

k1 R2 %3
Z‘ — — —

S = 1 21 R Z3 |,
1 1 1

e ainda podemos reescrever a area aplicando o teorema de Laplace na terceira linha, portanto:

( )

2.3 Area de poligonos convexos

Z1 23
Z1 Z3

21 22
21 2o

Z2 23

S = =
Z2 Z3

ES

Nesta se¢do mostraremos o procedimento pelo qual é possivel calcular a area de qualquer
poligono convexo utilizando a representacao geométrica dos ntimeros complexos.

Inicialmente vamos considerar o pentagono, sabendo que o procedimento para qualquer outro
poligono convexo é andlogo, com vértices em nimeros complexos conforme a Figura 2.3.
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»Re(z)

Figura 2.3: Pentagono com vértices 2z, 2o, 23, 24 € 25.

Podemos, por exemplo, dividi-lo em trés tridngulos tracando as duas diagonais que partem de
z1. Entao podemos efetuar o calculo da area de cada triangulo, conforme o resultado que obtivemos
na secao anterior.

Assim, podemos escrever para a area

; VAR 21 X3 29 2R3 ; 21 X3 21 R4 23 24
S = i( N e - + i N P I +
21 22 21 Z3 22 Z3 21 Z3 21 %4 23 24
i[| R *4| | *A *5 + 24 25
\lz & 21 %5 Zy %5
o que pode ser simplificado e escrito na forma
; 21 9 Z9 23 Z3 24 Z4 Ry Z1 %5
S=i(12 21+ 2 2|+ 2 2+ 2 2|12 2
21 %2 22 Z3 23 24 24 Z5 21 %5

Portanto, generalizamos para um poligono de n lados, a férmula que expressa a area do poligono
em funcao dos nimeros complexos associados aos vértices sera dada por:

g 21 22 Z2 Z3 23 24 Zpn—1 Zn 21 Zn
S_Z + + +---+ —

21 22 Zy 23 Z3 24 Zn-1 Zn 21 Zn
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Capitulo 3

Identidades trigonométricas

J& vimos no Capitulo 2, uma aplicacdo dos nuimeros complexos no calculo da area de um
poligono. Aqui, como mais uma aplicacdo, agora utilizando um resultado onde escrevemos um
numero complexo em termos de sua exponencial e sua relacdo com as fungoes seno e cosseno
trigonométricos de modo a mostrar as chamadas identidades de Lagrange. Estas identidades
desempenham um importante papel na soma de séries envolvendo as func¢oes trigonométricas.

Entao, neste capitulo, vamos utilizar os nimeros complexos a fim de efetuar a demonstracao
de duas identidades trigonométricas, conhecidas pelo nome de identidades de Lagrange.
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3.1 Soma finita de progressoes geométricas

Tomemos a progressao geométrica de n + 1 termos, cujo primeiro termo é 1 e cuja razao vale
z, onde z € R. Sua soma serad
Spg1=1+z+22+2°+- + 2"

Multiplicando todos os termos por z teremos:

2Sp1 =2+ 22+ 224 T

Efetuando a diferenca 25,11 — S,41 temos:

2841 = Spy1 =2+ 22+ (b2 2P 2

que resulta em

ZSn—H - Sn+1 = Zn+1 - 17

e, fatorando o primeiro membro da equacao, podemos escrever

Spii(z—1) ="t -1,
e, supondo z # 1, podemos dividir ambos os membro por z — 1, de onde segue

zn—i—l -1

Sppr =
+1 -1

3.2 Identidades de Lagrange

Vamos admitir a igualdade (a primeira delas, de Moivre com n = 1) z = cosa + i sena = €',
sendo z # 1. Assim aplicaremos na férmula, demonstrada na segao anterior, da soma finita de
progressoes geométricas e utilizamos a formula de de Moivre: 2" = sen(na) + icos (na) = ™.
Assim, consideremos o resultado

cos[(n + 1)a] +isen[(n + 1)a] — 1
cosa +iseno — 1

1+ cosa+2sena + cos 2 + ¢ sen2¢ + - - - + cos no + 1 senno =

?

ou, escrito de outra forma, temos

i 20 i3a ina ellmte
14+ 4+ e e 4o+ e =

el — 1
Fatorando o lado direto da equacao acima, obtemos
ei(n-‘rl)a -1 ei(n-‘rl)a -1
eic _ 1 6ia/2(eia/2 _ e—m/z)’
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onde aplicamos a propriedade da divisao de poténcias de mesma base e temos

ei(n+1)o¢ -1 ei(n+1/2)o¢ _ e—ioz/Q

em/2<em/2 _ efm/z) T ela/2 _ p—ia/2 7

e escrito na forma trigonométrica fornece

elnt1/2)e _ pia/2 _ cos|(n+1/2)a] +isen[(n + 1/2)a] — cos(—a/2) — isen(—a/2)
eie/2 — e—ia/2 cos(a/2) + isena/2 — cos(—a/2) — isen(—a/2)

Sendo cosz uma fungao par, isto é, cosz = cos(—x); e sendo senr uma fungao impar, isto é,
senr = — sen(—x), podemos entao escrever

cos[(n + 1/2)a] + isen[(n + 1/2)a] — cos(—a/2) — isen(—a/2)
2i sen(/2) ’

o que, multiplicado por —i no numerador e no denominador, nos leva a

—i{cos|[(n + 1/2)a] + isen[(n + 1/2)a] — cos(—a/2) — isen(—«a/2)}
2sen(a/2)
Assim, podemos facilmente separar a parte real da parte imaginaria, obtendo as duas identi-

dades trigonométricas conhecidas como identidades de Lagrange.
A parte real é

—i(isen[(n 4+ 1/2)a] — isen(—a/2))
2sen(a/2) ’

que aplicando a propriedade distributiva, fornece

sen[(n + 1/2)a] — sen(—a/2)
2sen(a/2) ’

e lembrando que senx é uma funcao impar, obtemos

sen[(n +1/2)a] 1

2sen(a/2) 2

Portanto, a primeira identidade trigonométrica de Lagrange ¢é

sen[(n +1/2)a] 1
1+ cosa+cos2a+ -+ cosna = + =,
2sen(a/2) 2

que escrita na forma de somatoério fornece

“ _sen[(n+1/2)a] 1
kz::() cos o = 2sen(a/2) 2
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Por outro lado, ao analisarmos a parte imaginaria da mesma expressao, temos

—cos[(n + 1/2)a] + cos(—a/2)
2sen(a/2) ’

que ainda pode ser escrita da forma

_cos[(n+1/2)q] N cotg(a/2)
2sen(a/2) 2

Assim, chegamos a segunda identidade trigonométrica de Lagrange

—cos[(n+1/2)a]  cotg(a/2)

seno + sen2a + - - - + senna =

2sen(a/2) 2 ’
que escrita na forma de somatorio fornece
z”: senka = cos[(n +1/2)a] N cotg(a/2)
= 2sen(a/2) 2
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Capitulo 4

Teorema de Herao

Enfim, como mais uma aplicagao dos nimeros complexos, discutimos o teorema de Herao, que
expressa a area de um triangulo em fungao das medidas dos lados; utilizando na férmula a medida
de cada um dos lados e a medida do semiperimetro.

Herdo de Alexandria viveu provavelmente na segunda metade do século I [3] e produziu tra-
balhos tao variados em matematica e fisica que, por muitas vez, Herao é apresentado como um
enciclopedista destas areas.

A demonstracao do teorema de Herao foi feita por ele de forma brilhante na sua obra de
geometria mais importante: A Métrica. Esta obra possui trés volumes e s6 foi descoberta em 1896,
em Constantinopla, por R. Schone.

A demonstracdo que apresentaremos, bastante distinta da demonstracao original de Herao,
tem a intencao de mostrar mais uma utilidade dos nimeros complexos em um diferente campo da
matematica: a geometria.

Na demonstracao utilizaremos a féormula de Euler para um valor especifico de «, conforme
faremos na primeira se¢ao deste capitulo, de maneira a possuirmos um resultado que sera utilizado
na demonstracao do teorema de Herao.
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4.1 Formula de Euler

Considerando na féormula de Euler o médulo do ntimero complexo z igual a unidade. Segue

e’ = cosa + isena.

Portanto, para a = 7, temos a expressao numérica de Euler:

e = cos T + isen.

Substituindo os valores cosm™ = —1 e senm = 0 teremos

elﬂ' — _1’

uma das mais elegantes expressoes numéricas da matemadtica [7].

4.2 Demonstrando o teorema de Herao

Na Figura 4.1, a seguir, temos um triangulo e seu incentro. Consideremos seus trés lados tais
que: a =y+2z,b=x+zec=1x+y. Sendo assim seu perimetro, denotado por 2p , é 2p = a+b+c.
Seu semiperimetro, denotado por p, é p=x + y + 2.

A

Figura 4.1: Triangulo ABC e seu incentro.

Note na Figura 4.1 que ela esta dividida em trés pares de tridngulos congruentes. As areas

destes triangulos valem: =7, %, . Assim, a drea do triangulo ABC vale 7p.

Aplicando o teorema de Pitagoras aos trés triangulos da Figura 4.1 obtemos:



22—1-7“2 = w?.

Vamos calcular o produto de trés nimeros complexos cujos médulos valem, respectivamente,
u, v e w:
(r +ix)(r +iy)(r +iz),

que, escritos na forma trigonométrica, fornecem

u(cos a + isena)v(cos B + i sinf)w(cosy + iseny).

Escrevendo segundo a férmula de Euler temos

uevePwe,

ou ainda na forma
uvwe @t

Visto que o + 8 + v = 7, obtemos o niimero real:

—uvw.

Assim, o produto (r + ix)(r + iy)(r + iz) deve ter a parte imaginaria igual a zero.
Efetuando a multiplicacao dos trés fatores e notando que a parte imaginaria é dada por
7"2(1’ +vy+ z) — xyz, podemos escrever

r*(r+y+2z) —ayz =0.
Isolando o raio da circunferéncia inscrita, denotado por r, temos:

TYz

r=, —.
rT+y+=z

Substituindop=z+y+z2,z=p—a,y=p—>be z=p—c, obtemos:

o \/(p—a)(p—b)(p—f:).
p
Como a area S do triangulo ABC vale rp, podemos escrever:

S =rp=1/p(p—a)(p—b)p-c),

chegando assim ao teorema de Herao.
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Este raciocinio pode ser estendido para poligonos convexos de n lados dividindo-os em n pares
de triangulos congruentes. Logo a area do poligono ¢ a soma das areas de todos os triangulos, a
partir de um vértice qualquer.

No caso em que o poligono circunscritivel é um quadrilatero, temos a chamada féormula de
Brahmagupta [12].

Apenas para completeza, sendo a, b, ¢ e d os lados do quadrilatero circunscritivel e p o semi-
perimetro, a férmula de Brahmagupta, que fornece a area S do quadrilatero, é

S = \/(p —a)(p—0)(p—c)(p—d).
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Capitulo 5

Plano de aula

Neste Capitulo apresentamos um plano de aula no sentido de poder introduzir, mesmo que
ingenuamente, o conceito de limite. Comecamos o capitulo mostrando a expressao que fornece a
soma dos n termos de uma progressao geométrica para, depois, considerar esta soma no caso em
que o numero de termos vai para o infinito, isto é, tdo grande quanto se queira; ou seja, a nogao
de limite da soma.

Utilizando o teorema do confronto [4] prova-se o limite fundamental trigonométrico. Enfim,
com este resultado associado a area de um poligono regular de n lados, discutido no Capitulo 2,
vamos recuperar a férmula da area do circulo.

Por fim, sdo apresentados alguns exercicios com a finalidade de solidificar o contetido debatido
em sala de aula. Isto é, trata-se de uma tarefa para casa.

29



5.1 Limite da soma

Como foi apresentado no Capitulo 3, faremos novamente a demonstracao da férmula que fornece
a soma de uma progressao geométrica de n termos, porém agora o primeiro termo nao fica definido
como 1, isto é, ele pode ter qualquer valor e é denotado por a;.

Considere a progressao geométrica de n termos, cujo primeiro termo é a; e cuja razao vale ¢,
onde ¢ # 1. Seu enésimo termo é dado por

comn=1,2,3,...
A fim de calcular a soma dos n primeiros termos desta progressao, isto é,

Sp=a1+ay-q+a-¢+a ¢+ +a ¢

Multiplicando todos os termos por ¢ e obtemos

n

q-Sp=ar-q+a-¢+a-¢+a-¢'+--Fa-q".

Efetuando a diferenca ¢S,, — S,, temos:

an - Sn - alqn — aq,

e, utilizando a fatoragao para colocar como fator comum S,, e a;, podemos escrever

Sn<q - 1) = al(qn - 1)7
e, supondo ¢ # 1, podemos dividir ambos os membro por ¢ — 1 e obtemos
" —1
1 -1
que ¢é a expressao para soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica.

Seja agora a razao da progressao geométrica tal que |g|< 1, isto é, —1 < ¢ < 1 e consideramos
n tendendo ao infinito. Logo, utilizando a notacao de limite, temos

S, =a

L | -1
S = lim S, = lim alq = a —

que é a expressao que fornece o limite da soma de uma progressao geométrica com primeiro termo
a; e razao g tal que —1 < g < 1.

5.2 Demonstrando o limite fundamental da trigonometria

Vamos considerar dois tridngulos e um setor circular que claramente possuem areas distintas.
Para isso considere o circulo trigonométrico e considere o angulo 8, conforme a Figura 5.1.
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Figura 5.1: Circulo trigonométrico.

Perceba que a area do triangulo OAP ¢ inferior a area do setor circular de angulo 6 que, por
sua vez, ¢ inferior a area do tridngulo OAQ.

Calculando a area do tridngulo OAP como metade do produto de sua hipotenusa unitaria pela
sua altura relativa de valor senf, assim

send
2

Lembrando que a area de um setor circular é uma fracdo da &area do circulo, podendo ser
calculada diretamente pela razdo entre o angulo central 6 e uma volta completa 27, logo

Aopa =

0 0
Aseorzi' '12:*'
tord = ox 7 2
Calculando a area do tridngulo OAQ como metade do produto de seus catetos, temos
tgl
AO AQ = %

Portanto podemos escrever a dupla desigualdade

send 0  tgh

5 <3< g

31



sen9

Sabendo que tgf = (senf/cosf) e dividindo todos os membros por , que tem valor positivo

no primeiro quadrante, obtemos

0 1
senf)  cosf’

Lembrando que uma desigualdade de fragoes pode ter cada numerador invertido com seu deno-
minador, contanto que os sinais da desigualdade também sejam invertidos. Dessa forma obtemos

1<

senf

1> > cos 0.

Pode-se mostrar que este raciocinio é valido para o angulo 6 em qualquer outro quadrante.

. , , ) senf | .
Note que temos sempre uma funcao par, isto é, cos é par e é outra funcao par.

Tomando o limite para € indo a zero e denotando conforme a secao anterior, podemos escrever

senf
lim1l > lim —— > hm cosd.
6—0 6—0 @ —0

Visto que cos0 = 1 e pelo teorema do confronto [4] podemos escrever

0
1> lim i > 1,
6—0 @
de onde segue que
0
lim S —
0—0 0

que ¢ o limite fundamental trigonométrico [15].

5.3 Consideracoes sobre outros limites

Um aluno de ensino médio, vendo apenas um exemplo de limite, pode ponderar que o fato de

lim senf = 0, hm@ = 0 j& seria suficiente para concluir de forma errada que g 9 = 1, no lugar de

0—0
perceber que trata se de um quociente indeterminado. Entao, acredito ser necessario o cuidado

de dar outros exemplos que refutem fortemente a ponderagao erronea. Sugeriria ao menos dois
outros, como

senbf ) senbd
g = hms s =5
ou ainda
2
—1
lim v

:}E}C” 1) =2

z—=1 1 —
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5.4 Limite fundamental e a area de um circulo

Agora, conforme efetuado no Capitulo 2 deve ser feita a demonstracao da formula que calcula
a area de um poligono regular de n lados

nr?sen(2m/n)
5 .

Entao, instigando nos alunos novamente um conceito bastante ingénuo de limite, proponho
questiona-los o que deve acontecer a medida que a quantidade n de lados do poligono cresce
muito. Assim, sugerindo que no limite de n tendendo ao infinito, teriamos ali um circulo, cuja
area é A,,.

Multiplicando numerador e denominador por 7/n temos

A, =

7r? sen (27 /n)

A, =
(2m/n)
Assim, resta discutir que
lim mr? sen(27/n) — lim nr? sen(27/n)
n—00 (27(/n) 27”_>0 (27T/n)
e, como
lim sen(2m/n) _q

2T 0 (27T/n)

temos para n tendendo ao infinito a férmula da area do circulo

A =7mr?,

expressao esta conhecida desde o ensino fundamental II.

5.5 Limite fundamental e a formula de Euler

Aqui iremos apresentar aos alunos um exemplo tipico de manipulagao formal do século XVIII,
utilizado por Euler, para chegar na féormula de Euler para niimeros complexos. Devemos deixar
claro que nao se trata exatamente de uma prova, embora hoje esse resultado ja esteja provado.
A prova rigorosa aconteceu apenas no século XIX, com o avancgo da teoria das fun¢bes de uma
variavel complexa [10].

Iniciamos utilizando a férmula de de Moivre para potenciacao:

[cos (o) 4+ isen(a)]" = cos (na) + i sen(na),

onde substituindo a por ¥ temos:

x . T\ 1" )
[COS () +1 sen()] = cosx + ¢ senx.
n n
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Agora, para um determinado valor de x, iremos verificar os limites para n tendendo ao infinito
e, portanto, para & tendendo a zero.
Assim, visto que

lim [cos(xz/n)] = 1,
£-0
bem como o limite fundamental trigonométrico

. sen(z/n)
.

ja que o limite da soma é a soma dos limites, podemos reescrever a igualdade da seguinte forma:

. T . T
lim {cos () +1 sen()
20 n n

Para aplicar o limite fundamental trigonométrico utilizaremos a seguinte igualdade:

sen(z/n) = (z/n) (W) |

Portanto, fazendo a substituicao na expressao anterior, obtemos

n
= coszx + 1senx.

lim (1 + ) = cosx + isenx.

n—o0 n

Como Euler sabia que o limite fundamental exponencial, demonstrado no apéndice B, era

e’ = lim <1—|—Z> ,
n—oo n

bastou fazer a substituicao de z por ¢x para chegar na formula que leva seu nome:

e = cosx + isenx.

5.6 Exercicios propostos

1 — Prove que para dois ntiimeros complexos z; € 23 temos |z1]%+|22]*= |21 - 22|

2 — Utilizando o que foi demonstrado no primeiro exercicio, demonstre o Teorema Algébrico
de Brahmagupta [6]: se m e n sdo niimeros naturais e cada um deles é a soma de dois quadrados

perfeitos, entao m - n também é a soma de dois quadrados perfeitos.
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3 — Utilizando a férmula de de Moivre para potenciacao, demonstre a féormula do arco duplo

para a fun¢ao seno e para a funcao cosseno, isto é sen 2« e cos 2a em funcao de sena e cos a.

4 - Utilizando a féormula de de Moivre para potenciacao, demonstre a féormula do arco triplo

para a func¢ao seno e para a func¢ao cosseno, isto é sen 3a e cos 3a em funcdo de sena e cosa.

5- Sabendo a propriedade de multiplicacao dos niimeros complexos distintos na forma trigono-

métrica, demonstre a férmula para seno e para cosseno da soma de dois arcos.

6 — Sabendo a propriedade de divisao de dos niimeros complexos distintos na forma trigono-

métrica, demonstre a férmula para seno e para cosseno da diferenca de dois arcos.

m1/2)

7 — Sabendo a férmula de Euler, calcule e e em seguida responda se i¢ é um niimero real.

8 — Aplicando as férmulas de arcos duplo e triplo dos exercicios 3 e 4 desta lista, resolva a

equagao: 1+ cosx + cos 2z + cos 3z = 0.

5.7 Resolucao dos exercicios

1-Seja z1 = a+bi ez =c+di, temos |21]*°= a® + b e |z>= & + d* Assim: 2, -2y =
ac—bd+i(ad+ cb), que tem por médulo |z; - zo|*= (ac—bd)?+ (ad+ cb)? = a*c* +b2d? + a’d? + 2b>.
Agora, fazendo o produto dos mdédulos, temos: |z1|-|22|= (a*+b%)-(2+d?) = a®*P+b*d*+a*d*+*b*.

Portanto sao iguais.

2 - Podemos supor, sem prejuizo a demonstracao do exercicio 1, que a, b, ¢ e d sao nimeros
naturais. Agora considere m = |z;|*> e n = |2,|?. Teremos m-n = |z1|*:|23|%. Como foi demonstrado
no exercicio 1, podemos concluir que: m-n = |21 - 23|*>= (ac — bd)? + (ad + cb)?. Assim escrevemos

o produto como a soma de dois quadrados perfeitos.
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3 - Na primeira férmula de de Moivre vamos considerar a segunda poténcia e também considerar
|z|= 1, portanto temos: 2% = (cosa + isen ) = cos (2a) + i sen(2a). Desenvolvendo o quadrado
da soma obtemos: cos? a — sen®a + 2i cos o+ senar = cos (2a) +isen(2a). Igualando as partes reais
temos a férmula do arco duplo para a fungao cosseno: cos (2a) = cos® a — sen®a. J4 igualando as

partes imagindrias obtemos a férmula do arco duplo para a fungdo seno: sen(2a) = 2cosa - sena.

4 - Na primeira férmula de de Moivre vamos considerar a poténcia 3 e também considerar

|z|= 1, portanto temos: z® = (cosa + isena)® = cos (3a) + isen(3a). Desenvolvendo o cubo

2 3

da soma obtemos: cos® a + 3i cos® a - sena — 3 cos asen’a — isena = cos (3a) + isen(3a). Igua-

lando as partes reais temos a férmula do arco triplo para a funcio cosseno: cos (3a) = cos® o —
3cosasen’a. Ainda podemos aplicar a relacio fundamental e reescrever da forma cos(3a) =
4cos®a — 3cosar. J4 igualando as partes imaginérias obtemos a férmula do arco triplo para a

fungdo seno: sen(3a) = 3cos? a - sena — sen®a. Ainda podemos aplicar a relacio fundamental e

reescrever da forma sen(3a) = 3sena — 4sen’a.

5 - Considerando a féormula para multiplicacdo de niimeros complexos e tomando z; e 2 com
modulos iguais a 1, que escritos na forma trigonométrica sao z; = cos a +isena e zo = cos 5 +
isen f3, temos: z1-23 = (cos a+isena)(cos f+isen 3) = cos (a+f)+isen (a+ ). Desenvolvendo
a propriedade distributiva da multiplicacdo obtemos: cosacosS — senasenf + i( sena cos 5 +
senf cos ) = cos (o + ) + i sen (a + /3). Igualando as partes reais temos a férmula para o cosseno
da soma de dois arcos: cos(a + ) = cosacos f — senasenf3. Ja igualando as partes imagindrias

obtemos a férmula para o seno da soma de dois arcos sen (a + ) = sena cos § + senf3 cos a.

6 - Considerando a formula para divisao de niimeros complexos e tomando 2; e z5 com médulos

iguais a 1, que escritos na forma trigonométrica sdo z; = cos a + isena e z5 = cos [ + isen 3,
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temos:

zp  cosatisena .
22_cos6+isen5_cos(a B) +isen (a — f).

Se multiplicarmos o numerador e o denominador da fragao por cos 3 — ¢ sen3 obtemos:

cos accos 5 + sinasenfs + i( sena cos f — senf3 cos a)
cos? B + sen?f

= cos (a — ) +isen (o — ).

Como cos? 3 + sen? = 1, temos:

cos acos 5 + sinasenf3 + i( sena cos f — senfi cosa) = cos (o — ) +isen (o — f3).

Igualando as partes reais temos a formula para o cosseno da diferenga de dois angulos:

cos (a — ) = cosacos f + senasenfs.

Jéa igualando as partes imaginarias obtemos a férmula para o seno da diferenca de dois angulos:

sen (o — 8) = senacos f — senf cos a.

7 - A férmula de Euler aplicada para o ntimero complexo e(™¥?) nos fornece z = cosm/2 +

isenm/2 =i, jd que cosm/2 =0 e senw/2 = 1.

—7/2

Assim 7" pode ser escrito como e(™7/?)? que é igual a ™2, que é um nimero real.

3

8 - Utilizando cos (2a) = (cos a)? — (senar)? e cos (3a) = cos® a — 3 cos asena temos:

3

1+ cosz + cos® z — sen’z + cos® z — 3cosxsen’r = 0.

2

Sabemos que 1 — sen®z = cos? x, portanto obtemos:
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3

cos T + 2 cos® x + cos® x — 3cos zsen’z = 0.

Como cada membro da equagao possui um fator cos z, obtemos a primeira solu¢ao como cosxz =
0, isto é, x = § + km; para qualquer k inteiro.
Para as demais solucoes teremos:

14 2cosz + cos’z — 3sen’z = 0,

onde podemos substituir sen?z por 1 — cos? z, obtendo assim:

1 +2cosz +cos’x — 3(1 — cos’z) = 0,

que leva a:

—2+42cosx +4cos’z = 0.

Trata-se agora de uma equagao do segundo grau cujas raizes sdo —1 e 1/2. Logo, as demais

solucoes seriam respectivamente:

r =7+ 2km
e
.’E:g—l-Qkﬂ'
ou
5T
= — + 2k
T 3 + 2Kk,

onde k pode ser qualquer niimero inteiro.
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Capitulo 6

Desafios olimpicos

Neste capitulo discutimos alguns problemas que apareceram em olimpiadas internacionais de
matematica que podem ser resolvidos com a utilizacdo dos ntimeros complexos.

Acredito que tao importante quanto o cuidado que a escola deve ter com os alunos que apre-
sentam dificuldade em aprender determinados contetdos; oferecendo aulas de reforgo, plantoes
de duvidas e recuperagao; deve-se oferecer desafios aos melhores alunos. Pois eles podem deixar
de se interessar caso o conteido lhes parega bésico ou repetitivo (repeticdo que pode ser muito
importante aos alunos que ainda nao entenderam o contetido).

Acredito ainda que este tipo de problema é muito importante para os professores de matematica
redescobrirem a razao pela qual escolheram tal profissao: o gosto por desafios matematicos. Seja
pela falta de tempo ou pelo recebimento de problemas e resolugoes em seguida, os professores
acabam perdendo o saudavel habito de encarar o desafio de, pelo menos, tentar resolver problemas
realmente originais, ou ainda nao candnicos.

E muito importante que as olimpfadas de matemadtica sejam consideradas como competicoes
sauddveis, assim como sdo consideradas as olimpiadas esportivas. Citando Artur Avila, o primeiro
matematico brasileiro agraciado com a medalha Fields em 2014 [14].
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Figura 6.1: Medalha Fields na face em que tem a efigie de Arquimedes, seu nome (em grego) e
a inscrigao (em latim) Transire suum pectus mundoque potiri, que significa "Superar os limites da
inteligéncia e conquistar o universo".

“As olimpiadas tiveram uma importancia muito grande na minha trajetoria particular.
Serviram para focalizar e motivar ainda mais na mateméatica. As olimpiadas apresen-
tam a mateméatica de uma outra maneira. Apresentam problemas mais interessantes
dos que sao apresentados no curriculo escolar. A escola trabalha mais férmulas fechadas
para serem aplicadas e o estudante tem que memorizar e aplicar de maneira mecanica.
Isso nao tem nada a ver como a matematica que é utilizada e feita em alto nivel"

6.1 Problema da V-IMO

Este problema fez parte da quinta olimpiada internacional de matematica, conhecida como
IMO (International Mathematical Olympiad) [1]. Ele foi o quinto problema da prova, isto é, a
segunda questao do segundo dia. A prova apresentou trés questoes por dia para serem resolvidas
em quatro horas e meia em cada dia. Esta olimpiada acontece desde 1959 e conta atualmente com
a participacao de mais de 100 paises. O Brasil participa desde 1979 e oito brasileiros conquistaram
nove medalhas de ouro, entre eles Artur Avila, em 1995.
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Problema

Prove que
2m 3m _ 1
COs = + cos = 5

T _

COS 7

Solucao

Para resolver este problema devemos considerar o nimero complexo

— T ™
Z = COS 7 —1—Zsem7

que a partir da férmula de de Moivre, fornece

27 = cos T + isentw

assim
27 =—1
logo
2T 4+1=0,
que é uma equagao algébrica do sétimo grau sendo uma das raizes z = —1.

Fatorando da seguinte forma
2+ -2+ 2t =23 +22—24+1)=0.
Assim, como nao buscamos a raiz z = —1, teremos:
-+ -2+ —24+1=0
portanto, podemos escrever
AP —z+1)—z2(z2—z2+1)=-1
ou ainda utilizando fatoragdo por agrupamento
(P —2)Z2P—2z+1)=-1
assim
2B -1)(2—2+4+1) = -1,

A equacao anterior pode ser escrita na forma

2(22—z4+1) = F

z3—1
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ou ainda na forma
B tr=-

1—23"

Como consideramos inicialmente z = cos 7 + 4 senZ, temos que a parte real de

23—22+z

ON

T 21 . T
COS — — COS — + COS —
7 7 7’

uma vez que
1

1— 23

z3—22—|—z:

a parte real de ambos deve ser a mesma.
Assim, calcularemos as partes real e imaginéaria de

1 1

1—23 1—00837”—2'861137”'

Aplicando as férmulas de arco duplo para cosseno e seno, demonstradas na se¢ao 5.6, temos

1 1
_ 3r _ ; 3r T 1 _ 2 31 23T _ 9, 3r 3w *
1 — cos = — 1 sen= 1 — cos 1+ osen oy 21 seniy cos 74

Utilizando a relagdo fundamental da trigonometria, temos

1 1

— oos2 37 231 _ o, 37 cow BT 231 _ o 3T g BT
1 — cos 1f T sen g} QZs,enMcos14 2sen 1 QZSGHMCOSM

Colocando em evidéncia no denominador, temos

1 1
2sen?3T — 24 gensT cog 3T 3m SL P A
14 14 14 2sen{y ( seny} —icos Iy

Multiplicando o numerador e o denominador da fragao pelo conjugado de

3r . 3m
senﬁ — 1 COS 1
que é
3. 3m
senﬁ + 17 cos i
temos
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3

3r 4 4 3m
senyy + ¢cos 4

3T )
2seny;
ou ainda podemos separar em
31 o 3T
senyy i COS I}

3

3T 3
2 sen 2sem14

14

Logo, simplificando temos

3
14
3T
14

1 tcos

isto ¢, um namero cuja parte real vale %

Note que isso ndo depende do valor do argumento, isto é, para qualquer niimero complexo —

1—237

com z # 1, teremos parte real igual a %

6.2 Olimpiada de matematica do Vietna, 1996

A olimpiada de matematica do Vietna acontece desde 1962 e desde 1975 possui o mesmo
formato da IMO, com dois dias de provas de trés questoes cada dia.

Esta prova é considerada a principal responsavel pelo primeiro vietnamita com medalha Fields:
Ng6 Bau Chau. Nascido em 1972 em Hanoi, ele participou da equipe vietnamita na IMO, sendo
premiado com ouro em dois anos seguidos. Em 2004 ganhou o prémio Clay de pesquisa; em 2007
ganhou o prémio Oberwolfach e o prémio Sophie Germain; desde 2007 trabalha no Instituto de
Estudos Avancados de Princeton e em 2010 ganhou a medalha Fields.

Problema

Determine x,y € R tal que

V3r(1+ L) =2
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Solucao

Comegamos introduzindo as seguintes substituicoes: /z =u e /y = v.
Reescrevendo as expressoes, temos

U(l_u2j—02>:4\>/_7§'

Sabemos que u? + v? é o quadrado do médulo do niimero complexo z = u + iv. Assim, se
somarmos a primeira equagao com a segunda multiplicada por i, obtemos

[\)

1 1 2 428
1+ —— w(l— ——— ) = —
u( +u2+v2)+w( u2+v2) \/§Jr

S

que pode ser reescrita como

U+ 1w+ =—=+
Twre T 3

ou ainda
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Sabemos ainda que |2%|= z - Z. Portanto podemos reescrever como

1_2 4/
E A

Multiplicando os dois membros por z e reescrevendo a equagao, temos

2z +

) 2 420
Z_<\/§+ V7

Resolvendo a equacao quadratica temos o discriminante

>z+1:0.

4  16iv/2 32
AL 1002

37T AT 7

que pode ser reescrito na forma

1 16iv/2
21 V21

Ainda assim, completando quadrados tem a forma
2

A= (\/42_1 +2z\/§>

Portanto, as duas solugoes da equacao sao
1 2 2v/2
=== +i +v2).
V3 V21 ( VT )

Sendo assim, o sistema inicial possui as solugoes

(i)

(e
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6.3 Competicao matematica Putnam, 1989

A competicao de matematica William Lowell Putnam acontece todo ano e é organizada pela
MAA (Mathematical Associacion of America) desde 1938. No primeiro sabado de dezembro, mais
de dois mil alunos tém o tempo de seis horas para resolver 12 problemas de matematica. H4 uma
premiacao individual e também por equipes. Na competicao por equipe a universidade de Harvard
lidera com 59 vitorias, seguida pelo MIT com 44, pelo Caltech com 33 e por Princeton com 28.

Problema
Prove que: se 112 4 10iz? 4+ 10iz — 11 = 0, entéo |z|= 1.
Solugao

Fatorando a expressao dada, temos

22(11z + 104) = 11 — 10iz
que reescrevendo, fornece
g 11 —10i2
2=
112+ 102

Tomando o médulo de ambos os lados da equacgao e substituindo, apenas no lado direito, o
valor z = a + bi, temos

9= 111 — 10i(a + bi)|
~|11(a + bi) + 10i]

o que, efetuando as contas, leva a

2 |11 — 10ai + 100
2 |= .
|11a + 11bi + 10|

Tomando o médulo temos

que pode ser rearranjado em

o \/121 + 220b + 100(a? + b2)
V/121(a2 + 62) + 220b + 100

|z

Suponhamos agora que |z|> 1. Isso implicaria em [2°|> 1. O que por sua vez implicaria em

121 4 2200 + 100(a® 4 b?) > 121(a? + b*) + 220b + 100
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que resulta em

21 > 21(a® + b?).

Perceba que isso s6 ocorre quando a? + b? for menor que um, isto é, quando |z| for menor que
um. Contradicao.
Suponhamos agora que |z|< 1. Isso implicaria em |2%|< 1. O que por sua vez implicaria em

121 + 220b + 100(a* + b%) < 121(a® + b?) + 220b + 100

que resulta em

21 < 21(a® + b?).

Perceba que isso s6 ocorre quando a? + b? for maior que um, isto é, quando |z| for maior que
um. Contradi¢do, novamente.
Assim, podemos concluir que |z|= 1 c.q.d.

6.4 Problema e solucoes com e sem niimeros complexos

Calcule o produto P = cos(m/9) - cos(27/9) - cos(4m/9).

6.4.1 A solucgao classica sem utilizacao de ntimeros complexos.

A férmula do arco duplo da fungao seno é:
sen2a = 2 sena cos q.
Portanto, mutiplicando P por 2sen(7/9) temos

2sen(m/9)P = 2sen(m/9) cos(m/9) - cos(2m/9) - cos(4m/9)

o que, aplicando a féormula do arco duplo, fornece

2sen(m/9)P = sen(27/9) - cos(27/9) - cos(47/9).

Multiplicando por dois de ambos os lados, temos

4sen(n/9)P = 2sen(2m/9) - cos(2m/9) - cos(4m/9)

o que, aplicando a féormula do arco duplo novamente, nos leva a

4sen(m/9)P = sen(47/9) - cos(47/9).

Enfim, multiplicando por dois de ambos os lados, temos
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8sen(m/9)P = 2sen(47/9) - cos(4m/9)

o que, aplicando a férmula do arco duplo, fornece

8sen(m/9)P = sen(87/9).

Como § e %’T sao angulos suplementares, o valor dos seus senos é o mesmo, assim:
1
P=-.
8

6.4.2 Solucgao utilizando ntimeros complexos.
Consideremos o nimero complexo
z = cos(m/9) + isen(mw/9).
Sua parte real pode ser escrita como

22 +1
2z

conforme demonstrado a seguir.

Aplicando inicialmente a formula de de Moivre para potenciagdo, temos

cos(2a) 4+ isen(2a) + 1
2(cosa +isenar)

Utilizando as formulas de cosseno do arco duplo e seno do arco duplo, temos

2 .
cos?a — sen o+ 2isenavcos o + 1

2(cos a + i sena)

A partir da relagdo fundamental da trigonometria, podemos reescrever na forma

2 cos? av + 2i sena cos «

2(cos a + i sena)

Colocando 2 cos a em evidéncia, temos

2 cos ar(cos o + i sena)

2(cos o + i sena)
Dividindo o numerador e o denomidador da fracao por 2(cos a + i senar), othemos cos v, isto é, a

parte real de z.
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Assim, para o complexo z = cos(7/9) + isen(n/9), temos

22 +1

9) = :
cos(m/9) 5
Analogamente, podemos demonstrar que

2 +1
21/9) = ———

cos(2m/9) 5,2

bem como que

2241
AT /9) = ——

cos(4m/9) 55

Assim, podemos escrever para o produto

2+ +1)(22+1)

P =
827

Multiplicando numerador e denominador por (z? — 1) temos

(22 =12+ 1)+ 1) (8 + 1).

P =
(22 —1)827

Explicitando o produto dos dois primeiros fatores do numerador, temos

P =1+ 1)+ 1)

P =
(22 —1)827

Novamente efetuando o produto dos dois primeiros fatores do numerador, temos

(2 =1 (8 +1)

P =
(22 —1)827

Efetuando o produto dos dois primeiros fatores do numerador, temos

P (216 _ 1)
(22— 1)827
Sendo z = cos(m/9) + isen(w/9), temos que 2° = —1.
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Assim, reorganizando os fatores, podemos escrever

(2227 — 1)

p=vz"2
(29— 27)8

o que substituindo o valor de z° por —1, gera

P= (_277_1)
(=1 —=27)8
e portanto,
1
P=—
8

que é o mesmo resultado obtido anteriormente.
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Consideracoes finais

O entendimento de como foi o trabalho de diversos matematicos, até que os niimeros complexos
estivessem com a teoria consolidada que é apresentada no ensino médio, serve nao apenas como
motivacao para os alunos encararem este assunto de delicada abstracao, mas também para o aluno
ter uma ideia de como o conhecimento matematico é construido ao longo da historia.

A posterior aplicagao da teoria dos nimeros complexos em diferentes dreas da matemética, nao
deixa nenhuma duvida de sua importancia e traz uma saudavel ligacao entre diferentes campos.
Além de ser extremamente 1til como revisao de topicos que foram ensinados com diferenca de
alguns meses ou até anos.

Enfim, a utilizacao de niimeros complexos desafios de grandes competicoes de matematica tem
como objetivo chamar atencao nao apenas para os nimeros complexos, mas também para as com-
peticoes em si. Divulgando as competi¢oes e mostrando a beleza de seus desafios, podemos tentar
que cada vez mais alunos participem, aumentando a chance de descobrimento de talentos. No en-
tanto, vale ressaltar que descobrir talento nao é o tinico objetivo de uma competicao matematica,
uma vez que todos seus participantes saem ganhando ao terem se envolvido numa atividade tao
saudavel e intelectualmente enriquecedora.

Espero que a dissertagao ajude a enriquecer as aulas de colegas professores de matematica de
ensino médio tanto quanto ela ajudou a enriquecer as minhas préprias aulas. Lembrando sempre
que o encantamento que o professor sente pelo assunto é inevitavelmente sentido pelo aluno. Assim,
na nossa profissao, devemos sempre conhecer mais sobre o que ensinamos, pois s6 assim podemos
nos manter permanentemente encantados pelas préprias aulas.
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Termino o texto com uma canc¢ao sobre niimeros complexos apresentada anualmente para es-
tudantes de fisica do primeiro ano na Royal Holloway University de Londres:

“Meus olhos viram a gldria do diagrama de Argand-Gauss,
Eles tém visto nos i’s e tetas do poderoso plano de De Moivre,
Agora eu posso encontrar as raizes complexas

Com a raiz de menos um.

Os nimeros complexos sao tao faceis;
Os nimeros complexos sao tao faceis;
Os nimeros complexos sao tao faceis;

Com a raiz de menos um.

Em coordenadas cartesianas do plano complexo é bom,
Mas a grandiosidade da forma polar sua beleza vai ofuscar.
Vocé estar elevando i 4+ 40 a poténcia de 99,

Com a raiz de menos um.

Voceé vai perceber que o seu entendimento era apenas a segunda parte,
Quando vocé vir o poder e a magia do complexo conjugado.
Desenho vetores correspondentes as raizes de menos oito,

Com a raiz de menos um.”
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Apéndice A
Demonstracao de Tartaglia

Tartaglia criou um poema que descreveria os passos de sua demonstragao. Coloco abaixo sua
tradugao para o portugués [16] e depois faremos a interpretacao algébrica.

“Quando o cubo somado com as coisas
Se iguala a algum ntmero discreto

Encontra nele outros dois diferentes.

Depois veras, num procedimento usual,
que o produto deles é sempre igual

Ao terceiro cubo das coisas exato,

O residuo, entao, geral
de suas raizes cubicas subtraidas

Sera o valor da tua coisa principal.

No segundo desses atos
Quando cubo fica sozinho

Aplicaras esses outros contratos,

Do nimero faras duas partes, de modo
que, multiplicando uma pela outra, surja exato

O terceiro cubo das coisas em conjunto.
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Delas, depois, com procedimento usual,
Somaras as raizes ctbicas

E esse total sera o resultado final.

A terceira dessas nossas contas
Resolve-se por meio da segunda, se olhares bem,

porque por natureza sao parentes.

Achei esses, e nao com passos lerdos
Em mil quinhentos, quatro e trinta

Com fundamentos bem sdlidos e robustos

Na cidade circundada pelo mar.”

A primeira estrofe do poema conta que ele resolverd a equacao cibica incompleta x® + bx = ¢
utilizando ¢ = u — v.

J& a segunda estrofe do poema conta que ele descobrira valores de u e v que também satisfacam
u-v=(b/3)3.

Por fim, na terceira estrofe, o poema revela o valor de z da forma = = J/u — J/v.

Perceba que, ao escrevermos z, b e ¢ em fun¢ao de u e v na equacao ctibica incompleta, obtemos:

(Vu = Vv)° +3Vu-v(Vu = Yv) =u—v,

que, desenvolvendo a expressao, temos:

u — 3V + 3YuVv? — v + 30 vu — 3w 0o = u — v,

resultando na igualdade © — v = v — v e validando o método de Tartaglia.

Assim, para a resolucdo da equacgao cubica incompleta, bastaria encontrar os valores de u e v.
Isso pode ser feito resolvendo a equacao do segundo grau que resulta da substituicao de u = v + ¢
na equacdo u - v = (b/3)3, conforme faremos abaixo.

Temos que

(v+c)-v=(b/3),

que, deixada na forma que usualmente deixamos para resolucao da equacao quadratica, resulta em

v? +cv — (b/3)* =0,
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que possui uma das raizes igual a

—c+ /2 +4(b/3)3

que pode ser escrito da forma

Como u = v + ¢, temos

=56+ )

Assim, sendo x = /u — /v, chegamos a formula que d4 uma das raizes de uma equagao cibica

incompleta:
L <C>2+ D' e, (0>2+ b\’
S\ 2 2 3 2 2 3/

Analogamente, nas estrofes 4, 5 e 6, o poema descreve como chegar a uma raiz da equagao
incompleta de terceiro grau da forma z* = bz + c. Basta considerar agora que devemos encontrar
u e v que satisfagam u +v = c e u-v = (b/3)3. Desta forma teremos a raiz xr = Ju + J/v.

Fazendo as mesmas substituicoes, encontramos a equagao do segundo grau:

—v? +cv—(b/3)* =0,

que uma das raizes ¢ igual a

que pode ser escrito da forma

Como u = ¢ — v, temos

¢ <c>2 AN
u== -] ==
2 2 3
Assim, sendo x = /u+ /v, chegamos a formula que d& uma das raizes de uma equagao cibica
incompleta:
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SR ONOREROMO}

Ja na sétima estrofe do poema, Tartaglia diz que, pelo mesmo método ja descrito para encontrar
uma raiz nas estrofes anteriores, pode-se facilmente encontrar a raiz da equacdo z° + ¢ = bx.

Por fim, nos tultimos versos do poema, Tartaglia afirma que encontrou as raizes da equacao
incompleta do terceiro grau de maneira rapida e bem fundamentada, no ano de 1534 na cidade de
Veneza.

E interessante ressaltar que nesta época o calenddrio sa Reptblica Véneta tinha a passagem do
ano marcada para o dia primeiro de marco. Assim, quando Tartaglia se refere a 22 de fevereiro de
1534, trata-se na verdade de 22 de fevereiro de 1535.
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Apéndice B
Limite fundamental exponencial

Para definimos através do conceito de area o logaritmo natural de um nimero real x precisa-
remos ter x > 1. Isto é, tomaremos um valor ¢, onde £ é um niimero real positivo, para o qual
r=1+1.

Entao, o valor numérico de Inx (ou In(1+t)) como a area delimitada horizontalmente pelo eixo
x e pela hipérbole y = 1/ e delimitada verticalmente pelas retas t =1 e x =1 + .

Y A
1

O 1 X
Figura B.1: Hipérbole y = 1/x

Na figura B.1 podemos perceber que a drea que corresponde ao valor numérico de In(1 +t) é
certamente maior que o valor da &rea do retangulo de base ¢ e altura 1/x ou 1/(1 +¢). Também é
facil notar que o valor numérico de In(1+t) é certamente menor que o valor da area do retdngulo
de base t e altura 1.

Assim, podemos escrever a seguinte desigualdade:
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t
—— <In(l+1t) <t,

1+t
que dividindo por ¢, obtemos
1 In(1+t
Lmlrh
1+1¢ t
Considerando ¢ = 1/n, podemos escrever
1 In(1+2)
< T <L
que pode ser escrito como
1 1
i <n-ln(1+> < 1.
1+ n

Utilizando a propriedade das fungdes logaritmicas que fornece n - log, x = log, (z)", podemos
escrever

1 1\"
T <ln<1+) < 1.
Considerando cada membro da desigualdade como expoente de uma base igual a e, obtemos a

seguinte desigualdade

- 1\"
eltn < <1+> < e.
n

Ao tomarmos o limite de n tendendo ao infinito, obtemos, pelo teorema do confronto,

1 n
e = lim (1 + ) .
n—oo n

De maneira analoga, é possivel demonstrar que

e’ = lim <1+Z> .
n

n—oo
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