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RESUMO

A meta principal desta dissertacao é apresentar uma construcao da trigonometria hi-
perbdlica e um estudo das fungoes trigonométricas hiperbdlicas de forma que alunos de
iniciacao cientifica e professores do Ensino Médio tenham melhor acesso a referida teoria.
A construcao da trigonometria hiperbodlica sera feita priorizando a aplicacao de conceitos
elementares da matematica. Serd utilizado o ramo direito da hiperbdle 22 —y? = 1, fazendo
uma comparacao com a construgao da trigonometria circular e tomando como ponto de
partida um setor hiperbdlico. Sera necessario calcular a drea desse setor hiperbdlico, o que
poderia ser feito através de uma integral definida, porém outros recursos elementares serao
adotados, atendendo ao objetivo principal deste trabalho. Apresentar-se-a4 também uma
conexao entre a trigonometria hiperbdlica e a trigonometria circular, que é extendida num
momento posterior para fungoes trigonométricas circulares e trigonométricas hiperbdlicas.
As funcoes trigonométricas hiperbdlicas e suas fungoes inversas serao estudadas analitica
e graficamente. O estudo analitico seguird de forma completamente elementar, porém o
estudo grafico serd feito utilizando alguns elementos da teoria dos limites de funcoes. Algu-
mas aplicagoes da trigonometria hiperbdlica serao mostradas. Para finalizar, é apresentada
a trigonometria hiperbdlica no conjunto dos niimeros complexos.

Palavras-chave: Trigonometria Hiperbdlica. Trigonometria Circular. Teorema Fundamental
da Trigometria Hiperbdlica



ABSTRACT

The main goal of this dissertation is to present a construction of hyperbolic trigonometry,
and a study of hyperbolic trigonometric functions so that undergraduate students and
high school teachers have better access to that theory. The construction of hyperbolic
trigonometry will be prioritizing the application of elementary concepts of math. Will be
used the right branch of the hyperbola #? — y? = 1, making a comparison with the cons-
truction of circular trigonometry and taking as starting point a hyperbolic trigonometry
sector. Will need calculate the area of this hyperbolic sector, which could be done through
of a definite integral, but other basic features will be adopted, answering to main objective
of this work. Also present a connection between circular trigonometry and hyperbolic
trigonometry, which is extended after for circular trigonometric functions and hyperbolic
trigonometric functions. The hyperbolic trigonometric functions and their inverse functions
will be studied analytically and graphically. The analytical study will follow so completely
elementary, however the graphic study will be done using some elements of the theory of
limits of functions. Some application of hyperbolic trigonometry are displayed. Finally,
the hyperbolic trigonometry is presented in the set of complex numbers.

Keywords: Hyperbolic Trigonometry. Circular Trigonometry. Fundamental Theorem of
Hyperbolic Trigonometry.
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INTRODUCAO

Em livros de Célculo Diferencial e Integral de autores como, por exemplo (LEI-
THOLD, 1994, v.1) e (STEWART, 2009, v.1), depara-se com a trigonometria hiperbélica
de tal forma que primeiramente sao apresentadas as duas razoes trigonométricas bésicas,

seno e cosseno hiperbdlicos de x € R definidas por:

et —e* et +e*
senhx = —5 e coshx = —

respectivamente, e, posteriormente, utilizando-as para definir a tangente, a cotangente,

a secante e a cossecante hiperbodlicas da seguinte forma:

senhx er —e "
tghx = ou tghy = ——
coshx er 4 e
coshz et +e*
cotghr = ou cotghr = ——
senhz er — e
1 2
sechx = ou sechr = ———
coshx et 4+ e ?
1 2
cossechr = ou cossechr = ——,
senhz eT — e %

onde uma definicao para o nimero e é:

1 n
e = lim <1 + —)
n—0o0 n

e uma aproximacao com oito casas decimais para este niimero é:
2, 71828182.

E ainda nesse contexto é mostrado que um ramo de uma hipérbole pode ser parametrizado
pelo seno e o cosseno hiperbdlicos.

E feito um comparativo entre equacoes as 2 —y? = 1 e 22 + 4% = 1, da hipérbole
e da circunferéncia, respectivamente, discorrendo sobre setores circular e hiperbdlico para
justificar o nome “trigonometria hiperbdlica”. Além disso, é feito um tratamento sobre as
identidades trigonométricas hiperbdlicas, as quais apresentam uma familiaridade com as

identidades trigonométricas circulares.
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Em suma, primeiramente define-se o seno hiperbdlico e o cosseno hiperbdlico
a partir de suas férmulas matematicas para entao analisar a correspondéncia com a
hipérbole. Por outro lado, h4 publicacao! onde a trigonometria hiperbdlica é construida a
partir da area de um setor hiperbdlico, mas utilizando o Segundo Teorema Fundamental

do Calculo?. Além disso, McMahon (1906) apresenta uma construgao da trigonometria
2

x
hiperbdlica relacionando a drea de um setor da elipse — + 2= 1 com a area de um setor
a
2 2
x
da hipérbole — — *Z-Q —1.

O objetivo desta dissertagao é apresentar uma construgao da trigonometria hi-
perbdlica a partir do grafico de uma hipérbole e também utilizando o conceito de area
e de logaritmo sem utilizar o teorema mencionado anteriormente, e s6 entao fazer uma
investigacao a procura das férmulas matematicas que as definem. De modo geral, a meta é
estudar a trigonometria hiperbdlica e as fungoes trigonométricas hiperbdlicas (ou fungoes
hiperbélicas) em R utilizando do Célculo Diferencial Integral apenas o que se refere ao
estudo de limite de uma funcao real.

As funcoes trigonométricas hiperbélicas tém importantes aplicagcoes em varias

ciéncias como, por exemplo, a fisica, a engenharia, dentre outras.

(...). As aplicagbes na ciéncia e na engenharia ocorre sempre que uma
entidade, como a luz, a velocidade, a eletricidade ou a radioatividade,
é gradualmente absorvida ou extinguida, pois o decaimento pode
ser respresentado por fungoes hiperbdlicas. A aplicacdo mais famosa
é 0 uso do cosseno hiperbélico para descrever a forma de um fio
dependurado (STEWART, 2009, v.1, p. 237).

Dali, serao apresentadas, neste trabalho, algumas aplicacoes das funcoes trigo-
nométricas hiperbdlicas.

Para melhor compreensao do leitor, decidiu-se organizar este trabalho em trés
capitulos.

O capitulo 1 é dedicado a trigonometria circular, mostrando como essa trigo-
nometria é construida; apresentando e demonstrando proposicoes e corolarios; e finalizando
com um estudo analitico e sem representacao grafica das fungoes trigonométricas circulares
seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante.

No capitulo 2 é apresentada a construcao da trigonometria hiperbdlica, objeto
de estudo dessa dissertacao, com um desenvolvimento semelhante ao do primeiro capitulo;
primeiramente, procurou-se definir o argumento hiperbdlico e, em seguida, definindo-se as
razoes trigonométricas hiperbdlicas; tendo definidas as razoes trigonométricas hiperbdlicas,

foram estudadas suas primeiras propriedades e a relagdo entre a trigonometria hiperbdlica

Veja publicacio de CARVALHO, Sénia Pinto de. As Fungoes Hiperbélicas. Disponivel em
<http://www.mat.ufmg.br/comed,/2005/b2005/funchiper.pdf> acesso em 20 de agosto de 2013
2Este teorema pode ser encontrado em (STEWART, 2009, v.1)
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e a trigonometria circular. Posteriormente, foi calculada a medida genérica do argumento
hiperbdlico e foram determinadas as formulas matematicas para as razoes trigonométricas
hiperbdlicas. Foi feito um estudo analitico das seis fungoes trionométricas hiperbélicas
canonicas e a interpretacao grafica de cada uma dessas fungoes, mas antes da representacao
grafica foram determinadas suas funcoes inversas, isto é, as fungoes hiperbdlicas inversas;
fez-se também uma analise comparativa entre as fungoes trigonométricas hiperbélicas e as
fungoes trigonométricas circulares correspondentes. Este capitulo foi finalizado apresen-
tando duas aplicacoes das fungoes trigonométricas hiperbodlicas.

No capitulo 3 foi feito um estudo bésico da trigonometria hiperbélica no conjunto
dos niimeros complexos.

Concluimos a dissertacao apresentando dois apéndices: A e B; e trés anexos: A,
B e C. No apéndice A, é mostrada uma maneira alternativa para esbocar os graficos
das fungoes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico; no apéndice B, apresentamos duas
proposigoes, juntamente com suas demonstragoes, referentes a inclinagao da reta tangente
ao grafico de uma funcao real. O anexo A traz algumas definigoes de limites de fungoes
reais; algumas propriedades basicas de limites de fungoes reais sao apresentadas no anexo

B; por fim, alguns teoremas de limite de fungoes reais encontram-se no anexo C.



Capitulo 1

TRIGONOMETRIA CIRCULAR

Neste capitulo, o objetivo é apresentar a trigonometria circular mostrando os

passos de sua construcao. Além disso, serd apresentado também um pouco da sua histéria.

1.1 Um breve histérico sobre a trigonometria circu-

lar

A Trigonometria Circular foi criada no ambito da matematica grega. E pode-se
dizer que ela foi desenvolvida com a finalidade de atender aos trabalhos de Astronomia,
da “Navegacao e da Geografia”(CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005).

Os estudos da trigonometria “se concentravam na Trigonometria Esférica, que
estuda triangulos esféricos, isto é, triangulos construidos sobre uma superficie esférica”,
mas para desenvolver a Trigonometria Esférica foi preciso desenvolver a trigonometria
plana (trigonometria circular e trigonometria no triangulo retangulo).

A Trigonometria foi fundada por Hiparco de Nicéia, que viveu por volta de até
ano 120 a.C. E nessa época nao se tinha ideia de seno de um angulo, mas de cordas
trigonométricas, mais precisamento (CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005).

1.2 Desenvolvimento da trigonometria circular

A trigonometria circular é definida com base na trigonometria no triangulo
retangulo e no fato de que o comprimento e a medida em radianos de um arco de
circunferéncia unitaria tém o mesmo valor numérico. Procura-se também nao perder
as propriedades da trigonometria no triangulo retangulo ao passar para trigonometria
circular.

Nesta secao, serao apresentadas a construcao da trigonometria circular e suas

propriedades basicas.

12
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1.2.1 Construcao da trigonometria circular: definicao e as primeiras

propriedades

Na trigonometria circular, as razoes trigonométricas de @ € R sao definidas
da seguinte forma: toma-se uma circunferéncia unitaria C' orientada tal que o sentido

anti-horario é o positvo, dai, define-se a funcao F como mostra a definicao a seguir.

Definicao 1.2.1. A fun¢do F : R — C' ¢ tal que fixada a origem num ponto A € C, e
dado o numero real o, percorre-se sobre C', no sentido positivo, se a > 0 e no sentido

N\
negativo, se a < 0, um comprimento |«|. Dat, sendo B o ponto cujo comprimento do AB

é o, tem-se:
E(a) =B

(CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005, p. 26 - 7).

Com essa definicao, F nao possui ambiguidade; de fato, se B; # By sao pontos

de C tais que

E(ozl) = B1 (§ E(OZQ) = BQ,

7N\ VRS
entdo, no mesmo sentido (positivo ou negativo), os comprimentos dos arcos AB; e ABs

sao diferentes, isto é, oy # as. Logo, E(a) = B é um ponto bem definido de C'.
Proposicao 1.2.1. Seja E a funcao dada na definicao 1.2.1, entao E € sobrejetiva.

Demonstracao. Devemos mostrar que para todo ponto B pertencente a uma circunferéncia
unitaria, existe & € R com E(a) = B. Tomemos o ponto B pertencente a uma circun-
feréncia unitéria. Relacionado ao ponto B, existe o € R, onde || é o comprimento do arco

Py
AB, e A é o ponto da defini¢ao de E. Segue deste fato e da definicao de E que E(a) = B,

isto é, F é sobrejetora. O

A proposicao 1.2.1 garante a sobrejetividade da funcao E. Por outro lado, para
um mesmo ponto B € (', exite uma infinidade de nimeros reais tais que B é imagem
destes.

Sabe-se que o valor da area do circulo unitario é m e o comprimento da sua
circunferéncia é 27 (LIMA et al, 2013, cap. 5), onde

= lim 2" 2—\/2+\/2+\/2+---+\/§

n—oo

com n radicais (LIMA, 2006, p. 59-63). Logo, segue da defini¢cao de E que:
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1. se a > 2, serd necessario dar mais de uma volta no sentido anti-horario sobre C'

para localizar B;

2. da mesma forma, se o < —2m, precisara dar mais de uma volta no sentido horario

para atingir B.

3. observe também que sendo o € R tal que F(a) = B, entdo F(a + k.2m) = B para
qulquer que seja k € Z.

Tomando o sistema de coordenadas cartesinas cuja origem O(0,0) é o centro de
C, os pontos A(1,0) e B(z,y) pertencentes a C' e a é a medida (positiva ou negativa) do
VR

arco AB, define-se:

cosa = abscissa de B;
senaw = ordenada de B;
sena
tga = , se cosa # 0.
cosq

Da defini¢ao acima, vem os seguintes resultados:

1. =1 < sena < 1 e —1 < cosa < 1, pois o ponto B(z,y) da defini¢ao é tal que
—1<z<le-1<y<1,

2. sen0 =0 e cosO =1 (quando B = A);

3. Seng =1le cosg =0 (quando AOB 6 reto);

4. tga nao estd definida para oo = g + km, k € Z, visto que E(g + km) possui abscissa
0, acarretando cos(g + km) = 0;
5. cos(a + 2km) = cos(a) e sen(«o + 2km) = sen(«) ja que E(a + 2km) = E(«).

Tomando k = 1, teremos cosar = cos(a + 2m) e sena = sen(a + 27), ou seja, cosa

e sen(«) possuem periodicidade 27.
Proposicao 1.2.2. Dado y € [—1,1], entao existe « € R com sena = y.

Demonstragao. Inicialmente, mostremos que para cada y € [—1, 1], existe w € R tal que
B(w, y) pertenca a circunferéncia unitéria de centro O(0, 0).
Observe que dado —1 < y < 1, entdao 1 — y? > 0, ou seja, \/1 —y? € R. Assim,

dado y € [—1,1], entdo existe w € R de modo que y*> + w? = 1. De fato. Tomemos

w = ++/1 — y2, dai teremos:

Y4+uw = P4 (£/1-y?)?
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Logo, o ponto B(w,y) pertence a circunferéncia unitaria de centro O(0,0). Assim, pela

proposicao 1.2.1, juntamente com a definicao de seno, segue o resultado. O
Proposicao 1.2.3. Para cada x € [—1,1] dado, existe « € R tal que cosa = x.

Demonstra¢ao. Devemos mostrar que dado = € [—1,1], existe w € R tal que B(z,w)
pertenca a circunferéncia unitéria de centro O(0, 0).

A luz da demonstracao da proposicao 1.2.2, tomemos w = ++/1 — 22, dai teremos:
22 +w? = 1.

Isto é, o ponto B(z,w) pertence a circunferéncia unitéria centrada em O(0,0). Portanto,

pela proposicao 1.2.1 e da definicao de cosseno, segue o resultado. O

Proposicao 1.2.4. Dado y € R, existe o € R tal que

tgoe = . (1.1)
. - sena . .
Demonstracao. Por definicao, tga = . Assim, basta mostrar que dado y € R, existe
cosa
a € R tal que
senov
cosaw
1 Y 1
Observe que para todo y € R, temos que , €[-1,1] e ——— # 0.
V1+ty? 1+ 1492
Além disso,
2 2
Y N 1 1+ y?
V1+y? V1+y? L+y?
=1 (1.2)
. Y 1
Assim, dado y € R, tomemos w = ——— e z = ———. Logo, de 1.2, o ponto B(z,w)

N TR
pertence a circunferéncia unitaria de centro O(0,0). Segue da proposi¢ao 1.2.1 que existe
a € R tal que F(a) = B, onde E é dada na definigdo 1.2.1. Dali, por definigao,

cosa = 2 e sena = w. (1.3)

De sorte que

Vit
VIt

SRS
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concluimos que, para cada y € R, existe a € R tal que:

sena

COS&

]

As reciprocas do seno, do cosseno e da tangente sao definidas por cossecante,

secante e cotangente, respectivamente. E, nesta ordem, escreve-se:

cos
cotga = , se sena # 0.
sena
1
seca = , se cosa # 0;
cos
1
coseca = , se sena # 0.
sena

Proposicao 1.2.5. Dado y € R, eziste o € R tal que

cotga = y.
. - cosa . '
Demonstracao. Por definicao, cotgae = ——. Assim, basta provar que, dado y € R, existe
senq
a € R tal que
cosa
sena

1

Y
Observe que para cada y € R, temos que , €[-1,1] e —— # 0.
V1+y? 1+ 92 1+y?
Além disso,
2 2

Y n 1 1+ y?

V1+y? V1+y? L4y?
= 1 (1.4)

Assim, dado y € R, tomemos z = Logo, de 1.4, o ponto B(z, w)

/NP
VTR

pertence a circunferéncia unitaria de centro O(0,0). Segue da proposi¢ao 1.2.1 que existe
a € R tal que F(a) = B, onde E é dada na definigdo 1.2.1. Dai, por definigao,

cosa = z e sena = w. (1.5)

Além disso,
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Y
z 14 y?
w 1
VIt

= . (1.6)

Concluimos de 1.5 e de 1.6 que, dado y € R, existe a € R tal que:

COS(x

sena

Nas proposicoes 1.2.6 e 1.2.7 iremos considerar o seguinte conjunto:
A={yeR: |yl >1}.
Proposicao 1.2.6. Dado y € A, existe a € R tal que

secaw = .

Demonstracao. Por definigao, seca = . Assim, basta provar que, dado y € A , existe

cosa
a € R tal que

1
cosa

Dado y € R, entao y*> —1 >0, isto é, \/y2 —1 €R e 0 < /92— 1< |y|.

Assim, segue que:

Vi —1 1
0< ¥ "2 1 e 0<— <1 (1.7)
] ]
Vyr—11 1
Observe que de 1.7, para cada y € A, teremos: y—, —€(—=1,1) e = # 0. Além disso:
Yy Yy Yy
2 2
y> —1 (1) y’ —1+y?
Yy Yy Yy
= 1 (1.8)
1 y2—1
Dessa forma, dado y € A, tomemos z = — e w = ~~>——. Logo, de 1.8, o ponto B(z,w)

Yy
pertence a circunferéncia unitéria de centro O(0,0). Segue da proposigao 1.2.1 que existe

a € R tal que F(a) = B, onde E é dada na definigao 1.2.1. Dai, pela defini¢ao de cosseno,
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segue que:
cosa = z # 0. (1.9)
Por outro lado, veja que:
1
Z = . 1.10
. y (1.10)

Portanto, de 1.9 e de 1.10, teremos o seguinte: dado y € A, existe a € R com:

Proposicao 1.2.7. Dado y € R, existe a« € R com

cosseca = Y.

Demonstracao. Da definicao de cossecante, temos que:

1

sena’

cossecy =

Assim, basta provar que dado y nas condigoes da hipdtese, existe a € R tal que:

1
sena

De modo anélogo a demonstracao da proposicao 1.2.6, tomemos:

V' -l L (1.11)

2= e w=—
Yy Yy
Dai, o ponto B(z,w) pertencera a circunferéncia unitaria de centro O(0,0). Segue deste
fato e da proposicao 1.2.1 que existe a € R tal que F(a) = B.

Logo, segue da definicao de seno que:
senav = w # 0. (1.12)
Além disso, 1.11, obteremos

— =y (1.13)
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Portanto, de 1.11 e de 1.12, teremos o seguinte: Para todo y € A, existe a € R tal que

1

Seno

=Y. (1.14)

]

1.2.2 Identidade fundamental da trigonometria circular e outras proprie-

dades

Dado que para todo o € R, |sena| e |cosa| sdo as medidas dos catetos de um
triangulo retangulo de hipotenusa medindo 1, ou [sena| = 1 e |cosa| = 0, ou [sena| = 0
e [cosa| = 1, j4 que B(cosa,sena) estd sobre uma circunferéncia de raio unitéario cujo
centro é a origem do sistema cartesiano. Assim, sendo [sena|? = sen’a e |cosa|? = cos?a,

concluimos, via Teorema de Pitagoras, que:
cos’a + sen’a = 1. (1.15)

Essa igualdade é definida como identidade fundamental da trigonometria circular.
Como consequéncia dessa propriedade tem-se os seguintes resultados, que podem ser

verificados facilmente:

1. sec’a = tg?a + 1

2

2. cossec’ar = cotg?a + 1

Passemos agora a analisar outras propriedades das fungoes trigonométricas seno,
cosseno e tangente, além das suas reciprocas.

Iniciamos analisando as figuras 1.1 e 1.2.

Figura 1.1: Figura 1.2:

Y
(= +) (+,+)

(*7*) (+;_)

Fonte: Carmo; Morgado; Wagner (2005). Fonte: Autor

Sejam F(a) = B e E(a+ m) = B'. Pela defini¢ao de E o angulo BOB' mede
180°, isto é, os pontos B, O e B’ pertencem ao mesmo diametro. Assim, sendo B, e B, as

projecoes ortogonais de B e B’, respectivamente, em OX, temos Bx@\B =B,/ OB (opostos
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pelo vértice), Oé;/B’ = OB,B (angulos retos) e OB = OB’ (raio da circunferéncia).
Segue do caso LAA, da congruéncia de triangulos, que AOB,B = AOB,'B’. Dali,
|sena| = |sen(a + )| e | cos a| = |cos(a + )|. Por outro lado, do fato de que B, O ¢ B’
pertencem ao mesmo diametro, B e B’ estao sempre em quadrantes opostos. Segue destes

fatos e da andlise a figura 1.1, que:
1. senav = —sen(a+ ) e cosaw = —cos(a + 7);

2. tga = tg(a + ) e cotga = cotg(a + ) (que é consequéncia da anterior), ou seja,

tga e cotga possuem periodo 7.

1.2.3 Representacao geométrica da tangente e outras propriedades

Pretende-se localizar numa reta de niimeros reais os valores relacionados a tangente
de um determinado o € R. Para isso, consideremos a circunferéncia unitaria C' e a reta t

tangente a C' no ponto A como mostram as figuras 1.3 e 1.4.

Figura L.3: Figura 1.4:
Y / Iy t
T
By _____ F)
g x
X E A .
i T\
]
_B’ T\J
Fonte: Autor Fonte: Autor

—
Da figura 1.3, sejam ¢t N OB = {T} et B'O = {T"}. Entao sendo B e B’
pontos de C, e, B, e B, suas abscissas, respectivamente, tem-se ABB,O ~ ATAO e
AB'B,/O ~ AT'AO. Logo, se o, € R sao tais que E(a) = B e E(a') = B’, quando B e

B’ pertencem ao 1° e ao 3° quadrantes, nesta ordem, tem-se:

senae AT S
1. = —, isto é, tga = AT
Ccos 1
—senad’ AT’ -
2. = , isto é, tga/ = AT".
—coso!/ 1

E da figura 1.4, de maneira andloga ao caso anterior, verifica-se que sendo B e B’

pertencente ao 2° e 4° quadrantes, nesta sequéncia, tem-se:
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seno AT _
1. = —, isto é, tga = — AT,
—COS(y 1
— L AT E—
g MO _ , isto é, tga/ = —AT".
cosa’ 1

Da analise anterior, observa-se que para cada a € R onde tga esta definida, existe
T € t tal que |[tga| = AT. Por outro lado, dado T € t, existe a € R de modo que
ltga| = AT. Ou seja, sendo T € t, entdao T(1, tga).

Examinando o fato de que E(w) = FE(—7), observa-se que sendo E(a) = B
e F(—a) = B, entdao B e B’ sao simétricos com relagdo ao eixo das abscissas, ja que

la] = | —al e, além disso, |« — 7| = |T — . A partir dai, teremos as seguintes propriedades:
1. sena = —sen(—a) e cosa = cos(—a);
2. tga = —tg(—a) e cotga = —cotg(—a);
3. seca = sec(—a) e coseca = —cosec(—a)

. . m .
Analisando os pontos C' e C" tais que E(a) =Ce E (5 — 04> = (', verifica-se que
esses sao simétricos com relagao a reta y = x. Para melhor com;)_@ender, basta observar
VRN

que dado o ponto C, (\/5/2, \/5/2), as medidas dos arcos CyC e CoC’ sdo, respectivamente,
T T s . . .. L .

1 + \5 —ale i |§ — «a (no sentido anti-horério e hordrio, nesta sequéncia). Mas dado
P(z,y) no sistema cartesiano, seu simétrico com relagao a reta y = = é P'(y,x). Logo,

1. cosa = sen(g —a) e sena = cos(g —a);
2. tga = cotg(g —a) e cotga = tg(g — a);

3. seca = cosec(g — ) e coseco = sec(g —a).

1.2.4 Razoes trigonométricas circulares da soma e da diferenca de argu-
mentos
Pretende-se deduzir as férmulas para o calculo das razoes trigonométricas da

soma e da diferenca de dois argumentos, conhecendo as razoes trigonométricas de cada

argumento.

Tendo em vista as propriedades ja conhecidas até entao, destas novas que pretende-

se encontrar, basta obter uma, e as demais vém como consequeéncia.

Proposicao 1.2.8. Dados «, 5 € R, wvale a sequinte igualdade:

cos(f —a) = cosB.cosa + senf3.senc (1.16)
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Demonstracao. Para demonstrar esse resultado, primeiramente, recordemos da geometria

analitica que a distancia d entre dois pontos, Pj(x1,y1) € Pa(x2,y2) é:

d(Py, P2) = /(22 — 21)> + (2 — 11)? (1.17)

Sejam os pontos Py, P, e P3 sobre uma circunferéncia unitaria centrada em O(0,0) tais
que E(y) = P,E(a) = Poe E(y+ «) = P; com v, € R, (ver figura 1.5). Assim,
P (cosy, seny); Py(cosa, senar); e Ps[cos(y + ), sen(y + «)].

Fonte: Autor

7N /7N
Com isso, os arcos AP} e P,P3 possuem o mesmo angulo central, que tém medida v rad

(v+ a—a=r). Logo, as cordas AP, e P,P3; possuem a mesma medida. Isto é,
d(A, Py) = d(P,, Ps) (1.18)

Observando as coordenadas dos pontos A, Py, P, e P, das equagoes 1.17 e 1.18, teremos:

(cosy — 1)% + (seny — 0)* = [cos(y + ) — cosa]® + [sen(y + a) — sena]?

1+ 00827 + sen2y — 2cosy = 0052(7 + a) + sen2(7 + oz) + cos’a + sen’a

—2cos(y + «).cosa — 2sen(y + «).sena. (1.19)
Aplicando a identidade fundamental da trigonometria circular em 1.19, teremos:

1+1—2cosy = 141—2]cos(y+ a).cosa + sen(y + «).senq/
cosy = cos(y+ a).cosa + sen(y + «).sena. (1.20)

Em 1.20, escrevendo v + a = (3, isto é, v = 8 — a, conclui-se que:

cos(f —a) = cosf.cosa + senf.sena.
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Corolario 1.2.1. Dados «a, 5 € R, entdo:
cos(8 + ) = cosf3.cosac — senf3.sena.

Demonstracao. Considere o resultado dado pela proposicao 1.2.8; substituindo a por —«

e considerando os resultados sen(—a) = —sena e cos(—a) = cosa, obteremos:
cos|f — (—a)] = cosf.cos(—a) + senf.sen(—a)
cos(f+a) = cosf.cosa — senf.sena.
[
Corolario 1.2.2. Para quaisquer o, € R, vale a sequinte igualdade:
sen(f —a) = senf.cosa — cosf3.sena. (1.21)
Demonstracao. Do resultado cos (g — a) = senq, teremos,
7r
sen(f —a) = cos [(5 - ﬁ) + a] : (1.22)
Aplicando o corolario 1.2.1 em 1.22, obteremos:
T 7r
sen(f —a) = cos (§ — 6) .COSQ — sen (5 - ﬂ) .senq. (1.23)

T ) T
Novamente, pelo resultado cos <— — a> = sena juntamente com o fato sen (5 — a) =

cosa, segue de 1.23 que:

sen(f —a) = senf.cosa — cosf3.sena.
]
Corolario 1.2.3. Para quaisquer o, § € R, teremos:
sen(f+«) = senf.cosa+ cosB.sena.
Demonstracao. Substituindo na férmula 1.21, a por —a, obteremos:
sen[f — (—a)] = senf.cos(—a) — cosf.sen(—a)
sen(f + «a) = senf.cosa + cosf.sena.
]

Corolario 1.2.4. Dado o € R, entao:
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1. sen(m — o) = sency;

2. cos(m — a) = —cosa.
Demonstracao. Tomemos a € R.

1. Mostremos que sen(m — a) = sena. Pelo corolario 1.21, temos:

sen(m — @) = SeNmT.COSQ — COST.SenQ
= 0.cosa — (—1).senc

= sena.

2. Provemos agora que cos(m — a)) = cosa. Segue da proposigao 1.2.8, que:

cos(m — @) = COST.Ccosa + senm.sena
= (—1).cosa + 0.senc

= —COsa.

m
Corolario 1.2.5. Sejam «, 5 € R tais que a+ [ # g—f—]{?lﬂ' ea—p # g+k327r com ki, ko €
Z, entao:
tga — tgp3
t — —_ 1.24
gle = B) 1+ tga.tgls ( )
tga + tgfs
) 9P 1.25
gla+ ) T~ (1.25)
Demonstracao. Dado que por definigao,
sen(a — )
t —fB)= —F—"""-"7¢£ 1.26
gla—5) cos(a = 9) (1.26)

Aplicando, convenientemente, o corolario 1.2.2 e proposicao 1.2.8 em 1.26, segue que:

sena.cosf3 — senS.cosq

tg(a — 5) = (1.27)

cosa.cos3 + sena.sen3

Dividindo o numerador e denominador do lado esquerdo de 1.27 por cosa.cosf, resulta

em:

senav  senf

cosa  cosf3
sena senf

tg(a — B) =

cosa. cosf3
tga — tgf
tg(a — ) =

— o 1.28
1+ tga.tghs ( )



25

Aplicando os corolarios 1.2.3 e 1.2.1 em 1.25, e procedendo de modo analogo ao caso

anterior, obteremos:

tga + tgp

=/ 1.29
1 —tga.tgp ( )

tgla+f) =

]

Corolario 1.2.6. Sejam o, € R tais que a + 8 # kym e a —  # kam com ky, ky € Z,

entao:

cotgBcotga + 1

talor — 1.30
cotg(er = ) cotgP — cotga (1.30)
cotgp.cotgar — 1

; _ 1.31
cotg(ar+ ) cotgf + cotgo (1.31)

Demonstracao. Por defini¢ao, temos:

cos(a — [3)

t —fB)= —F——F 1.32
cotglor = ) = S O (1.32)

Aplicando, convenientemente, o corolario 1.2.2 e proposicao 1.2.8 no denominador e no

numerador, respectivamente, do lado esquerdo de 1.32, segue que:

cosa.cosf3 + sena.sen/3
tg(a— f) = 1.33
cotg( = ) sena.cosf — senf3.cosa (1.33)

Dividindo o numerador e denominador do lado esquerdo de 1.33 por sena.senf, resulta

e1n:

CcosQ COS
b +1

sena senf3
cosfS  cosa

cotg(a — ) =

senf  sena

_ cotgf.cotga + 1

cotg(a — fB) = cotad — cotan (1.34)

Aplicando os corolarios 1.2.3 e 1.2.1 em 1.31, e procedendo de modo andlogo ao caso

anterior, obteremos:

cotgf.cotga — 1

t =
cotg(a+ ) cotgf + cotga

(1.35)

Corolario 1.2.7. Dados o, 8 € R, entao:

1. senc.cosf = %[sen(a + B) + sen(a — B3)]
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1
2. sena.senf = 5[003(04 — B) — cos(a+ )]
1
3. cosa.cosfl = 5[003(04 + B3) + cos(a — B)]
4. sena + senf3 = 2.sena ;— 5.cosa ; b
5. sena — senfl = 2.cosa i 6.sena — 5
2 2
6. cosa + cosfl = 2.cosa ;— B.cosa g b
7. cosa — cosP = —2.sena * B.sena ; b

Demonstracao. Para demonstrar as afirmagoes de 1 a 3, considere que:

cosa.cosf — sena.senfs = cos(a + f3) (1.36)
cosa.cosf + sena.senff = cos(a — ) (1.37)
sena.cosfl — cosa.senfs = sen(a — ) (1.38)
sena.cosf3 + cosa.senff = sen(a + f3) (1.39)
A partir das identidades dadas de 1.36 a 1.39, teremos:
sena.cosf + sena.cosf = sen(a + ) + sen(a — )
1
sena.cosfi = é[sen(a + ) + sen(a — B)] (1.40)
sena.senfS + sena.senfs = cos(a — ) — cos(a + ()
1
sena.senfl = é[cos(a — ) — cos(a + B)] (1.41)
cosa.cosf3 + cosa..cosff = cos(a+ 3) 4 cos(a — f)
1
cosa.cosfi = é[cos(a + ) + cos(a — )] (1.42)
Ja os resultados de 4 a 7, para demonstra-los, primeiramente, consideremos que:
a+pf a-—-p a+p a-—-p
a 5 T3 e g 5 5 (1.43)

Dal, pelos corolarios 1.2.3, 1.2.2 e 1.2.1, e pela proposicao 1.2.8, vem, respectivamente:

seno :sen&_gﬁ.cosa;B —i—cosa—;ﬁ.sena;B (1.44)
senﬂzsena;—ﬁ.cosagﬂ —cosa;_ﬁ.senagﬂ (1.45)
cosa:cosa;ﬂ.cosagﬁ —sena—gﬁ.senagﬁ (1.46)
cosf3 :cosa+ﬁ.cosa_6 +sena+6.sena_ﬁ (1.47)

2 2 2 2
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Somando membro a membro 1.44 e 1.45, segue que:

&+ﬁcosa_ﬂ+sena+ﬁcosa_5
2 2 2 2

sena 4 senf = 2.sen" ;— ﬁ.cosa ; B (1.48)

sena +senfS = sen

De modo anélogo, ainda de 1.44 e 1.45, e de 1.46 e 1.47, concluimos que:

sena — senfl = 2.c08 2 ; 5.sena ; P (1.49)
cosa + cosff = 2.c08 2 i ﬁ.cosa ; P (1.50)
cosa — cosff = —2.sen” ;_ ﬁ.sena ; b (1.51)

]

1.2.5 Propridades das razoes trigonométricas circulares do argumento
duplo e do argumento metade

Neste tépico, o objetivo é apresentar algumas relacoes trigonométricas circulares

que sao consquentes dos resultados ja apresentados nas proposicoes e corolarios dados

até entao. Estas relagoes, que serao mostradas sao referentes a razoes trigonométricas do

argumento metade e do argumento duplo, como sao conhecidas. Dessa forma, dado o € R,

sempre que existir a referida razao trigonométrica circular, valem as seguintes relacoes.
1. sen2a = 2.sena.cosa

2. cos2a = cos?a — sena

2tga
3. tg2a =
& 1 —tg2a
tg?a — 1
4. cotg2a = cote @
2cotg
o /14 cosa
5. cos—
2
«

7. tg2 =
' g2— 1 + cosa

=4,/
2
1 —
6. sen— = + o cosa
2 \ 2
4
1
8. Cotgg = 44/ ~ T cosa
2 1 — cosa
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Demonstracao. Para demonstrar as relagoes 2 e 1, basta considerar os corolarios 1.2.1 e
1.2.3, respectivamente, e substituir 5 por a. Quanto as propriedades 3 e 4, aplica-se os
coroldrios 1.2.5 (igualdade 1.25) e 1.2.6 (igualdade 1.31), nesta ordem, substituindo /5 por
a.

Da propriedade fundamental da trigonometria circular, temos:

2 & 2
— — =1 1.52
cos” 5 + sen 5 (1.52)
Por outro lado, da propriedade 2, temos:
coszg — senzg = cosa. (1.53)

Somando as equacoes, membro a membro, 1.52 e 1.53, obteremos:

1 1
cos2® — 1O o — [ 1005 (154)
2 2 2 2

Subtraindo a equacao 1.53 da equagao 1.52, teremos:

1—- 1—-
sen2% = %, isto ¢, Sen% =14/ %. (1.55)

E das propriedades 5 e 6, ou simplesmente dos dois ultimos resultados, teremos:

Qo 1 — cosaw
tg- = £\ —— 1.56
g2 1+ cosa ( )

Qo 1+ cosa
tg— = i\/—. 1.57
0 g2 1 — cosw ( )

1.3 Funcoes trigonométricas circulares

O objetivo nesta se¢ao é apresentar um estudo das fungoes trigonométricas
circulares canonicas de dominio R ou o maior subconjunto possivel de R. Nesse sentido,
a funcao trigonométrica circular canonica aqui tratada é definida como sendo a funcao
f formada pelo conjunto dos pares ordenados (x, f(x)), onde z, f(x) € R e f(x) é uma
razao trigonométrica circular de x. Serao omitidos os termos “trigonométrica” e “circular”,
como por exemplo, ao tratar a “funcao seno”, estara se referindo a “funcao trigonométrica

seno circular”.
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1.3.1 Estudo da funcao seno

Como foi visto na secao 1.2, da construcao da trigonometria circular, temos que a
razao trigonométrica sena ficou definida para quaisquer que seja o o € R. Dessa forma

faz sentido dar a definicao 1.3.1.

Definicao 1.3.1. A funcao seno f : R — R € definida por:
Ve € R, f(x) = senx
Proposicao 1.3.1. Sendo f a funcao dada na definigio 1.5.1, entdo:
1. f € uma fung¢ao impar;
2. a funcao € periddica de periodo 27 ;
3. a imagem de f € Im(f) =[—1,1].
Demonstracao. Seja f a fungao seno, entao, da definigdo 1.3.1, dado = € R, f(z) = senz.

1. f é impar. Devemos mostrar que para cada = € R, f(—z) = —f(z).

Observe que, dado = € R:
f(—=x) = sen(—x). (1.58)

Por outro lado, na subsecao 1.2.3, vimos que, para cada a € R, sena = —sen(—a).

Assim, dado = € R, sen(—z) = —senz. Segue deste fato e de 1.58 que:

f(=x) = —senx

— —f().
Logo, f é impar.

2. f é periddica de periodo 2w. Devemos mostrar que para cada x € R, f(z+27) = f(z).

Por defini¢ao, temos:
f(z +27) = sen(z + 27). (1.59)

Além disso, na subsegao 1.2.1, foi visto que dado a € R, sen(a + 27) = sena. Segue

deste resultado e de 1.59, que:

f(x+2m) = senx

Logo, f é uma funcao periédica cujo periodo é 2.
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3. Im(f) =[—1,1]. Devemos mostrar que:

i) =1 < f(x) < 1. Provemos que, dado =z € R, entao —1 < f(x) < 1. Da
definicao de seno, apresentada na subsecao 1.2.1, viu-se que dado o € R, tem-se

—1 < sena < 1. Segue deste fato que para cada x € R, tem-se:
—1 <senx < 1. (1.60)
Da defini¢ao 1.3.1 e de 1.60, temos:

-1 < f(z) < 1.

i1) dado y € [—1,1], existe x € R tal que f(z) = y. Da proposicao 1.2.2, se
y € [—1, 1], entdo existe z € R com senx = y, isto ¢, f(z) = y.
Portanto, de 7) e de i), a imagem de f é Im(f) = [—1,1].

1.3.2 Estudo da funcao cosseno

Na trigonometria Circular, como se viu na secao 1.2 a razao trigonométrica cosa
foi definida para todo o € R. Assim, da mesma forma que foi definida a funcao seno, sera

definida a fungao cosseno.

Definicao 1.3.2. A func¢ao cosseno f: R — R € definida por:

Ve € R, f(z) = cosx

Proposicao 1.3.2. Seja f a funcdo dada na definicao 1.3.2, entao:
1. f € uma funcao par;
2. f € uma fungao periodica de periodo 27;
3. e aimagem de f € Im(f) =[—1,1].
Demonstragao. Seja f a fungdo cosseno, entao, da definigdo 1.3.2, dado z € R, f(z) = cosz.

1. f é par. Devemos mostrar que, para cada x € R, f(—x) = f(x).
Observe que, dado = € R:

f(—x) = cos(—x). (1.61)
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Por outro lado, na subse¢ao 1.2.3, vimos que, dado o € R, entao cosa = cos(—a).

Assim, para cada x € R, tem-se cos(—z) = cosz. Segue deste fato e de 1.61 que:

f(=z) = cosx
= f(x).
Logo, f é par.

2. f é periddica de periodo 27w. Devemos provar que para todo x € R, f(z+27) = f(x).

Por definigao, temos:
f(z 4 2m) = cos(z + 27). (1.62)

Além disso, na subsegao 1.2.1, foi visto que, dado a € R, entao cos(a + 27) = cosa.

Segue deste resultado e de 1.62, que:

f(z+27) = cosx
= f(2).
Logo, f é uma funcao periédica cujo periodo é 2.
3. Para mostrar que a imagem de f é Im(f) = [—1, 1], devemos provar que:

i) dado x € R, —1 < f(z) < 1. Na subse¢ao 1.2.1, viu-se que para cada o € R,

tem-se —1 < cosa < 1. Segue deste fato que, dado x € R, entao:

—1 < cosz < 1. (1.63)
Da definigao 1.3.2 e de 1.63, temos:

—1< f(x) < 1.

i1) Dado y € [—1,1], existe x € R tal que f(x) = y. Da proposigao 1.2.3, dado
y € [—1,1], existe € R tal que cosx = y, isto é, f(z) = y.
Portanto, de i) e de i), a imagem de f é Im(f) = [—1,1].

1.3.3 Estudo da funcao tangente

T
Seja A={weR:w# 3 + km Vk € Z}. Da defini¢ao de cosseno, temos que
para cada a € A, cosa # 0. Isto é, dado a € A, entao existe tga. A partir dai, motivou-se

a definicao dada em 1.3.3.
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Definicao 1.3.3. A funcao tangente f : A — R € dada por:

Ve e A, f(z) = tgz

Proposicao 1.3.3. A funcao f dada na defini¢ao 1.3.3 € tal que:
1. f € impar;
2. f € sobrejetiva;

3. f € periodica de periodo 7;

3T

4. dado k € 7, entao f € crescente no itervalo I = (g + k, - + k).

Demonstragao. Seja a fungao f dada na defini¢ao 1.3.3. Pela defini¢ao de tangente, f(x)

pode ser escrita na forma:

Senx

= 1.64

fla) =222 (164

1. f é impar. Precisa-se provar que dado =z € A, f(—z) = —f(z). Tomemos = € A.
Dai, de 1.64

sen(—x)

—r) = ——= 1.65

floa) = 2 (1.65)

Visto que a fungao seno é impar, sen(—z) = —senx; e a fungdo cosseno é par,

cos(—x) = cosx. Assim, de 1.65, temos:

fl=z) = -

Logo, f é impar.

2. f é sobrejetiva. Devemos provar que para cada y € R, existe z € A tal que f(z) = y.
Da proposicao 1.2.4, dado y € R, existe z € R de modo que tgx = y, isto é,

flz)=vy.

3. f é periddica de periodo m. Basta mostrar que, dado = € A, f(z + 7) = f(x).

Observe que, da subsecao 1.2.2, para cada x € A,

tg(x + m) = tgz,
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ou seja,
flz+m) = f(z).

. f € crescente no itervalo I. Basta mostrar que dados x1,29 € I com x; < o,

f(x1) < f(z2).

Tomemos z1, x5 € [ tais que z1 < x9. Dai, de 1.64,

Senr;  senxs

f(z1) = f(x2) = -

COST{  COST
SeNT;.CoSxTy — SEeNTs.COST]

= (1.66)

COST1.COST

Pelo corolario 1.2.2, segue de 1.77 que:

sen(x; — xa)

f(x1) = fza) = P —— (1.67)

O fato de que z1, 29 € I, implica que existem a,b € R tais que

x1:a+<g+k7r> e @zb—k(%—i—kﬂr),ondekez.
Logo, pelo corolario 1.2.1 e considerando que cos (g + k:7r> = 0, teremos:

T T
COSTi = COS@.COS <§ + lm) — sena.sen (5 + lmr)
= —sena.sen (g + kﬂ') (1.68)
T T
cosxy = cosb.cos (§ + /<:7T> — senb.sen (5 + /mr)

= —senb.sen (g + /{371') : (1.69)
De 1.68 e 1.69, e do fato sen (g + k‘ﬂ') = #+1, teremos:

o (T
COSX1.COSTy = sena.senb.sen §+k7r .

= sena.senb (1.70)
Por outro lado, do fato 7 < z7 < 25 < (k + 1)7, teremos:
O<a<b<m istoé, —m<a—b<0.
De 0 < a < b < 7, segue que:

sena > 0 e senb > 0,



34
isto é,
sena.senb > 0 (1.71)
Dai, de 1.70 e de 1.71, teremos:
coszy.cosTy > 0. (1.72)

De —m < a — b < 0, e considerando que x; — x5 = a — b, teremos:
sen(z; — z3) < 0. (1.73)

Logo, de 1.72 e de 1.73,

sen(z1 —2) _ (1.74)

COST1.COST

Portanto, de 1.67 e de 1.74, cocluimos que:

f(z1) — f(z2) <0,
isto é,

fx1) < f(z2).

1.3.4 Estudo da funcao cotangente

Da definicao de seno, tem-se que sena = 0 se, e somente se, « = km, onde k£ é um
inteiro dado. A partir dai e da definicao de cotangente, viu-se na subsecao 1.2.1 que sendo
A={weR:w# kmVk € Z}, para cada o € A, existe cotga. Consequentemente, faz

sentido a definicao da dada a seguir para a funcao cotangente, tomando A como dominio.

Definicao 1.3.4. A funcao cotangente f : A — R € definida por:

Ve € A, f(x) = cotgr

Proposicao 1.3.4. Seja f a funcao cotangente, dada pela definicao 1.5.4, entao:
1. f € uma func¢ao impar;

2. a funcao [ € sobrejetiva;
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3. f € periodica de periodo T;
4. dado k € Z, entao f é decrescente no intervalo I = (km,(k+ 1)m).

Demonstragao. Seja a fungao f dada na definigao 1.3.4. Pela definicao de cotangente, f(x)

pode ser escrita na forma:

cosx

= 1.75

la) = 2 (1.75)

1. f é impar. Basta provar que para cada x € A, f(—x) = —f(z). Tomemos z € A.
Dai, de 1.75

cos(—x)

—r)= ——-= 1.76

flma) = o (1.76)

Visto que a fungao seno é impar, sen(—z) = —senx; e a fungdo cosseno é par,

cos(—x) = cosx. Assim, de 1.76, teremos:

flma) = -

Logo, f é impar.

2. f ¢é sobrejetiva. E suficiente provar que para cada y € R, existe z € A tal que
f(z) = y. Da proposigao 1.2.5, dado y € R, existe z € R de modo que cotgz =y,

isto é,
f(z) =y.

3. f é periddica de periodo 7. Basta mostrar que, dado = € A, entdo f(x + m) = f(z).

Observe que, da subsecao 1.2.2, para cada x € A,
cotg(x 4+ m) = cotgz,
ou seja,

flx+m) = f(x).

4. f é crescente no itervalo I. Basta provar que para quaisquer x1,zo € [ tais que
r1 < o, f(21) < fl22).
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Tomemos 1, x5 € I de modo que x; < . Dai, de 1.75,

COST]  COSXs

f(xl) — flx2) = -

senr;  sens
COST1.SeNx9 — COSTo.SENT

= (1.77)
Senr;.sents
Pelo corolario 1.2.2, segue de 1.77 que:
fle) — flm) = 2T (1.78)
1) — f(we) = ———= :
! 2 Senw;.sents
O fato de que x1, 29 € I, temos que existem a,b € R tais que
r1=a+km e To =b+ kmw, onde k € Z.
Logo, pelo corolario 1.2.1 e considerando que sen(kw) = 0, teremos:
senz; = sena.cos(km) 4 cosa.sen(km)
= sena.cos(km) (1.79)
senzy = senb.cos(km) + cosb.sen(km)
= senb.cos(km) (1.80)
De 1.79 e 1.80, e do fato cos(km) = £1, teremos:
senz;.senrys = sena.senb.cos?(km)
= sena.senb (1.81)
Por outro lado, do fato kr < z1 < x5 < (k + 1)7, temos:
O<a<b<m, istoé, O0<b—a<m.
De 0 < a < b < 7, segue que:
sena > ( e senb > 0,
isto é,
sena.senb > 0 (1.82)

Dai, de 1.81 e de 1.82, teremos:

senz;.senxy > 0. (1.83)
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De < b— a < m, e considerando que x5 — 1 = b — a, teremos:
sen(zs — 1) < 0. (1.84)

Logo, de 1.83 e de 1.84,

sen(zz —21) _ (1.85)

Senxi.sents

Portanto, de 1.78 e de 1.85, cocluimos que:

f(z1) = f(z2) >0,
isto é,

f(z1) > f(z2).

1.3.5 Estudo da funcao secante

T

Seja A={weR:w# 5 + km, Yk € Z}. Da defini¢ao de secante, tem-se que
para cada o € A, existe secar, um vez que sendo a € R, cosa # 0 se, e somente se a € A.
Dessa forma, pode-se dar a seguinte definicao para a funcao secante, determinando o

conjunto A como dominio.

Definicao 1.3.5. A funcao secante f: A — R € definida por:

Ve € A, f(z) = secx

Proposicao 1.3.5. Seja f a funcao secante, dada pela definicao 1.3.5, entao:
1. f € uma funcao par;
2. a imagem de f é Im(f) = (—oo, —1] U [1, +00);
3. f € periodica de periodo 2m.

Demonstracao. Seja f a funcao secante, dada pela defini¢ao 1.3.5. Entao pela definigao

de secante, f(x) pode ser escrita sob a forma:

fla) = —. (1.86)
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1. Para provar que f é par, basta mostrar que para cada = € A,

f(=z) = f(z)
Observe que, de 1.86,
1
fl=z) = (=) (1.87)

Além disso, a funcao cosseno € par, isto é: para cada z € R dado,
cos(—x) = cosz. (1.88)
Logo, de 1.87 e de 1.88, dado x no dominio de f,

fler) = —

2. Para provar que a imagem de f é (—oo, —1] U [1,400), basta mostrar que dado
x € A:

i) f(x) > 1ou f(z) < L

Como ja foi visto, para cada x € R, —1 < cosz < 1, isto é:
—1 <cosxr <0 ou 0<cos<1.

T
Por outro lado, cosx = 0 se, e somente se, x = 5 + km, com k € Z; cosx = —1
se, e somente se, x = k7 e k é um inteiro impar; e cosx = 1 se, e somente se,

x = km e k é um inteiro par. Destes fatos, teremos que dado = € A, entao:
—1 <cosz <0 ou 0 <cos<1.

De —1 < cosz < 0, teremos:

1
— < -1 (1.89)
COST
De 0 < cosx < 1, teremos:
1
—>1. (1.90)
coSx

Aplicando 1.86 em 1.89 e em 1.90, conclui-se, respectivamente, que, dado = € A,
f(z) < —1lou f(zx) > 1.
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i1) e dado y < —1 ouy > 1, existe z € A tal que f(z) =y, isto é, secx = y.
Tomemos y € R tal que |y| > 1. Logo, pela proposicao 1.2.6, existe x € R de

forma que:
secr = .
3. Tomemos x € A. Obsrve que a fungao cosseno é periddica de periodo 27. Dai,
cos(z 4+ 2m) = cosz. (1.91)

Segue de 1.86 e de 1.91 que f(x+27) = f(x). Portanto, f é periddica de periodo 27.

]

1.3.6 Estudo da funcao cossecante

Tem-se, da definicao de cossecante, que dado o € R, existe cosseca se, e somente
se, « € Aonde A = {w € R: w # km,Vk € Z}, ja que, como foi visto, sena # 0 se,
e somente se, @ € A. Dali, observando tais restringoes, define-se a funcao cossecante,

tomando o conjunto A como dominio.

Definicao 1.3.6. A funcao cossecante f : A — R € definida por:

Ve € A, f(z) = cossecx

Proposicao 1.3.6. Seja f a funcao cossecante, dada pela definicao 1.5.6, entao:
1. f € impar;
2. f € uma fungao periodica de periodo 27;
3. a imagem de f € Im(f) = (—oo,—1) U (1, +00).

Demonstracao. Seja f a funcao cossecante, dada pela definicao 1.3.6. Entao pela definicao

de cossecante, f(z) pode ser escrita da seguinte forma:

flz) = ! (1.92)

senz

1. Para mostrar que f é impar, basta provar que para cada z € A,
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Veja que, de 1.92,

fl=z) = . (1.93)

sen(—x)

Além disso, a funcao seno é impar, isto é: dado = € R,
sen(—x) = —senx. (1.94)

Portanto, de 1.93 e de 1.94, para cada = € A,

1
(=) = ~ senx

= —f().

. Tomemos = € A. Obsrve que a funcao seno é periédica de periodo 27. Assim,
sen(z +2m) = senz. (1.95)

Segue de 1.92 e de 1.95 que f(z +27) = f(z). Portanto, f é periddica de periodo 27.

. Para mostrar que a imagem de f é (—oo, —1] U [1, +00), basta provar que para cada

r € A:

) f(x)>1ou f(z) < —1.

Como ja foi visto, dado z € R, —1 < senz < 1, isto é:
—1 <senr <0 ou 0 <sgen < 1.

Por outro lado, senx = 0 se, e somente se, v = km e k € Z; senx = —1 se, e

s ’ . . /7
somente se, x = km + 5 e k ¢ um inteiro impar; e senx = 1 se, e somente se,

s
r=kmw+ 5 e k é um inteiro par. Destes fatos, teremos que para cada x € A:
—1 <senxr <0 ou 0 <sen < 1.

De —1 < sen < 0, teremos:

1
< -1 (1.96)
senx
De 0 < senzx < 1, teremos:
1
> 1. (1.97)
senx

Aplicando 1.92 em 1.96 e em 1.97, conclui-se, respectivamente, que, dado = € A,
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f(z) < =lou f(x) > 1.

i1) e dado y < —1 ouy > 1, existe z € A tal que f(z) =y, isto é, cossecz = y.
Tomemos y € R tal que |y| > 1. Logo, pela proposi¢ao 1.2.7, existe z € R de

forma que:

cossecr = .



Capitulo 2

TRIGONOMETRIA HIPERBOLI-
CA

Neste capitulo, como ja foi mencionado, sera feito um tratamento da trigonometria
hiperbdlica mostrando uma das maneiras como ela pode ser construida. Mas a trigonometria
hiperbdlica foi tema de estudos de matematicos do século XVII, por isso é apresentado

uma breve histérico a respeito, o que sera feito a seguir.

2.1 Um breve historico sobre a trigonometria hiperbé-

lica

Para Robinson (2005), a trigonometria hiperbdlica comegou a ser estudada formal-
mente por volta do século 18 por Johann Heinrich Lambert ( 1728-1777 ), porém estudos
envolvendo suas aplicagoes foram trabalhados quase 2 séculos antes, onde uma de suas mais
importantes aplicagoes é creditada ao “gedgrafo flamengo Gerhard Kremer (ou Kramer
) (1512-1594)” mais conhecido como “Gerhardus Mercator”, que, em 1569, publicou um
mapa chamado projecoes de Mercator. A partir dai, a navegacao teve um grande avanco.
Mas nos trabalhos de Mercator nao estava explicita a trigonometria hiperbdlica, sendo
esta evidenciada tempos depois por aqueles que deram continuidade aos trabalhos de
Mercator, e um destes seguidores pode-se citar Christoph Gudermann (1798-1852), que,
em 1832, publicou um importante artigo a respeito das equacoes! de Mercator empregando
a notacao gd para as chamadas fungoes gudermanniana.

O estudo formal da trigometria hiperbdlica, segundo Maor (2008), teve inspiracao
no problema “a corrente suspenca”, ou problema da “catenaria”, que em “notacao mo-

derna tem como resultado final a seguinte equagao y = (e** + e~ *)/2a”. E Vincenzo

IEssas equacoes relacionam a trigonometria circular com a trigonometria hiperbéliica

42
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Riccati (1707 - 1775) é considerado o inventor da trigonometria hiperbdlica, pois ele
foi primeiro a notar as semelhangas existentes entre (e* + e *)/2 e (¢ — e~ *)/2 com as
fungoes Trigonométricas circulares cosz e senz, respectivamente. Além disso, provou que
(e +e®)/2]* — [(e® — e™) /2] = 1. “Ele introduziu as notacdes Chz e Shx e excreveu
as seguintes identidades” (MAOR, 2008, p. 39):

e’ o e’ —e”

+e —
hg = ———— hy = —— 2.1
Chz 5 e Shx 5 (2.1)

Robinson, afirma que o objetivo de Riccati era obter as raizes de determinados
tipos de equacoes, especialmente as cibicas. E dois anos depois, Daviet de Foncenex
(1734 - 1799) estabeleceu uma conexao entre fungoes trigonométricas circulares e fungoes
trigonométricas hiperbélicas fazendo uso de v/—1. Para tal feito, Foncenex embasou-se
nos trabalhos de De Moivre e Euler?. De fato, Euler deu contibuicao para tal feito, pois
esse matematico juntamente com sua ousadia com as séries de poténcia® de e*, de cosz e
de senz, séries bem conhecidas na época, chegou as seguintes identidades (MAOR, 2008,
p. 39):

—ix oIt _ pmin

—e
COSL = ——— ¢ seny = ——.
2 21

2.2 Definindo o argumento hiperbdlico

Antes de definir as razoes trigonométricas hiperbdlicas, primeiramente faz-se
necessario a definicao do argumento hiperbélico, cuja medida denotaremos por a. Para
tanto, é feita uma analogia ao processo de definicao do argumento de medida a na
trigonometria circular.

Dada uma circunferéncia de raio medindo r, por definicao, um arco comprimento

[ dessa circunferéncia possui medida « radianos com a € R, se a = —. Dal, numa
circunferéncia unitaria (de raio 1) temos o = [, comos vimos capitulo 1. f’or outro lado,
foi visto também que o comprimento dessa circunferéncia é 27. Além disso, a drea de um
setor circular é diretamente proporcional ao comprimento do arco referente a esse setor,
consequentemente, diretamente proporcional a medida deste arco. Com isso, localizando a
circunferéncia unitaria num sistema cartesiano XOY com centro em O(0,0), fixando o
ponto A(1,0), tomando B, um ponto sobre a circunferéncia e denotando a érea do setor

circular AOB por A(40p), sendo « radianos a medida do angulo AOB , temos:

Aaop) +— arad (2.9)
T «—— 2mrad '

2Leonhard Euler, matematico suf¢o que viveu de 1707 a 1783 (BOYER, MERZERBACH, 2012, p.
303).
3Veja séries de poténcias em Stewart (2009, v.2, p. 752 - 64).
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Logo, de 2.2
o = Q-A(AOB) (23)

Motivado pela igualdade 2.3, daremos a seguinte definicao para o argumento

hiperbdlico:

Definigao 2.2.1. Sejam 0(0,0), A(1,0) e H = {(z,y) € R*|z*—y? = 1,z > 0}, definimos
o argumento hiperbdlico (ou angulo hiperbdlico) pela funcdo o : H — R tal que para todo
ponto B(x,y) € H, temos:

Oé(iC y) _ 2A[0A($7y)} sey >0
’ _QA[OA(x,y)] sey <0

onde Apaey) € a medida da drea do setor OAB limitado por OA, OB e H.

Observa-se que enquanto na trigonometria circular o argumento « é definido de
tal forma que um ponto B sobre a circunferéncia unitaria é funcao de o, na trigonometria
hiperbdlica ocorre o inverso, ou seja, nessa nova trigonometria o argumento o é uma funcao
do ponto B sobre o ramo hiperbdlico considerado na defini¢ao 2.2.1.

Quando B = A, a = 0. Veja os gréficos a seguir, onde a figura 2.1 mostra o setor

angular circular, e a figura 2.2, um setor angular hiperbélico.

Figur;x 2.1: Figura 2.2:

Y
B
14
B
A
Olo X 0
Oo A X
_1-

Fonte: Autor Fonte: Autor

[=]

=1

Portanto, dessa forma, a medida do “angulo hiperbdlico” esta bem definida, uma
vez que cada setor hiperbélico OAB possui uma tnica medida de area.

Dado que o ramo hiperbélico considerado na figura 2.2 é uma curva simétrica
com relacao ao eixo OX, a funcao « possui a seguinte propriedade: para todo y €

R tal que o ponto B(zx,y) € D(a), a(x,y) = —a(z, —y).
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2.3 Definicao das razoes trigonométricas hiperbdlicas

Definiremos a seguir as razoes trigonométricas hiperbdlicas do argumento o dado

na definicao 2.2.1.

2.3.1 Definicao do seno, do cosseno e da tangente hiperbdlicos

Para definirmos as razoes trigonométricas hiperbdlicas, cosideremos o ramo direito
da hipérbole 22 — y? = 1 e um ponto B sobre esse ramo da hiperbole mostrados na figura
2.3.

Figura 2.3:

Fonte: Autor

Definimos as razoes trigonométricas seno hiperbdlico, cosseno hiperbdlico e
tangente hiperbdlica (senh, cosh e tgh, como se segue) da seguinte forma: Dado o

argumento «, definido através da area do setor hiperbdlico AOB (ver figura 2.3), entdo:

cosha = abscissa de B;

senha = ordenada de B;

h
tga = senna (cosha # 0 para todo o € R)
cosha

Proposicao 2.3.1. Seque da definicao de seno e cosseno hiperbolicos que:
1. cosha =1 e senha =0 se, e somente se, « = 0;
2. se a > 0, entao senha >0, e se a < 0, entdo senha < 0;
3. para cada o € R, cosha > 1;
4. para todo o € R, coshaw = cosh(—a) e senhaw = —senh(—a).

Demonstra¢ao. Tomemos o € R. Entao o = a(z,y), onde B(x,y) ¢ um ponto do ramo

direito da hipérbole 2% — y? = 1.
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1. Provemos que cosha = 1 e senha = 0. Dado que por definigdo, a(x,y) =
0 se, e somente se, x = 1 e y = 0, segue da definicao de seno e cosseno hiperbdlicos,

que cosha = 1 e senha = 0 se, e somente se, o = 0.

2. i) Mostremos que se « > 0, entao senha > 0. Tomemos a > 0. Logo, da definigao
de a, temos que «(z,y) é tal que y > 0. Assim, da definigdo de seno hiperbdlico,

segue que senha > 0.

i1) Provemos que se a < 0, entao senhar < 0. Tomemos o < 0. Logo, da definigao
de a, temos que «(z,y) é tal que y < 0. Assim, da definigao de seno hiperbdlico,

segue que senha < 0.

3. cosha > 1. Por defini¢do, temos que dado o € R, entdao «a(z,y) é tal que x > 1.

Segue deste fato e da definicao de cosseno hiperbdlico que cosha > 1.

4. Como foi visto na sec¢ao anterior, para cada o € R, a(x,y) = —a(x, —y). Assim,
temos:
i) cosh(—a) = cosha. De fato, pois sendo, por definicao, cosha = z, entao

[]

Além das trés razoes trigonométricas hiperbélicas definidas e mostradas anteri-
ormente, define-se outras trés, no caso, a cossecante, a secante e a cotangente hiperbdlicas
(cossech, sech e cotgh), nesta ordem, pelo inverso multiplicativo do seno, do cosseno e da

tangente hiperbodlicos, respectivamente. Ou seja:

h
cotgha = O se o #0
senha
1
h =
secha cosha
1
cossecha = se a# 0
senha

A partir da definicdao, constata-se que dessas trés ultimas razades trigonométricas
hiperbdlicas, a cossecha e a cotgha estao definidas, se a # 0, enquanto que a secha estd
definida para todo a € R. De modo geral, as propriedades da cossecante, da secante e da
cotagente hiperbdlicas sao analisadas a partir das propriedades do seno, do cosseno e da

tangente hiperbodlicos, respectivamente.
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2.3.2 Identidade fundamental da trigonometria hiperbdlica

Dado que o ponto B(x,y) pertence a hipébole 2 — y* = 1, temos, imediatamente

da definicao, que:
cosh’a — senh*a = 1 (2.4)

Como se nota, ao passo em que a identidade fundamental da trigonometria
circular temos a soma dos quadrados das razoes trigonométricas cos e sen, na trigonometria
hiperbdlica sua identidade fundamental é dada pela difenrenca dos quadrados das razoes
trigonométricas cosh e senh, nesta ordem.

De posse da igualdade dada em 2.4, conclui-se que para cada a € R, tem-se que
cosha > |senha|. Com esse resultado, segue da definigdo de tangente hiperbdlica, que
|tgha| < 1 para todo o € R.

Como consequéncia desta propriedade tem-se os resultados a seguir, que podem

ser verificados facilmente:
1. sech’a = 1 — tgh’a

2. cossech’ar = cotgh®ar — 1

2.3.3 Interpretacao geométrica das razoes trigonométricas hiperbélicas

Tem-se neste tépico o objetivo de localizar numa reta, ou melhor, fazer uma
correspondéncia entre o argumento hiperbdlico @ e um ponto da reta que represente a
razao trigonométrica deste argumeto. Ressalta-se que o seno e o cosseno hiperbdlico, por
definicao, ja estao localizados geometricamente no eixo OY e OX, respectivamente. A
representacao geométrica de cada razao trigonométrica serda dada em dois casos: quando o

argumento for menor do que 0 e quando for nao negativo.

Representacao geométrica da tgha e cotgha

Seja a € R tal que a = a(B). Sejam também as retas r; :x =1ery:y=1; 08
pontos A, C, D e D’ sdo tais que A(1,0), r, NOB = {C}, re NOB = {D} e D(0,1). Além
disso, toma-se X' e Y’ tais que X'(cosha,0) e Y’(0,senha). Ver figura 2.4, que mostra o
caso a > 0, e 2.5, que mostra o caso a < 0.

Dessa forma, tem-se, entdao, que C(1,tgha) e D(cotgha,1). De fato, primei-
ramente, temos OA = 1, BX’ = |senha| e OX’ = cosha. Agora observe que OAC =
OX'B = 90° e AOC = X'OB (possuem lados comuns). Dai, temos que AX'OB ~ AAOC.
Logo,
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Figura 2.4:

Figura 2.5:

D Y

0.54

-0.54

Fonte: Autor Fonte: Autor

A 1 — h
— = —, isto é, AC' = jsen 04\‘
BX' AX' cosho

(2.5)

Por outro lado, X’OB = ODD’ (angulos alternos internos) e OX'B = OD'D (angulos
retos). Ou seja, AX'OB ~ ADD'O. Com isso,

/
D'D _ L, isto 6, D'D — cosha
OX' BX'

(2.6)

|senha|’

De 2.5 e 2.6, conclui-se que tgha = AC e cotgha = D'D, se a > 0; tgha = —AC e
cotghao = —D'D, se a < 0.

Representagao geométrica da cossech e da sech

Para representar geometricamente essas duas ultimas razoes trigonométricas
hiperbdlicas, também sera feita uma analise em dois casos (o > 0 e a < 0).
Toma-se, arbitrariamente, o € R tal que a = a(B). Consideremos a circunferéncia unitaria
C' com centro em O(0,0); os pontos X’(cosha,0) e Y'(seha,0); D € OY tal que X'D
tangencia C! em E; e C € OX de modo que EC seja a altura do AOEX’ com relacao
OX'. A figura 2.6 ilustra o caso a > o e a figura 2.7 mostra o caso a < 0.

Das informagoe anteriores, segue que:
OC =secha e DE = |cossechal. (2.7)

E para mostrar esse fato, primeiramente, mostremos que £X’ = |senha|. De fato, pois
DX'1(E, ja que DX’ tangencia C* em E, e OF = 1; além disso, OX’ = cosha. Assim,
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Fi 2.7
Figura 2.6: , lgura 2.7
)3/1 ——————————————————————— IB
D : ¢ 4y
_— E . 0 1? X
0 ¢ 4 ' XX - E D '
D
Fonte: Autor Fonte: Autor
pelo Teorema de Pitagoras,
EX’ 412 = OX’2, isto é, EX" = cosha — 1. (2.8)

Aplicando a identidade fundamental da trigonometria hiperbdlica em 2.8, obtere-

mos:

EX" = senh?a, isto é, EX/ = |senha|. (2.9)

Visto que X'0D é reto, e OELDX', temos que DE.EX' = OF = 1. Segue
deste fato e de 2.9 que:
S 1

E_

- - 2.10
|senha| (2.10)

Os angulos OEC ¢ CEX' sdo tais que CEX' + CEX' = 90° (OEX’ é reto); por
outro lado, CEX' + CX'E = 90° (s@o angulos complementares). Logo, CX'E=0EXC.
Como os AOCFE e AOEX' retos e C e E, respectivamente, conclui-se que AOCE ~
AOEX'. Dai,

2 = E, isto é, ¢ = L (2.11)
OF OX' 1 cosha

Portanto, dos resultados obtidos em 2.10 e em 2.11, respectivamente, conclui-se

que:

DE = |cossech| e CE = secha.
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2.3.4 Conexao entre trigonometria hiperbdlica e trigonometria circular

Neste item, tem-se o objetivo de identificar uma conexao entre a trigonometria
hiperbdlica e a trigonometria circular. Para tanto, inicialmente, considere o ramo direito
da hipérbole H' : 22 — y? = 1 e os pontos O(0,0), A(1,0) e B(xy,y;) com z; > 1.
Consideremos o caso y; > 0; o caso y; < 0 segue de modo anédlogo. O dobro da medida
da area do setor hiperbodlico AOB segue com a mesma denotagao «. Veja que a > 0.
Considere agora a circunferéncia S : 22 + y? = 1 e B’ no primeiro quadrante, o ponto de
intecgao da reta tangente a S' que passa por A’(x1,0). Seja 3 o dobro da medida da drea
do setor circular AOB. Observe que 0 < § < g e a medida, em radianos, de AOB ¢ 5. A

primeira e a segunda situcgoes estao ilustradas, nesta ordem, pelas figuras 2.8 e 2.9.

Figura 2.8: Figura 2.9:
Y Y
Yoo - B — )
I
(8% :
0 . i A8 "
A TN
Fonte: Autor Fonte: Autor

Da definicao de cosseno hiperbdlico,
x1 = cosha. (2.12)

Por outro lado, da trigonometria no triangulo retangulo, teremos

— = cosf
x1
1
X =
! cosf3
= secf. (2.13)
De 2.12 e 2.13, teremos
cosha = secf (2.14)

Observe que

1 = cos’B +sen’p
sec’f = 1+tg*p
sec’f—1 = tg°8 (2.15)



senh?a = cosh?a — 1.
De 2.14, 2.15 e 2.16, segue que
senh’a = tg?f | isto é, senha = tgp.

Segue de 2.14 e 2.17, que

t
tgha = iﬁ , isto é, tgha = senf
secf
e
sec
cotgha = —ﬁ , isto é, cotgha = cossecf.
tg3
Por fim, de 2.14
secha = —— | isto é, secha = cosf.
sec3
e de 2.17
1 L
cossecha = — | isto é, cossecha = cotgfs.
tgs
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(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

As igualdades obtidas em 2.14, 2.17, 2.18, 2.19, 2.20 e 2.21 apresetam uma conexao

entre a trigonometria hiperbdlica e a trigonometria circular. Mais precisamente, relaciona

a area de um setor hiperbdlico com a area de um setor circular.

Ainda neste capitulo estaremos tratando esta conexao entre as funcgoes trigo-

nométricas hiperbdlicas e circulares, e no capitulo 3 serao vistas outras conexoes entre

trigonometria hiperbdlica e trigonometria circular.

2.4 Explicitando a funcao a e as féormulas para as

razoes trigonométricas hiperbdlicas

Nesta secao pretendemos determinar uma lei que faz associar a medida do setor

hiperbdlico AOB as coordenadas de B, isto é, uma equagao envolvendo a(z,y), x e y.
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2.4.1 Calculo da medida do argumento hiperbdlico

Dado o sistema usual de coordenadas cartesianas OXY', tomemos o sistema X'OY”’
tal que uma a rotacao de 45° deste segundo sitema faz coincidir OX’ com OY e OY’ com
OX. Assim, seja B € H, onde H é o ramo direito da hipérbole 22 — y? = 1, tal que as
coordenadas de B seja (z,y) no sitema OXY e (2/,9') no sitema OX'Y’. Sejam B e
B?’J pertencentes aos eixos OX e OY, respectivamente, tais que O—B; =zxe O—B?’J = lyl;
F e D sao as projecoes de B, em X' e Y’ nesta ordem; F e G, as projegoes de B em Y’ e
X', respectivamente; e C' é o ponto de intersecgao de BLF e BE. As figuras 2.10 e 2.11
mostram a situacao descrita anteriormente e a regiao do setor angular hiperbdlico cuja

area deve ser calculada.

Figura 2.10: Figura 2.11:

Fonte: Autor Fonte: Autor

Da figura 2.10, temos B,F' = B, D e B,C = BC, pois B;@F = 45°, o que leva a

B;@F = 45° . Por consequéncia

2 — 2
B C=BC=FC=ED= gy ¢ BD=0F= ggp (2.22)
Sendo OF =4 e OG = 2/, segue das equacdes em 2.22 que
2
£x +—y=2a
2 2 (2.23)
V2 oove
9 5 y=y
Do sistema de equacoes 2.23, teremos:
2 V2
vy = Sty 5 (@-y)
2 2
1
oy = §(x2 —?). (2.24)
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Como z? — y? = 1, segue de 2.24 que
!’ ]‘
oy == (2.25)
2
. . 1
Ou seja, no sistema OX'Y’, H = {(2/, /) |2".y/ = 5}
Voltemos a figura 2.11. Tomando A’ e B’ como sendo as projecoes de A e B,

V2

respectivamente, no eixo OX’, tem-se OA’ = -5 = A’A. Dai, a area do triangulo

1 -
retangulo AA’O mede T Por outro lado, uma andlise a figura 2.10 mostra que BB’ = v/.

Sendo AB’ = 2/, temos de 2.25 que a area do triangulo retangulo O BB’ mede:

!,/

x'y

1
- 2.26

Ou seja, AA'O e AA'O possuem dreas iguais. Além disso, donotando por
] p g
Aaap By, Aaos ), Aaon), Aoary € Asos

as areas das regioes limitadas por: H e a poligonal aberta AA’B’'B; por H e a poligonal
aberta AOB'B; por H e a poligonal aberta AOB; pelo triangulo AOA’; e pelo triangulo

BOB', respectivamente, temos:

Aaoany + Awap sy = Awos ) (2.27)
Aaon) + Aory = Aaos )
Portanto, dado que A404) = A(pon), segue de 2.27 o resultado a seguir
AaoB) = Aaap b (2.28)

Agora, precisa-se calcular a medida da area da regiao AA’B’B descrita anterior-

mente.

2.4.2 Célculo da drea da regiao AA'B'B

Inicialmente, vamos considerar o lugar geométrico

i {(n )0}, a9

que é o ramo positivo da hipérbole equildtera xy = 1, e estudar a area da regiao limitada
por esse ramo hiperbdlico, pelo eixo OX e por duas retas paralelas ao eixo das ordenadas.
Veja o estudo original apresentado em Lima et. al (2006, v.1, p. 218 - 25).

Sejam a, b € R? , definimos como faixa de hipérbole o conjunto H?, que é o conjunto
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dos pontos do plano limitado lateralmente pelas retas x = a e * = b, superiormente por H

e inferiormente pelo eixo das abscissas como mostra a figura 2.12.

Figura 2.12:

H

Fonte: Lima et al (2006).

Daremos uma orientagao & area da faixa H?, pois é conveniente dar sinal a essa
area, sendo positivo quando a < b, negativo, se b < a e, naturalmente, zero, se a = b.
Escreveremos com letras maitsculas para indicar que a area possui sinal. E a area

usual, que possui valores nao negativos, sera escrita com letra mintsculas. Isto é,

AREAH? = 4reaH’, se a < b; (2.30)
AREAH’ = —dreaH’, se b < a; (2.31)
AREAH® = 0, que é caso b = a. (2.32)

A partir de uma analise gréafica, é imediato perceber que se a < b < ¢, entao
dreaH’ + dreaH; = éreaH’. (2.33)

Por outro lado, segue da orintacao das dreas, especificamente da igualdade 2.31,

que
AREAH’ = —AREAH]. (2.34)

j4 que as faixas H? e H{ sdo regioes congruentes, o que leva a possufrem dreas iguais.

Dai, verifica-se, que
AREAH? + AREAH; = AREAH® (2.35)

para quaisquer que sejam a, b, ¢ € R%, nao importando a ordem destes niimeros. Provare-

mos 2.35 para o caso b < a < ¢ e os demais casos (obtidos na permutacao de a, b e ¢) tém
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provas analogas.

Dado que b < a < ¢, tem-se de 2.33 que

areaH,' + dreaH; = 4real,
AREAH? + AREAH¢ = AREAH;
AREAH® = —AREAH! + AREAH;. (2.36)

Aplicando 2.34 em 2.36, obteremos o seguinte resultado

AREAH®¢ = AREAH’+ AREAHY.

Figura 2.13:

H

AREAH® + AREAH{ = AREAH®

Fonte: Lima et al (2006).

Fixando a > 0, tem-se que dado b > 0, entao 0 < b < a ou b > a sempre que
a,b € R. Segue dai, que para qualquer que seja b > 0, existe § € R tal que

3 = AREAH".
Além disso, suponha (1, 8 € R tais que
8, = AREAH? ¢ 8, = AREAH?,
dai, teremos

B — B = AREAH! - AREAH’. (2.37)



56

Aplicando 2.34 e, em seguida, 2.35 em 2.37, resulta
fr—PBr = AREAH:; (2.38)

De 2.38 e 2.32, concluimos que 31 — 5 = 0, isto é 5, = Ss.
Do exposto anteriormente, sendo a > 0 fixo, existe uma funcao 3 que associa
r € R% a f(z) € R tal B(z) = AREAH.

Tomando x; < xo, tem-se de 2.34 e 2.35, nesta ordem

AREAH? — AREAH™ = AREAH? + AREAH?
AREAH? — AREAH™ = AREAH? (2.39)

Dado que x; < x9, segue de 2.30
AREAH? > 0. (2.40)
Portanto,
AREAH?® > AREAH?". (2.41)

Logo, de 2.41, § é uma funcao crescente.

Assim, definamos a funcao g : R}, — R tal que
g(z) = AREAH?

Dessa forma, de acordo com a defini¢ao, sendo 2/, € D(g) com 0 < 2/ < 1 e
x> 1,
g(z') = —dreaH? | g(z) = dreaH? e g(1) =0

Uma analise grafica esta mostrada na figura 2.14.

Figura 2.14:
Y
H glx) = dreaty
g(z') = —areaHy’
O

Fonte: Lima et al (2006).
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Como ja foi mostrado, a funcao g é crescente e, além disso:

g(z) <0 ©0<xz<1, pois AREAH? <00 <z < 1;
g(z) >0 <2 >1, pois AREAH? >0 & z > 1; (2.42)

g(1)=0

Sejam x, 72 € RY, entao
g(21.15) = AREAH (2.43)
Aplicando 2.35 na igualdade dada em 2.43, teremos

g(r1.709) = AREAHfl + A/REAH;?'“
g(z1.20) = AREAH™ + AREAH™>™ (2.44)

l.zq

Como a transformagao geométrica que leva a faixa H* na faixa H2 " é do tipo T'(z,y) =

1 1 1 1 . ,
(kz:v,%), ja que y = — = % =—/k = o © kE, entdo AREAH* = AREAH{%™
x x x
(LIMA, 2006, p. 33)*. Consequentemente,
g(z1.15) = AREAH? + AREAH?
g(z1.22) = g(x1) + g(22) (2.45)

De 2.42 e 2.45, concluimos pelo Teorema da Caracterizacao das fungoes logaritmicas

que existe a € R tal que
g(x) = log,
com a > 1, pois f é crescente (LIMA et. al, 2006, v.1, p. 212 e 215).

Para completar o estudo da funcao g, precisamos determinar o valor da constante

a. Para tanto, considere a figura 2.15.

Figura 2.15:

142 X

Fonte: Lima et al (2006).

4Veja o exercicio 9 da referéncia citada.
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Na figura 2.15, temos os retangulos de larguras x, e alturas e 1, onde

+x
. . ’ . . 14z / . ~ .
o primeiro esta contido na faixa H; ™", que por sua vez esta contida no retangulo maior.
Comparando as areas dessas trés regioes descritas e considerando que

AREAH!*™ =log, (1 + ),

pode-se afirmar que para todo z € R:

1
T s < log,(14+z) <x.l
1_:‘;3: < log,(1+7) <z (2.46)

1 1
Multiplicando os membros da desigualdade de 2.46 por — e fazendo x = —, teremos
x n

n 1
<n.l 1+—-) <1
IL+n noga( +n)

n 1\"
attn < <1 + —) <a (2.47)
n

para qualquer que seja n € N. Como lim = 1, segue que lim a»+1 = a = lim a.
n—soon + 1 n—00 n—00

Portanto, aplicando o Teorema do Confronto para o limite de sequéncias em 2.47 obtem-se

1 n
a = lim (1 + —) . (2.48)
n—00 n

Mas o limite em 2.48 define niimero e, como foi visto no inicio deste capitulo.

Assim, podemos resumir o estudo feito anteriormente na seguinte proposicao:

Proposicao 2.4.1. Dado o lugar geométrico H = {(z,y) € R’ |z.y = 1} e definindo
por faiza hipebdlica H® a regido limitada superiormente por H, inferiormente por OX e
lateralmente pelas retas v = a e x = b, entao a drea da regiao HY é dada pela funcgao f tal
que

f(z) =Inz, Vo e R}
onde Inx = log, x.

Teorema 2.4.1. (Teorema Fundamental Ezponencial - TFE®) Seja e o mimero real

definido na subsecao 2.4.2, entao:

et —1
lim =
z—0 x

1.

Demonstrag¢ao. Para demonstrar esse teorema, primeiramente consideremos a figura 2.16,

®Veja exercicio 3 em Lima (2013, p. 110)
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que mostra o ramo superior da hipérbole X.Y =1 e a faixa hiperbdlica H¢ . Observe que
e*>1,sex>0;el<e®* <1, sex<0.

Figura 2.16:
Y XY=1 X>0
1
-

Fonte: Autor

Pela proposigao 2.4.1, para cada x € R, dreaH{"

= |Ine®|, isto é dreaHS" = |x|. Assim,
observa-se, a partir da figura 2.16, que:

1. se x > 0, entao:

e —1

61‘

<z<(e"—1).1
1 T

er et —1
et —1

1<

<e’ (2.49)

2. se x < 0, entao:

(1—-e€")l<—x<

<
1—e" ex

1 2.
— < (2.50)

Visto que lir% e’ =1= hH(l) 1, pelo Teorema do Confronto®, segue de 2.49 e de 2.50,
Tr—r T—

respectivamente, que:

¢ =1 e lim6
z—0~ X

lim
z—0t xT

=1. (2.51)

5Veja o ANEXO C
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Visto que os limites laterais” em 2.51 sao iguais, concluimos que

]

Agora estamos pronto para calcular a area de regiao AA'B’'B. Para isso,

consideremos o lugar geométrico

1
H = {(x,2—);x>0},
x

e tomemos a faixa H’ ”;”/5 /2 da qual deseja-se calcular a area em termos de x. Seja também
a faixa HY na hipérbole 7.y = 1, onde T = V2x e T = v/2y. Sendo assim, observa-se que
HY é uma transformacao (ampliagio) da faixa /f/i /o O fator de ampliacio é v/2. Isto
é, H' :\t/i /2 € HY representam figuras semelhantes de razao de semelhanca igual a V2. Ver
figuras 2.17 e 2.18

Figura 2.17:
Figura 2.18:

Ala|

Fonte: Autor Fonte: Autor

Nomeando por A e A as areas das faixas da H’ f/i /2 € HY, respectivamente e
considerando que “a razao entre areas de figuras semelhantes é igual ao quadrado da razao
de semelhanca” (LIMA, 2006, p. 106), tem-se que:

A 1
::—,iStOé,A:

1= 3 A

DN | —

Por outro lado, pela Proposicao 2.4.1, A = InZ. Além disso, T = v/2z.

"Veja teorema sobre limites laterais no ANEXO C
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Logo,
1

A= §ln\/§x (2.52)

Retomando a subsecao anterior, conclui-se que
A = L v isto 6, A = L invae 2.53
(AA'B'B) —QTL l’,lStO e, [AO(z,y)] —577, T . ( ) )

E se o ponto B(z,y) estiver abaixo do eixo OX, verifica-se que
A _ L invay

[AOB(z,y)] — §ln 2y . (2.54)

Assim, de 2.23, 2.53 e 2.54, teremos:

1 2 2 1
AlA0(z,y)] = 5-171\/5 gw + \/T_y = Eln (x+y),sey>0
(2.55)
1 V2 V2 1
A[AO(m,y)] = _ln\/§ — T — =Y | = —In (CE — y) , e ¥y < 0
2 2 2 2
Voltando a fun¢ao «, definida na segao 2.2, segue 2.55 que
l >0
a(r,y) = o ty)  sey> (2.56)
—In(z —vy), sey<0

2.4.3 Foérmulas das razoes trigonométricas hiperbodlicas

Pretende-se determinar as férmulas matematicas das razoes trigonométricas hi-
perbdlicas em funcao do argumento a. Para isso, retomemos 2.56, que apresenta a em

termos de x = cosha e de y = senha. Além disso, consideremos que:

1. Inf* = k.InB para todo k, 5 € R tal que 3 > 0;
2. se (z,y) € D(«), entao (z +y) ' = (z —y);
3. a exponencial de base e é a funcao inversa do logaritmo natural, (n.

Dai, pode-se afirmar que:

(2.57)

cosha — senha = e™@

In(x+y) =« cosha + senha = e
In(x —y) = —«

Resolvendo o sistema de equacoes da direita dado em 2.57, obteremos:

cosha = % e senha = % (2.58)
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A partir das igualdades dadas em 2.58, tem-se que as férmulas para a tangente, a

cotangente, a secante e a cossecante hiperbdlicas sao:

a_ o €2a_1

e
tghat = —— tgha = 2.59
gha ed 4 e~ ou gha e2a +1 ( )
« -« 2c 1
cotgha = e re ou cotgha = 62 + (2.60)
er —e @ e —1
2 2e”
secha = ———— ou secha = ———— (2.61)
Y + e~ e+ 1
2 2e
cossecho = ———  ou  cossecha = — (2.62)
et —e @ e —1

2.4.4 Razoes trigonométricas hiperbdlicas da soma e da diferencga de
argumentos

O objeto deste problema é a determinacao das razoes trigonométricas hiperbdlicas

da soma ou da diferenga de dois argumentos quaisquer em termos das razoes trigonométricas

dos argumentos dados.

Enfatizamos, inicialmente, o cosseno e seno hiperbdlicos - senh e cosh.
Proposicao 2.4.2. Para quaisquer o, f € R, tem-se:
cosh(ae + B) = cosha.coshf3 + senha.senhf.
Demonstracao. Considere a formula para o cosseno hiperbdlico dada em 2.58 e as relacoes

dadas no sistema da direita dado em 2.57, dai teremos:

€a+5+67afﬁ

2

Lo g, —a -8
= 5[6 e’ +e e

cosh(a + ) =

= %[(cosha + senha).(coshf3 4 senhf3)
+(cosha — senha).(coshs — senhf3)] (2.63)

Aplicando a distributiva em 2.63 e simplificando os termos semelhantes, teremos:

cosh(a+ ) = cosha.coshf 4 senha.senhp.

Corolario 2.4.1. Para quaisquer o, 3 € R dados, tem-se:

cosh(a — ) = cosha.coshf — senhaov.senhf.
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Demonstracao. Considere a proposicao 2.4.2, substituindo g por —f, dai teremos:
cosh(a — 8) = cosha.cosh(—f) + senha.senh(—f). (2.64)
Dado que cosh(—/) = coshf e sen(—f) = —senhf, segue de 2.64, que:

cosh(aw — ) = cosha.coshff — senha.senhf.

Proposicao 2.4.3. Dados o, 3 € R, tem-se:
senh(a + () = senha.coshf + senhf.cosha.
Demonstracao. Considere a formula para o seno hiperbdlico dada em 2.58 e as relagoes

dadas no sistema da direita dado em 2.57, dai teremos:

€a+5 _ efozfﬁ
2

1
= 5[6‘”.65 — e’o‘.e’ﬁ]

senh(a+ ) =

= %[(Cosha + senha).(cosh 4 senhf3)
—(cosha — senha).(coshs — senhf)] (2.65)

Aplicando a distributiva em 2.65 e simplificando os termos semelhantes, teremos:

senh(aw + ) = senha.coshf + senhf.cosha.

O
Corolario 2.4.2. Dados o, B € R, tem-se:
senh(a — ) = senha.cosh3 — senhf3.cosha.
Demonstracao. Considere a proposicao 2.4.2, substituindo g por —f, dai teremos:
senh(a — ) = senha.cosh(—/f) 4 senh(—f).cosha (2.66)

Por outro lado, cosh(—/) = coshf e sen(—f) = —senhf. Assim, segue de 2.66, que:

senh(a — ) = senha.coshff — senhf.cosha.
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Corolario 2.4.3. Dados «, 8 € R, entdo:

tgha + tghp
tgh = 2.67
ghla +5) 1+ tgha.tghp ( )
tgha — tghp
tgh(ao — ) = ———— 2.68
gha =) 1 — tgha.tghp ( )
Demonstra¢ao. A demonstracao segue primeiro para a soma.
Por definigao, temos:
senh(a + 5)
tgh = 2.
shia+6) = T (2:69)

Aplicando as proposigoes 2.4.3 e 2.4.2 no numerador e no denominador, respectivamente,
do lado direito de 2.69, obteremos:

senha.coshf + senhf3.cosha
cosha.coshf 4 senha.senhf3

tgh(a +8) = (2.70)

Dividindo o numerador e o denominador do lado direito de 2.70 por cosha.coshf, teremos:

senha  senhf

coshae  coshf

tgh(a + 3) = senha senhf3

cosha " coshf3
tgha + tghp
1+ tgha.tghp’

Para o caso da diferenca, considerando 2.67 e substituindo g por —f, teremos:

tgha + tgh(—p)

tgh(a — 2.71
ghla = 68) 1 + tgha.tgh(—p) (2.71)
Dado que tgh(—p8) = —tghf, segue de 2.71 que:
tgha — tghpg
tgh(a — .
ghla = 5) 1 — tgho.tghf3
m

Corolario 2.4.4. Dados a, 5 € R obedecendo as condi¢oes de existéncia da cotgh, entao:

cotgha. cotghS + 1
cotgha + cotgh3
cotgha. cotghs — 1
cotgha — cotghf3

cotgh(a + ) = (2.72)

cotgh(ae — B) = (2.73)

Demonstracao. Aqui também serd demonstrado o caso da soma primeiro.
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Da definicao de cotangente hiperbdlica, temos:

cosh(a + f3)

senh(a + ) (2.74)

cotgh(a + f3)

Aplicando as proposicoes 2.4.2 e 2.4.3 no numerador e no denominador, respectivamente,
do lado direito de 2.74, teremos:

coshacoshf 4 senha.senh 8

2.
senha.coshf 4 senhf.cosha (2:75)

cotgh(aw + B) =

Dividindo o numerador e o denominador do lado direito de 2.75 por senha.senh/3, teremos:

cosha coshf

senha senh/3
cosha  coshf

cotgh(a + ) =

senha  senhf
cotgha.cotghf + 1
cotgha + cotghf3

Corolario 2.4.5. Para quaisquer o, 3 € R, valem os sequintes resultados:

1. senho.coshf = %[senh(a + ) + senh(a — B)];

2. cosha.coshf = %[cosh(a + B) + cosh(a — B)];
3. senho.senhfl = %[cosh(a + B) — cosh(a — (3)].

Demonstragao. Das proposicoes 2.4.3 e 2.4.2, temos:

senh(a + 8) + senh(a — ) = 2.senha.coshf
senha.coshf = %[senh(oz + ) 4 cosh(a + 5)].

Da proposicao 2.4.2 e do corolario 2.4.1, temos:

cosh(a + ) 4+ cosh(aw — ) = 2.cosha.coshf
cosha.coshff = %[cosh(oz + B) + cosh(a — 8)].

Novamente, pela proposi¢ao 2.4.2 e pelo corolario 2.4.1, temos:

cosh(aw + ) — cosh(a — ) = 2.senha.senhfs
senha.senhff = %[cosh(oz + /) — cosh(a — B)].
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Corolario 2.4.6. Para quaisquer o, 3 € R, sao vdlidas as sequintes afirmacoes:

1. senha + senhf = 2.senhQ ;— ﬁ.cosha ; B;
2. senha — senhf3 = 2.senha ; 6.cosha ; 5;
3. cosha + coshf = 2.cosha ;— B.cosha ; ﬁ;
4. cosha — coshf3 = 2.senha + 6.senha ; ﬂ.

Demonstracao. Para mostrar as igualdades dadas pelo corolario 2.4.6, primeiramente,
consideremos que:
a+p8 a—p

N M T

a+p a—p
2 2

(2.76)

Dai, pelas proposigoes 2.4.3 e 2.4.2, respectivamente, e de 2.76, teremos:

+5 coshZ ; b + coshM.semhﬂ (2.77)

a—f a+p a—f
2 2

o
senha = senh

+ senh .senh

cosha = cosh2 ; .cosh (2.78)

Além disso, pelos corolarios 2.4.1 e 2.4.2, e de 2.76 segue que:

b —b_ senhOKT—Fﬁ.senha—_ﬁ (2.79)

a—pf oz+ﬁse
2 2

o
.cosh

coshf = cosh2 ;

— cosh (2.80)

senhf = senh > ;— B .cosh
Somando membro a membro 2.77 e 2.80, segue que:

+ ﬁ.cosha g b + senha ;

= 2.senha + ﬁ.cosha _ 6
2 2

B —p

2

senha + senh = senha .cosha

Subtraindo membro a membro 2.80 de 2.77, obteremos:

a—pf

+ Cosha ;— B .senha

a—pf
5

senha — senh = cosh2 ;— .senh

= 2.cosha ; ﬁ.senh
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De modo analogo, a partir das igualdades dadas em 2.78 e 2.79, conclui-se que:

cosha + coshff = 2.cosha + 5.Cosha ; p
cosha — coshf = 2.senha ;— 8 .senha ; g

]

Corolario 2.4.7. Relativo a soma e a subtracao de tangentes e cotangentes hiperbolicas,
valem os resultados a sequir:

senh(a + 3)

L. tgho+ tgh5 = cosha.cosh3’

senh(o — B)

2. tgha — tghf =
gha = tghl cosha.cosh3’

senh(a + 3)

3. cotgh tghp =
cotghac+- cotghys senha.senhf3’

senh( — «)

4. cotgha — cotgh3 = senhorsenhi

Demonstracao. Pela definicao de tangente hiperbdlica, temos:

senha  senhf
cosha  coshf
senha.coshf + senh/f3.cosha

tgha + tghp =

= ) 2.81
cosha.coshf ( )
Da proposigao 2.4.2 e de 2.81, segue que:
senh(a + )
tgh tghf = ————=.
gha + tghys cosha.coshf
De maneira andloga, obteremos:
tgha — tehf = senha.coshf — senhf.cosha (2.82)

cosha.coshf
Dai, pelo corolario 2.4.2, segue de 2.82 que:

senh(a — f3)

tgha — tgh = )
gha — tghys cosha.coshf
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Pela definicao de cotangente hiperbdlica, obteremos:

h h
cotgha + cotghff = cosha | coshf

senha  senhf

_ cosha.senhf3 + cosh3.senha (2.83)
senha.senhs

Analogamente, teremos:

cosha.senhf3 — coshf.senha
cotgha — cotghff = e — (2.84)

Aplicando a proposicao 2.4.3 e o corolario 2.4.2 em 2.83 e 2.84, nesta ordem, teremos:

senh(a + 3)
senha.senh
senh(f — «)
senha.senh3”

cotgha + cotghf =
cotgha — cotghf =

]

Corolario 2.4.8. A respeito da secante e da cossecante hiperbdlicas valem as relagoes:

a—+p ha—ﬁ

2.cosh .COS

1. secha + sechf = cos?za cosh 2

2.senh6 + a.senhﬂ —@

2. secha — sechf = cos%a cosh 2

p

2.senha + B.COSha ;

senhao.senh3

b —«

3. cossecha + cossech3 = ;
B+«

2
senho.senhf

2.senh .cosh

4. cossecha — cossechf3 =

Demonstracao. Da definicao de secante hiperbdlica, temos:

1 1
secha 4+ sechf = cosha | cosh
= e (285)
e
1 1
secha — sechff = wosha ~ cosh 3
_ coshf3 — cosha (2.86)

cosha.coshf
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Aplicando os itens 3 e 4 do corolario 2.4.6 em 2.85 e 2.86, respectivamente, conclui-se que:

a—pf

2.cosha ;— b .cosh

2
h hf =
sechar + sechf3 cosha.coshf3
2.senh6 ki a'senhﬁ ; :
ha — sechf =
sechar — sech/3 cosha.coshf3
Da definicao de cossecante hiperbdlica, teremos:
ha + hp S
cossecha + cossec =
senha  senhf3
_ senh/3 + senha (2.87)
senha.senh 8
e
h hp 1 1
cossecha — cossec = -
senha  senh/3
senhf3 — senha
_ _ 2.88
senha.senhf3 ( )
Aplicando os itens 1 e 2 do corolédrio 2.4.6 em 2.87 e 2.88, nesta ordem, teremos:
2 senh ™ ; 6.Cosha ; p
h hf =
cossecha + cossech senha.senhf3
2.senhﬁ ; a.coshﬁ —g a
ha — hf =
cossecha — cossech/3 senha.senhj
O

2.4.5 Outras propriedades das razoes trigonométricas hiperbdlicas

Dado a € R, sempre que existir a referida razao trigonométrica hiperbdlica, valem

as seguintes relagoes.

1. senh2a = 2.senha.cosha;

2. cosh2a = cosh’a + senh’«;

2tgh
3. tgh2a = & O;
1+ tgh“a
1 + cotgh®
2cotgh

a senha — 1
5. h—- =+ ——;
sen 5 5 :
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«Q senho + 1
6. h— =4/——;
CoS 5 5 :
« senha — 1
7. tgh— = £/ —
& 2 \ senhar 4+ 1’
Qo senha + 1
8. cotgh— = 44/ ——
cote 2 \ senhar — 1’

Demonstracao. Para demonstrar as relagoes 1 e 2, basta considerar as proposicoes 2.4.2 e
2.4.3, substituindo § por a. Quanto a 3 e a 4, aplica-se o corolario 2.4.4, especificamente
a equacao 2.72.

Da identidade fundamental da trigonometria hiperbélica, teremos:
cosh?S — senh?s = 1 (2.89)
2 2
Por outro lado, do item 2, teremos:

cosh2% + senhQ% = cosha (2.90)

Somando as identidades 2.89 e 2.90, obteremos:

ha + 1 [cosha + 1
cosh2® = SO T L S0 ¢ coshl = /Ot L
2 2 2 2

Subtraindo 2.90 de2.89 e considerando o fato de que a razao trigonométrica seno hiperbdlico

assume qualquer valor real, teremos:

o  cosha —1 « cosha — 1
h?— = ——— isto ¢, senh— = +4/ ————.
sen 5 5 , 1sto ¢, sen 5 5

A proposicao que sera apresentada a seguir trata-se de uma poténcia inteira da

]

soma e da diferenca das razoes trigonométricas seno e cosseno hiperbdlicos. As férmulas
dessa proposicao sao andlogas a primeira férmula de MOIVRE?®, que permite calcular uma

poténcia inteira qualquer de um ntimero complexo escrito na forma polar.
Proposigao 2.4.4. Dados o € R e n € Z dados, valem as sequintes igualdades:
1. (cosha + senha)™ = coshna + senhno;

2. (cosha — senha)™ = coshna — senhna.

8 Abraham Moivre (1667-1754), matemético francés que fez carreira na Inglaterra (BOYER, MERZER-
BACH, 2012, p. 280).
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Demonstracdao. Primeiramente, consideremos que dado 8 € R, valem as igualdades:

coshB +senhs = ¢° (2.91)
coshp —senhff = e " (2.92)

Segue de 2.91 e de 2.92, respectivamente, que:

(cosha + senha)” = " (2.93)
(cosha — senha)” = e "7 (2.94)

Novamente, considerando 2.91 e 2.92, concluimos, de 2.93 e de 2.94, que:

(cosha + senha)” = coshna + senhna

(cosha — senha)” = coshna — senhna.

2.5 Funcoes trigonométricas hiperbdlicas

Nesta secao, o objetivo é apresentar um estudo das funcoes trigonométricas
hiperbdlicas canonicas de dominio R ou o maior subconjunto possivel de R. Nesse sentido,
a funcao trigonométrica hiperbdlica canonica aqui tratada é definida como sendo a funcao
f, formada pelo conjunto dos pares ordenados (z, f(x)), onde z, f(z) € R e f(x) é uma

razao trigonométrica hiperbdlica de x. Em cada caso, a f tera notacao especifica.

2.5.1 Estudo da funcao seno hiperbdlico

Dado que para qualquer que seja a € R existe a razao trigonométrica hiperbélica

senha, temos a definicao a seguir.

Definigao 2.5.1. A func¢ao trigonométrica seno hiperbélico senh(-) : R — R, € definida

por:
— 6_

2

(&

Ve € R, senh(x) =

Proposicao 2.5.1. A funcao seno hiperbdlico é:

1. uma func¢ao impar;
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2. € biyjetora,
3. € uma fungao crescente.

Demonstracao. A prova da proposicao segue a ordem de apresentacao dos itens.
1. Mostremos que senh(-) é impar. Observe que dado = € R, teremos:

-z _ p—(-2)
senh(—x) = S

Logo, a fungao seno hiperbdlico é impar.
2. Vamos mostrar que senh(-) é bijetora.

i) senh(:) é injetiva. Tomemos x1, s € R, tais que senh(z;) = senh(zy). Entao

teremos:
err —e™™ er2 — ™72
2 2
6431 _ 6—171 — e$2 _ €—$2
€$1 _l_e—afz — 6$2 +€—3?1
eccl—i-zz +1 em—f—xz +1
er2 N er1
emg — ex1
1T = X9

Logo, senh(+) é injetiva.

i1) senh(-) é sobrejetiva. Dado y € R, devemos mostrar que existe € R tal que

senh(z) = y. Caso exista, devemos ter:

e’ —e B
2 - y
e —e = 2
e?® 4+ 1
efl]
(e —2ye”" +1 = 0
(€ —y)? = y+1

e =y+\yr+1 ou ¢ =y— Vi +1 (2.95)
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Visto que para cada y € R, y++/y? + 1 > 0, segue deste fato e de 2.95 que dado
y € R, existe € R tal que senh(z) = y. De fato, dado que y + \/y> + 1 > 0,

tome x = In(y + \/y? + 1), dai teremos:

eln(y+ y2+1) — e ln(y"" V y2+1)

2
et/ y2+1) _ on(y+y/y>+1)7!

2
Y+ Vv + D) -+ + 1)

2

1
+ 2+1 -
(y+vy*+1) Y

senh(ln(y + /y2+1)) =

1

2

Y+ Vv + 1?1
2y+2\/m

VA2 Iy 11

2y+2\/ﬁ

2% + 29?41
2y+2\/ﬁ
2y+2\/ﬁ

y?y—i—%/ﬁ

Y.

Logo, senh(-) é sobrejetora.
Assim, de i) e i), concluimos que senh(-) é bijetora.

3. Provemos que senh(-) é crescente. Dados z1,x2 € R, tais que x; < x, vamos mostrar
que senh(z;) < senh(xs).

Observe que

r1 _ ,—T1 T2 __ p— T2
senh(z1) —senh(zy) = ‘ 26 + & 26
1 e — 1 e? ]
2 et er?
1 2x14x2 _ 20+ T1 __ px2
Y C ) =) (506)
2 6371“1’1'2

Como x1 < T9, entao 2z, + w9 < 2x9 + 21, 0 que leva a:

2x1+x2 < 62962 +x1

e e et < 2.



Ou seja,
Zoter _ p2raten ) e et —e™ < 0.

(&

A partir dos resultados de 2.96 e 2.97, teremos:

senh(x;) — senh(xs) < 0, isto é, senh(z1) < senh(zs).

Portanto, senh(-) ¢ uma funcdo crescente.

74

(2.97)

]

Teorema 2.5.1. (Limite Fundamental da Trigonometria Hiperbdlica) Sendo x € R, entdo:

lim senh(z) _
x—0 x

Demonstracao. Inicialmente, consideremos que para todo x # 0,

senh(z) e —e®

T 2x
2
e —1 _

= oF .€

Segue de 2.98 e pela propriedade do limite do produto de funcoes que:

h |
lim M — lim &= lim e "
z—0 T z—0 21 z—0
Observe que:
lim 2z = 0.
z—0
Por outro lado, pelo Teorema 2.4.1,
v—1
lim & = 1.
y—0 Yy

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

Tomando y = 2z e aplicando o Teorema do Limite da Substituicao?, segue de 2.100 e de

2.101 que:

9Veja ANEXO C.

(2.102)
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Dado que liH(l) e ¥ =1, conclui-se, de 2.99 e 2.102, que:
T

h
P GO

x—0 x

Teorema 2.5.2. Dado z € R:
1. se x > 0, entdo senh(z) > x;
2. sex <0, entdo senh(x) < x.
Demonstracao. Tomemos x € R.

1. se z > 0, entdo 2z > x; isto é, 1 < e < €2 (pois e > 1). Agora observe a figura

2.19, que mostra o ramo superior da hipérbole X.Y = 1. As faixas da hiperbdlicas

Figura 2.19:
Y XY=1, X>0
1
1
er
\\
O &7 621‘ X
Fonte: Autor
T 2x , . .
HY e HS possuem areas iguais. De fato,
, 2x , T T
areall;, = éreaH5
= éreaHlez (2103)

Além disso, os retangulos de bases e* — 1 e €2* —e?, cujas alturas sao, respectivamente,

1 e e7” possuem areas iguais, pois:

(e —eM)e™ = " —1
= (e*=1).1 (2.104)
Sejam A; e Ay as dreas das regides dos retangulos de bases €** — e% e e* — 1,
respectivamente que ficam acima do ramo superior da hipérbole z.y = 1, e A3 a drea
da regiao do retangulo de base e* — 1 e altura 1 — e~ que fica abaixo do mesmo

ramo de hipérbole. Dessa forma, A; > As, pois o segmento desta hipérbole contido
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no retangulo de area Ajs fica abaixo da diagonal deste retangulo, que o divide em
duas regioes congruentes. Por outro lado, de 2.103 e 2.104, tem-se A; = A,y. Logo,

Ay > Ag, isto é:

(e —De—(e"=De ™2 > z—("=1).e”
ef—e " > 2z
et —e® -
T x
2
senh(z) > .

2. Tomemos x < 0. Assim, —z > 0; logo, pelo item 1 deste teorema e o fato de que a

funcao seno hiperbdlico é impar, teremos nesta sequéncia:

senh(—z) > —zx
—senh(z) > —=x

senh(z) < .

2.5.2 Estudo da funcao cosseno hiperbélico

Haja visto que para qualquer que seja o € R, existe a razao trigonométrica

hiperbdlica cosha, teremos a definicao a seguir.

Definigao 2.5.2. A fung¢do trigonométrica cosseno hiperbdlico cosh(-) : R — R € definida

por:
et 4+ e %

Ve e R, cosh(z) = 5

Proposigao 2.5.2. A fungdo cosseno hiperbélico € tal que:
1. cosh(z) =1 se, e somente se, x = 0;
2. para cada x € R*, cosh(x) > 1;
3. sua itmagem € o intervalo [1,+00);
4. cosh(-) € uma fungdo par;
5. cosh(-) € crescente em [0,+00) e decrescente em (—o0,0].

Demonstracao. Segue a demonstracao.
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1. cosh(x) =1 se, e somente se, x = 0. Observe que da defini¢ao de cosseno hiperbdélico
dada na subsecao 2.3.1, temos que cosha = 1, se e somente se, « = 0. Segue dai,

que cosh(z) =1 se, e somente se, x = 0.

2. Para cada = € R*, entao cosh(z) > 1. Do item 3 da proposigao 2.3.1, temos que
dado a € R, cosha > 1. Dai, visto que cosh(x) = 1 se, e somente se, x = 0, segue

que para todo x € R*, cosh(x) > 1.
3. A imagem da funcao cosseno hiperbdlico é [1,+00). Entao, mostremos que:

i) ja foi visto anteriormente que para dodo x € R, cosh(x) > 1, isto é, se y esta

no conjunto imagem de cosh(-), entdo y € [1, +00);

i1) dado y € [1,+00), existe x € R tal que cosh(z) = y. Caso exista, devemos ter:

e’ +e "
—— = v
ef+e "t = 2y
6222— 1 Y
(") —2ye"+1 = 0
(e*—y? = y-1

e =y+Vy -1 ou et =y—y*—1 (2.105)

Visto que para todo y > 1, tem-se y?> — 1 > 0, entdao /y? — 1 € R*. Por outro

lado, y? > y* — 1, portanto, (y — /y2—1) > 0e (y + /y2 — 1) > 0. Logo,

para o y da hipétese, existe z € R tal que cosh(z) = y. De fato, tome, por
exemplo, x = In(y + 1/y? — 1), dai teremos:

ey -1) 4 o= In(y+y/y?-1)

cosh(In(y + vy2 —1)) = 5
VY’ =1 4 n(y+y/y> =17

9
(y+Vy>—1)+ (y+ Vyr—1)7"

1
B (y +Vy*—

Y+ —1)%+1
2y+2\/ﬁ
v 42y Ly — 141
2y+2\/ﬁ
2y? + 2y/y% — 1
2y+2\/ﬁ

y+\/y -
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2y H2Vr -1
RN

=9

Concluimos, de 7) e de i), que a imagem da fungao cosseno hiperbdlico é [1, +00).
4. cosh(-) é par. Basta mostrar que, dado x € R, cosh(—x) = cosh(z). Observe que:

e + e (72
2
et +e*
2
e’ +e”
2
= cosh(x).

cosh(—z) =

Portanto, cosh(-) é uma fungao par.

Dados x1, 22 € R, do item 4 do coroléario 2.4.6, teremos:

1 — X9 T, + X2
.senh

cosh(z1) — cosh(zg) = 2senh (2.106)
i) Tome 0 < x7 < x9, dai teremos: o QIQ <0e ;—@ > 0. Logo,
senh’> 2 <0 ¢ senh’t T2 > 0. (2.107)

Segue de 2.106 e 2.107, que:

cosh(zy) — cosh(zy) < 0

cosh(z1) < cosh(xs).

Logo, cosh(-) é crescente em [0, 400).

i1) Agora tome x1 < x5 < 0. Assim, teremos 0 < x9 < z1, dai pelo resultado anterior,

vem:
cosh(—z2) < cosh(—my). (2.108)
Por outro lado, cosh(-) é uma fungao par. Com isso, de 2.108, conclui-se que:
cosh(zy) < cosh(xy).

Portanto, cosh(-) é decrescente em (—o0, 0].
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2.5.3 Estudo da funcao tangente hiperbdlica

Da defini¢ao de cosseno hiperbdlico, temos que cosha # 0 para todo a € R. E
isto, a partir da definicao, acarretou na existéncia da tagente hiperbdlica para qualquer
que seja o a € R, isto é, dado a € R, existe tgha. A partir deste fato e da féormula para a

tangente hiperbdlica, motivou-se a seguinte definicao.

Definigao 2.5.3. A funcao tangente hiperbdlica tgh(-) : R — R € definida por:

et —e™®

Proposicao 2.5.3. A funcao tangente hiperbdlica € tal que:
1. € uma funcao impar;
2. € injetiva;
3. € uma fungao crescente;
4. sua imagem € o intervalo (—1,1).

Demonstragao. Segue a demonstracao.

1. tgh(+) é impar. Precisamos provar que dado z € R, tgh(—z) = —tgh(z).
Veja que para todo x € R, da definicao 2.5.3, temos:

e — e (77)
e’ —e”

e’ +e”
Te s
= —tgh(x).

tgh(—x) =

Logo, tgh(-) é impar.

2. tgh(:) é injetiva. Devemos mostrar que dados x1, 22 € R tais que tgh(z;) = tgh(xs),

entao r, = xs.
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Tomemos x1, x5 € R tais que tgh(x;) = tgh(zs). Entao, da defini¢ao 2.5.3:

el 4 et e’2 4 e 12
e eT e g2
63314-902 _ 6—301—272 + 69E1—x2 . e—r1+w2 — e$1+r2 . €—r1—x2 - 611—12 + e—r1+r2
eP1ITT2 4 pT1TT2 e~ Tt +6—I1+$2
eP1—T2 o T1ta2

1 — Xy = —I1 + )
21}1 = 2.’13'2
r1T = X9.

Logo, tgh(-) é injetiva.

3. tgh(-) é crescente. Mostremos que dados x1, 2 € R tais que z; < x5, entao

Obseve que para quaisquer x1, T tais que x1 < xs, temos pelo item 2 do corolario
2.4.7, que:

senh(x; — x9)

tgh(z1) — tgh(zs) = (2.109)

coshzy.coshzs

Dado que x; < 9, temos que x1 — 9 < 0. Por outro lado, da proposicao 2.5.1, temos
que a fungao seno hiperbdlico é bijetora e crescente. Segue dai, que senh(z; —z3) < 0.
Além disso, da proposicao 2.5.2, coshzy > 1 e coshxy > 1, ou seja, coshxy.coshzy > 1.
Portanto, de 2.109, temos que tgh(z;) —tgh(xzs) < 0, isto ¢, tgh(zy) < tgh(z2). Logo,

tgh(-) é crescente.
4. A imagem de tgh(-) é o intervalo (—1,1). Devemos provar que:

i) dado x € R, entdo —1 < tgh(z) < 1.

Observe que, para todo = € R, temos:

ef — e T
B ef —e T —ef —e %
a er +e %
— 9%
- (2.110)
et 4 e %

Dado que para cada x € R, e™® > 0 e e* > 0, segue de 2.110 que tgh(x) —1 < 0,
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isto é,

tgh(z) < 1. (2.111)
Por outro lado,
et — et
tgh 1 = ————+1
gh(z) + e
B ea?_e—m_i_el‘_'_e—l‘
N et + e %
2 X
- (2.112)
et +e 7"

Visto que para todo x € R, e > 0 e e™® > 0, segue de 2.112 que tgh(x)+1 > 0,
isto é,
fz) > —1. (2.113)

De 2.111 e de 2.113, conclui-se que —1 < tgh(z) < 1.

i1) para cada y € (—1,1), existe x € R tal que tgh(z) = y. Caso exita, de 2.109,
devemos ter:

et — e B
€T 4e T Y
e —1
e +1 4
629:_1 — €2xy+y
*(l-y) = 1+y
1
62:1: — +y
l—y
1.1
¢ = ~In—Y (2.114)
2 1—y
. , 1ty
Dado que para todoy € (—=1,1), 1 —y > 0e 1+ 1y > 0, isto é, 1 > 0.
-y

Dai 2.114, temos que existe © € R tal que tgh(z) = y. De fato, pois sendo
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1+ - o +
1_y > 0, dado y nas condigoes da hipdtese, tome = = 5 In 1 y’ que teremos:
-y -y

1

1.1 2
teh (=12} = ¢

2 11—y 1

2

1+y—1+y
1+y+1—y

Portanto, de i) e de i), concluimos que a imagem de tgh(-) é o intervalo (—1,1).

O

2.5.4 Estudo da funcao cotangente hiperbdlica

Da definicao de cotangente hiperbdlica, vimos que nao existe cotghQ, porém para
cada a € R*, cotgha estd definida. Desta forma, a funcao cotangente hiperbdlica fica bem

definida através da definicao dada a seguir.

Definigao 2.5.4. A funcao cotangente hiperbdlica cotgh(-) : R* — R ¢ dada por:

ef +e”*

Ve € R*, cotgh(x) =
e:E _ e*CE
Proposigao 2.5.4. A funcao cotangente hiperbdlica € tal que:
1. € uma fungao impar;
2. € injetiva;

3. € uma funcao decrescente em RY e em R, mas nao é mondtona em R* ;
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4. sua imagem € o intervalo (—oo, —1) U (1, 00).
Demonstracao. Da definicao 2.5.4, temos:

et +e "
er —e %
e2x + 1

= = (2.115)

cotgh(z) =

1. cotgh(-) é uma fungdo fmpar. Mostremos que dado x, cotgh(—xz) = —cotgh(x).

Observe que para cada x € R*,
cosh(—x)

senh(—x)
coshx

cotgh(—z) =

—senhz
coshx

senhz
= —cotgh(x).

Logo, cotgh(-) é uma fungao impar.

2. cotgh(-) é injetiva. Basta provar que se cotgh(x1) = cotgh(zs), entao z; = xs.

Observe que de 2.115, se cotgh(x;) = cotgh(zs), entao:

e + 1 e*2 4+ 1
e2r —1  e2r2 ]
62:51—1—21:2 + 62;52 . €2x1 -1 = 62$1+2m2 + 62z1 . 62m2 -1
2e*1 = 2"
r1T = Ta.

Logo, cotgh(-) é injetiva.

3. cotgh(-) é decrescente nos itervalos R* e RY.
Observe que dados x1, rs € R*, pelo item 4 do corolario 2.4.7, teremos:
senh(zy — x7)

cotgh(zq) — cotgh(zy) = R Fp— (2.116)

i) Tomemos z1,xs € R* tais que x7 < x5. Assim, x; <0, 23 < 0 e x9 —x1 > 0.

Dai, visto que a funcao seno hiperbdlico é bijetiva e crescente, acarreta

senh(zy — x1) > 0, senhz; < 0 e senhzy < 0. (2.117)
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Pelos resultados dados em 2.117, teremos:

senh(zy — 1)
——= > 0. 2.118
senhz;.senhx, ( )

De 2.116 e de 2.118, vem:
cotgh(zq) — cotgh(xs) > 0,
isto é,
cotgh(zy) > cotgh(zs). (2.119)

Concluimos, de 2.119, que cotgh(-) é decrescente em R*.

Tomemos agora zi,r2 € R tais que 7y < xp. Assim, z; > 0, 79 > 0 e

xo — x1 > 0. Dal, pelas mesmas condigoes do caso anterior, teremos:
senh(zy — x1) > 0, senhz; > 0 e senhzy > 0. (2.120)
Pelos resultados obtidos em 2.120, teremos:
senh(zy — 1)

> 0. 2.121
senhx;.senhzy ( )

De 2.116 e de 2.121, vem:
cotgh(zy) — cotgh(zy) > 0,
isto é,
cotgh(zy) > cotgh(zs). (2.122)

Concluimos, de 2.122, que cotgh(-) é decrescente em R’ .

cotgh(+) ndo é mondétona em R*. De fato, pois dado = € R* | ja foi visto que:
senhz < 0 e coshz > 1. (2.123)
Segue de 2.123, que:
€shT 4 isto &, cotgh(z) < 0. (2.124)

senhz
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Por outro lado, dado x € R, tem-se:

senhz > 0 e coshz > 1; (2.125)
dai,
COshT ) isto 6, f) > 0 (2.126)
isto ¢, f(x : :
senhz = ’

Dado que cotgh(-) é decrescente em R* e em R, segue de 2.124 e de 2.126 que

cotgh(-) nao é mondtona em R* URY = R*.
4. Para provar que a imagem de cotgh(-) é I = (—oo, —1) U (1, +00) basta mostrar que:
i) dado y € I, existe x € R* tal que cotgh(z) = y. Caso exista, devemos ter:

e* +1
er —1
e 4+1 = yet—y

(y—1) = y+1

=Y

2x y+1
et = —
y—1
1 |
s = -m¥ (2.127)
2 y—1

De 2.127, segue que dado y € I, existe z € R* tal que cotgh(x) = y. De fato,

; . y+1 : 1 +1
pois se y > 1 ou y < —1, entao Y > (0. Assim, tomemos x = —In Y

y—1 2y —1°
teremos, de 2.115,

cotgh(z) =
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i1) e para todo x € R*, cotgh(xz) < —1 ou f(z) > 1. Observe que dado z # 0,

coshx
cotgh(z) +1 = Senﬁx !
coshx + senhx
- hsenh:v (2.128)
coshz
cotgh(z) —1 = senilzc -1 !
coshr — senhx
- senhx (2.129)
Como ja foi visto na subsecao 2.4.3,
coshz + senhx = e” e coshr — senhx = e *. (2.130)
Segue de 2.128 e de 2.130, que
cotgh(z) +1 = sef:;x (2.131)

Dado que senhx < 0 e €* > 0 para todo x € R* , teremos de 2.131,
cotgh(x) +1 < 0, isto é, cotgh(z) < —1  paratodo xz < 0.  (2.132)

Por outro lado, de 2.129 e de 2.130, teremos:

—XT

cotgh(x) =

) 2.133
senhz ( )

Do fato de que senhz > 0 e e7® > 0 para todo z € R, teremos de 2.133
cotgh(x) — 1 > 0, isto é, cotgh(xz) > 1 para todo z > 0. (2.134)
De 2.132 e de 2.134, concluimos que dado x € R* f(z) < —1 ou f(x) > 1.

Logo, segue de i) e de ii) que a imagem de cotgh(-) é o intervalo (—oo, —1)U (1, +00).

]

2.5.5 Estudo da funcao secante hiperbdlica

Como foi visto na subsegao 2.3.1, a secante hiperbdlica esta definida para quaisquer
que seja o a € R, isto é, dado a € R, existe § € R tal que secha = . Assim, sera

motivada a seguinte definicao:
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Defini¢ao 2.5.5. A funcao secante hiperbdlica sech(-) : R — R € definida por:

2

Ve e R, | sech(x) = prp—
Proposicao 2.5.5. A funcdo secante hiperbdlica € tal que:
1. € uma funcao par;
2. a sua imagem € o intervalo (0,1];
3. € crescente em R_ e decrescente R .

Demonstrag¢ao. Da defini¢ao 2.5.5, podemos escrever sech(z) da seguinte forma:

2e*

SeCh(.’,U) = m

(2.135)
1. sech(:) é uma funcao par. Dado x € R, entao cosh(—z) = coshz, pois a funcao
cosseno hiperbdlico é uma funcao par. Segue deste fato e da definicao de cossecante

hiperbdlica, que

sech(—x) = p—-

= sech(x). (2.136)
Conclui-se de 2.136 que sech(-) é par.

2. Para mostrar que a imagem de sech(-) é o intervalo (0, 1], basta provar que:

i) 0 < sech(x) <1 para todo z no dominio de sech(-). Tomemos x € R. Como ja

foi visto, coshz > 1. Isto é,

1

0<
coshx

<1. (2.137)
De 2.137 e da definicao de secante hiperbdlica, teremos:

0 < sech(z) < 1.

i1) e para cada y € (0, 1], existe z € R tal que sech(z) = y. Caso exista, de 2.135,

devemos ter:
2e”

621_|_1
ye* +y = 2.e”

=9
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y.(e")? —2e"+y = 0
. 2+ /4 — 4y?
e =
2y
. 1+4/1—192
(& =
Yy
1—+/1—1y? 1 1—y?
r=In— V" Y ou r=In i Y (2.138)
Y Y
Observe que dado 0 < y < 1, entao 0 < /1 —y? < 1, isto é,
0<1—+/1—9y2<1 e 1<1+y/1—9y?2<2.
Dai, cocluimos que:
1—+/1—1y? 1+ +/1—y?
VoY sy e YTV oy (2.139)
Y Yy
Segue, de 2.139, que
1—+/1—1y? 14 4/1—1?
m-—V-"Y R e lnu eR. (2.140)
Y Yy
De 2.138 e de 2.140, somos motivados a afirmar que dado 0 < y < 1, existe
1—+/1—19?
x € R tal que sech(xz) = y. De fato, tome, por exemplo, x = In —y'
(Y
Dai, segue de 2.135 que
1—+/1—9?
In
2e Y
€T =
@) o
21n
e Yy +1
1—+/1—1?
- 9 Y
(11— /1 —y2)?
( k vr
B 21— 1— 2 y?
' y (1= /1 —92)2 492
_ 21— 1—y? y?
Yy 1—2y/1—9y?+1—y?+y?
_ 2y -V1-9?)
2(1 = /1 —9?)
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De i) e de ii), concluimos que a imagem de sech(-) é (0, 1].
3. Provemos que sech(-) é crescente em R_. Tome 1 < xo < 0. Assim,

1 1

coshz;  coshzs

coshzy — coshzy
= . 2.141
coshzy - coshzy ( )

sech(xy) — sech(zy) =

Como a fungao cosh(-) é decrescente em R_ e cosh(z) > 0 para todo = € R, segue
de 2.141, que

sech(x1) —sech(zy) < 0

sech(z1) < sech(xs).

Logo, sech(-) é crescente em R_. Visto que sech(-) é par, segue do resultado anterior

que esta é uma funcao decrescente em R, .

2.5.6 Estudo da funcao cossecante hiperbdlica

De forma semelhante a cotangente hiperbdlica, a cossecante hiperbdlica nao esta
definida em 0, ou seja, nao existe cossech0. Por outro lado, do fato de que senha # 0 para
todo a € R*, segue que, dado « # 0, existe cosseha. Dai, faz sentido apresentar a seguinte

definicao para a fungao cossecante hiperbdlica.
Defini¢ao 2.5.6. Define-se a fungao cossecante hiperbolica cossech(-) : R* — R por:

2

Vo #0, cossech(z) = pra—
Proposicao 2.5.6. A funcao cossecante hiperbdlica € tal que:
1. € uma funcgao impar;
2. € uma funcao injetiva,
3. cossech(-) ¢ decrescente nos intervalos R* e RY , mas ndo € decrescente em R*;
4. a imagem de cossech(-) € o conjunto R*.

Demonstrag¢ao. Da defini¢ao 2.5.6, podemos escrever cossech(x) da seguinte forma:

cossech(z) = (2.142)
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1. cossech(+) é impar. Dado x € R*, entao senh(—z) = —senhz, pois a fung¢do seno

hiperbdlico é impar. Assim, da definicao de secante hiperbdlica, teremos:

1

—senhz
1

senhz
= —cossech(z). (2.143)

cossech(—z) =

Concluimos, de 2.143, que cossech(-) é impar.

2. cossech(-) é injetiva. Basta mostrar que dados z1,xs € R* tais que cossech(z;) =
cossech(zs), entao x; = xs.

Observe que para quaisquer x1,xs € R*, tais que cossech(x;) = cossech(zs), teremos:

11
senhz;  senhas
senhxy, = senhx;. (2.144)

Dado que a funcao seno hiperbdlico € injetiva, segue de 2.144 que
T = To.
Portanto, cossech(-) é injetiva.
3. para mostrar o item 3, tomemos z1, x5 € R* e analisaremos a diferenca
cossech(xy) — cossech(xs).

Observe que pelo item 4 do corolédrio 2.4.8, teremos:

To — T T2 + X1

senh 5 .cosh 5

N B L _ ) 2.145
cossec (xl) cossec (xQ) senhx;.senhzy ( )

i) Tomemos x; < x5 < 0. Assim, 2 > (. Por outro lado, ja foi visto que se

x < 0, entao senhx < 0; se x > 0, entao senhx < 0; e coshx > 1 para qualquer

x € R*. Segue destes fatos, que:

To — X1 i) + I
senh .cosh

2
2 > 0. 2.146
senhx;.senhz, ( )

De 2.145 e de 2.146, teremos:

cossech(z) — cossech(zy) > 0, ito é, cossech(z1) > cossech(zs).
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Logo cossech(-) é decrescente em R* .

Tog— X
i1) Tomemos agora 0 < z7 < z3. Desta forma, 2 L>o. Assim, de modo
analogo ao caso anterior, segue que:
Tog — T To+
senh—> L cosh=2 !
2 2 2_ >0 (2.147)

senhx;.senhzo

De 2.145 e de 2.148, conclui-se que:
cossech(x1) — cossech(zy) > 0, ito é, cossech(x1) > cossech(zs).

Portanto, f ¢ decrescente em R .

i11) Para mostrar que cossech(-) nao é decrescente em R*, tomemos x; < 0 e x5 > 0.
Assim, temos x; < x2, mas cossech(z;) < 0 < cossech(xs), 0 que prova o

resultado.

4. Para provar que a imagem de cossech(-) é R*, devemos mostrar que dado y € R*,

existe x € R* tal que f(z). Se existir, de 2.142, devemos ter:

2e*
1 Y
ye —y = 2.¢°
y.(e")? =2 —y = 0
o 2EV/ATAP
= o
14 4/1 2 1—4/1 2
P ou o= VY (2.148)
) Y

A partir de 2.148, a demonstracao segue em dois casos:

1—+/1 2 1—+/1 2
oV tY > (; isto é, ln——i_y € R. Assim, dado

i) Se y < 0, entao
) Y

y € R* | tomemos:

= m—Y-"7 (2.149)



92

dai, teremos:

1—/1+y2
In——
2.e Yy
cossech(z) =
1—4/1 2
oo VITY
e Yy -1

21—\/W y?

A Y T o

2 —24/1 42

9o 1492

__—

1+/1+y?
y

i1) Por outro lado, observe que > 0 para todo y € RY, ou seja se

L1y .
y > 0, entao ln—yE]R. Assim, dado y € R, tome:
Y
14 1+ y?
r = In————
Yy

dai, de modo analogo ao caso anterior, teremos:
cossech(z) = .

Segue, portanto, de i) e de ii), que a imagem da func¢ao cossech(-) é R*.

2.6 Funcoes trigonométricas hiperbdlicas inversas

Apresentaremos a seguir as fungoes trigonométricas hiperbdlicas inversas. Neste

estudo, estaremos considerando o fato de que sendo

(...) f: A — B uma funcao injetiva definida em um conjunto
A e tomando valores em um conjunto B. Relembremos que f
injetiva significa f(z1) # f(x2) para x1 # 2 em A. Para uma tal
f, podemos definir a funcdo inversa f~! : f(4) — A, que tem
por dominio a imagem f(A) e por contradominio o conjunto A, do
seguinte modo: para y € f(A), temos f~!(y) =z, onde x € A é o
elemento (tnico, por ser injetiva) tal que f(z) =y (FIGUEIREDO,
1996, p. 69).
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Além disso, consideremos que, nesse contexto, temos:

@) =2 = f(f " (2)).

Dessa forma, concluimos que dado z no dominio de f~!, se y, na imagem de f~!, é tal que
f~Hx) =y, teremos: f(y) = x.

Diante disso, inicialmente, serd feita uma anélise do dominio e da imagem da
funcao trigonométrica hiperbédlica. A partir dai, serd obtida a funcao trigonométrica

hiperbdlica inversa.

2.6.1 Funcao seno hiperbdlico inversa

Lembremos que a funcao seno hiperbdlico é injetora onde sua imagem e seu
dominio sao o conjunto dos nimeros reais, R. Dessa forma, ela possui uma funcao inversa,
denotada por senh™'(-), que obteremos a seguir.

Tome = € R, e seja y € R tais que senh(y) = z, dai teremos:

ey —e ¥ = ¢
e —2xeV —1 = 0

2r £ 422 +4
2
e/ = rtvVaz+1. (2.150)

Como para todo x € R, x + Va2 +1>0exz — va?+1 <0, segue de 2.150 que:
y=In(z+vVa2+1).
Portanto, a funcao seno hiperbdlico inversa senh_1(~) :R — R é dada por:

Vo € R, senh™!(z) = In(x + Va2 + 1).

2.6.2 Funcao cosseno hiperbdlico inversa

Dado que a funcgao cosseno hiperbdlico é crescente em R, ela é injetiva sobre sua

imagem nesse intervalo. Além disso,
cosh(Ry) = [1, +00),

pois a funcao cosh(-) é par e sua imagem é [1, +00). Dessa forma, ela possui uma fungao

inversa de [1,+00) em R, denotada por cosh™*(-), a qual obteremos a seguir.
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Tome z € [1,4+00), e seja y € Ry tais que cosh(y) = x, dai teremos:

ey +e ¥ = 2

e —2xeY+1 = 0

o 20 & /42?2 — 4
B 2
e/ = rzEtva?-1 (2.151)

Devemos ter y > 0. Por outro lado, pelas condicoes de x, verifica-se que 0 < z—+/22 — 1 < 1
e x++vx2—12>1. Logo, de 2.151, segue que:

y=lIn(x+ Va2 —1).

Portanto, a funcio cosseno hiperbélico inversa cosh™*(-) : [1, +00) — R, é dada
por:

Va € [1,+00), cosh™!(z) = In(x + Va2 — 1).

2.6.3 Funcao tangente hiperbdlica inversa

A funcao tangente hiperbdlica é injetiva sobre sua imagem, que é o intervalo
(—1,1). Assim, ela possui uma funcdo inversa de (—1,1) em R, denotada por tgh™'(-), a
qual obteremos a seguir.

Tomemos entao, x € (—1,1), e seja y € R tais que y = z, dai teremos:

ey_efy
e — €x
eY + e¥
e —1
= x
e?y +1
2y 2y _
eV — xe = 14z
1+z
2y _
€ 1—=x
1 1+=x
y = =In :
2 1—=x

Portanto, a funcdo tangente hiperbélica inversa tgh™'(-) : (—=1,1) — R é dada
por:

1.1
Vo € A, tgh™'(2) = §ln1 .
—x

2.6.4 Funcao cotangente hiperbdlica inversa

A funcao cotangente hiperbdlica possui dominio R* e é injetiva sobre sua imagem,
que é o intervalo R — {[—1,1]}. Assim, ela possui uma fungao inversa de cotgh(R*) em R*,

denotada por cotgh™'(-), a qual obteremos a seguir.
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Tomemos z € R tal que |z] > 1, e seja y € R* tais que cotgh(y) = x, dal teremos:

eV +e
[ — — €T
eYy —e Y
e +1
[ — €x
e —1
e — e = —r—1
o z+1
z—1
1[ r+1
= =In )
Y 2 x-—1

Portanto, escrevendo A = R — {[—1, 1]}, a funcao cotagente hiperbdlica inversa
cotgh™'(-) : A — R* ¢é dada por:

1 1
Vo € A, cotgh_l(x) = Elnm + T
x —

2.6.5 Funcgao secante hiperbdlica inversa

Inicialmente, lembremos que a funcao secante hiperbdlica é decrescente em R,

isto é, injetiva sobre sua imagem nesse intervalo. Por outro lado,
sech(R,) = (0, 1],

uma vez que sech(-) é uma fungao par e sua imagem ¢é o intervalo (0, 1]. Dessa forma, ela
possui uma funcao inversa de (0, 1] em R, denotada por sech™*(-), a qual obteremos a
seguir.

Tomemos entao z € (0, 1], e seja y € R, tais que sech(y) = z, dal teremos

2
e¥ +eY -
2eY
a = °
ze® — 2V +2 = 0
y 2+ 4 — 422
© = 2x
. 1+ V1 — 22
x

Das condicoes de x, verifica-se que

Y g 14+vVI—a?
g i Vizo o IEVIZ

T T
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Como y > 0, devemos ter:

1++vV1— 22

T

y=In

Portanto, a funcio secante hiperbélica inversa sech™(-) : (0,1] — R, ¢é dada
por:
1+ +v1—2a?

xZ

Vo € A, sech™!(z) = In

2.6.6 Funcao cossecante hiperbdlica inversa

Lembremos que a funcao cossecante hiperbdlica ¢é injetiva e, sua imagem e seu
dominio sao iguais a R*. Dessa forma, ela possui uma funcao inversa, que é denotada por
cossech™!(-), a qual obteremos a seguir.

Tomemos x € R*, e seja y € R* tais que cossech(y) = x, dai teremos:

2
eYy —e Y -7
2eY
v —1 "
ze? —2Y — gz = 0
, _ 2EVA+ 42
<= 2x
o 1+ V1 + 22

x
] 14+ V1 +a?
n—

y = %

1—+1422

In——, sex <0
x

, sex >0

Portanto, a funcao cossecante hiperbélica inversa cossech ™ (-) : R* — R* é

dada por:
14+ V1422
. - lnT, sex >0
Vo € R*, cossech™  (x) = TR g
In——— , se x < 0.

T
2.7 Teoremas complementares

Nesta secao tem-se o objetivo de apresentar alguns teoremas envolenvendo mais
de uma funcao hiperbdlica na mesma proposicao. Esses teoremas servirao de suporte para

estudos posteriores.
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Teorema 2.7.1. Dado y € R’ , se x >y, entao:
coshy.(x — y) + senhy — senhx < 0.

Demonstracao. Observe que dados z,y € R, do item 2 do corolario 2.4.6,

.coshy T
2

coshy - (z — y) + senhy — senhz = coshy.(z —y) + 9senh? ; % cosh? —5 x(2.152)

senhy — senhx = 9senh? g *

Tomemos 0 < y < x; assim, teremos:

0<y<I;y (2.153)
m;y>0 e x—y>0. (2.154)
Segue de 2.153 e pela proposicao 2.5.2, que:
coshy < cosh™ ;— Y (2.155)
De 2.154 e 2.155, tem-se:
coshy.(x —y) < cosh? il m(x —v)
coshy.(z —y) + 2senth? g ~ cosh? —; ® < cosh? il x(m —y) + 2senh? = cosh? —5 °
< 2c0h2 2 |22Y genn (2.156)
De 2.154 e do Teorema 2.5.2, vem:
senh? 7 > i
2
x;y—%mf_y < 0. (2.157)
. y+x
Considerando que cosh > 0, segue de 2.156 e 2.157, que:
Yy—x y+x
coshy.(z — y) + 2senh 5 .cosh 5 < 0. (2.158)

Portanto, de 2.152 e de 2.158, conclui-se que:

coshy.(z — y) + senhy — senhz < 0.
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Teorema 2.7.2. Dado y € RY, se x >y, entao:
senhy.(x — y) + coshy — coshx < 0.

Demonstracao. Dados x,y € R, pelo item 4 do corolario 2.4.6, teremos:

Y+ Yy—x

2
senhy.(z — y) + coshy — coshz = senhy.(x —y) + 2senh? —g T senh? ; ° (2.159)

.senh

coshy — coshrz = 2senh

Tome 0 < y < x; dai teremos:

0<y<g§£ (2.160)
m;y>0 e x—y>0. (2.161)

Visto que senhO = 0, segue de 2.160 e da proposicao 2.5.1, que:

0 < senhy < senh? —{2— = (2.162)

De 2.161 e 2.162, vem:

senhy.(z —y) < senh? ; x(:}: —v)

senhy.(x —y) + 2senh? —g * senh? ; * < senh? i x(a: —y)+ 2senh? il * senh? g °
< 2senhy+x. T Y senh™ Y (2.163)
2 2
Por outro lado, de 2.161 e do Teorema 2.5.2, tem-se:
R < senhZ Y
2
:E;y——&mhx__ < 0. (2.164)
De 2.162 e 2.164, vem:
y+x |T—y r—y
2senh 5 T senh 5| < 0. (2.165)

De 2.159, 2.163 e 2.165, conclui-se que:

senhy.(x — y) + coshy — coshz < 0.
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Teorema 2.7.3. Dado y € R* |, sey <z <0, entao:
sech®y.(x —y) + tghy — tgha < 0.

Demonstracao. Dados x,y € R, do item 2 do corolario 2.4.7,

h(y —
tghy — tghr = Ay — ) =)
coshy.coshx

r—y  senh(z —y)
h’y.(z — tghy — tghr = -
sech’y. (@ = y) + tghy — tgha cosh?y  coshy.coshx

coshz.(z — y) — coshy.senh(z — y)

- cosh?®y.coshz - (2.166)
Tomemos y < x < 0. Assim, da proposicao 2.5.2, segue que:
1 < coshz < coshy. (2.167)
Além disso, tem-se:
z—y >0 (2.168)
Segue de 2.167 e 2.168 que:
coshz.(r —y) < coshy.(x —y)
coshz.(z — y) — coshy.senh(z —y) < coshy.(x — y) — coshy.senh(x — y)
< coshy.[(z —y) — senh(z — y)]. (2.169)
De 2.168 e do teorema 2.5.2, segue que:
(x —y) < senh(x —vy)
(x —y) —senh(z —y) < 0. (2.170)
De 2.166, 2.167, 2.169 e 2.170 segue que:
sech®y.(x — 1) + tghy — tghz < 0.
O

Teorema 2.7.4. Dado y € RY, se 0 <z <y, entao:

—cossech®y.(z — y) + cotgy — cotghx < 0.
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Demonstracao. Dados x,y € R*, tem-se do item 4 do coroléario 2.4.7:

—(x —y)  senh(x —y)
senh?y senhy.senhx

—cossech®y.(z — y) + cotghy — cotghz =

—senhz.(x — y) + senhy.senh(x — y)

—cossech®y.(x — y) + cotghy — cotghz = 5 (2.171)
senh”y.senhx
Tomemos 0 < x < y. Assim,
r—y<0, istoé, —(x—y)>0, (2.172)
e pela proposicao 2.5.1, teremos:
0 < senhz < senhy. (2.173)

De 2.172 e 2.173, teremos:

—senhz.(r —y) < —senhy.(z —y)
—senhz.(z — y) + senhy.senh(z —y) < —senhy.(x — y) + senhy.senh(zx — y)
< senhy.[—(x —y) +senh(z —y)]. (2.174)

De 2.172 (z —y < 0) e do Teorema 2.5.2, teremos:

senh(zx —y) < z—y
—(x —y) +senh(z —y) < 0. (2.175)

Portanto, de 2.171, 2.173, 2.174 e 2.175, conclui-se que:

—cossech®y.(x — 1) + cotghy — cotghx < 0.

2.8 Representacao grafica das funcoes trigonométricas
hiperbdlicas

Para representar graficamente uma funcgao real é necesséario ter nogao do com-
portamento da curva que representa o grafico desta funcao em todos os intervalos que
compoem o seu dominio. Nesse sentido, os pontos mais importantes a serem analisados
sao: o conceito de reta tangente ao grafico num ponto dado, que por sua vez permite a
analise do segundo, que é a concavidade da curva num determinado intervalo do dominio

da funcao.
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Neste estudo, além de outras propriedades, estara sendo feito o uso, sem demons-
tracao, de resultados bésicos do limite de funcoes hiperbdlicas, que sao:

Dado a € R, entao

lim senhz = senha (2.176)
T—ra
lim coshx = cosha. (2.177)
Tr—a

Ressalta-se que os graficos das funcoes hiperbdlicas e de suas fungoes inversas

apresentado neste trabalho foram gerados pelo Geogebra, software de geometria dinamica.

2.8.1 Reta tangente e concavidade: defini¢oes e propriedades

Como pode ser visto em (STEWART, 2009, v.1, p. 73), a inclinacao (coeficiente
angular) da reta tangente ao grafico de uma fun¢ao f num ponto P é calculada a partir
das inclinacoes das retas secantes a essa curva que passam pelo ponto P. O procedimento
consiste em tomar um ponto () arbitrario do gréafico de f e calcular o limite da inclinagao

da reta % quando @ — P (Q tende a P). Isso se resume na definigao a seguir.

Definicao 2.8.1. Seja f uma fungao real e, m e mpg os coeficientes angulares da reta

tangente em P e da reta secante m, respectivamente, ao grdfico de f, tem-se:
m = lim mpgo.
Q—P PQ

Observe que se P(zo, f(x0)), Q(z, f(x)) e mpg é a inclinacdo da reta %,

entao:
f(@) — f(xo)
= - 2.178
mpQ pr— (2.178)
Além disso,
QQ — P= x — . (2.179)

Segue da defini¢ao 2.8.1, de 2.178 e de 2.179 que o coeficiente angular da reta tangente em
P(xo, f(x0)) é:

(2.180)

quando esse limite existir.

Note que uma equacao da reta tantente neste caso sera dada por:

y = m(zo).(x — o) + f(20). (2.181)
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O limete em 2.180 é conhecido como derivada de uma funcao f no ponto g,
objeto importante na teoria do calculo diferencial e integral, que pode ser encontrado em

Stewart (2009, v.1) ou em Leithold (1994, v.1).

Definicao 2.8.2. Se o grdifico de uma funcao [ estiver acima de todas as suas retas
tangentes no intervalo I, entao ele é dito concavo para cima em I. Se o grdfico de f estiver
abaizo de todas as suas tangentes em I, ele € dito concavo para baizo em I (STEWART,
2009, v.1, p. 271).

Dados uma fungao real f e I C D(f), se para cada x € I, existe m(x), entao faz

sentido afirmar que existe uma funcao

m:I — R
r — m(x). (2.182)

De fato, pois pelo Teorema da Unicidade do Limite'?, o limite

o @) = flw)

T—T0 xr — l‘o
quando existe, é unico. Isto é, para cada x € I, existe um tnico correspondente m(x) € R.

Proposicao 2.8.1. Seja f uma funcao real e I C D(f) tal que para todo x € I, existe
m(z). Se xg € a abscissa de um ponto onde o grdfico de f muda a concavidade, entdo se o
limaite

m(x) —m(zo)

lim
T—T0 T — X

existir, ele deve ser nulo.

A proposigao 2.8.1 sera utilizada nos estudos das concavidades dos gréaficos das

fungoes hiperbdlicas secante e cossecante, e sua demonstragao encontra-se no apéndice B.

2.8.2 Representacao gréafica da funcao seno hiperbdlico

Seja xg € Disenh(-)]. Calculemos para senh(-), m(zo) quando existir. Segue de
2.180 que:

senhz — senhzg (2.183)

m(zp) = lim
T—T0 Tr — 2o
Aplicando o item 2 do coroldrio 2.4.6 e a propriedade do limite do produto!! em 2.183,
teremos:

10Veja 0o ANEXO C
1Veja o ANEXO B
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2senh 5% cosh £k

m(zg) = lim
T—xo r — g
senh =0 T+
= lim ——2—. lim cosh 4 (2.184)
T—TQ % T—T0
T — o . , T+ X . ,
Fazendo y = ,acarreta lim y =0, edey’ = , teremos lim y = xy. Logo, do

T—T0 T—T0
Teorema do Limite da Substituicao, do Limite Fundamental da Trigonometria Hiperbdlica,

de 2.177 e de 2.184, teremos:

m(zg) = l.coshzg

= coshxy. (2.185)

Como zx foi tomado arbitrario e a funcao cosseno hiperbdlico esta definida para
todo nimero real, substituindo xy, em 2.185, por x, para a funcao seno hiperbdlico pode-se

escrever:
Vo € R,m(x) = coshz. (2.186)

Analisemos a concavidade do gréfico de senh(-) em R,. Seja I C Ry e zg no
interior de I. De 2.186, a equagao da reta tangente ao gréfico de senh(-) em P(x,senh(xg))

é:
y = coshxg.(x — o) + senhzy. (2.187)

Suponha que o gréafico de senh(-) tenha concavidade para baixo em I. Assim, segue de

2.187 e por definicao, que para todo x € I e x # xg:
coshzg.(x — xg) + senhzy — senhx > 0.

Absurdo, pois sendo x( no interior de I, existe x € I com x > x¢, o que contradiz o Teorema
2.7.1. Como I foi tomado arbitrario, conclui-se que o grafico de senh(-) tem concavidade
para cima em R, e concavo para baixo em R_, ja que a fungao seno hiperbdlico é impar.
A figura 2.20 ilustra o grafico de senh(-) e a reta de equacao x —y = 0, que é sua tangente
em (0,0).
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Figura 2.20:

Fonte: Autor

2.8.3 Representacao grafica da funcao cosseno hiperbdlico

Seja cosh(-), a func@o cosseno hiperbodlico e xy € D|cosh(-)]. Calculemos para

cosh(-), m(zg) quando existir. Segue de 2.180 que:

coshx — coshzg

m(zy) = $1Lr£10 pra—— (2.188)
Aplicando o item 4 do corolario 2.4.6 em 2.188, teremos:
2senh =% senh%to
m(xg) = lim 2 2
T—2x0 r — I
senh =0
= lim 22 Jim senh T (2.189)
T—T0 _— T—T0

x
0, acarreta lim y = 0. Logo, do Teorema do Limite da Substituicao,
T—xTQ

do Limite Fundamental da Trigonometria Hiperbdlica e de 2.189, teremos:

Fazendo y = ‘

m(zg) = l.senhx

= senhzy. (2.190)

Como z( foi tomado arbitrario e a func¢ao seno hiperbédlico possui dominio R,

substituindo xg, em 2.190, por z, para a funcao cosseno hiperbédlico pode-se escrever:
Vo € R, m(x) = senhz. (2.191)

Analisemos agora a concavidade do grafico de cosh(-) em Ry. Seja I C R, e xy no
interior de /. De 2.191, a equagdo da reta tangente ao grafico de cosh(-) em P(xg, cosh(xy))

é:

y = senhxg.(x — ) + coshzy. (2.192)
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Suponha que o grafico de cosh(-) tenha concavidade para baixo em I. Assim, segue de

2.192 e por defini¢do, que para todo = € I e = # xg:
senhzy.(x — o) + coshzy — coshx < 0.

Absurdo, pois sendo xy no interior de I, existe x € I com = > x(, 0 que contradiz o
Teorema 2.7.2. Como I foi tomado arbitrario, conclui-se que o grafico de cosh(-) tem
concavidade para cima em R, , portanto, concavo para cima em R, ja que a fungao cosseno
hiperbdlico é par. A figura 2.21 ilustra o grafico de cosh(-), suas tangentes t’ e t” nos

pontos de abscissas In(v/5 + 2) e In(v/5 — 2), respectivamente, e sua tangente horizontal
y=1.

Figura 2.21:

Fonte: Autor

2.8.4 Representacao grafica da funcao tangente hiperbdlica

Seja a fungao tgh(-) dada pela defini¢ao 2.5.3 e zy € D[tgh(-)]. Calculemos para
tgh(-), m(zo) quando existir. Segue de 2.180 que:

. tghz — tghz
m(zg) = lim =———.

2.193

Aplicando o item 2 do corolédrio 2.4.7 em 2.193, teremos:

senh(x — zg)

= 1
m(zo) v coshzg.coshz.(x — x¢)
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. senh(z —xq) .. 1 . 1
= lim ——— . lim . lim
z—xo T — X z—wo coshxy z—zo coshz
B 1 1
~ “coshzy coshzg
= sech’z. (2.194)

Como x4 foi tomado arbitrario, e a funcao secante hiperbdlica possui dominio R,

substituindo zg, em 2.194, por z, para a funcao tangente hiperbdlica pode-se escrever:
Vo € R,m(z) = sech’z. (2.195)

Analisemos a concavidade do gréfico de tgh(-) em R_. Seja I C R_ e xy no interior

de I. De 2.195, uma equacao da reta tangente ao grafico de tgh(-) em P(zo,tgh(zo)) é:
y = sech’®zq.(x — ) + tgha,. (2.196)

Suponha que o gréfico de tgh(-) tenha concavidade para baixo em I. Assim, segue de

2.196 e por definicao, que para todo x € I e x # xg:
sech’®zg.(x — ) + tghzy — tgha > 0.

Absurdo, pois sendo zy no interior de I, existe x € I com zy < x < 0, o que contradiz
o Teorema 2.7.3. Como [ foi tomado arbitrario, conclui-se que o grafico de tgh(-) tem
concavidade para cima em R_, portanto, concavo para baixo em R, , ji que a funcao
tagente hiperbdlica é impar. A figura 2.22 ilustra o grafico de tgh(-), o par de assintotas

y=—1ey =1 esua tangente de equagao z —y = 0 (m(0) = 1).

Figura 2.22:

Y
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, P

Fonte: Autor
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2.8.5 Representacao grafica da funcao cotangente hiperbodlica

Seja a funcao cotgh(-) dada pela definigao 2.5.4 e xy € D[cotgh(-)]. Calculemos
para cotgh(-), m(xy) quando existir. Segue de 2.180 que:

cotghx — cotghxg

= 1 2.197
m(zo) lim P ( )
Aplicando o item 4 do corolédrio 2.4.7 em 2.197, teremos:
. senh(zg — )
= 1
m(o) P senhzx.senhzg.(z — xo)
. —senh(z —xzg) . 1 , 1
= lim . lim .
T—20 T — Xo z—zo senhz z—=zo senhx
- 1 1
N ‘senhz senhzg
= —cossech?z,. (2.198)

Visto que zy foi tomado arbitrario, e a funcao cossecante hiperbdlica possui
dominio R*, substituindo xg, em 2.198, por z, para a funcao cotangente hiperbdlica

pode-se escrever:
Vo € R*, m(x) = —cossech’z. (2.199)

Analisemos a concavidade do gréafico de cotgh(-) em R%. Seja I C R% e x
no interior de /. De 2.199, uma equagdo da reta tangente ao grafico de cotgh(:) em
P(zg, cotgh(z)) é:

Yy = —cossech2x0.(:v — 1) + cotghxy. (2.200)

Suponha que o grafico de cotgh(-) tenha concavidade para baixo em I. Assim, segue de

2.200 e por defini¢ao, que para todo x € I e x # xg:
—cossech®z.(x — ) + tghzy — cotghz > 0.

Absurdo, pois sendo xq no interior de I, existe € I com 0 < x < xg, 0 que contradiz o
Teorema 2.7.4. Como [ foi tomado arbitrario, conclui-se que o gréafico de cotgh(+) tem
concavidade para cima em R?, portanto, concavo para baixo em R*, ja que a funcao
cotagente hiperbdlica é impar. A figura 2.23 ilustra o gréfico de cotgh(-) para x > 0, a

assintota y = 1 e a reta tangente no ponto de abscissa ln(\/§ +1).
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Figura 2.23:

Fonte: Autor

Ja na figura 2.24 estao ilustrados o gréafico desta funcao para z < 0, a assintota y = —1
e a reta tangente no ponto de abscissa ln(\/§ —1). Observe que as duas retas possuem

inclincao m = —1.

Figura 2.24:

Fonte: Autor

2.8.6 Representacao gréfica da funcao secante hiperbdlica

O esboco do grafico desta funcao requer, primeiramente, que determinemos o
m(zo) desta fungao com z tomado arbitrariamente em D[sech(-)].

Da igualdade da em 2.180, vem:

sechz — sechx

m(xg) = lim
T—x0 r — I
, QSenh%.senh%
= lim

z—z (x — xg).coshx.coshzg



109

, senhfZ%7 senh£etE
m(:zcg) = lim B — 1
0 e z—xo coshx.coshzg
senhzg

“coshxg.coshzg

_ senhzg (2.201)
cosh?zg’ '

Como zg foi tomado arbitrariamente, segue de 2.201 que para todo = € R,

senhx

m(z) = (2.202)

~cosh’z’
Dado que a funcao seno hiperbdlico é bijetora, existe zo € R} tal que senhzy = 2,

isto é, senh®zy = 4 e, consequentemente, cosh®zy = 5. Assim, temos m(xq) = —%. Observe
que m(zg) < 0, logo a reta tangente ao grafico de sech(-) intesecta a eixo OX em a > x,
ou seja, em a > 0. Dai, do fato sech(a) > 0, temos que esse grafico ndo esta abaixo de
todas suas tangentes em [0, +00). Por outro lado, m(0) = 0 e sech(0) =1, isto é, y =1 é
a equagao da tangente ao grafico de sech(-) em x = 0. Mas sech(z) < 1, ou seja, o grafico
de f nao estd acima de todas suas tangentes em R, . Portanto, existe zo € R, em que o
grafico de sech(-) muda a concavidade no ponto de abscissa x.

Verificaremos as condigoes existéncia do limite a seguir:

senhz senhzg

- 2 2
.om(x) —m(xg : cosh“r  cosh’zx
lim m(z) = m(zo) = lim o
T—rx0 Tr — ,I’O T—rxT0 xr — ZL‘O

. cosh?z.senhzy — cosh?zg.senhz
= lim
sz cosh’rg.cosh®z.(z — 2)

, (14 senh®z).senhzg — (1 + senh®z).senhx
= lim

z—o cosh?zg.cosh’x.(z — )

(senhzy — senhz) 4 senh®z.senhz — senh?zy.senha

= lim 5 5
z—o cosh”zg.cosh”z.(z — )
I (senhzy — senhz) + senhz.senhzy(senhe — senhz)

= lim

z—m0 cosh?zg.cosh’z.(z — )

(senhx — senhxy).[senhx.senhxy — 1]

= lim 5 5
z—o coshzg.cosh”z.(z — xo)

senhz — senhxy . senhz.senhzg— 1
= lim . lim

=g T — X z—zo  cosh’zg.cosh’x

senh?zo — 1

= coshzy.
0 cosh?zg.cosh?z,
h?zg — 1
_ s 1’7?? ' (2.203)
cosh”zq
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Visto que coshx > 1 para todo x € R, o limite anterior existe para qualquer seja

o € R. Assim, anulando o limite encontrado em 2.203, teremos para o > 0:
senhzy =1 (2.204)
Resolvendo a equacao 2.204, obteremos:
) =1n(vV2+1).

De sorte que para todo xp > 0 a equagao 2.204 tem solugao unica e o limite em
2.203 existe, a proposi¢ao 2.8.1 garante que em R, o grafico de sech(-) muda a concavidade
em Py (xy,sech(z])), j& que sua existéncia é garantida, e P; é uinico. Dado que a funcao
sech(+) é par, segue do resultado anterior que Po(—x(,sech(-)(—zg)) (o tinico em R_) com
as propriedades de P;. Fazendo zj = —u), teremos x/f = In(y/2 — 1), abscissa de P,
simétrico a P;. Tomemos o intervalo I = (x”,2"). Sumponha que o gréfico de sech(+) tenha
concavidade para cima em I. Segue por definicao que ele estd acima de todas as suas retas
tangentes em I. Absurdo, pois como ja foi visto, a reta y = 1 é tangente a esse grafico em
zo = 0 e sech(z) < 1 para todo x # 0. Logo, o concavidade do gréfico da func¢ao secante
hiperbdlica é para baixo em /. Consequentemente, o grafico de sech(-) tem concavidade
para baixo em (—o0, x() U (z(, +00).

Precisa-se agora determinar as equagoes cartesianas das retas tangentes ao grafico

de sech(-) em xj, e . Observe que de 2.203, tem-se:
cosh®z, = cosh?zf) =2, isto é, coshx), = coshz) = v/2. (2.205)

Segue de 2.202, 2.203 e 2.204 que:
N 1 "o 1 AN "o
m(zy) = 5y m(zg) = 2 e flzp) = flzg) =

Dal, as equagOes das retas t' e ¢ tangentes nos pontos de abscissas z{, e x{, nesta
ordem, sao, respectivamente:
1 1 ,
——=——(z—x)) ou z+2y=In(V2+1)+V2

V2 2
1 1 ” B
y—ﬁza(x—xo) ou z—2y=1In(v2-1)—2

A figura 2.25 finaliza a representacao grafica da fungao secante hiperbdlica apre-

sentando, num mesmo sistema, o par de reta ¢’ e t’, e o grafico da funcao.
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Figura 2.25:
Y

Fonte: Autor

2.8.7 Representacao grafica da funcao cossecante hiperbdlica

Assim, como no caso anterior, serd feito o uso, além da definicao de reta tangente
e concavidade de curva, da proposicao 2.8.1.

Dado que a funcao cossecante hiperbdlica é impar, basta estudar seu grafico em
(0, +00) e, consequentemente, terd suas caracteristicas em R* .

Seja zo € R%. Logo,

cossechx — cossechxg

m(xg) = lim
T—x0 r — Xy

Tog— X To+x
2.senh .cosh

= lim
z—z0 (T — xp).senhx.senhx

senh =% cosh otz
= lim 2 — 2
=10 I=zo senhz.senhzg

2

senh =% cosh o2
= 1 2 li 2
= 1m To—zp - m |\ -
I senhz.senhzx
_ (- coshzxg
"\ senhzg.senhzg
coshxg
= ———. (2.206)
senh”x

Dado que xy é um nimero real positivo qualquer, pode-se substituir em 2.206, x

por x. Com isso, faz sentido calcular o limite a seguir:

coshx coshxg

- 2 2
.om(x) —m(xg ) senh“r  senh“x
lim —( ) (7o) = lim 0
r—x0 T — 2o T—T0 r — Xy

senh?z.coshzy — senh?xy.coshz

= lim 5 3
e=z0  (x — xp).senh”z.senh”xz
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m(z) —m(xg) (cosh?z — 1).coshag — (cosh?zy — 1).cosha

lim ————~ = lim

z—0 T — a0 (z — xo).senh®z.senh’z

r cosh?z.coshxy — coshxy — cosh?zg.coshx + cosha
= lim

o (z — x).senh®z.senh’z

I (coshx — coshzg) + coshx.coshzg.(coshz — coshxg)
= lim

) (z — 20).senh*z.senh’x

’ (coshz — coshxg).(coshx.coshzg + 1)
= lim

o (z — x).senh®z.senh’z

. coshz — coshzy .. coshx.coshzy + 1

= lim . lim 5 5

=10 T — Zo z—zo senh”x.senh”zg

coshzg.coshzg + 1
= senhx. 5 5
senh”zg.senh”z
2

cosh®zg + 1

T (2.207)
3
senh”zq

Como para todo x # 0, senhx # 0, segue de 2.207 que o limite existe, e:

m(x) — m(wo)

Vo € R, lim > 0.

T—T0 T — :L'O
Logo, da proposi¢ao 2.8.1, o gréfico de cossech(:) ndo possui ponto de mudanca de
concavidade em R .

Pelas propriedades do limite infinito e do limite no infinito!?, verifica-se que:

lim = 00, isto é, lim cossechx = +o0 (2.208)
z—0+ senhx z—0+
lim =0, isto é, lim cossechz = 0. (2.209)
z—-+oo senhx z—+00

De 2.208 e 2.209, tem-se que as retas de equagoes r = 0 e y = 0 sao as assintotas vertical
e horizontal, respectivamente.

Portanto, o gréfico de cossech(-) tem concavidade para cima em R’ . Consequente-
mente, concavo para baixo em R*, pois a fun¢ao cossecante hiperbdlica é impar. A figura

2.26 ilustra o grafico de cossech(-) para z > 0 e sua tangente no ponto P[ln(v/2 + 1), 1].

12Veja definicio no ANEXO A, e as propriedades podem ser encontradas em Stewart (2009, v.1).
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Figura 2.26:

Fonte: Autor

E na figura, 2.27 estao o gréfico de cossech(-) para x < 0 e a reta tangente no ponto

P'[ln(v2 — 1), —1].

Figura 2.27:

Fonte: Autor

2.9 Representacao grafica das funcoes hiperbdlicas

inversas

Para representar graficamente as fungoes hiperbdlicas inversas consideraremos o
seguinte fato: seja a fungao f : A — R que possui uma inversa f~!: f(A) — A, os
graficos de f e de f~! sdao simétricos com relacao & reta y = . Dessa forma, a partir do

grafico de cada funcao hiperbdlica, esbogaremos o grafico da sua funcao inversa.

2.9.1 Representacao grafica da funcao seno hiperbdlico inversa

Na figura 2.28, esta ilustrado, em vermelho, o grafico da fungao seno hiperbélico
inversa, obtido a partir do grafico da funcao seno hiperbdlico, cuja ilustracao é pontilhada

e em azul.
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Figura 2.28:

Fonte: Autor

2.9.2 Representacao grafica da funcao cosseno hiperbdlico inversa

Na figura 2.29, estd ilustrado, em vermelho, o grafico da funcao cosseno hiperbélico
inversa, obtido a partir do grafico da fungao cosseno hiperbélico para z € R, , cuja ilustracao

é pontilhada e em azul.

Figura 2.29:

Fonte: Autor

2.9.3 Representacao grafica da funcao tangente hiperbdlica inversa

Na figura 2.30, estd ilustrado, em vermelho, o gréfico da funcao tangente hiperbdlica
inversa, obtido a partir do grafico da funcao tangente hiperbdlica, cuja ilustracao é

pontilhada e em azul.

Figura 2.30:
|

21Y

Fonte: Autor
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2.9.4 Representacao grafica da funcao cotangente hiperbdlica

inversa

Na figura, 2.31, estd ilustrado para x € R%, em vermelho, o gréfico da funcao
cotangente hiperbdlica inversa, obtido a partir do grafico da funcao cotangente hiperbdlica

para x € R7, cuja ilustracao ¢ pontilhada e em azul.

Figura 2.31:

Fonte: Autor

E na figura 2.32 esta ilustrado, também em vermelho, o grafico da funcao cotangente
hiperbdlica inversa para x € R* , obtido a partir do gréfico da funcao cotangente hiperbdlica

para x € R* | cuja ilustracao é pontilhada e em azul.

Figura 2.32:

v

-3

Fonte: Autor

2.9.5 Representacao grafica da funcao secante hiperbdlica inversa

Na figura 2.33, esta ilustrado, em vermelho, o grafico da funcao secante hiperbdlica
inversa, obtido a partir do grafico da fungao secante hiperbdlica, cuja ilustragao é pontilhada

e em azul.
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Figura 2.33:

Fonte: Autor

2.9.6 Representacao grafica da funcao cossecante hiperbdlica in-
vVersa

1,

cossecante hiperbodlica inversa, obtido a partir do grafico da funcao cossecante hiperbdlica

Na figura, 2.34, estd ilustrado para x € R* | em vermelho, o grafico da funcao

para x € R7, cuja ilustracao ¢ pontilhada e em azul.

Figura 2.34:

Fonte: Autor

E na figura 2.35, esta ilustrado, também em vermelho, o grafico da funcao cossecante
hiperbdlica inversa para x € R* | obtido a partir do grafico da fungao cossecante hiperbdlica

para x € R* | cuja ilustracao é pontilhada e em azul.

Figura 2.35:

3 -2 -1 o

Fonte: Autor
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2.10 Aplicacoes da trigonometria hiperbdlica

Com o objetivo de reforcar a importancia do estudo da trigonometria hiperbdlica,

nesta secao serao mostrados alguns casos de aplicacao das funcoes hiperbdlicas na fisica.

2.10.1 Cabos dependurados

A aplicacao mais famosa da trigonometria hiperbdlica é o uso da funcao do tipo
cosseno hiperbélico, que surge na descricao da curva feita por um fio dependurado cujas
extremidades estao presas em dois postes. Essa situagao é semelhante ao problema da
“catenaria”, que foi resolvido no final do século XVII por Gottfried Wilhelm Leibniz e
outros matematicos que, de modo independente, chegaram a mesma solugao. A resolugao
deste problema requer o uso de equagoes diferenciais e pode ser encontrada em Figueiredo
e Neve (1997, p. 39-43).

Suponha um cabo dependurado com suas extremidades presas em dois postes tal
que:

w: peso por unidade de comprimento do cabo;

H: tensdo do cabo no seu ponto mais baixo O(0, 0);

T: tensdao num ponto P(x,y) qualquer do cabo;

0: medida do dngulo da dire¢ao curva (descrita pelo cabo) em P(z,y).

A partir dos dados expostos anteriormente, pode-se afirmar que valem as seguintes

equacoes:
w8 , . VR
1. tgf = N (onde s é o comprimento do arco OP);
w w
2. h (— > = — -5
senh { o 7S

2.10.2 Ondas do mar

A trigonometria hiperbdlica pode ser aplicada também na descricao de uma onda
do mar, como pode ser visto em Stewart (2009, p. 237).
Uma onda do mar de comprimento L cuja velocidade é v que se move através de uma

massa de agua de fundura d pode ter sua descricao modelada pela seguinte equacao

onde g é a aceleracao gravitacional.
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Ressalta-se que além dessas situagoes apresentadas anteriormente, existem
inimeras outras aplicagoes da trigonometria hiperbélica na propria fisica e em outras

ciéncias.

2.11 Analise comparativa: trigonometria hiperbdlica

X trigonometria circular

Ao desenvolver esta pesquisa, pode ser observado o quanto a trigonometria hi-
perbdlica se assemelha a trigonometria circular. A relacao entre as razoes trigonométricas
hiperbélicas tem um comportamento bastante parecido a interagao entre as razoes tri-
gonométricas circulares. Diante disso, objetivou-se fazer uma anélise mais detalhada
das funcgoes trigonométricas hiperbdlicas, comparando-as com as funcoes trigonométricas

circulares.

2.11.1 Funcao seno hiperbdlico X funcao seno circular

Observando as caracteristicas das funcoes trigonométricas seno hiperbdlico e seno
circular, verifica-se que enquanto a segunda possui como imagem o intervalo [—1,1] e é
periddica, a imagem da primeira é R (ainda que as duas sejam fungoes de R em R) e ela

nao é periddica. Porém, ambas sao impares.

2.11.2 Funcao cosseno hiperbdlico X funcao cosseno circular

Note que essas duas funcoes sao pares e possuem o mesmo dominio, que é R.
Porém, enquanto a fungao cosseno hiperbdlico possui imagem (1, +00), a fungao cosseno
circular tem o intervalo [—1, 1] como imagem; por outro lado, a segunda dessas fungoes é

periédica (de periodo 27), j& a primeira é crescente em R, e decrescente em R_.

2.11.3 Funcao tangente hiperbdlica X fungao tangente circular

Observando o que hé de semelhante entre as fungoes tangente hiperbdlica e tangente
2k—1 2K +1
2 72
todo k € Z. Por outro lado, a primeira possui dominio R e imagem I = (—1,1); ja a

2k+1

circular, nota-se que ambas sao impares e crescentes no intervalo , para

segunda possui dominio A ={z € R: 2 # ,Vk € Z} e imgem R. Por fim, tem-se

que a funcao tangente circular é periddica de periodo 7.

2.11.4 Funcao cotangente hiperbédlica X funcao cotangente circular

A anélise paralela entre essas duas funcoes assemelha-se ao caso das fungoes

tangentes. Nota-se que a funcao cotangente circular é periddica de periodo 7 e decrescente
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em [ = (2km, (2k +1)7); ja a funcao cotangente hiperbdlica nao é periddica e, além disso, é
decresente em R* e em R*. Porém, ambas as fun¢oes sao impares. Por fim, o dominio da
fungao cotangente circular é A = {z € R: x # kn,Vk € Z}, e sua imagem é R, enquanto

a funcdo cotangente hiperbdlica possui dominio R* e imagem (—oo, —1) U (1, 400).

2.11.5 Funcao secante hiperbdlica X fungao secante circular

De imediato, nota-se que tais fungoes assemelham-se na paridade, pois ambas
s@o pares, porém enquanto a fungao secante hiperboéliica possui imagem (0, 1], dominio
R e nao é periddica, a funcao secante circular é periddica de periodo 27, sua imagem

2k +1
i ,Vk € Z}. Por fim, a

é (—o0,—1) U (1,400) e seu dominio é A = {z € R: z #
k—1

2
para todo k € Z com k sendo par. Quando k é impar, ocorre o contrario. Ja a funcao

. ) , 2k+1
funcgao secante circular é decrescente em m, k| e crescente em |k, T,

secante hiperbolica é crescente em R_ e decrescente em R, .

2.11.6 Funcao cossecante hiperbdlica X funcao cossecante circular

Observe que as funcoes cossecante hiperbdlica e cossecante circular possuem a
mesma paridade, pois ambas sao impares. Por outro lado, enquanto a primeira delas
tem como imagem e dominio o conjunto R*, o dominio da segunda é A = {x € R: z #
km,¥k € Z} e sua imagem é o conjunto (—oo, —1) U (1, +00). Por fim, a fungao cossecante

hiperbdlica é decrescente em R_ e em R, ja a fungao cossecante circular é periddica de

2 1 2 1
k;— bt T, (k+ 1)7T> para todo k

inteiro e par. Se k for impar, ocorre o contrario.

periodo 2w, é decrescente em (k;7r, 7T:| e crescente {

2.12 Conexao entre funcoes trigonométricas circula-

res e hiperbdlicas

Vimos na primeira metade deste capitulo uma conexao entre a trigonometria
hiperbdlica e a trigonometria circular, e na secao anterior foi apresentada uma analise
comparando as fungoes basicas dessas duas trigonometrias. Nesta secao, iremos apresentar
um estudo da equivaléncia entre as fungoes trigonométricas circulares e hiperbodlicas. Para
tanto, faremos uma restrin¢cao nos dominios das fungoes trigonométricas circulares e
consideremos as fungoes trigonométricas hiperbolicas ja definidas. Tomemos o intervalo

T ) 0 ™ N ,
(—57 §> ou o intevalo A = (—5, O) U (O, §> E para uma melhor compreensao, sera
adotada a notagao g; para uma fungao trigonométrica circular com a restrin¢ao no dominio,

e f; para a funcao trigonométrica hiperbdlica.
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Incialmente, abordaremos as funcoes cosseno hiperbdlico, denotando-a por fi, e
secante circular com restringao no dominio, definindo a fungao g¢.
T

Definicao 2.12.1. A funcao g; : (—5, 5) — R, € definida por:

vy € <_g7 g) ) gl(y) = secy

Da igualdade 2.14 e o fato de que coshO = 1 = sec0, segue-se que para todo
zo € D(f1), existe yop € D(g1) tais que

coshzy = secyp, isto é,  fi(xo) = g1(yo)

Passemos agora ao caso das fungoes seno hiperbdlico, denotada por fs, e tangente
circular, restringindo o dominio e definindo g¢s.
s

Definicao 2.12.2. A funcao g : <—§, g) — R, € definida por:

Yy € (—gg) 92(y) = tgy

Pela igualdade 2.17 e o fato de que senh0O = 0 = tg0, segue-se que para todo
xo € D(fo, existe yo € D(go) tais que

senhzy = tgyo, isto é, fa(zo) = g2(v0)

Tomemos o caso das funcgoes tangente hiperbdlica, que sera denotada por f3 e a
seno circular com restrin¢ao no dominio: dai definamos g3.
T

—) — R, € definida por:

Definicao 2.12.3. A funcdo g3 : <—§, 5

™ T
Vy € (—57 5) , g3(y) = seny

Segue da igualdade 2.18 e o fato de que tghO = 0 = sen0 que para todo
zo € D(f3), existe yp € D(g3) tais que

tghzy = senyy, isto é, f3(zo) = g3(vo)

Abordaremos entao as fungoes cotangente hiperbdlica dentando-a por fy, e

cossecante circular, considerando as restringoes no seu dominio e definindo a funcao gy.
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Definicao 2.12.4. A func¢ao g4 : A — R, € definida por:

Yy € A, g4(y) = cossecy

Dessa forma, pela igualdade 2.19, segue-se que para todo xy € D(f4), existe

Yo € D(g4) tais que

cotghrg = cossecyp, isto é,  fa(xo) = ga(yo)

Estudaremos entao o caso das fungoes secante hiperbdlica, que serd denotada por

f5 e a cosseno circular com restrin¢ao no dominio: dai definamos gs.

T z) — R, € definida por:

Definicao 2.12.5. A funcdo gs : <—§, 5

T T
Vy € (—57 5) . g5(y) = cosy

Segue da igualdade 2.20 e o fato de que sech0 = 1 = cosO que para todo
zo € D(f5), existe yp € D(gs) tais que

sechxzy = cosyy, isto é, fs5(z0) = g5(vo)

Para finalizar, consideremos o caso das fungoes cossecante hiperbdlico, que sera

denotada por fg, e a cotangente circular, restringindo o seu dominio e definindo a funcao

J6-

Definicao 2.12.6. A funcao g : A — R, € definida por:

Vy € A, gs(y) = cotgy

Dessa forma, pela igualdade 2.21, segue-se que para todo xy € D(fg), existe

Yo € D(ge) tais que

cossechxy = cotgyy, isto é, fe(xo) = g6(v0)



Capitulo 3

TRIGONOMETRIA
HIPERBOLICA EM C

Neste capitulo tem-se o objetivo de apresentar a trigonometria hiperbélica no
conjunto dos niimeros complexos. Neste caso, o argumento hiperbdlico considerado sera
um elemento do conjunto C = {x + yi;z,y € R}, onde 2> = —1 e o médulo de z é
|z| = \/ﬁy2 Para mais detalhes sobre o referido conjunto, consulte Carmo, Manfredo
e Wagner (2005).

3.1 Exponencial complexa de base ¢

As férmulas basicas para se calcular a razao trigonométrica hiperbdlica do argu-
mento complexo z = = + yi s@o as mesmas apresentadas no capitulo 2 para o € R. Agora
resta apresentar a exponencial complexa e**¥" na forma X + Y. Em Soares (2001, p. 51)

e em Spiegel et al (p. 43), encontra-se a seguinte definicio para a exponencial ¥

"tV = ¢” (cosy + iseny) (3.1)

Observe que a igualdade 3.1 é motivada pela férmula de Euler e’ = cosf) 4 isenf, que sera,
abordada com mais detalhes posteriormente, e admitindo que e*¥ = e ¥,

A exponencial complexa e* possui as seguintes propriedades!:
Propriedade 3.1.1. Dados z, 29 € C, entao:
P1) e*.e = eat?2;

pP2) —;

P3) — = a2,
) S =

'Essas propriedades podem ser encontradas também em Soares (2001, p. 51)
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Demonstracao. Tome os nimeros complexos z; = x1 + Y11 € 2o = Ty + Yot.

P1) Da iguladade dada em 3.1, segue que:

21 22

e™

e

(&

T1+x2 (
561+232

{
$1+£L“2 [
)

(cosy; + iseny; ).

e(@1ta2)+(y1+yz2)i

z1+22

P2) Da iguladade dada em 3.1, segue que:

P3) Observe que:

Segue de 3.2 e de P2 que

Aplicando P1 em 3.3, vem

1

et (cosy; + iseny; )
1

e™.(cosyy + isenys)

COSY .COSYa — Seny;.senys + i(seny;.cosys + senys.cosy )|

cos(y1 + ye2) + isen(y; + yo)]

COsy; — 1seny

e*1 (cosy; + iseny; )
COsy; — 1seny

—x1

COsy; — 1seny;

“cos?y; — i2sen?y;
- cos(—y1) + isen(—y;)

cos?y; + sen?y,

e—zl—yu'

e .

z1

e _al
e~2 e~2
zZ1
€ _
— =ete
€~2

zZ1

e 621+(—Z2)
e*2

— flTR2
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.(cosyy.cosys + i2.seny; .seny, + iseny.cosys + isenys.cosyy )

(3.2)
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3.2 Razoes trigonométricas hiperbdlicas e circulares
de 2 € C

As razoes trigonométricas hiperbdlicas de um argumento complexo sao expressas
através da exponencial complexa de modo andlogo ao caso em que o argumento é um

nuamero real. Dessa forma, dado z € C, entao:

eF —e? e +e*
senhz = ——— e coshz =
2 2
e —e* senhz
tghe = —— ou tghz = se coshz # 0).
& e* +e* & coshz ( 7 0)
e +e” coshz
cotghz = ———  ou  cotghz = (se senhz # 0).
er —e % senhz
2
sechz = —— ou  sechz = (se coshz # 0).
e +e* coshz
2
cossechz = ————  ou  cossechz = (se senhz # 0).
er —e *F senhz

Observa-se de 3.1 que e* € C para qualquer que seja z € C, consequentemente, a

razao trigonométrica hiperbédlica de um nimero complexo pertence a C.

Lema 3.2.1. Seja z € C, entao:
coshz + senhz = e*.

Demonstracao. Tome z € C, segue por definicao que:

e +e* ef—e"
coshz + senhz = 5 + 5

2e”
2

= e~

Lema 3.2.2. Seja z € C, entao:

coshz — senhz = e ~.

Demonstracao. Tome z € C, segue por definicao que:

coshz + senhz = —
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O]
Lema 3.2.3. Seja z € C, entao:
cosh(—z) = coshz e senh(—z) = —senhz.
Demonstracao. Tome z € C, segue por definicao que:
—z —(=2)
cosh(—2) = e"te 7
2
B ez + e—Z
- 2
= coshz.
Por outro lado,
h( ) e — e~ —z)
senh(—z) =
2
B ef—e’*
B 2
= —senhz.
O]

Observe que do Lema 3.2.1, do Lema 3.2.2 e da propriedade P1, tem-se

(coshz + senhz)(coshz — senhz) = e*.e™
cosh’z —senh’z = "7
= 60
= 1.

Ou seja, a identidade fundamental da trigonometria hiperbodlica vale também para o

argumento complexo.

Proposicao 3.2.1. Dados z1, 2z, € C, entdo:
cosh(zy + z3) = coshzy.coshzy + senhzy.senhzs.

Demonstracao. Tome 21, z9 € C. Assim,

e*1 +2z2 + o
2

cosh(z + z2) = (3.4)
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Pela propriedade P1, segue de 3.4 que

el e + e Al g2

cosh(z + 2z2) = 5 (3.5)
Pelos Lema 3.2.1 e 3.2.2, segue de 3.5 que
1
cosh(z1 + 2z2) = 5[(coshzl + senhzy).(coshzy + senhzsy)
+(coshz; — senhz;).(coshzy — senhzy)]
= coshz;.coshz, + senhz;.senhzs.
[

Proposicao 3.2.2. Dados z1, 2z € C, entdo:

senh(z1 + z3) = senhzy.coshzy + coshzy.senhzs.
Demonstracao. A demonstracao da proposicao 3.2.2 segue de modo analogo a demonstragao
da proposicao 3.2.1. O

Corolario 3.2.1. Dados z1, zo € C, entao:

1. senh(zy — z2) = senhzy.coshzy — coshzy.senhzs;

2. cosh(z1 — z3) = coshzy.coshzy + senhzy.senhzs.

Demonstragao. Tome z1, zo € C. Escreva z; — 25 = 21 + (—22) e, juntamente com o Lema

3.2.3, aplique a proposic¢ao 3.2.2 no item 1 e a proposi¢ao 3.2.1 no item 2. O

O seno hiperbdlico e o cosseno hiperbolico estao definidos para todo z € C,
porém, a mesma afirmacao nao é valida para as outras quatro razoes trigonométricas
hiperbdlicas, e para analisar suas existéncias, é necessario e suficiente que sejam resolvidas

as seguintes equacoes
coshz =0 e senhz=0. (3.6)

A partir dai, obteremos para quais valores de z € C, tghz, cotghz, sechz e cossechz estao

definidas. Assim, seja z € C, isto é, z = x + yi com z,y € R,

1. coshz = 0, se, e somente se,

ef4+e” =0

z —Zz

(& = —¢

622 = _1

e (cos2y +isen2y) = -1 (3.7)
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2k +1
De 3.7, deve-se ter 2z =0 e 2y = (2k+ 1)m, k € Z, isto é, z = (+)7Tz', k€ Z.

2. senhz = 0, se, e somente se,

ef—e* =0
€Z — e*Z
e =1
e* (cos2y +isen2y) = 1 (3.8)
De 3.8, deve-se ter 2o = 0 e 2y = 2kw, k € Z, isto é, z = kmi, k € 7.
Das solugoes das equacoes dadas em 3.6, conclui-se que dado z € C, entao:
2k +1
1. tghz e sechz existem se, e somente se, z # #i, para todo k € Z;
2. cotghz e cossechz existem se, e somente se, z # ki, para todo k € Z.
Observe agora que da propriedade P1, tem-se:
ez+27ri — 62.627”;
= e”.(cos2m + isen2m)
= € (3.9)
e
ez—l—ﬂi _ GZ.GM
= ¢e°.(cosm + isent)
= —€°. (3.10)
Segue da propriedade P2 e, de 3.9 e de 3.10, respectivamente que:
eTFTI = e? (3.11)
eFT = —e® (3.12)

Logo, de 3.9 e de 3.11, teremos:

cosh(z + 2mi) = coshz e  senh(z 4 27i) = senhz;

sech(z + 2mi) =sechz e  cossech(z + 27i) = cossechz;
e, de 3.10 e de 3.12, teremos:

tgh(z + mi) =tghz e  cotgh(z + mi) = cotghz.
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Portanto, o seno, o cosseno, a secante e a cossecante hiperbdlicos sao peridédicos
em C com periodo 27i, enquanto que a tangente e a cotangente hiperbdlicas também sao
periddicas em C, porém com periodo 7.

Motivado pelas formulas de Euler

COST = ———— € senr = ———, (3.13)

que serao abordadas na proxima secao, define-se as razoes trigonométricas circulares de

z € C, da forma a seguir:

%1 —iz

senz = % ou  senz = —isenh(z7).
cosz = # ou  cosz = cosh(zi).
tgz = % ou tgz= —i% (se cosh(zi) # 0).
cotgz = i% ou cotgz = % (se senh(zi) # 0).
secz = ﬁ ou  secz = cosh(21) (se cosh(zi) # 0).
cossecz = ezi_Q—ie_zi ou  cossecz = m (se senh(zi) # 0).

Da defini¢ao da trigonometria circular em C, teremos:

cos’z 4+ sen’s = cosh®zi + (—isenhzi)?
= cosh®zi + i%senh®zi
— cosh?zi — senh?zi

= 1.

Ou seja, a identidade fundamental da trigonometria circular é valida para o argumento

complexo.

Proposicao 3.2.3. Dado z € C, entao:
1. cos(—z) = cosz;
2. sen(—z) = —senz

Demonstracao. Tome z € C.
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1. segue da definicao, que:

cos(—z) = cosh(—zi)
= coshzi

= cosz;

2. teremos também, por definicao, que:

sen(—z) = —isenh(—z1)
= —i(—senhzi)
= —(—isenzi)

= —senxz.

O
Proposicao 3.2.4. Dados z1, 2z € C, entdo:
sen(z1 + 2z9) = senzy.coszy + Senzy.coszy;
cos(z1 + z3) = €08z1.C08z3 — Senzy.coszs.
Demonstracao. Tome zq, z5 € C:
1. segue da definicao, que:
sen(z; + 2z2) = —isenh(z; + 23)i
= —isenh(zi).coshzei — isenh(zy7).coshzyi
= Senz1.CoSzy + Senzo.CoSzy;
2. também, por defini¢ao, teremos:
cos(z1 + z2) = cosh(z; + 23)i
= cosh(zi).coshzyi + senh(z17).senhzqi
= cosh(zi).coshzyi — (—isenhz;i).(—isenhzqi)
= CO0SZ1.COS29 — S€nzy.senzy;
[

Corolario 3.2.2. Dados z1, 25 € C, entao:
sen(z1 — z9) = S€NZ1.C0SZy — SE€NZy.C0S21;

cos(z1 — z3) = €08z1.C0825 + Senzy.coszs.
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Demonstragao. Tome z1, zo € C. Escreva z; — 29 = 21 + (—22) e aplique convenientemente

em cada item dessa proposicao as proposicoes 3.2.3 e 3.2.4. O]

Para avaliar a existéncia da tgz, cotgz, secz e cossecz com z € C é necessario

obter as solugoes das equagoes a seguir:
cosz=0 e z=0. (3.14)

1. Seja z € C, entao cosz = 0, se, e somemnte se:

coshzi = 0
, 2k +1)m .
2 = ————1
2
2k
z = —( + 1)7T.
2
2. Seja z € C, entao senz = 0, se, e somente se:
senhzi = 0
2zt = kmi
z = km.

Das solugoes das equacoes dadas em 3.14, tem-se que dado z € C, entao:

2k + 1)m

1. tgz e secz existem se, e somente se, z # 5

, para todo k € Z,;
2. cotgz e cossecz existem se, e somente se, z # km, para todo k € Z.

Veja que dado z € C, teremos:

cos(z +2m) = cosz.cos2m — senz.sen2mw
= cosz (3.15)
e
sen(z 4+ 2m) = senz.cos2w + sen2m.cosz
= senz. (3.16)
Além disso,
cos(z 4+ m) = cosz.cosT — senz.senm

= —Cosz (3.17)
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sen(z+m) = senz.cosmw + senm.cosz

= —senz. (3.18)
Segue de 3.15 e 3.16, que
sec(z + 2m) =secz e cossec(z + 2m) = cossecz,
e de 3.17 e 3.18, conclui-se que
tg(z+m) =tgz e cossec(z + m) = cotgz,

Logo, assim como em R, em C, o seno, o cosseno, a cossecante e a secante sao
periddicos de periodo 27, enquanto que a tangente e cotangente também sao periddicas,
mas com periodo 7.

Além disso, verifica-se que a periodicidade na trigonometria circular e na trigono-
metria hiperbdlica apresenta uma notavel semelhanca: em ambas, o periodo p é tal que
|p| = 27 ou |p| = 7, diferenciando apenas que na primeira, p € R e na sengunda, p é um

nimero imédgindrio puro (parte real de p é 0).

3.3 Formulas de Euler

No inicio do capitulo 2, foi mencionado que Euler deduziu as identidades 3.13.
E para deduzir essas identidades, Euler utilizou as séries de Maclaurin? para as funcoes

elementares e, senx e cosz, com x € R (MAOR, 1994). As séries sdo dadas por:

e S
I TR I I (319
2 at af
cosr = 1—§+E—a+'-- (3.20)
O - S S S
¢ = l+-+ 5+ o+t o+ (3.21)

w203 4 50 6 7!

As séries de Maclaurin e as demonstracoes das igualdades 3.19, 3.20 e 3.21 podem ser
encontradas em Stewart (2009, v.2, p. 752 - 64). Substituindo z por iz na identidade 3.21,
teremos:

(iz)  (iz)* | ()  (2)'  (2)°  (i2)°  (i2)7

T T T TR - A TR T )

2Colin Maclaurin, matematico Escocés que viveu de 1698 a 1746 (BOYER e MERZERBACH, 2012, p.
283).

e = 1+
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Agora observe que:

Logo, a partir de 3.22, teremos:
iz e R L

Reagrupando a série obtida em 3.23 de forma que os termos reais fiquem separados dos

termos imaginarios, vem:

i 2?2zt 2 Sz 2 2 AT
€ :<1—§+I—a+"')+Z.(ﬂ—§+a—ﬁ+"'). (324)
De 3.19, 3.20 e 3.24, chegara a:

e = cosx + i.sen. (3.25)

A igualdade 3.25, como ja foi dito antes, também é conhecida como férmula de Euler e,
nela substituindo ¢z por —iz e lembrando que as fung¢oes trigonométricas circulares seno e

cosseno sao fmpar e par, respectivamente, tera:
e = cosw — i.senx. (3.26)
De 3.25 e de 3.26, teremos as igualdades 3.13, que sao equivalentes as seguintes:

cosh(xi) = cosx e senh(zi) = i.senz. (3.27)

3.4 Calculo das razoes trigonométricas hiperbdlicas

e circulares x + yi

Nesta secao, o objetivo é determinar as razoes trigonométricas hiperbdlica e
circular de x + yi em termos de x e de y. Para tanto, serao aplicados resultados obtidos
anteriormente neste capitulo. Primeiramente, serda abordada a trigonometria hiperbdlica.

Iniciaremos por cosh(x + yi) e senh(z + yi).
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Seja o numero complexo x + yi com z,y € R. Da proposicao 3.2.1, teremos:

cosh(z 4+ yi) = coshx.cosh(yi) + senhx.senh(yi). (3.28)

Segue de 3.27 e 3.28 que:
cosh(x + yi) = coshzx.cosy + isenhz.seny. (3.29)

Por outro lado, da proposicao 3.2.2, teremos:

senh(x +yi) = senhz.cosh(yi) + coshz.senh(yi). (3.30)

Segue de 3.27 e 3.30 que:
senh(x +yi) = senhz.cosy + icoshz.seny. (3.31)
Considere o caso x+yi # Wz’, para cada k € Z. Logo, tgh(x+yi) e sech(xz+yi)

existem; dai, pelas identidades 3.29 e 3.31, teremos:

senhx.cosy + icoshx.seny

tgh ) =
gh(z +yi) coshz.cosy + isenhx.seny

1
coshz.cosy + isenhz.seny

sech(z +yi) =

Agora considere x + yi # kmi, para todo k € Z. Dessa forma, cotgh(x + yi) e

cossech(x + yi) existem; dai, pelas identidades 3.29 e 3.31, teremos:

coshx.cosy + isenhx.senhy

cotgh(rx +yi) = ;
gh(z + yi) senhx.cosy + icoshz.seny

1
senhx.cosy + icoshz.seny’

cossech(z +yi) =

Passemos agora ao estudo da razao trigonométrica circular do niimero complexo

x + yi. Pelo item 2 da proposicao 3.2.4, teremos:

cos(x +yi) = cosx.cos(yi) — senx.sen(yi)

= cosz.cosh(yi.i) — senz.[—isenh(yi.i)]

= cosz.cosh(—y) — senx.[—isenh(—y)]

= cosz.coshy — isenz.senhy.

(3.32)
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Por outro lado, do item 1 da proposicao 3.2.4, teremos:

sen(z +yi) = senhx.cos(yi) + cosz.sen(yi)
= senx.cosh(yi.i) + cosz.[—isenh(yi.i)]

= senz.coshy + icosz.senhy. (3.33)

2k+1)m
2

Considere o caso z + yi # , para todo k € Z. Logo, tg(z + yi) e sec(z + yi)

existem; dai, pelas identidades 3.32 e 3.33, teremos:

senx.coshy + icosx.senhy

tg(x +yi) = -
&l i) coszx.coshy — isenx.senhy

1
cosz.coshy — isenz.senhy

sec(x +yi) =

Agora considere = + yi # km, para todo k € Z. Dessa forma, cotg(x + yi) e

cossec(x + yi) existem; dai, pelas identidades 3.32 e 3.33, teremos:

cosz.coshy — isenx.senhy

cot ) =
otg(z + yi) senx.coshy + icosz.senhy

1

senz.coshy + icosz.senhy

cossec(x +yi) =
Note que dado z € R, tem-se por exemplo,
—1 < coszr < 1.
Por outro lado, tomando z = 27 + yi, segue de 3.32,

cos(x + yi) = cos2m.coshy — isen27w.senhy

= coshy,

isto é, cosz > 1, pois a imagem da fungao cosseno hiperbdlico é [1,+o00). E tomando
z = T + yi, conclui-se, de forma semelhante, que senz > 1.

Analisando as razoes trigonométricas hiperbdlicas e circulares em C, verificou-se
que existe uma rel¢gao bastante estreita entre essas duas trigonometrias, pois em ambos
0s casos, uma razao trigonométrica qualquer é expressa por uma combinacao de razoes

trigonométricas de argumentos reais das duas trigonometrias.



CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertagao, elaboramos um texto a respeito da trigonometria hiperbdlica
para alunos de iniciacao cientifica, especificamente, e, também, para professores do ensino
médio. A meta principal é desenvolver esse texto apoiando-se somente em recursos
elementares da matematica. Na construcao da trigonometria hiperbélica em R, foi
utilizado apenas recursos basicos de geometria analitica, geometria plana e nogoes bésicas
de limites de sequéncias e de fungoes reais. No que concerne ao estudo analitico e gréafico
das funcgoes trigonométricas hiperbdlicas, tem-se que o primeiro caso desenvolveu-se
sem a interferéncia de derivada, isto é, de forma completamente elementar; ja o segundo
caso demandou recursos matematicos um pouco mais avancados, pois foram utilizados
limite de funcgoes reais e o conceito de reta tangente ao grafico de uma fungao. Quanto a
abordagem da trigonometria hiperbélica em C, foram utilizadas séries de poténcias.

Pode-se dar continuidade ao estudo da conexao entre a trigonomemtria hiperbdlica
e trigonometria circular haja vista que 3 define a funcao gudermanniana de «, que em
notagdo se escreve gd(a) = . Além disso, dar continuidade ao estudo das fungoes
hiperbdlicas inversas como, por exemplo, suas propriedades.

Portanto, acreditamos que os resultados apresentados nesta dissertagao venham
contribuir para o enriquecimento matematico tanto de alunos do ensino médio que estejam
envolvidos em projetos de iniciacao cientifica quanto de professores de matematica do

ensino médio.
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APENDICE A - Representacao grafica das

funcoes seno e cosseno hiperbolicos como

soma e diferenca de funcoes

Nesta secao tem-se o objetivo de construir os graficos das fungoes seno e cosseno
hiperbdlicos de maneira alternativa, a partir dos graficos de duas funcoes exponenciais
bésicas.

Inicialmente, considere os graficos das seguintes fungoes reais:

fi: R—R fo:R— R
1 1

T +— —e” T —s —e %
2 2

Por outro lado, os graficos de f; e f; sao obtidos a partir dos graficos das

xT

exponenciais elemtares e e e”*, respectivamente, aplicando uma contracao de fator 0.5 na

ordenada do par ordenado dessas fungoes. A figura 3.1 mostra os graficos, em vermelho, de

x T

e’ e, em azul, de 0.5¢”; e a figura 3.2 ilustra os graficos de e, em vermelho, e de 0.5¢77%,
em azul.

Obsereve que a funcao seno hiperbdlico é dada por f; — f. Tome entao, os

_Figura 3.1: ' ' ~Figura 3.2:

g
R Y AN S N G S P

1
1
1
1
1
r
1
I
1
1
1
1
1
-
1
1
1
|
1
1

P R Ty A ——

0 1

Fonte: Autor Fonte: Autor
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gréficos de f e de fo num unico sistema de coordenadads cartesianas e, aplicando o método
do feixe de retas paralelas ao eixo OY', obteremos, para x > 0, o grafico f; — fo, que é
a representacao grafica de senh(z) para x > 0. As figuras 3.3 e 3.4 ilustram o processo.
Na figura 3.3, o segmento A;B; sobre a reta x = a ¢é tal que A; pertence ao grafico de
f1 e A;B; = fo(a). Dessa forma, temos que B; pertence ao grafico de fi — fs, isto é, B;
é um ponto do gréfico de senh(-). Observe que ao passo que o valor de z aumenta, B;
se aproxima de da A;. Ou seja, o tracado do grafico da fung¢ao seno hipebdlico tende a
coincidir com a representacao gréafica de f;. Por fim, na figura 3.4, tem-se o tracado do

grafico de senh(-) para z > 0, como ja foi dito anteriormente.

Figura 3.3: Figura 3.4:
y Y
A 3 3
B 3 3
2 A, 2 2
}K 1B12 é ) 12]
B 1 1
jod ééa
/A &3 A o
_ A | 14
1 _/ISB B ’ /’l s
Eﬁ'ffeaBa i ﬁ'@ﬁ
>ef 4 >ef B
5‘53\4\\\\ ;53\4\\\__
ol [ AR 0 4 T
0 X 0 X
Fonte: Autor Fonte: Autor

Para a conclusao do esboco do grafico da funcao seno hiperbélico, recordemos
que essa é uma fungao fmpar, ou seja, os pontos P;(z,senhz) e Py(—z,senh(—z)) sao
simétricos com relagao a O(0,0). Veja as figuras 3.5 e 3.6, onde nessa tltima estd, o esbogo
final.

Figura 3.5:
Y

Bii3
2 9
12|

é1 ’

Figura 3.6:
Y]

Fonte: Autor Fonte: Autor
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Agora veja que a funcao cosseno hiperbélico é dada por f; + fo. Assim, tome
os graficos de f; e de f, num unico sistema cartesiano. Novamente, aplicando o método
do feixe de retas paralelas ao eixo OY', obteremos, para = > 0, o grafico de f; + fs. As
figuras 3.7 e 3.8 ilustram os processos. Na figura 3.7, o segmento A;B; sobre a reta x = a é
tal que A; pertenca ao grafico de f; e A;B; = fa(a). Dessa forma, conclui-se que B; é um

ponto do gréfico de fi + f, isto é, B; pertence ao grafico de cos(-). Por fim, na figura 3.8,

tem-se o tracado do grafico de f para x > 0. Para concluir o esboco do grafico
Figura 3.7: Figura 3.8:
Y A
e
. 4/
I
Rl
B,Bﬁﬁa%'ﬁé /‘4
144 X/,é
X E
% 4
|54
o]
5 0 0|5 ‘ 115 -05 : 0 0[5 15
Fonte: Autor Fonte: Autor

da funcao cosseno hiperbdlico, recordemos que essa ¢ uma fungao par, isto é, os pontos
Py (x,coshr) e Py(—x,cosh(—x)) sd simétricos com relagdo ao eixo OY. Veja as figuras

3.9 e 3.10; nessa ultima figura esta o esbogo final.

Figura 3.9: Figura 3.10:

Fonte: Autor

Fonte: Autor



APENDICE B - Demonstracao da proposicao
2.8.1

Como foi visto, a proposicao 2.8.1 é de fundamental importancia para o esbogo

dos gréficos das fungoes secante hiperbodlica e cossecante hiperbdlica. Neste topico iremos

demonstra-la, para tanto, precisamos da seguinte proposicao.

Proposicao 3.4.1. Sejam f: D(f) C R — R wma fun¢ao real e o intervalo I C D(f):

1.

se o grdfico de f tem concavidade voltada para baixo em I, entao, para quaisquer

x1, T € I tais que x1 < T2, m(xs) < m(xy);

se o grafico de f tem concavidade voltada para cima em I, entao, para quaisquer

x1, Ty € I tais que 1 < To, m(x1) < m(xs)

Demonstracao. A prova sera feita para o caso 1, e a demonstracao do caso 2 segue de

modo analogo.

1.

Seja I C D(f), e o grafico de f tem concavidade voltada para baixo em I. Por
definigao, para todo x € I, existe m(x), ja que esse grafico deve estar abaixo de
todas suas retas tangentes em I.

Tome x1, x5 € I tais que x1 < xo, isto é, x1 — x5 < 0. Sejam as retas r; e 7y de

inclinagoes m(x1) e m(zy), cujas equagoes sao:

riiy = mxy)(z—ax1) + fx) (3.34)
re iy = mlre)(r — x2) + f(r2) (3.35)

Dado que o grafico de f tem concavidade voltada para baixo em I, e x1 # o,
temos por defini¢ao, que o ponto Py (1, f(x1)) estd abaixo do ponto P| sobre ry cuja
abscissa é xq, assim como Py(xq, f(22)) estd abaixo de Pj cuja abscissa é xo. Dessa

forma, segue de 3.34 e 3.35, que:
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De 3.36 e 3.37, teremos:

m(za)(xy — x) + m(zy)(xe — 1) >

0
m(z2)(zr1 — xa) — m(xy)(z1 —22) > 0
0

[m(xs) — m(z1)] (1 — xa) > (3.38)
Da hipdtese x1 — x5 < 0 e de 3.38, teremos:
m(zy) —m(zy) < 0
m(ze) < m(xy).
O

Agora, enunciaremos e demonstraremos a proposicao 2.8.1.
“Seja f uma funcao real e I C D(f) tal que para todo x € I, existe m(z). Se xg é a abscissa
de um ponto onde o grafico de f muda a concavidade, entao, se o limite
m(x) —m(zo)

lim
T—T0 T — 2o

existir, ele deve ser nulo.”
Demonstragao. Sejam a funcgao f e xg € I C D(f) tais que existe o limite a seguir

() - mian)
T—rx0 T — xo

(3.39)

em que x( ¢ a abscissa do ponto onde o grafico de f muda a concavidade. Sejam também
os intervalos I = [a, zo] e Iy = [xg, b] ambos contidos em I. Segue da hipdtese, que para
todo x € I; U I, existe m(x). Suponha, sem perda de generalidade, que o grafico de f
tenha concavidade para cima em [; e, consequentemente, seja concavo para baixo em Is.

Assim, pela proposicao 3.4.1, para cada x € I;, m(x) < m(x), isto é:

m(x) — m(xzg)

4
pr— >0 (3.40)
e para todo x € Iy, m(x) < m(xo), isto é:
m(z) — m(o) <0. (3.41)

r — X



Pelo Teorema 3.4.4, segue de 3.40 e 3.41, respectivamente, que:

m(x) —m(wo)

lim > 0
T—x0~ r — 29

LG L1 CL) R
=zt T — X

Por outro lado, de 3.39, segue do teorema dos limites laterais®, deve-se ter:

mln) =m0 _ (@) = mlz)
T—x0 " T — X r—xgt T — X

Conclui-se de 3.42, 3.43 e 3.44 que:

i @) = mlz0) _
T—To T — To

3esse teorema no ANEXO C
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ANEXO A - Definicao de limite de funcoes

reals

Serao apresentadas algumas das definigoes de limte de uma funcao real, que podem
ser encontradas em Leithold (1994, v.1), de Stewart (2009, v.1), Bartle e Sherbert (2011)
ou Lima (2004, v.1).

Definigao 3.4.1. (Defini¢ao de Limite) Sejam A C R, f : A — R e possivelmente

a € A, dizemos que limite de f(x) quando x tende para a € L, e escrevemos

lim f(z) = L,

r—a

quando para todo € > 0 dado arbitrariamente, existe § > 0 tal que
reA0<|r—a|l<d=|f(z)—L|<e (3.45)

Definigao 3.4.2. (Limite lateral a esquerda) Sejam A C R, f: A — R e possivelmente

a € A, dizemos que limite de f(x) quando x tende para a pela esquerda € Ly, e escrevemos

lim f(.T) = L17

r—a—

quando para todo € > 0 dado arbitrariamente, existe 0 > 0 tal que
reAa—d<z<a=|f(x)— Li| <e (3.46)

Defini¢ao 3.4.3. (Limite lateral a direita) Sejam A C R, f: A — R e possivelmente

a € A, dizemos que limite de f(x) quando x tende para a pela direita é Ly, e escrevemos
lim f(l') = LQ?
z—at

qundo para todo € > 0 dado arbitrariamente, existe 6 > 0 tal que

reAa<zr<a+d=|f(x)— Lo <e. (3.47)
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Definicao 3.4.4. (Defini¢ao de Limite no Infinito Positivo)Sejam A C R ilimitado
superiormente e f : A — R. Dizemos que o limite de f(x) € L quando x tende para +oo,

€ escrevemnos

lim f(x) =1L,

r—+-+00

quando para todo € > 0 dado arbitrariamente, existe K > 0 tal que
reAx>K=|f(r)—L|<e (3.48)

Defini¢ao 3.4.5. (Defini¢ao de Limite no Infinito Negativo)Sejam A C R ilimitado
inferiormente e f : A — R. Dizemos que o limite de f(x) é L quando x tende para —oo,

€ ESCTevemos

lim f(z) =1L,

T—r—00

quando para todo € > 0 dado arbitrariamente, existe K < 0 tal que
reAr<K=|f(x)—L|<e (3.49)

Definigao 3.4.6. (Definicao de Limite Infinito Negativo) Sejam A C R, f: A — R
e possivelmente a € A. Dizemos que f(x) tende para —oo quando x tende para a e

ESCTeVEmMOos

lim f(z) = —o0,

quando para todo N < 0 dado arbitrariamente, existe 6 > 0 tal que
reA0<|r—al<d= f(x) < N. (3.50)

Defini¢ao 3.4.7. (Definicao de Limite Infinito Positivo) Sejam A C R, f: A — R
e possiwelmente a € A. Dizemos que f(x) tende para +o00 quando x tende para a e

ESCTevemaos

lim f(z) = +o0,
T—ra

quando para todo N > 0 dado arbitrariamente, existe 6 > 0 tal que

reA0<|r—al<d= f(z)> N. (3.51)



ANEXO B - Propriedades basicas de limite
de funcoes reais - operacoes
As quatro propriedades referentes ao limite de uma funcgao real apresentadas a

seguir podem ser encontradas na obra Anélise Real de Lima (2004, v.1, p.64). Para

aprofundamento no estudo de limite, o leitor podera consultar a referéncia citada anterior-

mente.
Sejam A C R, f,g : A — R e possivelmente a € A com lim f(z) = L; e
Tr—a
lim g(z) = Lo, entao:
r—a
i) il_rf}l[f(x) +9g(x)] = L1 + Lo;

i) lim[f(z) = g(z)] = Ly = L.

i) Tl f(e) - g(o)] = L I

o f@) L

lim —= = — L 0.
ZU) ml_I)l’(ll Q(QJ) L27 S€ Lo 7&
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ANEXO C - Teoremas de limte de funcoes

reals

Os trés primeiros teoremas apresentados a seguir podem ser encontrados junta-
mente com suas demonstragoes em Leithold (1994, v.1) ou em Stewart(2009, v.1). Ja o

quarto teorema pode ser localizado em Lima (2007, v.1, p. 219-20), localizando o exercicio

18.

Teorema 3.4.1. Sejam A C R, f: A — R e possivelmente a € A. Se o limite de f(x),

quando x tende para a, existe, ele € unico.

Teorema 3.4.2. Dados A C R, f: A— R e possivelmente a € A, entdo:

lim f(z) =L <= lim f(z) =L = lim f(x) (3.52)

T—a T—a~ z—at

Teorema 3.4.3. (Teorema do Confronto) Sejam f, g e h, fungdes de dominios contidos
em R que se intersectam num intervalo aberto I possivelmente contendo a. Se f(x) <

g(x) < h(x) para todo x pertencente a I, e se

lim f(z) = limh(z) = L

r—a T—a

entao

lim g(z) = L.

Tr—a

Teorema 3.4.4. Sejam f e g, funcoes de dominios contidos em R que se intersectam
num intervalo aberto I contendo possivelmente a. Se f(x) < g(x) quando x estd préximo

de a e os limites de f(z) e g(x) existem quando x tende para a, entao

lim f(z) < lim g(z).

T—ra r—a

Teorema 3.4.5. (Teorema da Substitui¢ao) Sejam X, Y CR, f:R—R, g: Y — R
com f(X)CY. SeVx € X ebeY tem-se lim f(z) = b, lirrég(y) = c e, além disso,
T—a y—
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f(z) #bVr € X —{a}, entdo
lim g(f(z)) = c.

T—a

Demonstracao. Da hipotese lirr}) g(y), segue pela defini¢ao 3.4.1 que dado € > 0, existe
Yy—r

0" > 0 tal que
0<ly—bl<d =lgly) — | <e. (3.53)
Visto que f(z) € YVz € X, segue de 3.53 que
0<[f(x) —bl <" = lg(f(x)) —c| <e. (3.54)

Por outro lado, das hipdteses f(z) # b Vo € X — {a} e lim f(z) = b, tem-se que para o ¢’
T—a

encontrado em 3.53, exite 0 > 0 tal que
O<|r—al|<d=0<|f(x)—b <0 (3.55)

Observe que € foi tomado arbitrario; logo, de 3.55 e 3.54, por transitividade, conclui-se

que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
O0<|z—al<d=|g(f(x)) —c| <e.
Portanto, pela defini¢ao 3.4.1,

lim g(f (x)) = c.

T—ra



