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Resumo

Este trabalho foi desenvolvido com o objetivo de fazer uma anélise temporal de algumas
circunstancias reais do municipio de Ipora, usando a modelagem matemaética, a Inter-
polacao e o Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos. Aportes tedricos
referentes aos métodos propostos sao apresentados com a finalidade de aprimorar os
conhecimentos sobre os assuntos. As aplicacoes foram realizadas tomando como exem-
plos situagoes presentes no cotidiano da cidade de Ipora, a saber: 6bitos provocados por
cancer, numero de alunos no Ensino Béasico, crescimento da frota de veiculos, Produto
Interno Bruto (PIB), consumo de 4gua e dinamica populacional iporaense. Apos todo
esse processo, concluiu-se que a Interpolacao e o Ajuste de Curvas pelo Método dos
Quadrados Minimos sao dois recursos extremamente tteis para a modelagem de casos,
nos quais seja necessario encontrar funcoes de aproximacao. A anélise temporal, a
partir dessas funcoes, permite fazer estimativas, discutir possibilidades e perspectivas,
gerando uma avaliacao critica para cada episédio estudado. Desse modo, a matematica
e em especial os métodos abordados podem ser artificios para alertar e conscientizar,
auxiliando no despertar de atitudes e politicas de intervencées. O trabalho mostra
ainda que existe aplicabilidade da Interpolacao e do Ajuste de Curvas pelo Método dos
Quadrados Minimos no Ensino Médio, que pode ser enriquecida pela modelagem de

problemas cotidianos.

Palavras-chave
Modelagem Matematica, Interpolacao, Método dos Quadrados Minimos, Anélise Tem-

poral, Ipora.



Abstract

This work was developed with the objective of making a temporal analysis of some
actual circumstances of the city of Ipora, using mathematical modeling, Interpolation
and Curve Fitting by Least Squares Method. Theoretical contributions concerning the
proposed methods are presented in order to enhance the knowledge on the subjects.
The applications were performed using as examples situations in the everyday of the
city of Iporé, namely deaths due to cancer, number of students in the Basic Education,
growth of the vehicle fleet, Gross Domestic Product (GDP), water consumption and
population dynamics iporaense. After this process, it was concluded that the interpo-
lation and the Least Squares Method they are two extremely useful means for modeling
cases where it is necessary to find the approximation functions. The temporal analysis,
from these functions, enables to estimate, discuss possibilities and prospects, genera-
ting a critical review for each studied episode. Thus, the mathematics and in particular
the methods discussed can be devices to alert and to educate, assisting in the decision
making and political interventions. The work also shows that there is applicability of
Interpolation and Curve Fitting by Least Squares Method in High School, which can
be enriched by modeling of everyday problems.

Keywords
Mathematical Modeling, Interpolation, Least Squares Method, Temporal Analysis,

Ipora.
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Introducao

Esta dissertacao é parte dos requisitos para obtencao do titulo de mestre em Ma-
temética pelo Programa de Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional
(PROFMAT).

No trabalho foi realizada uma analise temporal por meio da Interpolacao e do
Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos de algumas situagoes da ci-
dade de Ipora, localizada no estado de Goias. Mostramos a importancia da modelagem
matematica como um método de ensino e aprendizagem, onde recomendamos que o
ensino da matematica esteja comprometido com a construgao do conhecimento mate-
matico. Apresentamos um aporte tedrico sobre a Interpolacao e o Ajuste de Curvas
pelo Método dos Quadrados Minimos.

Dentre os objetivos do trabalho, destacamos:

e Apresentar e discutir conceitos importantes relacionados a modelagem mateméa-

tica;

e Oferecer um aporte tedrico sobre a Interpolacao e o Ajuste de Curvas pelo Método

dos Quadrados Minimos;

e Realizar uma analise temporal de problemas do cotidiano iporaense através da

Interpolacao e do Ajuste de Curvas;

e Mostrar que através da resolucao de tais problemas, o professor pode promover

a discussao sobre perspectivas e possiveis acoes a serem adotadas;

e Mostrar que a matematica é capaz de romper as barreiras e estar inserida na

realidade das pessoas.

Diante desse panorama de tentativa de insercao da matemaética no dia a dia da
sociedade, utilizamos principalmente a Interpolacao e Ajuste de Curvas como ferra-
mentas. Porém, vinculados a esses dois temas podemos citar a aplicacao de outros
contetidos mateméticos como recursos auxiliares, dentre eles destacamos: funcoes, po-
linémios, matrizes, sistemas lineares, estatistica, derivadas, entre outros. E com isso
buscamos aproximar a matematica do Ensino Superior e a Matematica do Ensino Bé-
sico, visto que algumas dessas andlises temporais podem ser trabalhadas também no

Ensino Bésico, especialmente no Ensino Médio.
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Para desenvolver nossa proposta organizamos o trabalho em quatro secoes. Na
Secao 1 foi abordada a modelagem matematica como uma perspectiva para o ensino e
aprendizagem da matematica. A Secao 2 fizemos uma explanagao sobre a Interpolagao,
bem como os seus métodos mais comuns. Em seguida na Se¢ao 3 tratamos do Ajuste de
Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos. Enfim, na Secao 4 realizamos aplicagoes
dos temas Interpolacao e Ajuste de Curvas nos seguintes casos da cidade de Iporéa:
6bitos provocados por cancer, numero de alunos no Ensino Bésico, crescimento da frota
de veiculos, Produto Interno Bruto (PIB), consumo de dgua e Dinamica Populacional
Iporaense. A finalidade principal foi obter uma andlise temporal e promover algumas
discussoes sobre os resultados obtidos.

A metodologia utilizada foi pesquisa bibliografica e na internet, enriquecida com
alguns levantamentos estatisticos sobre as situacoes de Ipord que foram objetos de
anélise. Durante o desenvolvimento dos célculos e na construcao de alguns graficos
nos apoiamos em softwares apropriados, tais como as Planilhas Eletronicas e o Visual
Calculo Numeérico (VCN).

Esperamos que esse trabalho contemple um dos nossos desejos como educador, que
é levar o leitor, em especial os alunos, a gostarem mais de matematica. Desenvol-
vendo a percepcao do valor da mateméatica como constru¢ao humana, reconhecendo a
contribuicao da matemaética para a compreensao e respostas de problemas do homem,
apreciando a beleza intrinseca da matematica e a presenca dela na natureza, nas ci-
éncias e no cotidiano. Enfim, buscaremos uma proximidade com a matematica e com

isso o caminho mais natural a ser seguido é trazermos aproximacoes da realidade.
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1 A Modelagem Matematica como uma perspectiva

para o ensino e a aprendizagem

Um dos maiores objetivos dos professores de matematica é levar os seus alunos a
gostarem mais de matematica. Entao, segundo [4], esse gosto se desenvolve com mais
facilidade quando é movido por interesses e estimulos externos & matematica, vindos do
mundo real. Logo, a matematica aplicada é o caminho. Assim, podemos construir um
modelo educional mais comprometido com as realidades das pessoas e da sociedade.

Nesse novo contexto de ver a matematica, a modelagem, que pode ser tratada
como um método cientifico de pesquisa ou mesmo como uma estratégia de ensino-
aprendizagem, vem se apresentando muito eficaz.

Apresentaremos algumas definicdes de modelagem matematica.

e De acordo com [4], a modelagem matematica consiste na arte de transformar
problemas da realidade em problemas matemaéticos e resolvé-los interpretando

suas solucoes na linguagem do mundo real.

e Para [5] a modelagem matematica é definida como uma arte, ao formular, resolver
e elaborar expressoes que valham nao apenas para uma situagao particular, mas

que também sirvam, posteriormente para outras aplicacoes.

e Segundo [2| , a modelagem mateméatica é todo o processo de abordagem de um
problema nao matematico, envolvendo a construcao do modelo matematico, par-
tindo de uma situacao real até a construcao de um modelo através da utilizacao
de ferramentas e entes mateméticos, como graficos, equacoes, inequacoes, para

representar certos aspectos de uma situacao real.

e Ja [11] argumenta que modelagem matematica ¢ um processo muito rico de en-
carar situacoes e culmina com a solucao efetiva do problema real e ndo com a

simples resolucao formal de um problema artificial.

Nesse sentido a modelagem implica multidisciplinaridade e assim vai ao encontro
das novas tendéncias que indicam para o rompimento de barreiras entre as diversas

areas de pesquisa e do conhecimento.
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1.1 Concepcgoes sobre Modelagem Matematica

Atualmente estamos cercados pelo conhecimento cientifico, emergidos no uso da
ciéncia desenvolvida pelo homem para procurar entender a natureza por meio de teorias
adequadas e assim avancar seus conhecimentos possibilitando tomar decisoes e atitudes
corretas. Entretanto, é importante ressaltar que a consisténcia de uma teoria ou a sua
propria validade tem sido dependente, muitas vezes da linguagem matematica que a
envolve. Nesse sentido afirma [8], que “toda teoria especifica é, na verdade, um modelo
matematico de um pedaco da realidade”.

Deste modo, inseridos nesse cenario atual e cientes de que um modelo matematico
e consequentemente uma modelagem matematica é um pedacgo da realidade, apresen-
taremos algumas ideias sobre a modelagem matemética dentro do ambiente de ensino
e aprendizagem.

O campo que trata de questoes relacionadas ao ensino-aprendizagem, em especial
da matematica, nos diferentes niveis de ensino, tem aumentado muito nas ultimas
décadas. Pesquisas realizadas na area de Educacao Mateméatica apontam que a ma-
tematica ensinada na sala de aula bem como a forma como vem sendo ensinada, nao
acompanharam a evolugao social e tecnolégica que correspondem as demandas atuais.

Portanto, entre as varias tendéncias de ensino de matemaética, disponiveis na lite-
ratura, aquela que acreditamos atender as necessidades impostas pela sociedade atual
com uma visao ampliada para o futuro, a modelagem matemética nos parece a mais
adequada, pois pode ser um dos caminhos “que levam os alunos a despertar maior in-
teresse, ampliar o conhecimento e auxiliar na estruturacao de sua maneira de pensar e
agir” [4], além de redefinir o “papel do professor no momento em que perde o carater de
detentor e transmissor de saber para ser entendido como aquele que esta na conducao
das atividades, numa posigao de participante” [2].

De acordo com [2], podemos citar cinco argumentos para a inclusdo da modelagem

no processo de ensino-aprendizagem:

e Motivacao: os alunos sentir-se-iam mais estimulados para o estudo de matemé-

tica, ja que vislumbrariam a aplicabilidade do que estudam:;

e Facilitacao da aprendizagem: os alunos teriam mais facilidade em compreender

as ideias matematicas, ja que poderiam conecté-las a outros assuntos;

e Preparacao para utilizar a matemaética em diferentes dreas: os alunos teriam

a oportunidade de desenvolver a capacidade de aplicar matematica em diversas
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situagoes, o que ¢é desejavel para moverem-se no cotidiano e no mundo do trabalho;

e Desenvolvimento de habilidades gerais de exploracao: os alunos desenvolveriam

habilidades gerais de investigacao;

e Compreensao do papel sécio-cultural da matematica: os alunos analisariam como

a matematica é usada nas praticas sociais.

A ligagao da matematica estudada com a matematica da vida cotidiana do aluno
tem um papel importante no processo aprendizagem do individuo, pois d& sentido e
significado ao contetido estudado. Entao, todos esses fatores apontam na direcao da
modelagem matemética como um processo rico e criativo, que deve ser valorizado pelos
diversos aspectos favorecidos por esta préatica educativa.

A modelagem matematica é indicada para tentar superar a crise no ensino, pois é
capaz de responder a pergunta que tanto atrapalha o processo de ensino e de apren-
dizagem da matematica: Por que tenho que aprender isso? Apresentando uma forma
de construcao de conhecimento que flui de maneira natural e nao por imposicao, faci-
litando o entendimento e as relagoes com o cotidiano do aluno.

Contudo, é necessario buscar estratégias alternativas de ensino-aprendizagem que
facilitem sua compreensdo e utilizagdo. Concordando com [4], a modelagem matemé-
tica, em seus varios aspectos, & um processo que alia a teoria e pratica, motiva seu
usuario na procura de entendimento da realidade que o cerca e na busca de meios para
agir sobre ela e transforma-la. Nesse sentido, ¢ também um método cientifico que ajuda
a preparar o individuo para assumir seu papel de cidadao.

Ainda nessa busca de mostrar a relevincia da modelagem matemaética como uma
estratégia de ensino-aprendizagem podemos, ainda em concordancia com [4], destacar

os seguintes fatores:

e Argumento formativo: enfatiza o desempenho da modelagem matemaética para
desenvolver capacidades em geral e atitudes dos estudantes, tornando-os explo-

rativos, criativos e habilidosos na resolucao de problemas;

e Argumento de competéncia critica: focaliza a preparagao dos estudantes para a
vida real como cidadaos atuantes na sociedade, competentes para ver e formar
juizos proprios, reconhecer e entender exemplos representativos de aplicacoes de

conceitos matematicos;
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e Argumento de utilidade: pode preparar o estudante para utilizar a matematica

como ferramenta para resolver problemas em diferentes situacoes e areas;

e Argumento intrinseco: considera que a inclusao de modelagem fornece ao estu-
dante um rico arsenal para entender e interpretar a propria matemética em todas

suas facetas;

e Argumento de aprendizagem: garante que os processos aplicativos facilitam ao
estudante compreender melhor os argumentos matematicos, guardar os conceitos

e os resultados, e valoriza a propria matematica.

No entanto, a modelagem matemaética pode também ser utilizada como uma ferra-

menta de pesquisa, destacando nesse contexto, segundo [4], os seguintes pontos:

e Pode estimular novas ideias e técnicas experimentais;
e Pode dar informagoes em diferentes aspectos dos inicialmente previstos;
e Pode ser um método para se fazer interpolacoes, extrapolagoes e previsoes;

e Pode sugerir prioridades de aplicagoes de recursos e pesquisas e eventuais tomadas

de decisao;
e Pode preencher lacunas onde existem falta de dados experimentais;
e Pode servir como recurso para melhor entendimento da realidade;

e Pode servir de linguagem universal para compreensao e entrosamento entre pes-

quisadores em diversas areas do conhecimento.

Portanto, o ensino da matematica deve estar comprometido com a construcao do co-
nhecimento matematico, promovendo situagoes que os alunos desenvolvam habilidades
de utilizé-los no dia-dia. Assim a modelagem matemaética ¢ um método de ensino, pois
¢ dada ao aluno a oportunidade de estudar situacoes-problemas por meio de pesquisa,
desenvolvendo seu interesse e agucando seu senso critico.

Nesse sentido, corroboramos junto com [10], que a modelagem matematica colo-
cada em termos de um ambiente de ensino e de aprendizagem, onde o professor através
do desenvolvimento e acompanhamento de atividades de ensino, oportuniza ao aluno
a construcao de conhecimento matematico, nos sugere o estabelecimento de uma pré-

tica, no minimo diferenciada da que comumente vem sendo praticada, pois, acreditamos
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que, ao fornecer ao aluno o conhecimento matemaético, pronto e acabado, através de
conceitos e regras que devem ser memorizadas, reproduzidas e aplicadas quando neces-
sario, estamos dando pouca ou nenhuma oportunidade para que os alunos construam

qualquer significado ou sentido mais 1til ao conhecimento matemaético.

1.2 Modelo Matematico

E importante fazer uma definicdo do que venha a ser um modelo matematico, visto
que a modelagem matemaética é a obtencdo desse modelo. Para [4], modelo matemético
de um fen6meno, é um conjunto de simbolos e relagoes mateméticas que traduzem de
alguma forma o objeto estudado. Entretanto [5], define modelo matematico como sendo
um conjunto de simbolos e relagoes matematicas que traduz , de alguma forma, um
fendmeno em questao ou um problema de situacao real. Amparados nessas definicoes e
conforme [10], podemos dizer que a matematica com suas expressoes, equagoes, fungoes,
formulas, tabelas, formas e teorias, ¢ um conjunto de modelos.

Portanto, é necessario, entendermos como obter um modelo matematico. Apresen-
taremos dois processos que sao divididos em etapas. O primeiro apresentado na Figura

1 proposto por [5] e o segundo mostrado na Figura 2 indicado por [4].

| INTERACAO | | MATEMATIZACAO | | MODELO MATEMATICO |
A A F 3 3 I3 ' 3
SITUACAO | | FORMULACAO | | INTERPRETACAO
A r 'y
v y Y
FAMIALIARIZACAO | | RESOLUCAO | | VALIDACAO

Figura 1: Dinamica da Modelagem Matematica.

Figura retirada de [5].
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l. Problema nao > 2- Abstragao > lll. Modelo Matematico
matematico
A v
i 4 v
1- Experimentagao ' Y Y
3- Resolugéo: Estudo
r'y Analitico e Numérico
' 5. Modificagao
4 v v v
Il. Dados Experimentais <+—» 4- Validagao “—> IV. Solugao
L .
v
6- Aplicagao

Figura 2: Esquema da Modelagem Matemética.

Figura retirada de [4].

Dentro dessa perspectiva, a modelagem matematica estd concentrada na possibili-
dade de envolver os alunos em um ambiente capaz de investigar situacoes originadas
na realidade, porém nao apenas para problematizar, mas, fundamentalmente, para que
haja a possibilidade de questioné-la e tirar conclusoes através da matemética. Desper-
tando indagacao e investigacao, um cenério de investigacao, diferente da forma como

atualmente é trabalhado no ensino tradicional, visivelmente hegemonico nas escolas.

1.3 Entraves apontados para o uso da Modelagem Matematica

Apesar de todos os argumentos levantados, serem favoraveis ao uso da modelagem
matematica. Muitos dos envolvidos no processo de ensino e aprendizagem, especi-
almente, professores e alunos, colocam obstaculos em sua utilizagdo. |[4] destaca os

seguintes obstéaculos:
e Os cursos regulares possuem programa que deve ser cumprido completamente;

e Alguns professores tém divida se as aplicagoes e conexoes com outras areas fazem

parte do ensino de matemaética;

e O uso de modelagem foge da rotina do ensino tradicional e os estudantes, nao

estao acostumados ao processo;
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e Os alunos estao acostumados a ver o professor como transmissor de conhecimentos
e quando sao colocados como no centro do processo de ensino-aprendizagem sendo

responsavel pelos resultados obtidos e pela dinamica do processo;

e Muitos professores nao se sentem habilitados a desenvolver modelagem em seus
cursos, por falta de conhecimento do processo ou por medo de se encontrarem
em situacoes embaracosas quanto as aplicacoes da matematica em areas que

desconhecem;

e Acreditam que perderao muito tempo para preparar as aulas e também nao terao

tempo para cumprir todo o programa.

Ainda nesse cenario |10], acrescenta que a formagdo inicial do professor que nao
d& conta nem de prepara-lo para a interdisciplinaridade e multidisciplinaridade reque-
rida pela modelagem. Analisando os entraves apresentados, concluimos que todos eles
podem ser superados e destacamos junto com |[5], que a condigdo necesséaria para o
professor implementar a modelagem matemaética no ensino, é ter audéacia, um grande
desejo de mudar sua pratica e disposicao de aprender a conhecer, uma vez que essa
proposta abre caminho para descobertas significativas.

Enfim, conscientes e de conformidade com [4], que a matemética aplicada é essenci-
almente, interdisciplinar e sua atividade consiste em tornar aplicavel alguma estrutura
matemética fora do seu campo restrito; a modelagem por sua vez, € um instrumento
indispensavel da matematica aplicada. E cientes que fazer matemética, nesta pers-
pectiva, é aliar, de maneira equilibrada, a abstracao e a formalizacao nao perdendo
de vista a fonte originaria do processo, queremos buscar na matematica, através da
Interpolacao e do Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos, modelos
matematicos para uma modelagem que permita uma andlise temporal de situagoes
proprias da cidade de Ipora.

Nesse contexto, vale ressaltar que a modelagem ¢ eficaz a partir do instante que
nos conscientizamos que estamos sempre trabalhando com aproximagoes da realidade.
A modelagem é acima de tudo uma perspectiva, algo a ser explorado, o imaginéavel e o
inimaginavel. Ela é livre e espontanea, surge da necessidade do homem em compreender

os fenémenos que o cercam para interferir ou nao em seu processo de construcao.
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2 Interpolacao

Segundo [3] interpolar uma funcao f(z) consiste em aproximar essa fun¢ao por uma
outra fun¢do g(z). Tal método é usado como uma aproximagao para uma fungao f(x),

principalmente nas seguintes situagoes:

e Nao conhecemos a expressao analitica de f(z), isto é, sabemos apenas seu valor
em alguns pontos zg,xq,Zs, - ,T,, € necessitamos manipular f(z), como, por

exemplo, calcular seu valor num ponto;

e f(z) é extremamente complicada e de dificil manejo. Entao, as vezes, é interes-

sante sacrificar a precisao em beneficio da simplificacao dos calculos.

O problema geral da interpolacao consiste em, dados n + 1 pontos distintos, cha-
mados nds da interpolagao, o, x1, -+ ,x, e os valores de f(x) nesses pontos: f(xg),

f(z1), -+, f(z,), determinar uma fungao g(z) tal que:

(

f(zo) = g(wo)

flz) = g(z1)

L flzn) = g(zn)

Nesse trabalho vamos considerar que g(x) pertence a classe das funcoes polinomiais.

Mas vale ressaltar que:

e existem outras formas de interpolacao polinomial como, por exemplo, a férmula
de Taylor e a interpolacao de Hermite, para as quais as condicoes de interpolacao

(1) sao outras;

e Da mesma forma que g(x) foi escolhida na classe ds fung¢oes polinomiais, po-
deriamos ter escolhido g(x) como uma fungao racional, fungio trigonométrica,

etc.
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2.1 Interpolacao Polinomial

De acordo com [1], interpolar uma fungao f(x) definida em (xo, f(z0)), (x1, f(21)),

-+, (2, f(x,)), ou seja, nos (n+ 1) pontos distintos de um intervalo [a, b] consiste em

aproximar esta fungdo por um polinémio P(x) de grau menor ou igual a n, tal que
coincida com a fungao nestes pontos, isto é, P(xy) = f(zx) = yg, K =0,1,--+ ,n.

Vamos mostrar que tal polindbmio existe e é tinico, na hipotese de que os pontos

X, X1, , T, sejam distintos.
Teorema 2.1. Dados n+1 pontos distintos xg, 21, , T, (reais ou complezos) e n+1
valores Yo, Y1, ,Yn, existe um e sé um polinomio P,(x), de grau menor ou igual a n,
tal que:
Pn($k):yka k:Oa17 ) T (2)
Prova: Seja P,(x) = ap + a1z + - - - + a,z" um polindémio de grau no maximo n, com
n + 1 coeficientes ag, ay, - - - , a, a serem determinados. Em vista de (2), temos:
(
ap + ayrg + -+ Fa,xg = Yo
Qao + a1 + - +anx? = U
(3)
[ %o + ary, + o —{—CLnIZ = Un
o qual pode ser interpretado como um sistema linear para os coeficientes ag, a1, , a,

e cujo determinante, conhecido como determinante de Vandermonde, ¢ dado por:

1 =z xy
1 o xy

V =V(rg, 21, ,2,) = . (4)
1 =z, x,
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Para calcular V', procedemos da seguinte maneira: consideramos a funcao V(z)

definida por:

1 x x4
1 Y
V(z) =V(xg,z1, + ,Tp_1,2) = | : : : : , (5)
1 z,-1 Ty
1 =z "

A funcdo V(x) é um polindémio de grau menor ou igual a n. Além disso, V(z) se

anula em zg, z1, -+ ,x,_1. Podemos entao escrever:
V(z) =V(xg, 1, - ,2p-1,2) = Alx —x0)(x —21) -+ - (T — Tpp1) (6)
onde A, coeficiente do termo de maior grau, depende de xg,x1, -, Ty_1.

Para calcular A, desenvolvemos (5) segundo os elementos da ultima linha e obser-

vamos que o coeficiente de ™ é V(xg, x1, -+ ,z,-1). Logo, (6) pode ser escrito como:

V(l‘) = V(.ﬁlﬁo,.’Bl, T 7xn—lax) = V(l’o,.Il, T 733”_1)(.1'—1'0)(.1'—1'1) T (m_xn—l) (7)
Substituindo x por z,, em (7), obtemos a seguinte formula de recorréncia:

V(SL’) = V(ZL’07 Ty, ,Tpn-1, xn) - V<I0, Ty, 7xn—1)(xn - .To)(l’n - 1’1) e (xn - xn—l)
(8)
De (4), temos que: V(zg,z1) = x1 — .

Em vista de (8), podemos escrever:

V= (1’0,371, $2) = (331 - 1‘0)(332 - xo)(l’z - $1) (9)
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Por aplicacoes sucessivas de (8), obtemos:

V= (0,21, ,2n) = H(iEz — ;)
i>j
Por hipotese, os pontos xg, 21, -+ ,x, sao distintos. Assim, V' # 0 e o sistema (3)

tem uma e uma so solu¢do ag, a,- - , a, [15].

Definicao 2.1. Denominamos polindmio interpolador de uma fungao f(x) sobre um

conjunto de pontos distintos o, xy1, - ,x,, (n+ 1) pontos distintos de um intervalo
la,b], ao polindmio de grau no mdzimo n que coincide com f(x) em g, x1, - , Ty, iSto
€

P(xy) = f(z) = yp, k=0,1,--- ,n.
Representamos graficamente, conforme figura:

f(x) A 7%
1 ¢ . P . :

ANS T e

fxg) [----

I
xg=a X e x,=b X

Figura 3: Representagao grafica do Polinomio Interpolador.
Figura retirada de [1].
Como vimos, o polinomio P(x) que interpola f(z) em xg, 1, -+ ,x, é Gnico. Porém,
existem varias maneiras para se obter tal polinomio. Uma das formas é a resolucao

do sistema linear obtido anteriormente, formas de resolucao desse sistema podem ser

encontradas em [7] e [9]. Mostraremos ainda as formas de Lagrange e de Newton.

2.2 Meétodo de Lagrange

Sejam g, 1, - , %y, (n+ 1) pontos distintos. Consideremos para k = 0,1,--- ,n

os seguintes polindémios [ (x) de grau n:

_ (@—w) (@ wme) (@ — ) - (T — )
(wr — o) -+ (@ — Te—1) (T — Tpg1) -+ - (20 — )
Podemos verificar que:

(10)
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0, se k#j
1, se k=3

De fato, substituindo = por zj em (10), vemos que o numerador e o denominador
sao exatamente iguais, ou seja, lx(x;) = 1. Agora, se substituimos = por z;, com j # k,
vemos que o numerador se anula e assim, l(z;) = 0.

Assim, para valores dados: fy = f(xo), fi = f(x1), -+, fu = f(z,) de uma fungao

y = f(z), o polinomio:

n

Pu(e) = 3 fili(a) (12)

k=0

é de grau no maximo n e, em vista de (11), satisfaz:

P,(x) = f(xg), k=0,1,2,--- n.

Logo, P,(x) assim definido, é o polinémio de interpolacao de f(x) sobre os n + 1
pontos distintos xg, 1, -+, Tp.

A formula (12) é chamada de Interpolacao Polinomial de Lagrange de grau

2.2.1 Caéalculo Sistematico para o Método de Lagrange

O esquema pratico para a interpolacao de Lagrange calcula o valor do polindmio de
interpolagao num ponto (nao tabelado) sem determinar a expressao do polinomio.
Consideramos a formula de Lagrange (12), e a formula dos [x(x) (10). Podemos

fazer:

Tnt1(z) = (x — o) (x — 1) -+ - (T — ).
Assim, escrevemos:

7Tn+1(x)

) = )

(13)

onde: 7, (x;) é a derivada de 7,1 (x) avaliada em = x;.
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Primeiramente, calculamos as diferencas:

r—Tyg Xog— X1 Tog— T2 -+ Tog— Tp
1 — X r — T r1 —To2 -+ 1 —Tp
Tog — Ty X2 —T71 T — T e T9 — Ty -
Ty —Xyg Ty — X1 Ty —To - T — Tp

Denota-se o produto dos elementos da primeira linha por Dy, o da segunda por
Dy e assim por diante. Observe que o produto dos elementos da primeira linha é
exatamente o denominador de [y(z) em (13); o produto dos elementos da segunda
linha, o denominador de l;(z), etc. O produto dos elementos da diagonal principal

serd, obviamente, 7,.1(z) e entdao segue que:

lk($):m+le(‘x)’ k’:o’l’...’n‘
Assim a férmula de Lagrange se reduz a:
Po(x) :7Tn+1($)i& = m1(x) X S, onde S:il_k'
= Dr 7 — Di

Portanto, podemos obter o valor do polinémio num ponto nao tabelado, atarvés do

esquema pratico apresentado na Tabela 1.
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Tabela 1: Calculo Sisteméatico para o Método de Lagrange

Calculo Sistematico
k (wp — x;)(com k #1) Dy, fo | &
n
O|x—29 xo—T1 To—2x2 -+ xo—xy | (x—m0) [ (mo—2) | fo IJ;—%
i=0,i#0
n
l|xy—29 z—21 a17—290 -+ x1—2p | (x—21) [] (x1—2) | f g—ll
i=0,i#1
n
2| wy—xg Xo—x1 T—To 0 To—x, | (x—x2) [] (r2—m) | fo 5—22
i=0,i#42
- !
n|x,—=Tg Ty,—=Ty T,—To r—ap | (@—z) ] (wn—a) | fi | 5
1=0,i#n
T () = (& — 20)(z — 22) -+ (& — ) s

Note que, no esquema anterior acrescentamos mais trés colunas: uma com o re-
sultado dos produtos das linhas, a proxima com o valor de f; e, finalmente, a tltima

coluna com o valor de l’;—’;. A soma desta ultima coluna fornece o valor S.

2.2.2 Erro na Interpolagao

Como ja mostramos, o polinomio de interpolacao P,(x) para uma fungao y = f(x)

sobre um conjunto de pontos distintos xg, x1,--- ,x, tem a propriedade:
P.(z)=fx, k=0,1,--- n.

Nos pontos T # x; nem sempre é verdade que P,(Z) = f(Z). Entretanto, para
avaliar f(z) nos pontos T # xy, k= 0,1,--- ,n, consideramos Px) como uma aproxi-
magao para a fungdo y = f(x) em um intervalo que contenha os pontos xg, z1,- -+ , T,
e calculamos f(Z) através de P,(Z). Perguntas que surgem sdo, por exemplo, as se-
guintes: é o polinémio de interpolagdo uma boa aproximacgao para f(x)? Podemos
ter ideia do erro que cometemos quando substituimos f(z) por P,(x)? Estas e outras
perguntas sao respondidas quando estudamos a teoria do termo do erro. Para isto,
introduziremos dois lemas, cujas demonstracoes podem ser encontradas em livros de

calculo ou anéilise matematica.
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Teorema 2.2 (Teorema de Rolle). Seja f(x) continua em [a,b] e diferencidvel em
cada do ponto de (a,b). Se f(a) = f(b), entio existe um ponto x = §,a < & < b, tal

que f'(€§) = 0.
Prova: Pode ser encontrada em [17].

Teorema 2.3 (Teorema de Rolle generalizado). Sejan > 2. Suponhamos que f(x)
seja continua em [a,b] e que f""V(x) exista em cada ponto de (a,b). Suponhamos que
flz1) = f(ag) = =0paraa < x; < 29 < -+ < 2, <b. Entao existe um ponto
v =& 1 < €< ay, tal que fV(E) = 0.

Prova: A prova ¢ feita aplicando-se sucessivamente o Teorema (2.2).

Vejamos agora um teorema que nos fornece uma expressao do termo de erro.

Teorema 2.4. Seja f(x) continua em [a,b] e suponhamos que ") () exista em cada

ponto (a,b). Sea <xy<xy <--- <z, <Db, entdo:

Ru(fia) = fla) = Po( i) = =R s oy

onde min{z, ro, x1, -+ , T, } < & < max{x,zg,x1, - ,x,}. O ponto £ depende de x.

Prova: Sendo P,(f;zx) = fx, a fungdo R,(f;x) = f(x)— P,(f;x) anula-se em = = xy,
k' =0,1,--- ,n. Seja x fixado e tal que = # xx, k = 0,1,--- ,n. Consideramos as
funcoes K(x) e F(t), definidas por:

f(x) = Pu(f;2)

K(x>:(x—xo)(x—xl)--~(x—xn)’ x#axp, k=0,1,---,n (15)
F(t) = f(t) = Pu(fit) = (t = 20)(t — 1) -+ - (t — ) K (). (16)
A fungdo F(t) anula-se nos n + 1 pontos t = xg,t = w1, -+ ,t = x,. Anula-se

também em ¢ = z, em virtude de (5). Pelo Teorema 3.3, a funcdo F"V(¢) anula-se

em um ponto £ = £(x) tal que:
min{x, ro, x1, -+, Tn} < & < max{x,xo, 1, , Ty}
Calculando entdo F(™*1(t), tendo em vista (16), obtemos:
FOD()y = £ () — (n + 1)K (z).
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Substituindo ¢ por &, segue que: 0 = f"TV (&) — (n + 1)!K(z). Portanto:

FUD(E)
K = —— 17
(z) (n+1)! (17)
Comparando (17) com (15), temos finalmente:
(x —@o)(® —x1) -+ (T — Tn) (g
n\J > = - Pn ; = "
Ra(f52) = f(2) = Pulf:0) Ty 7 )
onde min{x, xg, 1, - ,x,} < & < max{x,xg, 1, -+ ,T,}, 0 que demonstra o teorema
[15].
Em vista de (14), podemos escrever:
f(x) = Pu(fi2) + Ru(f; ). (18)

O termo R,(f;x) na expressao (18) é chamado termo do erro ou erro de trun-
camento. E o erro que se comete no ponto x quando se substitui a funcdo por seu
polinémio de interpolacao calculado em .

A importancia do Teorema 2.4 é mais tedrica do que prética, visto que nao con-
seguimos determinar o ponto £ de tal modo que seja valida a igualdade em (14). Na
préatica, para estimar o erro cometido ao aproximar o valor da funcao num ponto por

seu polinémio de interpolacao, utilizamos o seguinte corolario, [15].

Corolario 2.1. Seja R, (f;2z) = f(x) — P.(f;x). Se f(z) e suas derivadas até ordem

n+1 sao continuas em [a,b] entdo:

[z — wollr — 21| |2 — 2, max |f(n+1)(t>|' (19)

|Rn<f7 IIZ')| S (n + 1)| a<t<b

2.2.3 Interpolacao Linear

No caso em que se atribua a fungao f(x) entre dois pontos a e b um polindémio de
interpolagao Pj(x) de grau 1, tal que Pi(a) = f(a) e Py(b) = f(b), diz-se que se fez
uma interpolagao linear entre a e b.

Neste caso, em que n = 1, a equacao (12) se reduz sucessivamente a:

33



Pi(z) = kiofklk(a:) = folo(z) + fili(z) =

B T —x r—1rTo r—>b r—a
= fol’o—»’l?l 1x1—x0_f(a>a—b f(b)b—a_
B x—>b r—a b
= @)+ )

Assim, vemos que P;(z) pode ser escrito na forma de determinante, isto é:

fb) x—10 fla) a—=x

Pi(a) = — = . (20)

fla) = —a f) bz

Se f(x) é continua em [a,b] e f’(z) existe em cada ponto de (a,b), temos, para

a <z <b, que:

(x —a)(z —b)
2!

By(f;2) = fx) = Pu(f50) = f'(€), a<g<b. (21)

Podemos determinar, no caso de interpolacao linear, além do resultado obtido em
(19), o seguinte: considerando (21) e suponhamos além disso, que f”(x) seja continua

em [a,b]. O polindémio |(z — a)(x — b)| atinge seu maximo, para a < = < b, em

r = §(a +b), e este méximo ¢ —(b — a)?. Podemos entao escrever:
1 (b — a)2 "
. <
[Ba(fs2)] < g max [/(1)] (22)
ou .
[Ru(f52)] < g0 = a)® M, (23)
onde M; é um limitante superior para f”(t) em [a, b].

2.2.4 Lagrange para Pontos Igualmente Espacados

Quando os pontos z; sdo igualmente espacados de uma quantidade fixa h # 0, ou

seja, h = x;.1 —x;, 1 =0,1,--- ,n — 1, podemos determinar uma forma do polinémio
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de interpolacao e do erro, em termos de uma variavel u, definida da seguinte maneira:

T — Zo
= . 24
w="" (24)

Em funcao da variavel u, temos segundo [15], os seguintes teoremas:
Teorema 2.5. Para r inteiro, nao negativo,
r—x, = (u—r)h.
Prova: Provaremos usando inducao em r.

a) Para r =0, temos de (24) que: x — xo = uh = (u — 0)h e portanto, parar =0 é

verdadeiro.
b) Supondo valido para r = p, isto é, x — x, = (u — p)h.
c) Provemos que vale também para r = p 4+ 1. Temos:
T—Tpy1 = T—Tp+Tp—Tpp1 =& —Tp — (Tpr1 —2p) = (u—p)h—h
= (u—p—1h=(u—(p+1))h.
Portanto, o teorema vale para todo inteiro r > 0.

Teorema 2.6. Para r e s inteiros, nao negativos,

T, —xs = (r —s)h.

Consideremos o polinémio de interpola¢ao de f(z) sobre xg,z1,- - ,z,, dado por

(12), ou seja,

Z x—xo Yo —mx) - (x—xp1) (@ — xpyq) - (2 — )

= (@ — o) (wn — x1) -+ (@ — Tp—1) (T — Tpr) -+ (T — T)

Fazendo a mudanca de variavel dada por (24) e usando os resultados dos Teoremas
3.5 e 3.6, obtemos:

N pulu=1) e (u— (k=)= (k+1)) - (u—n)
P"<x0+uh)—kzzofkk(k—1)...(k—(k—1))(k—(k+1))...(k—n)’ (25)



que ¢ a forma de Lagrange do polinémio de interpolagao para argumentos x; igualmente
espacados de h # 0 apresentada em [26].

Esta forma do polinémio de interpolacao é particularmente 1til na determinacao de
formulas para integracao numérica de fungoes.

De modo andlogo, substituindo = — x,. por (u — r)h em (14), obtemos:

n+1
R.(z) = Ry(zg + uh) =u(u—1)--- (u— ”)hf(nﬂ)(f) (26)
onde:
min(x, o, T, -+, x,) < & < max(r, o, X1, Tp).
Temos ainda: J +1f( )
n " x
O = g |,

mas se preferirmos exprimir f(x) em termos de u, teremos:

dn+1 f 1 dn+1
dl.nJrl - hn+1 dun+l

e assim:
wu—1)---(u—mn) d"*!
! -
onde n = ¢ —hxo pertence ao intervalo (0,n), se supusermos os pontos xg, i, -+, Tp

em ordem crescente e z € (xg, T,).

Como sabemos, o polinomio de interpolacao para f(x) sobre n + 1 pontos xg, 1,

Tr — 2o

-+-, X, se escreve, em termos de u = , COMO:

Py(xo + uh) =Y fidi(u) (27)
k=0
onde:
wu—1)-(u—(k=1)(u—(k+1)) - (u—mn)

A = k=0,1,---,n. (28
() k(k—1)---(k—(k—=1)k—-(k+1)---(k—n)’ L me (28)
A vantagem de se utilizar a formula (27) é que os polinomios A\g(u), £ =0,1,--- . n

independem dos pontos tabelados, ou seja, para n 4+ 1 pontos distintos igualmente

espacados de h, Ay(u), k =0,1,--- ,n sdo sempre 0s mesmos.
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2.3 Outras Formas do Poliné6mio Interpolacao

O método de Lagrange para a determinacao do polindmio interpolador de uma
fungdo y = f(z) possui um incoveniente. Sempre que se deseja passar de um polindémio
de grau p (construido através de p + 1 pontos) para um polinémio de grau p + 1
(construido sobre p 4+ 2 pontos), todo o trabalho tem que ser praticamente refeito.

Pela formula de Newton do polindmio de interpolacao podemos, conhecido o po-
lindbmio de grau p, passar para o de grau p + 1 apenas acrescentando mais um termo
ao polindémio de grau p.

Para a construcao do polindbmio de interpolagao por esse método, precisamos da

nocao de diferenca dividida de uma funcao.

Defini¢ao 2.2 (Diferenca Dividida). Sejam o, x1,- -+ ,x,, n + 1 pontos distintos
no intervalo [a,b], e sejam fo, f1,- -+, fu, n+ 1 valores de uma funcao y = f(x) sobre

xr=ux, k=0,1,--- ,n. Define-se:

f[xk]:f(xk)v k:Oalv ) T,

x T ttt xXr — T €T I
f[950>$1,"-7:1:n]:f[ 1,42, ) n] f[ 0,41, 5 nl]’
onde flxog, 1, - ,1,] € a diferenca dividida de ordem n da funcio f(z) sobre os
pontos To, T1,- -+, Tn.

23]

Entao, usando a definicao, temos:

f[l'oald] = M7
T — Tg
f[ggo7 T, 352] _ f[$1, xQ] - f[xo, x1]7

To — Xo

flwo, w1, 29, 23] = flr1, w9, 23] — f[xo,xth]’
T3 — Xg
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Observe que, do lado direito de cada uma das igualdades anteriores devemos aplicar
sucessivamente a definicao de diferenca dividida até que os calculos envolvam apenas
o valor da funcao nos pontos, isto é:

fl1, 2] — flwo, 1]

f[xo,xbb] = )
To — X

f(x2) — f(a1) _ f(1) — f(2o)

To — X1 1 — Io

To — X

Calculo Sistematico das Diferencas Divididas

Para calcular as diferencas divididas de uma fun¢do f(z) sobre os pontos zg, -- -,

Zn, construimos a Tabela 2 de diferencas divididas:

Tabela 2: Tabela de Diferencas Divididas

zo | flro] = fo)
f[:m,xﬂ = —f[””;lliﬁgm

T f[fﬂl] = h f[ifo,l’l,@] = %ﬁxom
flass] = He=Eed

Ty | flre] = fo fla, w2, x3] = W
flze, z3] = —f[x;:j:iim

x3 | flzs]l = f3 flre, x5, 4] = W
f[xs,m] = —f[zﬁjiigm

zy | flra = fa

e a primeira coluna é constituida dos pontos xx, k =0,1,--- ,n;
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e a segunda coluna contém os valores de f(x) nos pontos =y, k =0,1,--- ,n;

e nas colunas 3,4,5,... estao as diferencas divididas de ordem 1,2,3,.... Cada
uma destas diferencas é uma fracdo cujo numerador é sempre a diferenca entre
duas diferencas divididas consecutivas e de ordem imediatamente inferior, e cujo

denominador é a diferenca entre os dois extremos dos pontos envolvidos.

Resultados sobre Diferengas Divididas

Teorema 2.7. As diferencas divididas de ordem k de uma funcao f(z) satisfazem:

fleo,en, i =3 /()

=0 (@i — @)+ + (@i — Tim1)(Ti — Tiga) -~ (20 — 20)

Corolario 2.2. As diferencas divididas de ordem k de uma fumcao f(x) satisfazem:

f[waxlf" 73716] = f[xjmmjlf“ 7xjk]7

onde (jo, j1,- -+ ,Jk) € qualquer permutagao dos intervalos (0,1,--- k).

Por este resultado, percebemos que a diferenca dividida de f(z) é uma fungao

simétrica de seus argumentos, isto é, independe da ordem dos pontoszg, 1, - - - , k.

Corolario 2.3. As diferencas divididas de ordem k de uma funcao f(x) satisfazem:

f[$0,$1,~-- 7«'Ek} _ f[Io,-.- s i1y Ljqy1y " 7$:;;]:2];[:B0’ s i1, gy, al‘k]7 27&]
J i

[15]
Portanto, podemos tirar quaisquer dois pontos distintos para construir a diferenca

dividida de uma funcao, e nao necessariamente o primeiro e o ultimo.

2.3.1 Meétodo de Newton

Para obtermos a formula de Newton do polinémio de interpolacao precisamos, ini-
cialmente, definir algumas fungdes. Para tanto consideremos que f(z) seja continua

e que possua derivadas continuas em |[a, b] e, além disso, que os pontos xg, z1,- - , T,
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sejam distintos em [a, b]. Definimos entao as fungoes:

(1) flxo, 2| = w, definida em |a, b, para x # .
— To
(2)  flvo,m1,2] = f[xo,wx] — i[ﬂﬂo,xl], definida em [a, b], para © # o e x # x;.
— T
fleo, @1, @y, x] — flwo,x, -+ 20

, definida em

(n+1) f[x(]?xh'” 7‘7;717‘7;] -
[a,b], para © # xp, k=0,1, -+, n.

r — T

[26]

Nestas funcoes acrescentamos, sucessivamente, na diferenca dividida, proximo ponto
da tabela. Em todas aplicamos o Corolario 2.3. Agora precisamos encontrar uma for-

mula de recorréncia para f(z). Assim, de (1), temos:

f(z) = flxo] + (v — x0o) fl20, 7].

De (2), usando (1), obtemos:

f[xval’x](x - 1‘1) = f[%,ﬂf] - f[xmxl] =
flzo, x1, x](z — x1) = w — flzo, z1] =

f(x) = flzo] + (x — mo) flwo, 21] + (7 — m0) (T — 21) f[20, 71, 7]

De maneira analoga, de(n+1) segue que:
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f(x) = {flwo] + (x — z0) [0, 21] + (x — 0)(x — 21) f[T0, 71, 2]

+ (z—x0)(x — 21) (2 — 2) flxo, x1, T2, T3] + - - -

(29)

+ (r—z)(w — 1) (¥ — 1) flwo, 21, 20 11

+ {(x —xo)(x — 1)+ (v — ) flwo, X1, -, T, 7] J2

Encontramos, assim, uma férmula de recorréncia para f(x). Vejamos o que signifi-
cam {---}1 e {--- }2 em (29).
Teorema 2.8. O polinémio:

Pu(x) = flzo] + (z — 20) flzo, 21] + (z — o) (x — @1) f[wo, 21, 2]+ (30)

b ot (m—x0) (2 — 2 ) flzos T1s 2] = L

é o polinémio de interpolacao da funcdo y = f(x) sobre os pontos xg,xy1, -+ , Tp, isto €,

P.(zx) = f(zr), k=0,1,--- n.
Prova: Provaremos por indugao em n.

a) Para n =1, temos que:

Pi(x) = fleo] + (x — x0) f ([0, 1]
= flwo] + (5 — o) [3;13 = ﬁm]'
Logo:
Paraz = z9p = Pi(x) :f[ato}—l—(ato—xo)w = flzo]-
Paraz = =1 = Pi(1) :f[xo}—l—(xl—:co)w = flz1].
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b) Suponhamos valido para n =k — 1, isto é, P,_1(x;) = f(x;),i=0,1, .-+, k— 1.

¢) Provaremos para n = k. Dividiremos a prova em duas partes.

c.1) Seja i < k; entao:

Py(z;) = Peoa(x) + (2 — xo) (2 — 1) -+ (25 — 2p—1) fwo, @1, - -+, 2]

= P1(x;) = f(x;), usando a hipotese de indugao

c.2) Seja i = k; temos:

Pi(zy) = floo] + (g — o) flro, z1] + -+

+ (zp —xo)(xp — 1) - (2 — 2k — 1) flwo, 1, -+ -, k).

Fazendo x = x em (29) (lembrando que n = k) e comparando com a
expressao obtida anteriormente para Py(zy), vemos que Py(xg) = f(xg), 0

que completa a prova do Teorema [15].

A formula (30) é chamada de Método de Interpolacao Polinomial de Newton.

Teorema 2.9. Para x € [a,b], © # xp, k=0,1,--+ n,
f("+1)(5)
f[‘r07x1ax27"' 71'71’1‘]: (n+1)|a 56 (x07$n)'
[15]
Prova: Usando o Teorema 2.8 em (29), escrevemos:
fx)=Py(z) +{(z —z0) - (x — xn) flro, 1, , T, 2| }2 =
f(@) = Pu(x) ={(z —x0) - (& — ) flwo, 21, -+, T, 2]} (31)
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Mas, de (14), temos que:
(n+1)(8)

f(x) = Po(x) = Bn(2) = (x — @o)(z — 21) -+ (2 = xn)m

(32)
onde & € (zg,x,). Assim, comparando (31) com (32), segue:

f(n+1)(§)

m; § € (w0, zn)

desde que (z — zg)(x — x1)--- (x — z,,) # 0, pois os pontos tabelados sao distintos.

f[f['(),ﬂfl,"‘ axnvx] =

Portanto:

Ru(v) = (x —wo)(x — m1) -+ (2 — ) flwo, 21, v, 2] = {-- Jo

¢ o termo do erro ou erro de truncamento. Percebemos que o tratamento do erro
de truncamento é, portanto, o mesmo da forma de Lagrange.

Do mesmo modo do caso de Lagrange, existe um esquema pratico para calcular
o valor do polinémio de interpolacao num ponto, nao tabelado, sem determinar a
expressao do polindmio.

Tomemos para exemplo o polindomio de interpolagao de Newton de grau 3. Assim:

Py(x) = flzo] + (z — x0) fwo, x1] + (& — o) (x — 21) f[x0, T1, 2]+
+ (x—zo)(x — 1) (x — 22) flxo, T1, T2, T3]
= flwol+
+ (2 —z0){f[xo, z1] + (x — 1) {f[x0, 71, 22| + (x — 22) f|x0, 21, T2, 3]} }.

A ideia do esquema pratico é ir colocando os termos comuns, que aparecem de uma

determinada parcela em diante, em evidéncia, fazendo:

f[13075U17 T2, $3] = Qp,

flzo, z1, 22] + (. — 22)p = 1y,

flzo, 1] + (. — z1)a1 = o,

flzo] + (2 — mo)ag = a3 = P3()
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obtemos o esquema pratico mostrado na Tabela 3.

Tabela 3: Esquema Pratico para a Interpolacao de Newton

Esquema Pratico
flzo, x1, w2, 23] flzo, w1, 2] flzo, 1] [ o]
! + ./ + + / i +/ +
% - - a5 = Py()
N R R
T — Ty T — 2 T — 2

Enfim, para um polinémio de grau n, teremos «a,, = P,(x) ~ f(z).
Ja sabemos que a diferenca dividida f[zg,xy,- -, z,, 2] ndo depende da ordem de

seus argumentos. Entao, podemos reescrever os pontos xg, -1, -+, T,, £ em ordem

/ / / / X .
crescente xj, &4, - - -, @, ;. Entdo pelo Teorema (2.9), temos:

FUD(E)
(n+ 1)’
Este resultado nos permite avaliar o comportamento da derivada de ordem n + 1

! / -
) xn’ ‘,En-i—l] -

f[zaa x/h T 5 € (xi)?'rfn—i—l)' (33)

de uma funcdo y = f(x) (supondo que ela existe) por meio das diferencas divididas de
ordem n + 1 dessa func¢ao no intervalo [a, b].

Em especial, a diferenca dividida de ordem n de um polinémio de grau n na forma:
Po(z) = apz™ + ap_ 12"t + - 4 agz + ag

é independente do ponto x e igual a a,, (coeficiente de seu termo de grau n). As diferen-
cas de ordem maior que n sao todas iguais a zero. Entao, ao analisarmos uma tabela
de diferencas divididas de uma funcao, se as diferencas de ordem k sao praticamente
constantes, isto significa que a funcao é bastante proxima de um polinémio de grau k.

Podemos, entao, usar um polinémio de grau k para interpolar uma funcao.

2.3.2 Meétodo de Newton-Gregory

Existe uma formula mais simples para o polinémio de interpolagao quando os pontos

x;, sao igualmente espacados. Além disso, a formula de Newton-Gregory do polindémio
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de interpolagao permite, como no caso da férmula de Newton, passar de um polinémio
de grau p para um polinomio de grau p 4+ 1 acrescentando um termo ao polinéomio de
grau p.

Consideremos entao, a construcao deste polindémio de interpolacao quando os argu-
mentos x; sao igualmente espagados através de h = ;41 —x;, com i =0, 1, ---, n— 1.

Antes, precisamos da nocao de diferenca ordinaria de uma funcao.

Definicao 2.3 (Diferencgas Ordinéarias). Sejam xg, 1, -+, x,, n+1 pontos distintos,
igualmente espacados em |a,b|, isto é: x;q —x; = h, i = 0,1,--- ,n— 1, e sejam
fo, f1,- -, fa, n+ 1 valores de uma funcio y = f(x) sobre x = zy, k = 0,--- n.
Define-se:
Af(zr) = f(xg), k=0,1,-- n;
(34)
A"f(x) = A" Uf(x, +h) — AT
onde A" f(zy) € a diferencga ordindria de f(x) de ordem r em x = xy.
1]

Usando a definicao, temos:

AVf(ar) = flax)

Alf(xg) = Af(zp +h) = A%f () = flae + h) = fap),

A?f(zy) = Alf(ap+h) — Al f(ay)

= AYf(zp +2h) — A%f(zp + h) — AVf(zp + h) + A f(zp)

= f(og +2h) = 2f(xp + h) + f(21),
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A3f(xy) = f(zp+3h) —3f(xp +2h) +3f(xr + h) — f(xp),

Nfa) = | e = || fae = D)+t
0 1
r
+ (=1 f(zr)
T
Portanto:
A ) =S| ), onde | | ="
f({pk)_;(— ) i f(xp+ (r—14)h), onde , —m

Porém, podemos calcular diferencas ordinarias de uma funcao de uma maneira mais

simples, como mostraremos a seguir.

Cdlculo Sistemdtico das Diferencas Ordindrias

Para calcular as difengas ordinarias de uma funcao f(z) sobre os pontos zg, 1, - -,
Tn, igualmente espacados de h, construiremos a Tabela 4 de diferencas ordinarias da

seguinte forma:

a) a primeira coluna é formada dos pontos z;, i = 0,1,--- | n;
b) a segunda coluna contém os valores de f(z) nos pontos z;, i =0,1,--- n;
¢) nas colunas 3,4,5,... estao as diferencas ordinarias de ordem 1,2,3,.... Cada

uma destas diferencas é simplesmente a diferenca entre duas diferencas ordinérias

consecutivas e de ordem imediatamente inferior.
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Tabela 4: Diferencas Ordinarias

x f(z) Al A2
zo | A%f(x0) = fo

Alf(zo) = A% f(z1) — A®f(0)

z1 | Af(z1) = fr A?f(xo) = Al f(a1) — A f(z0)
Alf(z1) = A f(x2) — A% f(z1)

zy | AOf(x2) = fo A f(z1) = Al f(a2) — Al f(z1)
Alf(z2) = A f(xs) — A% f(z2)

z3 | A%f(z3) = f3 A2 f(z2) = Al f(xg) — Al f(z2)
Alf(zs) = A%f(z4) — A° f(a3) ;

x4 | AOf(z4) = fa

Como no caso das diferencas divididas, os resultados a serem utilizados na constru-
¢ao do polindmio de interpolacao, para argumentos igualmente espacados de h, sao os
primeiros valores em cada coluna de diferencas, embora tenhamos que construir toda
a tabela, pois, novamente, os valores nao sao independentes uns dos outros.

A relacao entre as diferencas divididas de ordem n e as diferencas ordinéarias de

ordem n de uma funcao f(x) é dada pelo seguinte resultado.

Teorema 2.10. Se xy = x¢9+ kh, k=0,1,--- ,n entdo:

flwo, @1, -+, xp) :%ﬁf[o)'

Prova: Provaremos por inducao em n.

a) Para n = 1. Temos por defini¢do, que:

f[(Eo, l‘l] = f(x;i :isxO) = f(xﬂ i h})L — f(xO) - A;ona

desde que v =z + h, f(z1) = A%f(21) e f(zo) = A%f(w0).

b) Suponhamos vélido para n =k — 1.

47



¢) Provemos para n = k. Usando a definicdo a seguir e a hipotese de indugao,

obtemos:

f[xl7$27"' 7$k} - f[ﬂUo,l’b"' ,iEkfl]
T — Xo

f[‘r()axla”' 7l'k] =

1 Akilf(ﬁl) Akilf(l'o) .
kh W1k —1)  BF-1(k—11|

A" f (o)

h¥*k!
Portanto, usando o Teorema 2.10 no Teorema 2.8, obtemos que o polinémio de
interpolagao na forma de Newton, para uma fun¢do y = f(x), no intervalo [xg, z,),
pode ser escrito, no caso de argumentos z;, igualmente espacados de h, da seguinte

maneira:

Al f(xo) A? f(x0)

Pae) = f(@o) + (x — 20) + (@ = 2o)(w - 21) =t
(35)

A"f(%).

+ ot (@ zo)(@ —wn) o (2 - @een)

Esta forma do polinémio de interpolacao é conhecida como Método de Newton-
Gregory do Polinémio de Interpolagao [15].

Podemos observar que as diferencas ordinarias de ordem n de um polinémio de grau
n na forma: P,(x) = a,2" +a, 12" '+ -+ a7+ ap sdo iguais a n!h"a,. As diferengas
ordinarias de ordem maior que n sao todas nulas.

Portanto, vimos nessa secao que a Interpolacao permite a aproximacao para um
valor de = € [a,b] através de um polindmio interpolador sobre uma funcao f(x) ou
mesmo pontos tabelados. Contudo, se desejarmos encontrar um valor aproximado para
algum x que ndo pertenga ao intervalo [a, b], ¢ mais conveniente recorrer ao Ajuste de

Curvas. Deste modo, a proxima Secao abordara o tema Ajuste de Curvas e, em especial,

o Método dos Quadrados Minimos.
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3 Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Mi-

nimos

O nosso objetivo consiste em aproximar uma func¢ao y = f(x) por uma funcao F'(z)

que seja a combinacao linear de fungoes conhecidas, isto é:

f(x) = a1go(x) + agga(z) + - + amgm(x) = F(x) (36)

de tal modo que a distancia de f(x) a F'(x) seja a menor possivel em algum sentido.
A necessidade de substitui¢io de uma fun¢ao f(x) por uma fungio F(x) surge em

diversas situacoes, como por exemplo:

e ¢ preciso obter um valor aproximado da fun¢ao em algum ponto fora do intervalo

tabelado, ou seja, quando se quer extrapolar;

e f(z) é conhecida através de pares de pontos, obtidos através de medidas experi-
mentais, e desejamos substitui-la por uma funcao cujo grafico se ajuste aos pontos

observados.

Entao precisamos ajustar a estas fungoes tabeladas uma funcao que seja uma “apro-

ximacao” para os valores tabelados e que nos permita “extrapolar” com certa seguranca.

3.1 Caso Discreto

Segundo [24], o ajuste de curvas quando temos uma fun¢do f(z) tabelada através

dos pontos:
(@1, f(21)), (@2, [(22)), -+, (@), [(Tm))
com xy, T, - , Ty, & um intervalo [a, b], incide em “escolhidas” n fungoes g;(z), g2(x),
-+, gn(x), continuas em [a,b], obter n constantes aj,aq, - - ,q, tais que a funcido

o(x) = a191(z) + aega(x) + - -+ + angn(x) se aproxime ao méaximo de f(z).
Trata-se de um modelo matematico linear porque os coeficientes a determinar,
Qq,09, Oy, serdo lineares, ainda que as fungdes g1(x), g2(x),- -+ , gn(x) possam ser

fungoes nao lineares de x. Como podemos observar na Figura 4.
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» X

Figura 4: Ajuste de Curvas: caso discreto

Para escolher tais fungoes é fundamental uma observacao do grafico dos pontos
tabelados. Ou ainda, podemos apoiar nos fundamentos teoéricos do experimento que
forneceu os dados tabelados. Esse grafico resultante é chamado diagrama de dispersao

e através dele podemos visualizar a curva que melhor se ajusta aos dados.

3.2 Caso Continuo

De acordo com [24], o ajuste de curvas pode ainda ser usado para aproximar uma
fungao f(z) continua num intervalo [a,b], por uma combinacao de fungoes do tipo
o(x) = a191(z) + agga(x) + - -+ + angn(x) que se aproxime ao maximo de f(z) no
intervalo [a,b], onde gi(x), g2(x), -, gn(z) s@o fungbes continuas no intervalo [a, b e

Qq,Qa, -, Qy SA0 N constantes.
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3.3 Meétodo dos Quadrados Minimos

3.3.1 Caso Discreto

Sendo dados os pontos (21, f(z1)), (2, f(x2)), -, (Tm, f(zm)) e as n funcdes g, (z),
g2(x), -+, gn(x) selecionadas de alguma forma.

Como ja foi dito anteriormente, queremos encontrar os coeficientes aq, g, - -+ ,
tais que a fun¢ao ¢(z) = a191(x) + aega() + - - - + angn () se aproxime ao maximo de
f(@).

Seja também dy = f(xr) — ¢(zx) o desvio em xy. O ideal que buscamos de proxi-
midade é que dj seja minimo para todo k=1,2,--- ,m.

Portanto, o ajuste de curvas pelo método dos quadrados minimos consiste em es-

colher os o; de maneira que a soma dos quadrados dos desvios seja minima. E evi-
m

m
dente que se a soma Y. d2 = > [f(zx) — ¢(zx)]? é minima, teremos que cada parcela
k=1 k=1
[f(zr) — p(xr)]? & pequena, logo cada desvio [f(x1) — ¢(x1)] é pequeno.
Logo, nas condicoes dos quadrados minimos, os coeficientes oy, que fazem com que

¢(x) se aproxime ao maximo de f(x), sdo os que minimizam a fungao

[f(@x) = o)) =

NIE

F(alva%'” aan) = Zdi ==
k=1

e
Il
—_

[f(zr) — arg1(wp) — aago(ag) — - — angn(xk)]Q .

I
NIE

B
Il
—

Quando o modelo ajustar exatamente os dados, o minimo da funcao serd zero e,
entao a ntepolacao é um caso particular dentro do método dos quadrados minimos.

Recorrendo ao Calculo Diferencial, por exemplo em [27], sabemos que, para conse-

guir um ponto minimo de F'(ay, as, -+ , ) precisamos encontrar seus pontos criticos,
isto é, os (aq, ag, -+, ay,) tais que:
oF

=0,j=12--,n.

99 |y

Q1,02, " ,0n

Calculando estas derivadas parciais para cada 7 =1,2,--- ,n, temos

OF -

£ =2 " [f (k) — argi(wn) — aaga(w) — - — angn(a)] [=g;(zi)]
J (0‘170‘27'“70‘71) k=1

Atribuindo a condicao
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OF
:07 3:1727 y

806]‘ (1,02, ,0m)
segue que

OF @

. =2 Z [f(zk) — argi(zn) — qaga(zn) — -+ — angnlzr)] [gj(2k)] = 0

80{] (a17a27"'7an) k=1

com j =1,2,--- ,n. Portanto,
> [f(@r) — angi(@e) — angolar) — - — angnlai)|gi(ze) = 0
k=1
> (@) — angi(@e) — angolan) — - — angnlai)|ga(ze) = 0
k=1
=

o () — angi(wn) — aaga(wr) — -+ — angn(@r)|gn(xr) = 0
k=1 J
kZ gi(ze)gr(@e) | cr + -+ kz gn(@n)g1(zk) | 0 = kz f(xr) g1 ()
L k=1 | Lk=1 | =1
kZ 91 (wr)g2(k) | Q1 + -+ + kZ 9n(Tn)g2(Tk) | Qv = kZ f(@r)ga(xr)
L k=1 | Lk=1 | =1

= (37)
B nnon] a4 | i) = roggo)

\ =1 =1 —1
que é, segundo [28] um sistema linear com n equagdes e n incognitas: aq, g, -+ , .
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Escrevendo o sistema lienar (37) na forma matricial Ao = b, temos:

(
a0 + appay + - apoy, = by
A1 + Ao20g + + -+ + AonQy, = b2
L Ap1Qq + GpaQo + + -+ + A, = bn

m
onde A = (a;;) € tal que a;; = Y g;(zx)g:(zx) = aj;, ou seja, A é simétrica.
k=1

a=(a,ag, - ,a,) eb= (b, by, -+ ,b,)" sdo tais que
bi= Y f(xi)gi(wy).
k=1

Vale lembrar que, de acordo com [20] dados os vetores z e y € R™, o namero real

(x,y) = > x;y; é chamado produto escalar de x por y.
k=1

Atribuindo esta notacao, o sistema normal! Aa = b sera expresso por:
A= (ai;) = <§i7§j> e b=(b)={(f7)

onde g, é o vetor (gi(x1)gi(x2) -~ gi(zm))T € f, 0 vetor (f(z1)f(xa) - flzm))T.
Recorrendo a Agebra Linear, por exemplo em [7], se as funcdes gi(z),--- , gn(z)

forem tais que os vetores §;, G, - , g, sejam linermente independentes, entao o de-

terminante da matriz A é diferente de zero e, portanto, o sistema linear (37) adimite

solucao tnica: @i, s, -+ ,a,. Demonstra-se também que esta solucao ay,ai, -+, @,

é o ponto em que a fungao F'(aq, e, - , ) atinge seu valor minimo.

!Um sistema é normal quando tem o mesmo niimero de equacoes e de incognitas e o determinante

da matriz incompleta associada ao sistema é diferente de zero [22].
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Notamos que, se os vetores g,,- - , g, possuirem a propriedade de serem tais que

o =0, i#]
<givgj> : )
#0, i=]
ou seja, se os vetores gy, --- , g, Sa0 ortogonais entre si, entao a matriz A do sistema

normal (37) sera matriz diagonal e, portanto, o sistema (37) tera solugdo unica, a qual
facilmente sera determinada.

Entretanto, dado um conjunto de pontos 1, x», - -- ,x, podemos construir poliné-
mios de grau 0, 1, - - - , n que sao ortogonais, no sentido citado anteriormente, em relacao

ao produto escalar

m

(G0:3,) = Y gi(wr)g; (). (38)

k=1
Os polindmios ortogonais formam um classe particular de func¢oes ortogonais. Tais

funcoes possuem vérias propriedades muito interessantes e tteis.

3.3.2 Caso Continuo

Com o objetivo de simplificar a notacao, desenvolveremos o caso onde “selecionamos”
apenas duas fungoes.

Sejam f(x) continua em um intervalo [a,b] e g1(x) e ga(z) duas fung¢des continuas
em [a,b] que foram escolhidas de alguma forma. Entao, precisamos determinar duas
constantes reais oy e ag tais que p(z) = a191(x) + azgz(x) esteja o mais proximo
possivel de f(x).

Adotando o critério dos quadrados minimos para o conceito de proximidade entre

o(x) e f(x), os coeficientes o e ay a serem obtidos deverdao ser tais que o valor de
b

[f(z) — p(x)]*dx seja o menor possivel.

a
O significado geométrico é que a area entre as curvas f(x) e p(z) seja minima.

Desse modo, precisamos obter o minimo para
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b b
[ 1@ - @R = [ 17 - 2f(@)ple) + ple)?)ds =
b
= [ V@? — 2 @i (@) + azgal)] + algha)+
T 2010001 (2)g2(2) + 0363 (x)]da
- /f Vda — 2 /f 2)g1(2)dalar — /f £)ga(x)d) o+
b b
+ [/ g%dm]a%%—[Z/ g1(x)ga(z)dx]aras+
b
+p/£wmw@=ﬂmaﬂ

b
:/Um—wm%:zF@ﬂﬂ

Analogamente ao argumento do caso discreto, temos de encontrar os pontos criticos

de F, isto ¢, achar (aq, ) tal que

=0,i=1,2.

(a1,02)

80@

e Para i =1, temos:
b b b
= —2/ f(@)g1(x)dx + {2/ g%dx} ag + {2/ gl(x)gg(x)dx} Q.
(a1,02) a a a

e Para ¢ = 2, temos:

o —Q/Qbf(:c)gz(x)dwr {2 /abggdx} s + [2 /abgl(x)g2(x)dx} a.
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Assim,

oF
6041

_OF

= — =0=
8@2

(a1,02)

(a17a2)

;

[ en] s [ awneile = [ roowe

(39)
b b b
/ g1(x)g2(x)droy + [/ gg(x)dm] o— f(x)ge(x)dx
Sendo
b b
o= [ G@idn an= [ @@
b b
a9 = / g1(z)ga(x)dx, ag = / gg(a:)da:,
b b
b, = / f(@)g1(x)dx, by = / f(z)g2(x)dx.
Escrevemos o sistema linear (39) das seguintes formas
a1 0 + ajpoy = b
1101 1202 1 o Ao — b
o101 + Ay = by
onde
a1 a
A = H 2 y o = (Oél, OCQ)T, b = (bl, b2>T.
Q21 Q22
[24]

Se as fungoes g1(x) e go(z) forem linearmente independentes, o determinante da

matriz A é diferente de zero e, portanto, o sistema linear (39) adimite solu¢do unica:
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(@01, @s). Demonstra-se também que esta soluc¢ao (as,@;) é o ponto em que a fungao
F(ay, as) atinge seu valor minimo.
Empregando a defini¢ao de produto escalar de duas funcées p(z) e s(x) no intervalo

[a, b] por:
(p,5) = /f ple)r(z)dz, (40)

temos no caso em que buscamos aproximar

f(x) =angi(x) + - - + angn(x) o sistema normal Aa = b fica

A:@mﬂ%m:/m@mmm

b:mzmmz/fmwmm
[24]

Analogamente ao caso discreto, temos funcoes ortogonais com relacdo ao produto es-
calar (40).

3.3.3 Caso Nao Linear

Muitas vezes temos dados experimentais em que o ajuste como combinacao linear
nos parametros nao é adequada e nao pode ser considerado. Neste caso, necessitamos
de outras familias de funcoes para representar adequadamente uma funcao tabelada.

Assim, para aplicar o método dos quadrados minimos é necessario que se faca uma

linearizacao do problema através de alguma transformacao conveniente.

Exemplo: Aproximar uma fung¢io f(x) por uma fung¢do do tipo exponencial, isto é:
f(z) ~ ar03
que pode ser reduzida, por uma transformacao logaritmica, ao problema de aproximar:
In(f(x)) ~Ina; + zlna,.

Sea; =Ina; e as =Ilnay = In(f(x)) = a1 + asxr = ¢(x) que é um problema linear

nos parametros a; € as.
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E fundamental observar que os parametros obtidos nao sao 6timos dentro do critério
dos quadrados minimos, pois estamos ajustando o problema linearizado por quadrados
minimos e nao o problema original.

Enfim, no exemplo os parametros a; e as sdo os que ajustam a fungao ¢(z) a fungao
In(f(z)) no sentido dos quadrados minimos; nio se pode afirmar que os parametros o,
e ag, obtidos através de a; e ag, sdo os que ajustam ¢(x) a f(x) dentro do critério dos

quadrados minimos.

3.3.4 Teste de Alinhamento

Apos a escolha da funcao linear em aq, ao, - - - , o, para ajustar uma funcao dada,
uma forma de verificarmos se a escolha feita foi razoavel é realizarmos o teste de ali-

nhamento, que consiste em:
e Fazer a linearizacao da funcao nao linear escolhida;
e Fazer o diagrama de dispersao dos novos dados;

e Se os pontos do diagrama de dispersao estiverem alinhados, isto significara que

a funcao nao linear escolhida foi uma boa escolha.

Vale salientar que, devido aos erros de observacao, e cilculos aproximados, conside-
ramos satisfatorio o diagrama de dispersao onde os pontos se distribuem aleatoriamente

em torno de uma reta média.

3.3.5 Calculo do Erro no Método dos Quadrados Minimos

Quando aplicamos o Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos é
possivel determinar o erro por meio da anélise do residuo r. Durante a execucao do
método devemos resolver o sistema linear na forma matricial Ao = b, que pode ser

escrito da forma:

a1y + app0ig + - -+ a0, = bl
A21001 + Ao2Qg + + -+ + QonQy, = b2
L Ap1 Q1 + GpaQg + -+ -+ AppQy, = bn

onde
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A = (a;5) é tal que a;; = Y g;(zk)gi(zr) = aji,
=1

o = (aly&Qv e 7an)t eb= (b17b27 e 7b7l)t sa0 tais que bl = Z f(xk)gl(l'k‘)
k=1
Entao, de acordo com [28] o residuo r é dado pelo vetor:

r=>bt— Aa.

Ainda segundo [28], o Ajuste de Curvas é bom quando r é pequeno, mais precisa-
mente, se H é pequeno. Em particular se r = 0, entao « é a solucao verdadeira do
sistema.

Com as coordenadas do vetor r podemos determinar o grau de precisao da solucao,
em outras palavras, conseguimos medir o quanto a solucao encontrada afasta-se de
b. Conforme [28], essa precisdo pode ser melhor ajustada através da norma do vetor.

Logo, podemos avaliar a precisao § por meio da seguinte relacao:

7]
b= .
16]]
Da Geometria Analitica, por exemplo em [14], ||u| = \/a} + a? + - -+ + a2 é deno-
minado norma ou médulo do vetor v = (ay, as, -+, a,) no espaco R™.

Na proxima secao serao feitas as aplicagoes do Ajuste de Curvas pelo Método dos
Quadrados Minimos e serd também apresentado em cada uma delas o valor do erro
através do residuo.

As Segoes 3 e 4 mostraram os aspectos tedricos sobre a Interpolacao e o Ajuste de
Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos. Agora conhecendo os temas apresen-
taremos na proxima secao um conjunto de aplicacoes em problemas do cotidiano da
cidade de Ipord, onde faremos a modelagem e posteriormente uma analise temporal de
situacoes reais através da Interpolacdo e do Ajuste de Curvas. E bom reforcar que essas
aplicagoes podem ser trabalhadas também no Ensino Médio, inserindo a matemaética

da vida dos alunos com o objetivo de despertar neles o gosto e o desejo de aprendé-la.
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4 Aplicacoes

Decorrido todo o aporte tedrico sobre Interpolagao e Ajuste de Curvas chega o
momento de desenvolver as aplicacoes dos temas para exemplificar a utilizacao dos
mesmos e mostrar a importancia dos dois assuntos.

A ideia é envolver aplicacoes em situacoes cotidianas ou com fatos relacionados ao
pesquisador. Trazendo para o cotidiano a matemética como uma ferramenta para ana-
lises criticas de situacoes em que a Interpolacao e o Ajuste de Curvas sejam recursos
para fazer estimativas e perspectivas. E importante ressaltar que os resultados obtidos
tanto com a Interpolacdo quanto com o Ajuste de Curvas nao podem ser assumidos
como uma verdade consumada, mas sao modelos de aproximacoes com grande efica-
cia. Vale lembrar que o objetivo é buscar modelos de situacoes cotidianas modelados
através da Interpolacao e do Ajuste de Curvas, que podem ser exploradas também por
professores do Ensino Médio.

Buscando esse cotidiano proximo do autor resolvemos fazer uma andlise temporal
de algumas questoes relativas a cidade de Ipora, cidade onde reside o autor, localizada
no estado de Goids, mais precisamente no oeste goiano. Na Figura 5 esta representada

a localizagao de Ipora.

Figura 5: Localizagao da cidade de Ipora.

Figura retirada de [18].
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Segundo [16] Ipora teve sua origem, oficialmente, na fundagao do arraial dos Pildes,
na margem direita do Rio Claro, em 1748. De acordo com [18], a expressiva producao
de diamantes e o desenvolvimento rapido do arraial motivaram o extraordinério cres-
cimento. Assim, o povoado passou a categoria de distrito, com a denominacao de Rio
Claro, pertencente ao Municipio de Goiés, antiga Vila Boa.

Depois de algum tempo foi nomeado Itajuba, toponimo de origem indigena, tupi-
guarani, que significa pedra amarela. E posteriormente, mais precisamente no ano de
1943, foi rebatizado por Ipora (“Aguas Claras, em lingua tupi-guarani). Em 1948, foi
elevado a categoria de municipio, instalando em 1° de janeiro de 1949, desmembrado
do Municipio de Goiés.

Enfim, ap6s conhecermos um pouco da cidade, faremos a anélise de algumas situa-
coes do cotidiano iporaense tendo na matematica, através da Interpolacao e do Ajuste
de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos, um excelente recurso. Avaliaremos

os seguintes temas relacionados a cidade de Ipora:

e Obitos provocados por Cancer por meio do Método dos Quadrados Minimos;

Nimero de alunos no Ensino Basico através da Interpolacao e do Método dos

Quadrados Minimos;

Crescimento da frota de veiculos usando o Método dos Quadrados Minimos;

Produto Interno Bruto de Ipora aplicando o Método dos Quadrados Minimos;

Consumo de Agua em Ipora empregando o Método dos Quadrados Minimos;

e Dinamica Populacional Iporaense por meio da Interpolacao e do Método dos

Quadrados Minimos.

A seguir decorreremos sobre cada aplicacao de forma individual e detalhada.

4.1 Obitos provocados por cancer em Ipora

Segundo [19], o cancer é 0o nome dado a um conjunto de mais de 100 doengas que tém
em comum o crescimento desordenado (maligno) de células que invadem os tecidos e

orgaos, podendo espalhar-se (metastase) para outras regides do corpo.
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Dividindo-se rapidamente, estas células tendem a ser muito agressivas e incontro-
laveis, determinando a formagao de tumores (acimulo de células cancerosas) ou neo-
plasias malignas. Por outro lado, um tumor benigno significa simplesmente uma
massa localizada de células que se multiplicam vagarosamente e se assemelham ao seu
tecido original, raramente constituindo um risco de vida.

Nos tultimos tempos a doenca cancer vem aterrorizando o mundo, sao intimeros
casos diagnosticados e, infelizmente, mesmo com os recursos e tratamentos oferecidos,
também é alarmante o ntimero de 6bitos ocasionados pelo cancer.

Na cidade de Ipora a realidade nao é diferente. O cancer é um mal que tem apavo-
rado a sociedade e é cada vez maior o nimero de pessoas diagnosticadas com a doenca.
E evidente que atualmente os tratamentos da doenca sdao bem avancados. Mas, nem
toda a populacao possui acesso a esse melhor tratamento. E assim, mesmo dentro
desse contexto atual de melhores condicoes de tratamento, o cancer tem sido causa de
muitas mortes na cidade de Ipora.

Motivados por essa triste realidade, buscamos no site do Ministério da Satde [21],
informagoes sobre o ntimero de 6bitos registrados em Ipora ocasionados pelo céancer.
A ideia é fazer um alerta para o crescente nimero dos casos de 0bitos e mostrar que a
matematica, através do Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos, pode
ser uma ferramenta para uma andalise temporal do problema. O objetivo é mostrar uma
expectativa do nimero de 6bitos por cancer na cidade de Ipora nos préoximos anos.

Entao, ap6s uma pesquisa no site do Ministério da Satude foram coletados os dados
que sao apresentados na Tabela 5 em relacdo ao nimero de 6bitos por cancer nos

ultimos anos, na cidade de Iporé.

Tabela 5: Numero de Obitos por Cancer em Ipora

Ano | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007

Obitos | 9 18 19 20 22 25 25

Ano | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013

Obitos | 35 32 32 36 33 33

Fazendo xy = 2001, x5 = 2002, - - - , x13 = 2013, escrevemos a Tabela 6:
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Tabela 6: Obitos por Cancer em Ipora

Ano (zg) 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013

Obitos(yy,) 9 18 19 20 22 25 25 35 32 32 36 33 33

Assim, podemos construir o diagrama de dispersao que é mostrado na Figura 6.

40 4

35 1 *

30 1

25 1 * *

20 1 *

15 1

Numero de Obitos

10 1

0 T T T T T T T T T T T T ]
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013

Ano

Figura 6: Diagrama de Dispersdo - Ntumero de Obitos por Cancer em Ipora.

Usando o Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos e observando o
diagrama de dispersao, concluimos que os pontos tabelados devem ser ajustados por
uma funcao linear, ou seja, p(r) = a1 +asz. Neste caso temos duas fungoes auxiliares,
g1(z) =1 e ga(x) = =, assim p(z) = g1(x)on + g2(z) 2.

Recorrendo ao suporte tedrico sobre o Método dos Quadrados Minimos apresentado
na Secdo 3 e substituindo as informagoes da aplicacdo no sistema (37) temos que

resolver o seguinte sistema linear:

( ,i 91(:Ek)g1(:vk)- ar - ;::31 g1(zk)ga(zp) | a2 = ’if(m)m(%)
(41)
0 égl(xk)gz(xk) ar + 292(%)92(3%) Qy = éf(xk)QQ(xk)
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Substituindo g;(z) = 1 e g2(x) = x no sistema (41), escrevemos:

¢ 713 r13 7] 13
21] A+ Y wplae = ) f(a)
Lk=1 k=1 | k=1
(42)
M 13 13 13
> Ik] o + |y aR|ae = 3 flar)a
\ Lk=1 k=1 k=1
Fazendo alguns calculos, temos a Tabela 7:
Tabela 7: Obitos por Cancer em Ipora - Calculos
SOMAS
(zx) 2001 2002 2013 26091
f(zk) 9 18 33 339
x? 4004001 | 4008004 4052169 | 52364819
f(zk)x, | 18009 36036 66429 | 680726.
Portanto, temos que:
13 13 13
> 1=13, > = 26091, > f(xr) = 339,
k=1 k=1 k=1
(43)
13 13
> a? = 52364819 e > fxg)zr = 680726.
k=1 k=1
Levando os valores mostrados em (43) no sistema linear (42), obtemos:
13 + 26091ay = 339
: (44)
26091c; + 52364819a, = 680726

Resolvendo o sistema linear (44) por qualquer método direto, por exemplo, Elimi-

nacao de Gauss, temos que:
a1 ~ —3866,6209 e as ~ 1,9396. (45)
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Finalmente, com os valores encontrados em (45), podemos concluir que a fungao

¢(x) que ajusta os dados tabelados através de uma fungao linear, é dada por:
o(x) = 1,9396x — 3866, 6209. (46)

Podemos ainda, sem perda de veracidade, fazer uma mudanca nos valores x; que
representam os anos com o objetivo de facilitar e diminuir os célculos.

Entao, fazendo z1 = 2001 = 1, x5 = 2002 = 2, --- , x13 = 2013 = 13, apresentamos
a Tabela 8:

Tabela 8: Obitos por Cancer em Ipora

Ano (xp) |12 [ 3|4 |5 |6 |7 [28]9 10|11 1213

Obitos(y,) | 9|18 | 19 [ 20 | 22|25 | 25 | 35 |32 | 32| 36 | 33 | 33

Efetuando alguns calculos, construimos a Tabela 9:

Tabela 9: Obitos por Cancer em Ipora - Calculos

SOMAS
(z1) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 91
flzw) 9 | 18 | 19 | 20 22 25 25 35 32 32 36 33 33 339
z2 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 | 121 | 144 | 169 819
flzi)z, | 9| 36 | 57 | 80 | 110 | 150 | 175 | 280 | 288 | 320 | 396 | 396 | 429 2726

Portanto, temos que:

13 13 13
SS1=13, S ap=091, 3 flaw) = 339,
k=1 k=1 k=1

(47)
13 13
S22 =819 e > flag)z, = 2726
k=1 k=1
Levando os valores mostrados em (47) no sistema linear (42), obtemos:
13y + 9lay = 339
(48)

91y + 819ap = 2726
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Resolvendo o sistema linear (48) pelo método da Eliminacao de Gauss, segue que:

ap ~12,5 e ay~1,9396. (49)

Finalmente, com os valores encontrados em (49), podemos concluir que a fungao

¢(x) que ajusta os dados tabelados através de uma fungdo linear, é dada por:

o(x) = 1,9396x + 12, 5. (50)

Entao, a mudanca proposta nos valores xp, de &k = 2001, 2002,---, 2013 pelos

valores x, k = 1,2, ---, 13 nao altera os valores de p(z). Para mostrar tal fato,
faremos:

v1(x) = @(x) = 1,9396x — 3866,6209 e @o(x) = p(z) =1,9396x + 12, 5.

Encontrando as estimativas para ¢1(z) e pa(x), podemos observar a Tabela 10:

Tabela 10: Obitos por Cancer em Ipora - Comparacio de modelos.

(z1) 2001 2002 e 2008 2009 2010 2011 2012 2013
(zk) 1 2 e 8 9 10 11 12 13
o1(zg) | 14,5187 | 16,4583 | --- | 28,0959 | 30,0355 | 31,9751 | 33,9147 | 35,8543 | 37,7939
e1(z)) | 14,4396 | 16,3792 | --- | 28,0168 | 29,9564 | 31,8960 | 33,8356 | 35,7752 | 37,7148

Asssim, percebemos que realmente é pequena a diferenca entre os valores de ()
e po(z). Portanto, por comodidade, usaremos os valores de zy, k = 1,2,--- 13 e
consequentemente a aproximacao ¢(x) = 1,9396x + 12, 5.

Logo, é possivel encontrar o erro através do residuo r como indicado na Secao

anterior. Para tanto seque que

r=>b— Ao =

339 13 91 12,5

2726 91 819 1,9396

Fazendo o produto, obtém-se:

339 339, 0036

2726 2726,0324
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Portanto,

—0,0036
—0,0324

O resultado encontrado no vetor r mostra que em relacdo a primeira coordenada
estamos acertando em 5 algarismos e errando no sexto. E 0 mesmo ocorre em relacao
a segunda coordenada. Portanto, é pequeno o valor do erro residual.

O grau de precisao confirma que as aproximagoes obtidas com a funcdo p(z) sdo
confidveis pois possuem um erro pequeno.

Agora com os dados tabelados sobre o niumero de 6bitos por cancer em Ipora,
modelados através da fungao p(z) = 1,9396x + 12,5, faremos uma perspectiva para o
ntimero de 6bitos por cancer na cidade nos proximos anos. Vale ressaltar que o modelo
apresenta uma aproximacao, podendo ser considerado uma previsao. Porém, nao deve
ser tratato como uma verdade absoluta.

Podemos, por exemplo, prever uma aproximagao para o niimero de 6bitos por cancer
em Iporad nos anos de 2020 e 2050.

Para tanto, basta substituirmos x = 20 e posteriormente x = 50 na funcao de
aproximacao ¢(x) = 1,9396x + 12, 5.

Entao, fazendo as devidas substitui¢oes, encontramos que no ano de 2020 teremos
aproximadamente 51 mortes por cancer em Iporéd e, em 2050, aproximadamente, 109
6bitos.

Contudo, de posse da funcdo de aproximagao ¢(x) = 1,9396z + 12,5, podemos
fazer uma estimativa para o ntimero de 6bitos por cancer em Ipor& nos anos futuros.
E, com essa analise temporal desse nimero de mortes, é possivel chamarmos a atencao
da sociedade iporaense para esse triste episédio. Nesse sentido, a matematica pode
ser uma ferramenta de alerta para o problema e até mesmo despertar na populagao
atitudes e héabitos que possam frear o crescimento do nimero de 6bitos na cidade,
sabendo que alguns casos de cancer podem ser evitados e outros, podem ainda, serem
tratatos com mais eficacia se diagnosticados com antecedéncia.

Dentro do aspecto educacional os professores podem utilizar temas como este, con-
textualizados, para trabalhar com os métodos propostos nesta dissertacao. Trazendo a
matematica para o cotidiano dos alunos. Além disso, uma aplicacdo como essa cumpre

um carater social alertando os jovens e toda a sociedade para um problema tao sério.
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4.2 Numero de Alunos no Ensino Basico em Ipora

A quantidade de alunos no Ensino Béasico (nivel Fundamental e nivel Médio) nas
escolas e colégios, em instituigoes publicas e privadas, de Ipora ¢ uma situacao que
merece ser analisada. Apos uma reflexdo sobre o nimero de alunos do Ensino Bésico
na cidade, a conclusao inicial é que esse valor esta diminuindo.

Diante dessa primeira impressao vamos analisar a situacao fazendo uso da matema-
tica através do Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos. O objetivo é
buscar uma pespectiva para o numero de alunos no Ensino Bésico na cidade de Ipora.

Com o intuito de fazer essa investigacao, pesquisamos junto ao Instituto Brasileiro
de Geografia e Estatistica (IBGE) [18] informagoes sobre a quantidade de alunos no
Ensino Basico na cidade nos anos anteriores. Depois dessa observacao, chegamos nos

valores mostrados na Tabela 11:

Tabela 11: Numero de alunos no Ensino Béasico na cidade de Ipora

Ano 2005 | 2007 | 2009 | 2012

Ntmero de Alunos | 6692 | 6372 | 5761 | 5272

Podemos construir o diagrama de dispersao apresentado na Figura 7.
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Figura 7: Diagrama de Dispersao - Numero de alunos no Ensino Béasico na cidade de

Iporé.
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Usando o Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos e observando
o diagrama de dispersao mostrado na Figura 7, concluimos que os pontos tabelados
devem ser ajustados por uma fungao linear, ou seja, p(x) = a; +asz. Neste caso temos
duas funcoes auxiliares, g1(x) = 1 e go(z) = x, assim p(z) = g1(z)a; + g2(x) .

Fazendo x; = 2005, x5 = 2007, x3 = 2009 e x4 = 2012, criamos a Tabela 12:

Tabela 12: Numero de alunos no Ensino Basico de Ipora

Ano (z) 2005 | 2007 | 2009 | 2012

Numero de Alunos (y;) | 6692 | 6372 | 5761 | 5272

Recorrendo ao suporte tedrico sobre o Método dos Quadrados Minimos apresentado
anteriormente e substituindo as informagcoes da aplicagao no sistema (37) devemos que

resolver o seguinte sistema linear:

kilgl(xk)gl(%) ap + ki%(xk)gz(l’k) ay = ki f(@r)g1(y)
Lk= | = 1 =1
(51)
M4 T [ 4 T 4
\ k;gl(xk)gg(mk) ar + ];192(%)92(%) ay = ];f@k)gz(l‘k)
Substituindo g;(z) = 1 e g2(x) = x no sistema (51), escrevemos:
(T4 r4 4
Z 1:| aq -+ E Tr| G = E f(.%'k)
Lk=1 =1 k=1
(52)

k=1 i k=1

kzj:l‘ﬁk] o] + i.ﬁi oy = if(xk)xk

Fazendo alguns calculos, obtemos a Tabela 13:
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Tabela 13: Namero de alunos no Ensino Bésico de Iporé - Calculos.

SOMAS
(zx) 2005 2007 2009 2012 8033
f(zk) 6692 6372 5761 5272 24097
i 4020025 | 4028049 | 4036081 | 4048144 | 16132299
flzx)zy, | 13417460 | 12788604 | 11573849 | 10607264 | 48387177

Portanto, temos que

4 4 4
SN 1 =4, S = 8033, S (k) = 2407,
k=1 k=1 k=1
(53)
4 4
S 22 = 16132299 e S flay)zy = 48387177,
k=1 k=1
Substituindo os valores mostrados em (53) no sistema linear (52), obtemos:
4oy + 80332 = 24097
. (54)
8033y + 16132299c, = 48387177

Resolvendo o sistema linear (54) por qualquer método direto, por exemplo, Método

de Gauss-Jordan, resulta que:

o ~ 428188,4299 ¢ ay ~ —210,215. (55)

Finalmente, com os valores encontrados em (55), podemos concluir que a fungao

() que ajusta os dados tabelados através de uma funcao linear, é dada por:

o(z) = —210, 215z + 428188, 4299. (56)

Agora podemos determinar o erro por meio do residuo r. Entao,

r=b— Aa =

24097 4 8033 428188, 4299

48387177 8033 16132299 —210, 215
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Efetuando o produto, segue

24097 24096, 6246
r= —
48387177 48386423, 1017
Portanto,
0,3754
T =
753, 8983

O resultado obtido no vetor r significa que em relacdo a primeira coordenada es-
tamos acertando em 5 algarismos e errando no sexto. E 0 mesmo ocorre em relagao a
segunda coordenada. Portanto, é pequeno o valor do erro residual.

Esse grau de precisao corrobora que as aproximagoes obtidas com a funcao ()
sao confiaveis pois possuem um erro muito pequeno.

No inicio mencionamos que os dados transmitiam a impressao de uma diminui-
cao dos alunos no Ensino Basico em Ipora. Realizada a anélise temporal usando o
Método dos Quadrados Minimos percebemos que de fato esté e “provavelmente” conti-
nuard ocorrendo uma queda na quantidade de alunos no Ensino Béasico. A afirmacao
é confirmada pela funcao de aproximacao encontrada por meio do Ajuste de Curvas,
visto que uma fun¢ao linear do tipo ¢(x) = a5 + asz é decrescente se ap < 0, e ob-
servando a funcao de aproximagao p(z) = —210, 215x + 428188, 4299, concluimos que
ay = —210,215 < 0. Logo, a func¢do ¢(x) é decrescente e, portanto, o nimero de alunos
no Ensino Basico esta realmente em queda.

Agora com os dados tabelados sobre o nimero de alunos no Ensino Basico em
Ipora, modelados pela funcao p(z) = —210, 215z + 428188, 4299, pode-se fazer uma
perspectiva para o nimero de alunos do Ensino Béasico em Ipord. Novamente vale
ressaltar que o modelo apresenta uma aproximagcao, podendo ser considerado uma
expectativa. Porém, nao pode ser tratato como uma verdade absoluta.

Vamos, por exemplo, prever uma boa aproximacao para o nimero de alunos no
Ensino Basico em Ipora nos anos de 2015, 2020 e 2025. Basta substituirmos x = 2015,
x = 2020 e depois = 2025 na funcdo ¢(x) = —210, 215z + 428188, 4299.

Entao, fazendo as devidas alteragoes, encontramos os valores para o numero de

alunos no Ensino Basico em Ipora nos anos desejados, conforme a Tabela 14.
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Tabela 14: Numero de alunos no Ensino Béasico de Ipora.

Ano (z) 2015 | 2020 | 2025

Numero de Alunos (yi) | 4604 | 3554 | 2503

Portanto, utlizando a fun¢ao de aproximagcao p(x) = —210, 215z + 428188, 4299, é
possivel fazer uma estimativa para o nimero de alunos no Ensino Bésico em Ipora nos
futuros anos. Com essa anélise temporal do nimero de alunos, podemos refletir sobre

os motivos de tal diminuicao, dentre os quais destacamos:
e Envelhecimento da populagio iporaense (tal fato pode ser compravado em [18]);
e Diminuicao do indice de natalidade na cidade;
e A triste realidade de alguns alunos que tém que trocar os estudos pelo trabalho.

Nesse sentido, a matemaética constitui-se em uma ferramenta que ajuda explicar
o esvaziamentos das escolas e colégios, bem como despertar uma analise mais critica
desse contexto e possiveis, se houver, intervencoes. E importante notar que esse tipo de
tema pode gerar debates, discussoes e reflexdes entre os alunos do Ensino Médio. Além
de ensinar o método matematico, o professor pode abordar esses temas de interesse da
sociedade.

Observando os dados obtidos sobre o niimero de alunos no Ensino Béasico em Ipora
percebemos que foram apresentadas informacoes referentes aos anos de 2005, 2007,2009
e 2012. Assim, podemos nos perguntar sobre os valores inerentes aos anos que estao
no intervalo [2005,2012]. Afinal, quantos alunos tinham no Ensino Béasico nos anos de
2006, 2008, 2010 e 20117

Essa pergunta pode ser respondida usando a Interpolacao, tema abordado na
Secao 2 do trabalho. Da mesma forma que o Ajuste de Curvas pelo Método dos
Quadrados Minimos a Interpolacio nos fornecera uma aproximacdo. E importante
salientar que a Interpolacdo é usada se o objetivo é encontrar um polinémio P,(z) que
aproxime uma funcao ou os dados tabelados para valores de x que estejam no intervalo
[a,b]. Se o valor de z para o qual buscamos uma aproximacao estiver fora do intervalo
la, b], ou seja, quando devemos fazer uma extrapolagao, usaremos o Ajuste de Curvas.

Entao, vamos tentar responder a indagacgao levantada sobre o ntimero de alunos

nos anos 2006, 2008, 2010 e 2011 através da Interpolagao. Podemos escolher entre os
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métodos de interpolagao mencionados no aporte teoérico, nesse caso faremos uso da
Interpolacao de Lagrange.

Para facilitar o entendimento, retomemos os valores obtidos em [18], mostrados na
Tabela 15.

Tabela 15: Numero de alunos no Ensino Basico na cidade de Ipora.

Ano (z) 2005 | 2007 | 2009 | 2012

Numero de Alunos (y;) | 6692 | 6372 | 5761 | 5272

Como o objetivo é encontrar aproximagoes para x € [2005,2012], vamos trabalhar
com os quatro pontos oferecidos e assim aproximar um Polinémio Interpolador de
Lagrange de Grau 3.

A partir de (10) construimos os polindémios I (z), k = 1,2, 3, 4.

l ( ) — (z—w2)(z—23)(T—24) _ (z—2007)(z—2009) (z—2012)
WT) = Gi—z)(e1—23)(@1—21) ~  (2005—2007)(2005—2009) (2005—2012)

23 —-602822+121122552—8112510756

—56
l (x) _ (z—z1)(z—23)(z—24) _ (£—2005)(z—2009) (z—2012) .
2 T (w2—z1)(za—ax3)(x2—x4) ~ (2007—2005)(2007—2009)(2007—2012)

23 -602622 4121042132 —8104426540
20

l( ) _ (z—z1)(z—22)(T—24) _ (£—2005)(z—2007)(z—2012)
3\T) = @s—z1)(ws—w2)(ws—x1) ~  (2009—2005)(2009—2007)(2009—2012)

23 —602422 4120961792 —8096358420
—24

73



l() _ (z—z1)(z—x2)(x—23) _ (x—2005) (z—2007) (x—2009)
a\r) = (za—z1)(va—w2)(Ta—23) ™ (2012—2005)(2012—2007)(2012—2009)

23 —602122 4120841432z —8084286315
105 :

Portanto, de (10):

Ps(z) = fili(z) + fala(z) + fsl3(x) + fala(z).

Substituindo os valores de f; e de lx(z), obtemos:

3_ 2 _ 3_ 2 _
Py(z) = 6692 |:z 602807 +121122550 8112510756:| 16372 [:p 60260%+121042130 8104426540]

3_ 2 _ 3_ 2 —
4+ 5761 |:m 60242 +120976214791 8096358420i| 1+ 5272 |:x 6021x +120814[l)}r)43x 8084286315] )

Agrupando os termos semelhantes, segue que o Polinémio de Interpolacao de La-

grange para os pontos tabelados é:

P3(x) = 9,26785714285714286x — 55838, 1428571428572 (57)
+ 112139887, 517857143z — 75070057450, 5.

Uma vez determinado o Polinémio de Interpolagao de Lagrange (57), podemos
encontrar uma aproximacao para o numero de alunos no Ensino Béasico na cidade
Iporéa nos anos 2006, 2008, 2010 e 2011. Basta substituir o valor de x em (57) pelo ano

desejado. Assim, segue que:

a) Para o ano 2006, tem-se:

P3(2006) = 9,26785714285714286 - 2006> — 55838, 1428571428572 - 20062
+ 112139887, 517857143 - 2006 — 75070057450, 5

~ 6596 alunos.
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b) Para o ano 2008

P5(2008) 9,26785714285714286 - 2008% — 55838, 1428571428572 - 20082
+ 112139887, 517857143 - 2008 — 75070057450, 5

~ 6075 alunos.
¢) Para o ano 2010

P3(2010) = 9,26785714285714286 - 2010% — 55838, 1428571428572 - 20102
+ 112139887,517857143 - 2010 — 75070057450, 5

~ 5485 alunos.

E possivel calcular uma estimativa para erro na Interpolacdo. Porém, como estamos
trabalhando com valores tabelados e ndo com a funcao f(z), esse céalculo é feito de forma
individual para cada valor interpolado. Para exemplificar, vamos encontrar o erro na
Interpolacao do ano 2006.

Na Secao 2 vimos que o erro ¢ dado por

R3(z) = (v — x1) (v — xa)(x — w3)(x — q) | flx1, X2, T3, 24]].

Usando a Tabela 2 de Diferenca Divididas temos que
flz1, xa, w3, 4] ~9,2678571.
Logo, calculando o erro para o ano de 2006, obtem-se:
R3(2006) = (2006 — 2005)(2006 — 2007)(2006 — 2009)(2006 — 2012)(9, 2678571).

R5(2006) = 166, 8214286.

Como
R,,(2006) 166, 8214286

= ~ (), 025.
P3(2006) 6596 ’
Isso significa que o erro cometido na Interpolacao do ano de 2006 é de aproximada-
mente 2, 5%.

Os erros na Interpolacao dos outros anos podem ser obtidos de forma analoga.

75



Note que nao fizemos o céalculo para o ano de 2011. Para calcular o nimero de
alunos no Ensino Béasico em 2011 usaremos o Esquema, Pratico para o Método de La-
grange. Esse procedimento permite encontrarmos a aproximacao através do polinomio
P,(x)) sem que seja necessario determinar o Polinoémio de Interpolagao de Lagrange,
embora ja saibamos que se trata do Polinomio (57). Entdo, a escolha por tal proce-
dimento é simplesmente para mostrar ao leitor um artificio facilitador da Interpolagao
de Lagrange.

Portanto recorrendo ao Esquema Prético para o Método de Lagrange, temos:

Tabela 16: Esquema Pratico - Ntumero de alunos no ano de 2011.

Esquema Pratico
k| (zp—zi), (k#1) | Dp | fi £
116 —-2|—-4|—-7|—-336| 6692 —19,91...
212 4 | —-2|-5] 80 |6372 79,65
314 2 | 2 |—-1| —16 | 5761 —360, 0625
41715 | 3 | —=1]|—105] 5272 —50,20...
ma(z) = —48 | —110,497023809524

Como a féormula de Lagrange se reduz a:

4
Zé_: x) xS,

k=1

onde

S = Z_: ll)—i e my(zr) = (x— ) (v — 22)(x — x3) (T — 24).

E importante lembrar que usamos:

x1 = 2005, x9 = 2007, z3=2009 z4=2012 e x=2011.
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Temos enfim que

P3(2011) = (—48)(—110,497023809524) ~ 5304 alunos.

Contudo, apés a interpolacao dos valores de z = 2006, x = 2008, = 2010 e
x = 2011, podemos construir a Tabela 17 para a relagao existente entre ano e ntimero

de alunos no Ensino Basico em Ipora:

Tabela 17: Namero de alunos no Ensino Béasico em Ipora.

Ano (xy) 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012

Numero de Alunos (yi) | 6692 | 6596 | 6372 | 6075 | 5761 | 5485 | 5304 | 5272

Outra vez reforcamos que os valores encontrados para 2006, 2008, 2010 e 2011 sao

apenas uma aproximacao e foram encontrados através da Interpolacao de Lagrange.

4.3 Crescimento da frota de veiculos de Ipora

Atualmente um dos maiores problemas da cidade de Ipora esta relacionado com o
transito. Sao varios os fatores que contribuem para a precariedade do transito, entre
eles podemos destacar: falta de educacao no transito, sinalizacdo precaria, falta de
vagas para estacionamento no centro da cidade e, em especial, o crescimento da frota
de veiculos.

Diante desse contexto de um transito problemético, pensamos em fazer uma anéalise
temporal do crescimento da frota de veiculos em Ipord para melhor entendermos o
cenério atual e fazer possiveis perspectivas.

Dentro do sistema educacional aplicacoes como essa enriquecem o processo de ensino
e aprendizagem. Buscar situagoes em que a matematica insere-se no cotidiano dos
alunos é uma o6tima alternativa para elevar a qualidade da educacao. Além de exercer
a sua funcao educativa tais temas agregam um carater social ao processo cognitivo.

Para fazer essa anélise utilizamos novamente a matematica como ferramenta tra-

balhando com o Ajusde de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos. Mas antes,
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foi necessario uma pesquisa sobre o histérico da frota de veiculos da cidade no De-
partamento Nacional de Transito (DENATRAN) [13]. Os dados obtidos se referem a
veiculos pertencentes as seguintes categoria: automoével, caminhao, trator, camioneta,
ciclomotor, microonibus, motocicleta, motoneta, 6nibus e quadriciclo.

Os dados coletados constam na Tabela 18.

Tabela 18: Frota de veiculos da cidade de Ipora.

Ano 2001 2002 2003 2004 2005 2006
N©° de Veiculos 7488 8311 9396 10260 | 11007 | 11810
Ano 2007 2008 2009 2010 2011 2012
N©° de Veiculos | 12771 | 13947 | 15173 | 16275 | 17771 | 19389

A partir dos dados apresentados na Tabela 19 construimos o diagrama de dispersao

apresentado na Figura 8.
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Figura 8: Diagrama de Dispersao - Frota de veiculos da cidade de Ipora

Usando o Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos e observando o
diagrama de dispersao, concluimos que os pontos tabelados podem ser ajustados por

uma fun¢do exponencial, ou seja, uma fun¢do do tipo ¢(x) = aja3.
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E preciso lembrar que o objetivo do Método dos Quadrados Minimos é aproximar
a fun¢ao ou os dados tabelados por uma famfilia linear nos parametros. Logo, precisa-
mos linearizar o problema, através de uma transformacao conveniente, de modo que o
Método dos Quadrados Minimos possa ser aplicado.

Entao, como foi dito no aporte tedrico sobre o Ajuste de Curvas, para aproximar

uma func¢ao do tipo exponencial, ou seja,

o(x) = aje” ", (58)

é necessario usar uma transformagao logaritmica, da seguinte forma.

De (58), podemos escrever
In(y) = In (age” 7).

Aplicando as propriedades dos logaritmos, temos

In(y) =lnay — asz. (59)
Fazendo
o(x) =In(y), ag=Inag e ay=—as
escrevemos
¢(z) = a1 + asz, (60)

que ¢ a linearizacao do problema.

Portanto, temos duas fun¢oes auxiliares g;(z) = 1 e go(z) = x e escrevemos:
¢(z) = gi(x)ar + gao(x)as.
Para facilitar o desenvolvimento do método faremos as seguintes substituicoes:
2y = 2001 =1, 29 = 2002 =2, -+ , 19 = 2012 = 12

Encontrando os valores de ¢(z) = In(y), obtemos a seguinte Tabela 19.

Tabela 19: Frota de veiculos de Ipora.

Ano 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

#(x) | 8,9211 | 9,0253 | 9,1480 | 9,2360 | 9,3063 | 9,3767 | 9,4549 | 9,5430 | 9,6273 | 9,6974 | 9,7853 | 9,8725
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Recorrendo ao suporte tedrico sobre o Método dos Quadrados Minimos e subs-

tituindo as informagbes da aplicagdo no sistema (37) temos que resolver o seguinte

sistema linear:

(12 1 M 12 1 12
> giw)gi(@e) | ar + | X gi(@e)ge(ak) | a2 = >0 flzn)gr(w)
Lk=1 | k=1 ] k=1
(61)
M 12 1 M 12 1 12
> gi(e)ga(zr) | ar + | X0 ga(a)ga(zn) | az = 30 faw)ga(wk)
\ _k:l J _k:l J k=1
Substituindo g;(z) = 1 e g2(x) = x no sistema (61), escrevemos
M 12 r12 ] 12
Sila 4 [Tole = X
Lk=1 k=1 | =1
(62)
M 12 r12 ] 12
Zxk} ar + | x| ar = Y o)k
\ Le=1 k=1 ] k=1
Fazendo alguns calculos, obtém-se a Tabela 20.
Tabela 20: Frota de veiculos de Ipora - Célculos.
SOMAS
(z4) 1 2 12 78
o(z) | 8,9210 | 9,0253 9,8725 | 112,9935
2 1 4 144 650
d(xg)xk | 8,9210 | 18,0506 118,47 | 746,4062
Portanto,
12 12 4
SS1=12, S, =78, 3 é(ay) = 112,9935,
k=1 k=1 k=1
(63)
4 4
> a2 =650 e S é(xy)xp = 746, 4062,
=1
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Levando os valores mostrados em (63) no sistema linear (62), obtemos:

120, + 78a; = 112,9935
. (64)
T8a; + 650a; = 746,4062

Resolvendo o sistema linear (64) por qualquer método direto, por exemplo, Elimi-

nagao de Gauss, segue que:

a; ~ 8,87301363636363 e as =~ 0,0835555944055944. (65)

Portanto, com os valores encontrados em (65), podemos concluir que a funcao linear
¢(z) é dada por

o(x) = 0,0835555944055944x + 8, 87301363636363 (66)
Agora é possivel determinar o erro através do residuo r. Entao, segue que
0, 00000001

0, 00000045

O vetor r mostra que em relacao a primeira coordenada, acertamos em sete alga-
rismos e erramos no oitavo. J& em relagao a segunda coordenada, acertamos em seis
algarismos e erramos no sétimo. Logo, o erro residual ¢ pequeno.

Agora, de posse dos valores de a; e ay mostrados em (65), fazemos a aplicacao da

funcao exponencial em a; = In oy para encontrar os valores originais requeridos, isto é:

e Encontrando oy,

Inay = ay = Inay = 8,87301363636363 =y — ¢557301363636363

e Encontrando as,

—ag = ag = —ap = 0,0835555944055944 = a5 = —0, 0835555944055944
Enfim
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ap = qq = 0835555940539 — 7136 75618563541 e ay = —0,0835555944055944.
(67)

Finalmente substituindo (67) em (58), obtemos a fungao exponencial de aproxima-

cao p(x):

p(x) = T136, 7561856354 1" 0832009944055944x (68)

Anteriormente comentamos que o numero de veiculos da cidade de Ipora esta cres-
cendo, de fato, de posse dos dados coletados em [13] e principalmente analisando a
fungao ¢(x) = 7136, 756185635410:0835555944055944x - harcebemos que o crescimento da
frota é bem acentuado e segue um parametro exponencial.

Com a fungao de aproximagio () = 7136, 75618563541%0835555944055944x ¢ 1y gsivel
fazer uma anélise temporal do aumento da frota de veiculos em Ipora. Pois com a
funcdo obtida através do Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos é
possivel encontrar aproximacoes para o nimero de veiculos na cidade nos anos futuros.

Faremos a previsao do nimero de veiculos para os anos de 2015 e 2018. Para
encontrar os valores desejados basta substituir x = 15 e x = 18, valores correspondentes
respectivamente aos anos de 2015 e 2018, na funcao (68).

Efetuando as substituigoes, temos os seguintes valores para a frota de veiculos de

Iporéa nos anos procurados:
e Para o ano de 2015,

©(15) = 7136, 75618563541¢083950594405594415 - (15 ~ 24993,

e Para o ano de 2018,

©(18) = 7136, 7561856354 1¢"-0833555944055944:18 . (18 ~ 32113,

Entao, de acordo com a fun¢ao de aproximagao ¢(x) no ano de 2015 a frota de
Ipora sera de 24993 veiculos e no ano de 2018 sera de 32113 veiculos.

Como ja mencionado o transito ¢ hoje um dos problemas da cidade de Ipora e um
dos grandes entraves desse contexto deficitario do transito iporaense é o crescimento
acentuado da frota de veiculos. E necessario lembrar que atrelado ao crescimento da

frota de veiculos existe o problema da poluicao ambiental.
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E evidente que esse crescimento da frota provocado por alguns fatores, como por
exemplo a facilidade de aquisicao de um veiculo por meio de financiamentos, é fator
positivo em outros aspectos para a sociedade. Mas esse aumento expressivo da frota
exige das autoridades e da sociedade atitudes que permitam amenizar os transtornos
provocados por esse maior ntimero de veiculos. Por exemplo, é necessario que se busque
alternativas para o problema do estacionamento no centro da cidade.

Nesse sentido a matemaética, através do Ajuste de Curvas, pode contribuir para
conscientizar os governantes e toda a sociedade iporaense, sobre a necessidade de novas
medidas e atitudes para conviver com esse crescimento da frota de veiculos. Isso é tao
importante quanto os beneficios gerados pelas pessoas terem condigoes financeiras de

possuirem o seu veiculo préprio.

4.4 Produto Interno Bruto de Ipora

Dentre os fatores que podemos avaliar em uma cidade podemos destacar a impor-
tancia do Produto Interno Bruto (PIB). Segundo [6], o PIB representa a soma, em
valores monetarios, de todos os bens e servigos finais produzidos numa determinada
regiao, durante um periodo determinado. Ainda de acordo com [6], o PIB é um dos
indicadores mais utilizados e tem o objetivo principal de mensurar a atividade econo-
mica de uma regiao. Na contagem do PIB, considera-se apenas bens e servicos finais,
excluindo da conta todos os bens de consumo intermediarios.

Diante da importancia de se conhecer e avaliar o PIB de uma cidade, buscamos in-
formacoes em [18] sobre o historico dos valores do PIB na cidade de Ipora. O objetivo
¢ fazer uma analise temporal desses valores e através do Ajuste de Curvas pelo Mé-
todo dos Quadrados Minimos determinar uma expectativa de crescimento e de valores
futuros do PIB para a cidade.

Apos a pesquisa em [18], conseguimos os seguintes valores relacionados ao PIB de

Ipora, conforme Tabela 21.

Tabela 21: Produto Interno Bruto de Ipora.

Ano 2000 2001 2002 2003 2004 2005

PIB (em reais) 88970 101548 115981 133482 150062 160479

Ano 2006 2007 2008 2009 2010 2011

PIB (em reais) 176355 193708 211281 231172 258006 292056
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Entao, segue o diagrama de dispersao mostrado na Figura 9.
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Figura 9: Diagrama de Dispersao - Produto Interno Bruto de Ipora

Usando o Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos e observando o
diagrama de dispersao, concluimos que os pontos tabelados podem ser ajustados por
uma fun¢do exponencial, ou seja, uma fun¢do do tipo ¢(x) = aja3.

E importante lembrar que o Método dos Quadrados Minimos aproxima a funcio
ou os dados tabelados por uma funcao linear. Deste modo, é objetivo linearizar o
problema de forma que o Método dos Quadrados Minimos possa ser empregado.

Recorrendo ao aporte tedrico sobre o Ajuste de Curvas, para aproximar uma funcao

do tipo exponencial, ou seja,
o(x) = aje” ", (69)

precisamos usar uma transformacao logaritmica, da seguinte forma.

De (69), podemos escrever
In(y) = In (ae*").
Aplicando as propriedades dos logaritmos, temos:

In(y) = Inay — agz. (70)

Fazendo

o(x) =1In(y), ag=Inag e ay=—an
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resulta em
P(x) = a1 + aqz, (71)

que ¢ a linearizacao do problema que procuravamos.

Logo, temos duas fungoes auxiliares, g;(x) =1 e go(x) = z e escrevemos:
¢(x) = gi(x)ar + ga()as.
Para facilitar, considere as substituicoes:
20 =2000 =1, 21 = 2001 = 2, 25 = 2002 = 3 - - , 21y = 2011 = 12

Encontrando os valores de ¢(x) = In(y), obtemos a Tabela 22:

Tabela 22: Produto Interno Bruto da cidade de Ipora.

Ano 1 2 3 4 cee 7 8 9 10 11 12

é(x) | 11,3961 | 11,5283 | 11,6612 | 11,8017 | --- | 12,0803 | 12,1741 | 12,2609 | 12,3509 | 12,4607 | 12,5847

De acordo com o aporte tedrico do Método dos Quadrados Minimos e substituindo

as informagoes do problema no sistema (37) precisamos resolver o sistema linear:

(T 12 1 [ 12 7 12
> gi(z)gi(ae) | ar + | X gi(@e)ge(zk) | a2 = X0 flan)gr (@)
k=1 1 k=1 1 k=1
(72)
12 T 12 7 12
Yo 0i(@k)g2(n) | ar + | X0 galar)ga(zn) | a2 = > f(zr)ga(zr)
\ Le=1 1 k=1 1 k=1
Substituindo g;(x) =1 e ga(x) = z no sistema (72), escrevemos:
(T 12 r12 12
> 1} a + | Daklay = Y d(xy)
[k=1 le=1 k=1
(73)
12 (12 ] 12
> xk} ar + | X ri|az = X dlzw)y
\ Li=1 k=1 k=1

Fazendo alguns célculos, temos a Tabela 23:
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Tabela 23: Produto Interno Bruto de Ipora - Célculos.

SOMAS
(z1) 1 2 3 | 12 78
¢(xy) | 11,3961 | 11,5283 | 11,6612 | --- | 12,5847 | 144,2036
o2 1 4 9 || 144 650
d(xp)xy | 11,3961 | 23,0566 | 34,9836 | --- | 151,0164 | 952, 0486
Portanto,
12 12 12
SS1=12, S ap =78, 3 blay) = 144, 2036,
k=1 k=1 k=1
(74)
12 11
> a7 =650 e S d(x) T = 952, 0486.
k=1 k=0
Usando os valores mostrados em (74) no sistema linear (73), obtemos:
12a; + 78a; = 144,2036
(75)

78a; + 650ax = 952,0486

Resolvendo o sistema linear (75) por qualquer método direto, por exemplo, Elimi-

nacao de Gauss, temos que:
a; ~ 11, 3476393939393 e as ~ 0,102973426573426. (76)

Portanto, com os valores encontrados em (76), podemos concluir que a funcao linear
¢(z) é dada por:

o(z) = 0,102973426573426x + 11, 3476393939393. (77)

Vamos determinar o erro por meio do residuo r. Logo,

0,00026

0,00218
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Esse resultado mostra que em relacao a primeira coordenada, estamos acertando
em 6 algarismos e errando no sétimo. E em relagao a segunda coordenada, estamos
acertando em 5 algarismos e errando no sexto. Entao, o erro é pequeno.

Agora, de posse dos valores de a; e as mostrados em (76) fazemos a aplicagao da

funcao exponencial em a; = In a; para calcular os valores originais requeridos, isto é:

e Para oy, segue
Inay = a; = Inay = 11,3476393939393 = ) = 11:3476393939393

e Para ay, segue
—g = a9 = —ap = 0,102973426573426 = a5 = —0,102973426573426.

Logo,

ap = q = 3476393939393 — Q4765 1180952945 e ap = —0,102973426573426.
(78)
Finalmente substituindo (78) em (69), obtemos a fungao exponencial de aproxima-

qdo p(z):

p(x) = 84765, 1180952945¢-102973426575426z (79)

Com a fungdo de aproximacao p(x) = 84765, 1180952945¢%102973426573426x 1,5 Je_ge
fazer uma anélise temporal do aumento do Produto Interno Bruto em Ipora. A funcao
encontrada com o Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos permite
estimar aproximacoes para o PIB na cidade de Ipora nos préoximos anos.

Para exemplificar considere a previsao do valor do PIB para os anos de 2016 e
2020. Para encontrar os valores desejados basta substituir x = 17 e x = 21, valores
correspondentes respectivamente aos anos de 2016 e 2020, na fungao (79).

Fazendo as substituicoes, encontramos o valor do PIB para os anos que desejamos:
e No ano de 2016,

@(17) = 84765, 11809529450 102973426573426-17 - ,(17) ~ 488057.

e No ano de 2020,

©(21) = 84765, 118095294 5¢0102978426573426-21 . ,(91) ~ 736807.
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Portanto, a fungao de aproximacao ¢(x) no ano de 2016 mostra que o PIB sera de
R$ 488.057,00 e no ano de 2020 sera de R$ 736.807, 00.

Fazendo uma anélise dos valores futuros por meio da fun¢ao de aproximagao ¢(x),
concluimos que o PIB de Ipord eaumentard ao longo dos anos. Essa é uma noticia
realmente muito positiva para a cidade pois o crescimento do PIB significa aumento
no nivel de riqueza.. Quanto mais se produz, mais se estd consumindo, investindo e
vendendo.

Entretanto se fizermos um paralelo com outros municipios chegamos a conclusao
de que a situacao financeira de Ipora tem melhorado, mas esta longe de ser a ideal.
Entao, usando a matematica e o Método dos Quadrados Minimos podemos mostrar
que de fato o PIB de Iporé tende a um crescimento.

Uma cidade com PIB alto significa, segundo [6], crescimento da economia, aumento
das rendas, maior renda per capita, aumento de consumo e mais empregos. Dentro
desse contexto que a matematica mostra um crescimento, mas nao ainda o ideal, fica
o alerta para os nossos governantes que infraestrutura ruim, alta carga tributaria,
instabilidade politica e econémica, burrocracia, juros, inflacao e baixa escolaridade sao
fatores que de acordo com [6] sdo entraves para o crescimento do PIB.

Nesse panorama econ6émico a matemética pode oferecer intimeras contribuicoes
através de suas previsoes e expectativas, direcionando politicas e atitudes que de fato
sejam importantes para o crescimento economico da cidade. Aqui usamos o Ajuste e
Curvas para fazer uma analise temporal do PIB de Ipora, mas podemos fazer da ma-
tematica uma excelente ferramenta para uma anélise mais critica e delhada em varias
outras situacoes econémicas.

No cenério educional, trabalhar um tema como o PIB é uma 6tima iniciativa de
inserir os alunos nas discussoes sobre assuntos relacionados ao seu cotidiano. E ofe-
recer dentro da matematica um conhecimento interdisciplinar contemplando aspectos

econdmicos e sociais.

4.5 Consumo de Agua em Ipora

A 4gua, um dos bens mais preciosos do mundo, também foi objeto de estudo do
nosso trabalho. A agua é um elemento vital para os seres humanos e seu ambiente.
Porém, é finita e o seu consumo deve ser feito de maneira a ndo comprometer a dis-
ponibilidade para as geragoes futuras. Segundo [12|, a dgua serd em breve a causa

principal de conflitos entre nacoes.
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Cientes da importancia da dgua e também do uso racional que dela devemos fazer,
vamos realizar uma analise temporal do consumo de 4gua na cidade de Ipora. Usando a
mateméatica como ferramenta através do Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados
Minimos faremos algumas perspectivas para o consumo de agua nos proximos anos no
municipio.

Pesquisamos junto a empresa de Saneamento de Goidas (SANEAGO) informagoes
sobre o consumo de 4gua na cidade de Ipora, assim os dados apresentados e toda
apreciacao dos mesmos serd feita com base no consumo de agua fornecida por tal
empresa. Deste modo, conseguimos da concessionaria os dados (ver Tabela 24) relativos
ao consumo de agua na cidade de Ipora.

Podemos representar o consumo mensal nos anos de 2010, 2011, 2012 e 2013 no

grafico da Figura 10.
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Figura 10: Consumo de Agua em Ipora.
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Tabela 24: Consumo de Agua em Ipora.

Meés/Ano jan/10 | fev/10 | mar/10 | abr/10 | mai/10 | jun/10

Consumo (em m?) | 113437 | 108497 | 110565 | 110692 | 120031 | 117721

Meés/Ano Jul/10 | ago/10 | set/10 | out/10 | nov/10 | dez/10

Consumo (em m?) | 121106 | 132577 | 142789 | 139607 | 115724 | 113508

Meés/Ano jan/11 | fev/11 | mar/11 | abr/11 | mai/11 | jun/11

Consumo (em m?) | 116026 | 114894 | 110300 | 111913 | 122012 | 124600

Meés/Ano Jul/11 | ago/11 | set/11 | out/11 | nov/11 | dez/11

Consumo (em m?) | 124939 | 135269 | 147784 | 134278 | 121082 | 120330

Meés/Ano jan/12 | fev/12 | mar/12 | abr/12 | mai/12 | jun/12

Consumo (em m?) | 122623 | 120024 | 121271 | 126677 | 127615 | 128473

Meés/Ano Jjul/12 | ago/12 | set/12 | out/12 | nov/12 | dez/12

Consumo (em m?) | 131474 | 147548 | 155169 | 147009 | 139364 | 125792

Meés/Ano jan/13 | fev/13 | mar/13 | abr/13 | mai/13 | jun/13

Consumo (em m?) | 132755 | 125723 | 126959 | 128376 | 140811 | 127727

Meés/Ano Jul/13 | ago/13 | set/13 | out/13 | nov/13 | dez/13

Consumo (em m?) | 135535 | 149131 | 152779 | 144502 | 141358 | 131501

Entretanto, o Ajuste de Curvas foi feito sobre os valores do consumo anual de dgua

na cidade de Ipora, assim agrupando os consumos mensais temos a Tabela 25.
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Tabela 25: Consumo Anual de Agua em Iporé.

Ano 2010 2011 2012 2013

Consumo (em m?) | 1446254 | 1483427 | 1593039 | 1637157

Logo, podemos construir o diagrama de dispersao apresentado na Figura 11.
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Figura 11: Diagrama de Dispersdo - Consumo Anual de Agua em Ipora.

Usando o Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos e analisando o
diagrama de dispersao, concluimos que os pontos tabelados podem ser ajustados por
uma funcao linear, ou seja, p(r) = a; + asx. Neste caso temos duas fungoes auxiliares
g1(z) =1 e ga(x) = =, assim p(z) = g1(x)on + g2(z) 2.

Fazendo xy = 2010, x5 = 2011, x3 = 2012 e x4 = 2013, podemos escrever:

Tabela 26: Consumo Anual de Agua.

Ano (zy) 2010 2011 2012 2013

Consumo (em m?) (y;) | 1446254 | 1483427 | 1593039 | 1637157
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De acordo com o aporte teérico sobre o Método dos Quadrados Minimos e substi-

tuindo as informagdes da aplicacdo no sistema (37) devemos resolver o sistema linear:

(

2 g1 (z)gr (o) | o + z g1 (2)galee) | 0n = z F(en)on ()

. . (80)

(S oton|ar + | S a@on|a = 3 fen)

Substituindo g;(z) = 1 e g2(x) = x no sistema (80), escrevemos

4 r 4] 4

21}041 + | m|ae = 3 f(aw)
k=1 k=1

(81)

\ Lk=1

ZZE}{| aq + il’% Qo = if(l’k)l’k
Lk=1 k=1

Fazendo alguns calculos, temos a Tabela 27:

Tabela 27: Consumo Anual de Agua Célculos.

SOMAS

(1) 2010 2011 2012 2013 8046

f(zy) 1446254 1483427 1593039 1637157 6159877

T3 4040100 4044121 4048144 4052169 16184534

f(zg)zr | 2906970540 | 2983171697 | 3205194468 | 3295597041 | 12390933746

Portanto, temos que

4 4 4
SN 1=4, Sy = 8046, S f(x1) = 6159877,
k=1 k=1 k=1
(82)
4 4
S 22 = 16184534 e > flag)z, = 12390933746.
k=1 k=1
Atribuindo os valores mostrados em (82) no sistema linear (81), obtemos:
4oy + 804602 = 6159877
(83)

8046cr; + 16184534y = 12390933746
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Resolvendo o sistema linear (83) por qualquer método direto, por exemplo, Elimi-

nacao de Gauss, temos que:

a; = —135708899,9 e ay = 68232, 1. (84)

Finalmente, com os valores encontrados em (84), podemos concluir que a funcao

©(x) que ajusta os dados tabelados através de uma fungao linear, é dada por:
p(r) = 68232, 1z — 135708899, 9. (85)

Procurando o erro por meio do residuo r. obtém-se

0
—0,0001220703125

Com relagdo a primeira coordenada, estamos acertando todos os algarismos. Ja
em relacao & segunda coordenada, estamos acertando em 14 algarismos e errando no
décimo quinto. Portanto, temos um erro pequeno.

Enfim, temos a fun¢do de aproximacao (85) que modela o consumo anual de dgua
na cidade de Iporad. De posse dessa funcao podemos fazer uma anélise temporal do
consumo de dgua na cidade para os proximos anos. E analisando os dados e a funcao de
aproximacao percebemos que a funcao é crescente, logo, o consumo de agua na cidade
também esta e provavelmente continuard crescendo. Tal fato ja era esperado, mas é
preciso um alerta e um cuidado para esse aumento do consumo de agua, pois o ideal é
o consumo racional, evitando exageros e desperdicios da agua.

Para exemplificar esse crescimento, considere uma estimativa para o consumo de
agua nos anos de 2015, 2020 e 2030. Igualmente aos casos feitos anteriormente o modelo
fornece uma aproximacao, podendo ser considerado uma expectativa. Porém, nao pode
ser tratato como uma verdade absoluta.

Para encontrar as estimativas subsituiremos x = 2015, z = 2020 e x = 2030 na
funcao p(r) = 68232, 1z — 135708899,9. Assim encontramos os seguintes valores para

o nimero de metros ctubicos de dgua consumidos em Ipora nos anos procurados:
e Em 2015,

©(2015) = 68232, 1 - 2015 — 135708899, 9 = (2015) ~ 1778782 m?.
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e Em 2020,

©(2020) = 68232, 1 - 2020 — 135708899, 9 = ©(2020) ~ 2119942 m?.

e Em 2030,

©(2030) = 68232, 1 - 2030 — 135708899, 9 = ©(2030) ~ 2802263 m?.

Podemos comparar a evolucao na Tabela 28, nela apresentamos os dados obtidos

em [25] e as estimativas encontradas pelo do Método dos Quadrados Minimos.

Tabela 28: Evolucido do Consumo de Agua em Ipora.

Ano 2010 2011 2012 2013 2015 2020 2030

Consumo (em m3) | 1446254 | 1483427 | 1593039 | 1637157 | 1778782 | 2119942 | 2802263

Como percebemos existe um aumento no crescimento no consumo de dgua na cidade
Ipord e portanto devemos estar vigilantes para que esse consumo seja coerente, sem
abusos e exageros.

Introduzir no processo de ensino e aprendizagem uma modelagem como essa do
consumo de agua na cidade fortalece a relacdao entre a teoria e a pratica, elevando o
interesse e a motivacao dos alunos em aprender. Aplicagoes como essa que trabalham
a interdisciplinaridade através de um tema transversal sao fundamentais para que o
processo educacional seja qualificado e que apresente bons resultados.

Nesse sentido a matematica através do Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadra-
dos Minimos é um 6timo recurso para mostrar e alertar sobre o aumento do consumo
de agua na cidade, talvez despertando por meio de acoes tecnoldgicas e medidas de
conscientizacao da sociedade para um consumo seja cada vez mais de forma racional.

Segundo [12]| dentro desse contexto de conscientizacao, podemos destacar os seguin-

tes objetivos:

e Conscientizar a populacao da questao ambiental visando mudancas de habitos
e eliminacao de vicios de desperdicio com foco na conservacao e consequente

aumento da disponibilidade do recurso agua;

e Prorrogar a vida tutil dos mananciais existentes de modo a garantir a curto e

médio prazo o fornecimento da agua necessaria a populacao;
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e Incentivar o desenvolvimento de novas tecnologias voltadas a reducao do consumo

de agua.

Com tais medidas é possivel atingir os seguintes beneficios para a sociedade ipora-

ense:

e Maior oferta de dgua, para atender a um nimero maior de usuérios;

e Maior oferta de dgua de dgua para areas deficientes de abastecimento;
e Reducao do volume de agua a ser captada e tratada;

e Diminui¢ao do volume de esgotos a serem coletados e tratados;

e Garantia do fornecimento ininterrupto de dgua ao usuério.

Como vimos a conscientizacao para o consumo racional é o melhor caminho para
frear esse crescimento do consumo de dgua no mundo, no Brasil e ,em especial, em Ipora.
Portanto, é na educacao que podemos buscar essa conscientizacao através de projetos

voltados para a Educacao Ambiental e com grandes contribui¢cdes da matematica.

4.6 Dinamica Populacional Iporaense

O numero de habitantes de uma cidade é sempre um potencial objeto de estudo.
Entender a sua evolucao e estimar valores futuros podem traduzir muitos outros aspec-
tos importantes da sociedade. Pensando em fazer uma andlise temporal da populacao
iporaense vamos aplicar o Ajuste de Curvas pelo Método dos Qradados Minimos em al-
guns dados coletados em [18] para que com isso consigamos fazer algumas perspectivas
em relagao ao nimero da populacao de Iporé.

Para fazer a analise vamos usar os valores que buscamos junto ao [18] e que sao

apresentados na Tabela 29.

Tabela 29: Populacao Iporaense.

Ano 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012

Numero de Habitantes | 32002 | 32007 | 31274 | 31273 | 31271

A partir dos dados coletados construimos o diagrama de dispersao apresentado na

Figura 12.
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Figura 12: Diagrama de Dispersao - Populagao Iporaense.

Pelo Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos e avaliando o diagrama
de dispersao, entedemos que os pontos tabelados podem ser ajustados por uma funcao
linear, isto é, p(z) = a; + ase. Portanto, temos duas fungoes auxiliares ¢g;(z) = 1 e
ga() = x € assim o(x) = gy(w)an + ga(w)s.

Fazendo xy = 2008, x5 = 2009, x5 = 2010, x4 = 2011 e x5 = 2013, escrevemos:

Tabela 30: Populacao de Ipora.

Ano (z;) 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012

Numero de Habitantes(y;) | 32002 | 32007 | 31274 | 31273 | 31271

Apoiando-se no aporte tedrico sobre o Método dos Quadrados Minimos apresentado
anteriormente e substituindo as informacoes da aplica¢do no sistema (37) temos que

resolver o seguinte sistema linear:

2 a1 (e)gr (o) | o + z g1 (2)galee) | 0n = z Flan)on ()

(

é (@)gs(e) | ar + é ga() g5 ()

o
no
I
] e

(@) g2 (k)

e
Il
—
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Substituindo g;(z) = 1 e g2(x) = x no sistema (86), segue que

N 5] 5
21} A+ Y wplar = ) f(an)
Lk=1 k=1 ] k=1
(87)
[ 5 N 5
> Ik] a4 | Y anlae = Y flap)wk
U Le=1 k=1 k=1
Fazendo alguns calculos, temos a Tabela 31.
Tabela 31: Populacao Ipora - Célculos.
SOMAS
(z1) 2008 2009 2010 2011 2012 10050
f(xp) 32002 32007 31274 31273 31271 157827
xi 4032064 | 4036081 | 4040100 | 4044121 | 4048144 | 20200510
f(xp)zy | 64260016 | 64302063 | 62860740 | 62890003 | 62917252 | 317230074
Portanto, obtemos:
5 5 5
SN 1=5, S = 10050, SO f(xx) = 157827,
k=1 k=1 k=1
(83)
5 5
S 22 = 20200510 e S fla)zy = 317230074,
k=1 k=1
Colocando os valores mostrados em (88) no sistema linear (87), tem-se:
bay + 10050, = 20200510
: (89)
10050y + 157827y = 317230074

Resolvendo o sistema linear (89) por qualquer método direto, por exemplo, Método

de Gauss-Jordan, temos que

ap =472961,4 e g = —219,6. (90)
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Finalmente, com os valores encontrados em (90), podemos concluir que a fungao

¢(x) que ajusta os dados tabelados através de uma fungao linear, é dada por:
o(r) = =219, 62 + 472961, 4. (91)

Portanto, a fungao ¢(x) = —219, 6z + 472961,4 é a fungao de aproximagao para
determinarmos estimativas para a populacao iporaense nos préoximos anos. E com essa
funcao podemos fazer uma analise temporal do ntimero de habitantes de Ipord para
os anos futuros substituindo o valor de x na funcao pelo respectivo ano que buscamos
a populacdo. Observando os dados e, especialmente, a fungdo ¢(x) concluimos que a
populacao de Ipora vem diminuindo e provavelmente continuara diminuindo ao longo
dos anos, visto que a fun¢do linear p(x) = —219, 6x 4 472961, 4 é decrescente.

Exemplificando esse decréscimo, podemos estimar a populacao iporaense para os
anos de 2014, 2019 e 2024. Mais uma vez lembramos que o Ajuste de Curvas fornece
aproximacoes para os valores estimados e nao uma veracidade incodicional.

Para determinar as estimativas subsituiremos = = 2014, x = 2019 e depois x = 2024
na fun¢ao p(z) = —219,6x + 472961,4. E assim teremos o nimero de habitantes de

Iporéa para os anos desejados:
e Para o ano de 2014,

©(2014) = —219,6 - 2014 + 472961, 4 = ¢(2014) = 30687 habitantes.

e Para o ano de 2019,

©(2019) = —219,6 - 2019 + 472961, 4 = ¢(2019) = 29589 habitantes.

e Para o ano de 2024,

©(2024) = —219,6 - 2024 + 472961, 4 = ¢©(2024) = 28491 habitantes.

Entao, concluimos que o nimero de habitantes da cidade de Ipora esta e possi-
velmente continuard diminuindo. Nessa conjutura a matematica através do Ajuste de
Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos é um excelente caminho para mostrar
e alertar sobre o decréscimo da populacao iporaense. Despertando, quem sabe, as
autoridades para possiveis intervencoes.

Apos essa conclusao sobre o niimero de pessoas da cidade, refletimos sobre alguns
motivos que talvez justifiquem esse declinio na populacao iporaense, entre eles podemos

citar:
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e Baixo indice de natalidade na cidade;

e Estagnacao econdmica;

e Falta de articulacao politica para desenvolvimento;

e [iscoamento da populagao jovem para prosseguir seus estudos;

e Saida da populagao, especialmenete os jovens, em busca de melhores oportuni-
dades de trabalho;

e Pouca oferta de trabalho na cidade (falta de industrias e empresas capazes de

oferecer um bom nimero de empregos);

e Nao retorno por falta de oportunidades dos jovens que partiram outrora em busca

de formacao e qualificacao;
e Resisténcia cultural dos moradores locais;

e Cursos superiores oferecidos na cidade sao pouco atrativos;

Apobs essa andlise critica sobre a evolugao numérica da populacao iporaense, po-
demos afirmar que é necessario que as autoridadas tomem medidas para reverter essa

queda na quantidade de habitantes na cidade. Entre essas medidas, destacam-se:

e Buscar a instalagao de indtstrias e empresas geradoras de empregos para a soci-
edade;

e Procurar junto as Instituicoes de Ensino oferecer cursos mais atrativos;

e Fortalecer a economia municipal.

Novamente a matematica através do Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados
Minimos favorece discussoes criticas sobre um problema de carater social. Assim a
matematica é instrumento para mostrar a realidade e despertar politicas e atitudes de
intervencao ao problema da reducao da populacao iporaense.

Retomando a pesquisa em [18] conseguimos novos dados sobre a populagio ipora-

ense que sao apresentados a seguir na Tabela 32.
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Tabela 32: Populacgao de Ipora.

Ano 1991 | 1996 | 1999 | 2000

Numero de Habitantes | 29688 | 31093 | 32536 | 31300

Observando os dados oferecidos perbemos que existe algumas lacunas nas infor-
macoes, por exemplo, faltam informacgoes referentes ao ano de 1995. E em algumas
situacoes tais informacdes suprimidas seriam importantes para uma melhor analise ou
mesmo por uma simples curiosidade em saber qual era a populagao nos anos que nao
foram apresentados.

Esses dados nao informados podem ser obtidos através da Interpolacao e ela nos
fornecera uma aproximacdo. E importante salientar que a Interpolacdo ¢ usada para
encontrar um polindémio P, (z) que aproxime uma fungao ou os dados tabelados para
valores de x que estejam no intervalo [a, b].

Entao, vamos buscar as informacoes referentes aos anos 1992, 1993, 1994, 1995, 1997
e 1998 através da Interpolacao. Podemos escolher entre os métodos de interpolacao
mencionados no aporte teédrico, nesse caso faremos o uso da Interpolacao pelo Método
de Newton.

Fazendo x¢ = 1991, ;1 = 1996, x5 = 1999 e x3 = 2000, podemos escrever:

Tabela 33: Populacao Iporaense.

Ano (z;) 1991 | 1996 | 1999 | 2000

Niamero de Habitantes f(x;) | 29688 | 31093 | 32536 | 31300

Antes da aplicacao do Método de Newton precisamos construir a Tabela 34 de

diferencas divididas conforme o modelo apresentado na Tabela 2.
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Tabela 34: Populacao Iporaense - Diferencas Divididas.

T; flai] [z4, 7] flxi, xj, w1 flzi, @i, T, )

1991 | 29688
flzo, z1] = 281
1996 | 31093 flzo, z1, 2] = 25
flat, za] = 481 flzo, x1, x2, z3] = —50, 4722222222222
1999 | 32536 flx1, w2, 3] = —1236
flza, z3] = —429,5
2000 | 31300

Aplicando o Método de Newton encontramos o polinomio de interpolacao mostrado
em (30) temos que o polindmio de interpola¢ao para os quatro pontos tabelados sera

dado por:

Ps(x) = flxo]+ (x —20)f [xo, 1] + (2 — 20)(x — 21) f [T0, 1, 2] (92)

+ (z—x0)(x —21) (2 — 22) f [0, 71, T2, — 3].
Substituindo em (92) os valores encontrados para as diferencas divididas e os valores
de xg = 1991, 21 = 1996, x5 = 1999 e x3 = 2000, temos:

Py(z) = 29688+ (x — 1991)281 + (2 — 1991)(z — 1996)25 .

+ (2 —1991)(x — 1996)(z — 1999)(—50, 4722222222222).
Fazendo os produtos e agrupando os termos semelhantes em (93) obtemos o Po-

linébmio de Interpolacao:

Py(x) = —50, 4722222 + 302151, 7222222% — 602942089, 3611112 + 401055098911, 111.
(94)
Agora através do Polinomio de Interpolacdo (94) podemos encontrar uma aproxi-

macao para a populagdo de Ipord nos anos desejados. Substituindo o valor de = por
1992, 1993, 1994, 1995 e 1997 em (94), temos
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e Para o ano de 1992, segue que

P5(1992) = —50,472222(1992%) + 302151, 722222(19922)

—602942089, 361111(1992) + 401055098911, 111 (95)

P5(1992) ~ 30211 habitantes.

Para os outros anos o calculo é feito de forma anéloga, assim podemos apresenta-los
na Tabela 35.

Tabela 35: Populacao Iporaense - Interpolacgao.

Ano 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1997

Numero de Habitantes | 30211 | 30041 | 30628 | 31668 | 33899

Propositalmente deixamos de calcular a populacao para o ano de 1998, pois faremos
essa estimativa usando o Esquema Pratico para o Método de Newton. Lembramos que
com o Esquema Prético encontra o valor interpolado para um valor z € [a,b] sem a
necessidade de determinar o Polinémio de Interpolacao.

Relembrando o Esquema Pratico ja apresentado na Tabela 3, temos:

Esquema Pratico
flzo, w1, @2, 5] flzo, w1, w2 flzo, 1] [lzo]
} + ./ b + ./ } + ./ b
ap aq Qo a3 = P3(x)
SEN SN SEN
T — Ty T — T —

A ideia do esquema pratico é ir colocar os termos comuns, que aparecem de uma

determinada parcela em diante, em evidéncia, fazendo:
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f[ﬂUo, I, 332,%3] = Qp,

flzo, x1, 22] + (2 — 23) g = 0,

flzo, z1] + (x — 1)1 = o,

flxo] + (z — xo)ag = a3 = P3(x).

Como sabemos que

flx) = 29688, zo = 1991
flzo,x1] = 281, x; = 1996
flzo, w1, 20] = 25, Ty = 1999
flwo, x1, 20, 23] = —50,4722222222222, x, = 2000.

Obtemos assim, o esquema pratico apresentado na Tabela 36, isto é, calculando
P3(1998).

Tabela 36: Esquema Pratico - Interpolagao do ano de 1998.

Esquema Pratico
flwo, z1,z2, 3] flwo, z1,z2] flzo, z1] flwo]
' + ' + ' + '
—50,4722222222222 75,472222 431,944444 a3z = P3(1998) ~ 32712
XN XN N
T — T2 T — T T — X0

Enfim, podemos mostrar na Tabela 37 os dados obtidos em [18] e as estimativas

encontradas através da Interpolacao pelo Método de Newton.
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Tabela 37: Historico da Populagao Iporaense.

Ano 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1997 | 1998

Numero de Habitantes | 30211 | 30041 | 30628 | 31668 | 33899 | 32712

Portanto, através da Interpolagao conseguimos determinar aproximacoes para a
populacao nos anos que nao foram apresentados o nimero de habitantes. E com isso,

é possivel realizar uma anélise mais critica da evolucao da populacao iporaense.
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Consideracoes finais

Neste trabalho foi abordado o assunto Analise Temporal por meio da Interpolacao e
do Ajuste de Curvas pelo Método dos Quadrados Minimos, mais especificamente uma
abordagem dos temas Interpolacao e Ajuste de Curvas em modelagens de situacgoes
do cotidiano da cidade de Ipord. Mostramos uma relacao entre a teoria e a pratica
com a finalidade de aproximar a matematica dos alunos, visto que o caminho inverso,
aproximar os alunos da matemética, nem sempre é o melhor percurso.

O objetivo principal foi mostrar que a Interpolacao e o Ajuste de Curvas podem
estar inseridos em circunstancias reais da sociedade, em especial dos alunos. E apos
essa inclusao da matematica na realidade, conseguir despertar nos estudantes um maior
interesse e consequentemente um desejo em aprender. Também era uma meta usar a
matemética como um recurso para a insercao dos alunos em temas de carater social,
podendo contribuir para a formacgao de cidadaos criticos e atuantes em sociedade.
Dentro deste cenario proposto de uma matemaética aplicada é importante ressaltar que
a Interpolacao e Ajuste de Curvas podem ser trabalhados no Ensino Médio, talvez com
uma possivel amenizacao dos rigores, mas com a riqueza da matematica como ciéncia
presente na vida dos alunos.

A pesquisa iniciou-se com uma revisao da literatura sobre os temas modelagem
matematica, Interpolacdao e Ajuste de Curvas. Sobre cada assunto foi feito uma
aporte teodrico para dar sustentabilidade nas posteriores aplicacoes. O trabalho ainda
fundamentou-se em pesquisas e consultas em instituicoes, empresas e internet na busca
de informacoes para que fosse possivel a modelagem de situagoes cotidianas de Iporé.

Durante a execucao das aplicacoes buscou-se em alguns softwares o apoio para
implementar alguns calculos e a construcao de alguns graficos fundamentais para a
construcao e analise dos modelos matematicos. Foi feita uma reflexao sobre a modela-
gem matematica, porque enxergamos na modelagem uma perspectiva para o ensino e
a aprendizagem da matematica. Confiamos que a ligacdo da matematica com a vida
cotidiana do aluno possui uma acao fundamental no processo de aprendizagem, pois da
sentido e significado ao contetdo. E com essa proposta da modelagem talvez fiquemos
mais proximos de um dos maiores objetivos dos professores de matematica que é levar
os seus alunos a gostarem mais de matematica.

Apresentamos os temas Interpolacao e Ajuste de Curvas de uma forma detalhada,
mostrando as aplicacoes, os calculos e os erros que sao cometidos durante o processo. A

finalidade do suporte teérico foi oferecer condigoes para as modelagens que realizamos e
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até mesmo para outras aplicacoes de algum leitor mais interessado. Por isso a precisao
dos rigores matematicos usados.

A modelagem de situagoes cotidianas de Ipora utilizando a Interpolacao e o Ajuste
de Curvas é a concretizacao de que é possivel aproximar a matematica e a realidade. A
matematica é uma ferramenta importantissima para anélises temporais de casos reais
e principalmente pode ser usada como um recurso para despertar politicas e atitudes
em beneficio da sociedade. Nesse contexto as aplicacoes realizadas ainda se tornam
mais gratificantes no ambito educacional, porque conseguimos fazer uma relacao intima
entre a matematica e o cotidiano, ou seja, entre a teoria e a pratica. E essa inclusao
da matematica no dia a dia do aluno se torna uma 6tima perspectiva para aprimorar
a qualidade do processo de ensino e aprendizagem.

E fundamental destacar que os métodos apresentados fornecem aproximacoes, po-
dendo ser consideradas estimativas, mas nao uma verdade absoluta. Na investigagao
sobre o niimero de 6bitos por cancer concluimos que infelizmente existe um crescimento
do nimero de mortes e as expectativas para os futuros anos também é de aumento.
Examinando a quantidade de alunos no Ensino Bésico na cidade percebemos que existe
uma queda nesse valor e as estimativas para os proximos anos acompanham esse de-
clinio. O transito de Ipora tem no aumento de sua frota um problema e por meio do
Ajuste de Curvas encontramos uma expectativa de crescimento do ntimero de veicu-
los para o futuro. O Produto Interno Bruto, um dos melhores fatores para avaliar o
desenvolvimento de uma cidade, também foi investigado e constatamos que felizmente
existe esperanca de crescimento segundo um modelo exponencial. Analisamos ainda
o consumo de dgua, uma preocupagao mundial, corroboramos que existe um aumento
desse consumo e uma expectativa de continuidade dessa ampliacao de consumo. Por
fim, buscamos o historico da quantidade de habitantes da cidade através de informa-
¢oes coletadas e por meio da Interpolagao, e usando o Ajuste de Curvas encontramos
estimativas de decréscimo para a populacao nos proximos anos.

Entretanto, tao importante quanto os resultados e perspectivas obtidos é a utiliza-
cao das analises feitas como elemento que pode auxiliar na intervencao da realidade
iporaense, apontando para a necessidade de novas politicas e atitudes e uma educagao,
que priorize o elo entre teoria e pratica, voltada também para a conscientizacao da
sociedade.

Portanto, o trabalho superou uma angustia do autor e provavelmente de outros
educadores, pois foi capaz de responder com as aplicacoes em situacoes do cotidiano,

a0 menos para os temas Interpolacao e Ajuste de Curvas e outros assuntos a eles
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atrelados, a pergunta que tanto atrapalha o processo de ensino e aprendizagem da
matemética: Por que tenho que aprender isso? A importancia do trabalho nao se
restringiu apenas nesse sentido, a relevancia esta inserida na proposta de rompimento
de barreiras entre teoria e pratica, entre o Ensino Superior e o Ensino Bésico, entre a
Ciéncia e sociedade, e essencialmente entre a matematica e o aluno.

Contudo, apos toda essa experiéncia vivida através desse trabalho é inevitavel fazer
um convite aos educadores em matematica, para que de fato facam a insercao da
matematica na realidade dos alunos com o objetivo de aproximar a teoria e a pratica
e consequentemente aperfeigoar todo o processo de ensino e aprendizagem. Enfim, nao
deixem que os alunos padecam em gaiolas cercadas puramente de teorias, dé asas para
que eles, munidos de conhecimentos teoricos, possam explorar toda a realidade que os

cercam.
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