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Resumo

Essa dissertacao apresenta alguns conceitos matemadticos pertinentes a pro-
babilidade geométrica, dando énfase ao jogo dos discos, onde se concentra a maioria
dos problemas contextualizados. O objetivo desse trabalho é explicitar algumas de suas
aplicagoes com solucoes bem elaboradas sobre probabilidade geométrica, visando uma facil
compreensao para os alunos de ensino médio, como também para os alunos de graduacao
e pos-graduacao. Foram apresentadas algumas estratégias para a resolucao do problema
do jogo dos discos deixando bem claro os casos dos pisos com rejunte e sem rejunte. Fi-
nalmente, trabalhamos as férmulas referente as solugoes, deixando-as mais objetivas na

montagem das solugoes dos problemas sobre o jogo dos discos.

Palavras-chave: Probabilidade Geométrica, Jogo dos Discos, Rejunte.



Abstract

This dissertation presents some mathematical concepts in relation to the ge-
ometric probability, with emphasis to the disk’s game, which concentrates the majority
of contextualized problems. The aim of this study is to clarify some of its applications
with its elaborate solutions on geometric probability, seeking to an easy understanding for
medium school students, but also for students of degree and postgraduate courses. Some
strategies for solving the problem of disk’s game were presented, making clear case of
floors with grout and grout without. Finally, the formulas work related solutions, leaving

them more objective in assembling solutions of problems on disk’s game.

Keywords: geometric probability, disk’s game, grout.
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1 Introducao

O presente estudo sobre a atividade pratica denominada “jogo dos discos”,
que é um experimento muito atraente para os estudantes do ensino médio, envolve o
lancamento aleatério de discos em uma superficie formada por poligonos regulares iguais.
Este jogo era conhecido antigamente como jogo dos ladrilhos ou problema dos ladrilhos.

Este estudo consiste em mostrar que neste jogo podemos usar qualquer poligono
regular como superficie, assim iremos nos restringir apenas aos poligonos regulares: tri-
angulo equilatero, quadrado e ao hexdgono regular.

O jogo dos discos aborda o tema probabilidade geométrica e constitui uma
oportunidade para o estudante do ensino médio refletir sobre conceitos de probabilidade,
obtencao de dados a partir de um experimento, ajuste de curvas e modelagem de dados
através de uma fungao.

A contextualizacdo de uma questao, levando-a ao cotidiano do aluno, se faz
necessaria uma vez que objetivamos abordar atividades que os fagcam interagir em grupos
e adquirir conhecimento de forma autonoma. Entendemos que o professor deve interagir
como mediador nesse processo, mostrando os caminhos, mas deixando o aluno caminhar
por eles.

No problema do jogo dos discos podemos considerar pavimentagoes de outros
tipos para o piso onde serao lancados os discos, fazendo conexoes com outras areas da
Matemética.

Em resumo, o trabalho esta dividido da seguinte forma:

No capitulo 1, é discutida uma introducao sobre o tema em questao, onde foi
explicitado a problematica do jogo dos discos.

No capitulo 2, abordaremos os aspectos historicos, desde o surgimento, o de-
senvolvimento e a evolucao do estudo da probabilidade geométrica.

No capitulo 3, explanaremos sobre o ensino de probabilidade no ensino basico,
baseando nosso estudo nos Parametros Curriculares Nacionais.

No capitulo 4, daremos enfoque aos conceitos de probabilidade geométrica,
levando em conta, principalmente, a atividade pratica “jogo dos discos”.

O Capitulo 5, consistird na demonstracao de como se obter a probabilidade
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de um disco, apds um lancamento aleatério, cair inteiramente dentro de um piso formado

por triangulos regulares ou hexagonos regulares.

Finalmente no capitulo 6, estao dispostas as conclusoes deste trabalho e as

recomendacoes para trabalhos futuros.
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2 Historico Sobre a Probabilidade
Geométrica

O termo probabilidade deriva do latim probare (provar ou testar), e repre-
senta uma parcela da Matematica que tem por objetivo a formulacao de modelos tedricos,
para o tratamento matemadtico da ocorréncia (ou ndo ocorréncia) de fendmenos aleatérios.

A teoria da probabilidade é uma area de relevante importancia na Matematica,
abrangendo situagoes nas quais nao é possivel prever resultados e ainda, com o uso dos
conceitos probabilisticos, é possivel explorar variadas aplicacoes reais. A forma mais co-
mum de utilizacao do tema probabilidade é para modelar experimentos ou eventos cujos
resultados nao conhecemos com precisao.

Quanto a probabilidade geométrica, temos que seu inicio se deu através de
Georges-Louis Leclerc, conhecido como Conde de Buffon (Franga, 1707 - 1788), com o
conhecido problema da Agulha de Buffon [11]. Nesse problema o objetivo é calcular a
probabilidade de uma agulha de comprimento I, lancada num plano marcado por linhas
paralelas, tocar numa destas linhas marcadas. Essas linhas estao separadas por uma
distancia d, com | < d. Mantendo constantes os valores de I e lancando a agulha, que-
remos saber se houve, ou nao, o contato entre essa agulha e alguma das linhas.

A fim de calcularmos a probabilidade dessa agulha tocar uma das linhas, deve-
mos seguir os seguintes passos: calculamos as possibilidades da agulha encostar em uma
das linhas, ou seja, calculamos as possibilidades favoraveis; em seguida, calculamos as
possibilidades totais de a agulha tocar ou nao umas das linhas, ou seja, possibilidades
totais; finalizamos calculando a probabilidade da agulha tocar uma das linhas, utilizando
a definigdo de probabilidade (divisao dos casos favoraveis pelos casos possiveis).

Um ponto interessante da solugao desse problema é que, ao repetirmos o ex-
perimento varias vezes, o valor da probabilidade se aproximara do niimero 7.

Concluimos que esse ramo da matematica, desenvolvido a partir do século X VI,
é de importancia inestimavel para a sociedade, uma vez que € através de seus calculos e
definicoes que podemos realizar calculos de estimativas, tomada de decisoes, avaliagao de

riscos, entre tantas outras aplicabilidades.
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2.1 Probabilidade Geométrica

O conceito de Probabilidade Geométrica é pouco trabalhado no Ensino Médio.
Na escola, frequentemente o ensino de probabilidade se restringe apenas a contagem de
casos favoraveis e casos possiveis. Porém, o trabalho com Probabilidade Geométrica pode
ser muito interessante para que os alunos associem estudos de probabilidade e conheci-
mentos geométricos. Portanto, definiremos como é feito o cdlculo de probabilidade quando
se tratam de problemas geométricos. Para isso, usaremos como base os textos [1], [5], [6],
(7, 18], [9], [10], [11], [12] e [13].

A probabilidade geométrica é uma parte do estudo de probabilidade na qual,
para resolver problemas probabilisticos, faz-se necessario o uso de geometria. As nocoes
geométricas mais utilizadas na resolucao desses problemas sao as nogoes de comprimento,

area e volume.

2.2 Probabilidade Geométrica Usando Comprimento

Em diversos problemas precisaremos escolher um ponto de uma determinada
“linha”, ou seja, necessitaremos da nogao de segmentos para a resolucao.

Sejam X e Y pontos de um segmento (linha) de extremos A e B.

Figura 2.1: Célculo de probabilidade envolvento comprimento

Adotaremos que a probabilidade de que um ponto da linha AB (segmento
AB) pertenga a linha XY (contida em AB) é proporcional ao comprimento de XY e nao
depende da posicao dos pontos X e Y sobre AB. Portanto, selecionado um ponto de AB,

a probabilidade de que ele pertenca a XY sera de:

Medida do Comprimento XY
Medida do Comprimento AB

p(XY)= (2.1)
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Exemplo 2.2.1. Qual a probabilidade de, em uma corda de comprimento 2m, um ponto

pertencer exatamente aos 10cm iniciais?

Solucao: Primeiro, converteremos todos os dados a mesma unidade de me-
dida. Assim, em uma corda de 200cm, queremos calcular a probabilidade de um ponto

pertencer aos 10cm iniciais.

200 cm

(10 cm | |

AP Q B

Figura 2.2: Representacao dada no exemplo

Assim, a probabilidade pedida é a de um ponto do segmento AB, de 200cm,

pertencer ao segmento PQ, de 10cm. Logo,

Medida do Comprimento P(Q)

p(PQ) = Medida do Comprimento AB
10 1
P —_—_— e — =
PIPQ) =550 = 30 = 005

Portanto, a chance de que o ponto pertenca aos 10 cmentimetros iniciais ¢ de

5%.

2.3 Probabilidade Geométrica Utilizando Areas

A maioria dos problemas de probabilidade geométrica utiliza em sua resolucao
as nogoes basicas de area de figuras planas.

Consideremos uma regiao X do plano, contida em uma regiao A.

@

Figura 2.3: Areas genéricas
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Adotaremos que a probabilidade de que um ponto da regiao A (drea A) per-
tenga a regiao X (drea X) é proporcional drea de X e nao depende da posi¢ao que X ocupa
em A. Portanto, selecionado ao acaso um ponto de A, a probabilidade de que ele pertenca

a X sera de:

Medida da Area de X

X) = ,
p(X) Medida da Area de A

(2.2)

Exemplo 2.3.1. Um construtor estd vendendo uma casa para um cliente, feita em um
terreno de forma retangular, com 24m de largura por 40m de comprimento. A tunica
exigéncia imposta pelo comprador e que a casa fique a uma distancia de 3m de cada

muro. Qual a probabilidade de a casa cumprir essa exigéncia?

Solucao: Temos que a probabilidade de a casa cumprir a exigéncia feita pelo
comprador é dada pelo quociente entre a area de um retangulo de lados 18m por 34m e a
area do terreno citado. Temos que a area do retangulo de comprimento de 40m e largura

de 24m é 960m2.

40 m

Im

Im 3m

24 m

Im

Figura 2.4: Representacao do exemplo

Assim, observando a figura e calculando os lados do retangulo interior, temos
que este retangulo possui 18m de largura por 34m de comprimento. Logo, sua area é de
612m?2.

Assim, a probabilidade pedida é:

area do retangulo inscrito

P = ”
drea do terreno
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612 51
=960 30 0,6375

p

Portanto, a chance de o construtor ter a casa que cumpra as exigencias ¢ de

63, 75%.

2.4 Probabilidade Geométrica Utilizando Volume

Sao poucos os problemas probabilisticos conhecidos que utilizam a nocao de
volume de um corpo. Mas nao sao menos importantes.

Suponhamos um corpo V’ no espago, contido em um corpo V.

Figura 2.5: Volumes genéricos

Admitiremos que a probabilidade de que um ponto do corpo de V (volume V)
pertenga ao corpo V' (volume V’) é proporcional ao volume de V’ e ndo depende da posigao
que V’ ocupa em V. Portanto, selecionado ao acaso um ponto de V, a probabilidade de

que ele pertenga a V'’ sera de:

Medida do Volume de V’
Medida do Volume de V

p(V’) = (2.3)

Exemplo 2.4.1. Em um paralelepipedo retangular de 12cm de comprimento por 10cm
de largura por 12cm de altura, temos uma piramide retangular inscrita, como mostra a

figura a seguir:
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12 em

U R S g

10 cm

Figura 2.6: Representacao do exemplo

Qual a probabilidade de, ao pegarmos um ponto ao acaso no interior do para-

lelepipedo, esse ponto pertencer a piramide?

Solugao: Para resolvermos esse problema, temos que saber como calculamos

o volume do paralelepipedo retangular e da piramide.

O volume de um paralelepipedo ¢ dado em fungao da area de sua base e da altura h, de
acordo com a formula abaixo:

V=A.h
Onde h
e V éovolume |

e A, éa area da base do paralelepipedo LA,
¢ h ¢ a altura do paralelepipedo :

Volume de um paralelepipedo

Figura 2.7: Volume do paralelepipedo
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O volume de uma piramide € dado em funcio da area de sua base e da altura h, de
acordo com a formula abaixo:

OII d e , h

e V € o volume oA - V7
e A, éaarea da base da piramide ' '
e h ¢ aaltura da piramide

Figura 2.8: Volume da piramide

Assim, o volume do paralelepipedo retangulo dado no exemplo 3.0.2 é:

12 em

12 em 10 cm

Figura 2.9: Paralelepidedo do exemplo dado

V=A,-h
V=12-10-12
V = 1440cm?.

Por outro lado, o volume da piramide dada no exemplo 3.0.2 é:

E 12 cm

Figura 2.10: Piramide do exemplo dado
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1 1
V==-A-h=--12-10-12
3 3
V = 480cm?
Logo, a probabilidade pedida é:

Volume da piramide

P= Volume do paralelepipedo

480 1

Portanto, a chance de, escolhido um ponto ao acaso no paralelepipedo retangulo,

ele pertencer a piramide é de 33, 33%.
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3 Probabilidade no Ensino Basico

3.1 Concepcgoes Sobre o Ensino de Probabilidade

Nossa abordagem neste estudo visa apresentar ao aluno a atividade prética
conhecida como “jogo dos discos”, envolvendo experimentos praticos e a utilizacao da
probabilidade geométrica.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) [3] recomendam que se abor-
dem, desde o Ensino Fundamental, nocoes basicas de Probabilidade e Estatistica, a fim
de que o aluno desenvolva, desde cedo, o pensamento probabilistico, que envolve desde
a coleta de dados e interpretacao de uma situagao-problema até o entendimento de uma
solucao encontrada.

Ainda,

“Com relacao a probabilidade, a principal finalidade €
a de que o aluno compreenda que muitos dos aconte-
cimentos do cotidiano sao de natureza aleatoria e que
se podem identificar possiveis resultados desses aconte-
cimentos e até estimar o grau da possibilidade acerca do
resultado de um deles. As nocdes de acaso e incerteza,
que se manifestam intuitivamente, podem ser exploradas
na escola, em situacoes em que o aluno realiza experi-

”»

mentos e observa eventos (em espagos equiprovdveis).

(PCN, 1998, pag.52)

Deseja-se que, ao longo dos anos finais do Ensino Fundamental (6° ao 9°
anos), o estudante seja confrontado com situagoes concretas de andlise de dados através
de gréficos e/ou tabelas, introduzindo conceitos fundamentais para a compreensao dos
fenomenos do dia a dia, fortalecendo assim a idéia da importancia da coleta de dados e
do raciocinio probabilistico. Além da andlise de gréficos e tabelas, prioriza-se também

que os alunos adquiram conhecimentos através da realizacao de experimentos praticos,
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explorando a nocao do acaso e da aleatoriedade, a fim de que se desenvolvam as nogoes
primordiais nas quais a teoria de probabilidade esta centrada.

Assim, ao fim do Ensino Fundamental, espera-se que o aluno ja tenha certo
grau de compreensao relativo ao tema probabilidade e que ja tenha desenvolvido meios
para resolver situagoes-problema que envolva o raciocinio combinatério e a determinagao
da probabilidade de sucesso de um determinado evento por meio de uma razao [3].

Ao adentrarmos ao Ensino Médio, devemos ter como referencial para o inicio
da abordagem, os conhecimentos ja adquiridos pelos alunos no Ensino Fundamental, uma
vez que o conhecimento prévio dos alunos é particularmente relevante para o aprendizado
cientifico e matematico (PCNEM, 2000, pag.52)[2].

A partir da analise desses conhecimentos prévios, podemos entdao continuar
com o estudo de Probabilidade, aprofundando os conceitos, explorando a teoria e mos-
trando as aplicagoes inerentes a esse tema.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM)[2],

o estudo de Probabilidade tem como enfoque principal,

“Compreender o cardter aleatorio e nao deterministico
dos fenomenos naturais e sociais e utilizar instrumentos
adequados para medidas, determinacao de amostras e

calculo de probabilidades.” (PCNEM, 2000, pag.12)

Além disso, os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PC-
NEM)[2], em seu adendo intitulado “Orientagoes Educacionais Complementares (PCN+-)”,
traz em seu texto, objetivos tidos como primordiais no estudo de Probabilidade. Sao eles:
reconhecer o carater aleatério de fendmenos e eventos naturais, cientifico-tecnolégicos ou
sociais, compreendendo o significado e a importancia da probabilidade como meio de pre-
ver resultados; quantificar e fazer previsoes em situacoes aplicadas a diferentes areas do
conhecimento e da vida cotidiana que envolva o pensamento probabilistico e identificar
em diferentes areas cientificas e outras atividades praticas modelos e problemas que fazem
uso de estatisticas e probabilidades [4].

Portanto, baseado nas diretrizes apontadas pelo PCN, PCNEM e pelo PCN+,
iremos abordar, nesse estudo, a atividade pratica “jogo dos discos” que visam atingir os
objetivos ja relatados, a fim de que, o aluno tenha conhecimento sélido sobre o tema

Probabilidade e Probabilidade Geométrica.
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3.2 0O Jogo Como Recurso Educacional

Dentro do universo dos saberes matematicos, é relevante a necessidade de
se adotarem métodos de aprendizado ativo e interativo (jogos, experimentos, debates,
etc.)[2].

Assim, entendemos que ha necessidade da utilizagao de materiais concretos e
de jogos, em todos os niveis de ensino, uma vez que esses estimulam o desenvolvimento
dos alunos, pois dinamizam a aula e transmitem o conhecimento de maneira nao formal
e na qual o aluno atua como personagem central na aquisi¢cao do conhecimento.

Ainda, de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais para o ensino

Médio (PCNEM)[2], temos que:

“Os alunos alcancam o aprendizado em wum processo
complezo, de elaboragao pessoal, para o qual o professor
e a escola contribuem permitindo ao aluno se comuni-
car, situar-se em seu grupo, debater sua compreensao,
(...), dando ao aluno oportunidade de construir mode-
los explicativos, linhas de argumentacao e instrumentos
de verificagao, (...), criando situag¢oes em que o aluno é
instigado ou desafiado a participar e questionar; valori-
zando as atividades coletivas que propiciem a discussao
e a elaboragao conjunta de ideias e de prdticas; desenvol-
vendo atividades lidicas, nos quais o aluno deve se sen-
tir desafiado pelo jogo do conhecimento e ndao somente

pelos outros participantes. 7 (PCNEM, 2000, pag.52)

Nesse contexto, nosso estudo tem como base, a exploragao da atividade pratica
“jogo dos discos” que possue, em seu desenvolvimento, experimentos praticos e jogos,
levando o aluno a interagir, explorar situacoes novas e adquirir conhecimentos de maneiras

diversas.
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4 Levantamento Historico sobre Buffon e o

Jogo dos Ladrilhos

Figura 4.1: Georges Louis Leclerc, Conde de Buffon

Nasceu em 7 de setembro de 1707, em Montbard, na Franca, e morreu em 16
de abril de 1788, em Paris. Buffon estudou Medicina e Direito. Mostrou interesse pela
Matematica, tendo descoberto sozinho a Férmula do Binomio e mantido correspondéncia
com Cramer sobre Mecanica, Geometria, Probabilidade, Teoria dos Nimeros e Célculo
Diferencial e Integral. Mas era a natureza a sua paixao. Dedicou-se principalmente
a Historia Natural, tendo sido o maior responsavel pelo crescimento do interesse pela
Histéria Natural na Furopa, no século XVIII.

No século XVIII acreditava-se que Deus havia criado as espécies separada-
mente, isto é, de modo independente umas das outras, e que a idade da Terra seria de no
maximo 6000 anos.

Em sua Historia Natural, uma enciclopédia que continha todo o conhecimento
da época sobre a natureza, Buffon apontava, 100 anos antes de Darwin, as semelhancas
entre homens e macacos e até mesmo sugeria a existéncia de um ancestral comum. Em
As Epocas da Natureza (1788), sugeria que a idade da Terra era muito maior que os 6000
anos até entao a ela atribuidos.

O Jogo dos Discos era conhecido no Século XVIII, na Franca, como o jogo

do ladrilho, e muito apreciado pelas criancas. O 4° volume do Suplemento a Histoéria
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Natural, publicado em 1777, tem 3 de suas 35 se¢oes dedicadas ao Calculo das Probabili-
dades. Uma delas é Sur le jeu de franc-carreau (Sobre o jogo do ladrilho), na qual Buffon
discute o jogo do ladrilho e apresenta o Problema da Agulha. Esse foi o primeiro tratado
conhecido sobre Probabilidade Geométrica.

O jogo do ladrilho era bastante jogado pelas criancas francesas no século XVIII.
Uma pequena moeda de raio r é lancada ao acaso em um chao coberto por ladrilhos qua-
drados de lado I (I>2r). As criancas apostavam que a moeda cairia inteiramente dentro
de um ladrilho ou que a moeda cairia atravessando o lado de algum ladrilho [4].

Buffon notou que a probabilidade de a moeda cair inteiramente dentro de um

ladrilho era a probabilidade de o centro da moeda cair dentro de um quadrado de lado

l—2r=Il—d, onde d=2r.

Figura 4.2: Quadrados semelhantes

Essa probabilidade é a razao entre as areas do quadrado e do ladrilho, pois
a probabilidade de o centro da moeda cair em uma regiao é proporcional a area dessa
regiao.

Portanto, a probabilidade da moeda cair inteiramente dentro de um ladrilho

(e

(1—27)?
p= 0

ou seja,
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4.1 Calculando a Probabilidade Numa Pavimentacao

Formada por Quadrados

Enunciando o problema: Em um plano pavimentado com quadrados de lado [ é
lancado aleatoriamente um disco de diametro d. Qual a probabilidade de o disco, depois

de pousar no plano, nao intersectar e nem tangenciar os lados de quadrado algum?

Figura 4.3: As setas indicam os eventos favoraveis

Entao, se d > [, a probabilidade de ocorrer um evento favoravel é zero.

Fica claro, portanto, que os valores interessantes para o diametro d estao no
intervalo 0 < d < .

Assumimos d < [. Construindo um quadrado de lado I — d simetricamente
disposto dentro do quadrado de lado 1 (ver figura abaixo) vemos que o evento é favordvel

se o centro do disco cair no interior do quadrado de lado I — d.

&
Y

Figura 4.4: Quadrados semelhantes
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Note que a distancia entre o lado do quadrado menor e o lado paralelo mais
d
préximo do quadrado maior tem a mesma medida do raio do disco, que é 27 portanto
o lado do quadrado menor é:
d d

I-= - —1-d.
2 2

Sob condicoes ideais podemos supor que lancar o disco aleatoriamente no piso
é o mesmo que lancar seu centro aleatoriamente. Assim a probabilidade p do evento
ser favordavel é a mesma probabilidade de um ponto, lancado aleatoriamente dentro do
quadrado de lado I, cair dentro do quadrado de lado I — d.

Da definicao de probabilidade geométrica temos:

drea do quadrado menor

d) —
p(d) drea do quadrado maior’
ou seja,

p(d)= (l_ i

—21d+ d?
p(d) = —F—

1 2
p(d) = l—2d2 —7d+1

1 2
Obtemos assim a fungao quadrética p(d) = l_2d2 — —ld—i— lpara0 < d< |

Portanto, p(d) é a probabilidade de um disco de diametro d, langado aleatori-

amente, cair inteiramente no interior de um quadrado de lado L

Considerando que, se d > [, é zero a probabilidade de ocorrerem eventos fa-

voraveis, e assim, temos:

—2d2——d—|-1 se0<d<l
pd)={ B . (4.1)
0 ,sed> 1

No jogo dos discos, temos uma fungao quadratica na variavel d:

1 2
p(d) = —2d2 —7d+1

p(d) = (l— d)*, com p(0) =1 e p(l) = 0.
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Note que, se d = l entao I é uma raiz dupla dessa funcao. Assim, o grafico
de p(d) é parte de uma pardbola com concavidade voltada para cima e tangente ao eixo

horizontal na abscissa d = .

Figura 4.5: Gréfico de p(d)

Exemplo 4.1.1. Uma moeda de 10 centavos, com diametro de 2 cm, foi jogada aleatori-
amente numa superficie formada por quadrados lado 3 cm. Qual o valor da probabilidade

da moeda cair inteiramente no quadrado.

Figura 4.6: Pavimentacao formada por quadrados
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Solucao: Utilizando a funcao que deduzimos anteriormente e considerando

[ = 3, obtemos:

2
p(d) = —d2 —Sd+1

2
p(d) = —d2 —3d+1

2
Q=12 _2q41
p(d) =g gdt

Calculando o valor assumido por p(d) quando d = 2, obtemos:
2

pR) =g P -2 241
(2)_3 —§+1
4 4
ve)=g gt
1
p(2) =5~ 0,11

Portanto, para um disco com diametro de 2 cm e um quadriculado com qua-

1
drados de 3 cm de lado, a probabilidade de uma jogada favoravel é exatamente 9 (a cada
9 lancamentos, temos a probabilidade de 1 ser favoravel), ou, aproximadamente 0,11. Em

porcentagem, a probabilidade é de aproximadamente 11%.

4.2 Calculo do Diametro de um Disco Conhecendo a

Probabilidade

Enunciando o problema: Dado um plano pavimentado com quadrados de lado I e dada
uma probabilidade p=p(d), isto é, dado um nimero p tal que 0 < p < 1, pergunta-se qual
o diametro d de um disco que, lancado aleatoriamente no piso, tem uma probabilidade p

de cair inteiramente dentro de algum quadrado?

Para resolvermos esta situacao-problema, temos que olhar a expressao obtida

para p(d):

1 2
p(d) = l—2d2 —Sd+ 1 (4.2)

Isolando d em (4.2), podemos encontrar o diametro do disco a partir de uma

dada probabilidade p. Esta conta fica mais facil se partimos da definicao de probabilidade
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geométrica dada pelo quociente de areas:

ou seja,
p-1P=(1—d> (4.3)
Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados de (4.3), encontramos I,/p = I—d.

Finalmente, isolando o diametro d obtemos:

d = 1(1-\/p) (4.4)

Esta é a férmula do diametro do disco em funcao da probabilidade requerida,

tendo como parametro o lado I do quadriculado.

Exemplo 4.2.1. Em uma sala de aula, os quadrados do piso desta sala tém lados iguais
a 30 cm e a probabilidade do disco ser lancado aleatoriamente neste piso é 40%. Qual

serd o valor do diametro do disco langado?

Figura 4.7: Piso formado por quadrados

Solugao: Como sabemos que os quadrados do piso da sala de aula tém lados
iguais a 30 cm e a probabilidade é de 40%, entao o diametro é determinado por: d =

(1 — /p). Substituindo os valores da probabilidade e do lado, temos:
d=30(1 —/0,4)
d~11,03cm.

Portanto, para um piso com quadrados de lado 30 ¢cm e uma probabilidade de

40% devemos ter um disco com diametro aproximadamente 11,03 cm.
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4.3 Abordando Outra Situacao Especifica

Até o momento, ao longo de nossos calculos, desprezamos a espessura das
linhas do quadriculado ou do rejunte dos ladrilhos, supondo que essa espessura era muito

fina.

Figura 4.8: Piso com espacamento entre os quadrados

Consideremos, por exemplo, o jogo dos discos em um ladrilhamento em que os

ladrilhos sao quadrados de lado [ = 30cm e estejam separados por k = 2cm de rejunte.

A espessura do rejunte constitui uma area de eventos possiveis, mas nao fa-

voraveis.

k

Figura 4.9: Quadrados semelhantes

Nesta situacao, dados dois quadrados lado a lado, repartimos a espessura do
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rejunte meio a meio para cada quadrado.

\Z;

Figura 4.10: Quadrados semelhantes

Entao, os quadrados em que os eventos sao possiveis tém agora lado de 32 cm
(1 em adicional das duas pontas de cada lado). Mas o quadrado em que os eventos sao

favoraveis continua o mesmo que antes, isto é, tem lado ¢t = 30 — d.

Assim, a funcao probabilidade tem agora a forma:

_ (30—
p(d) - T
Generalizando,
_ (=9
p(d) = k)T (4.5)

onde k é a espessura do rejunte.
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5 Lancamento do Disco em uma Superficie
Formanda Por Triangulos Equilateros ou
Hexagonos Regulares

Vamos aplicar o nosso jogo dos discos a outros tipos de pavimentagoes. O caso
de pavimentagoes formadas por quadrados ja foi estudado acima. Vejamos agora outros

dois casos.

5.1 1° Caso: Calculando a Probabilidade Numa Pa-

vimentacao Formada por Triangulos Equilateros

Suponhamos que o piso do jogo dos discos seja pavimentado com pecas na

forma de triangulos equildteros de lado I e que a espessura do rejunte seja desprezivel.

Figura 5.1: Piso formado por triangulos equilateros

Lembrando que o apétema do triangulo equildtero (raio da circunferéncia ins-

V3

3
crita) mede a = %l, os discos devem ter diametro d tal que 0 < d < 2a,0u0 < d < ?l,

caso contrario a probabilidade é zero.
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No interior do triangulo equildtero de lado I temos um triangulo equilatero

menor de lado ¢, com lados paralelos ao triangulo maior, de modo que a distancia entre o
d

lado do triangulo maior ao lado paralelo do triangulo menor seja 5 Como mostra a figura

abaixo.

Figura 5.2: Triangulos semelhantes

Assim, temos que o apétema do triangulo maior € igual ao apétema do triangulo

menor somado com a metade do diametro, ou seja,

S

Portanto, podemos verificar que a relacdo entre [ e t é t = [ — v/3d.

Lembremos que a razao entre as areas de duas figuras semelhantes é igual a
razao entre os quadrados dos lados. Assim, a probabilidade de um disco de diametro d,

lancado aleatoriamente no piso, cair inteiramente dentro do triangulo de lado [ é:

I —2/3ld + (v/3d)?
12
2v/3

p(d) = —d2 ——d+ L

p(d)=

3 5 2V3 V3

Obtemos assim a funcao quadrética p(d) = l_2d2 — —d+ lpara0 < d< ?l
Portanto, p(d) é a probabilidade de um disco de diametro d, langado aleatori-

amente, cair inteiramente no interior de um triangulo equilatero de lado [.
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3
Considerando que, se d > ?Z, ¢é zero a probabilidade de ocorrerem eventos

favoraveis, e assim, temos:

3

2
—2d2—£d+1, wo<de Y3
=4 F ] a3 6.1)
0 ,se d> —I
3
comp(())zlep(?) = 0.
. 3, . ~ .
Note que, se d = ?l, entao ?l ¢ uma raiz dupla dessa funcao. Assim, o

grafico de p(d) também é parte de uma pardbola com concavidade voltada para cima e

V3

tangente ao eixo horizontal na abscissa d = ?l.

Figura 5.3: gréfico de p(d)

5.1.1 Calculo do Diametro de um Disco Conhecendo a Proba-

bilidade

Para resolvermos esta situacao, olharemos para a expressao obtida para p =

p(d), a saber,
3 2v3
p(d) = l—2d2 - —l\/_d+ 1. (5.2)
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Isolando d em (5.2), podemos encontrar o diametro do disco a partir de uma
dada probabilidade p. Se partimos da definicao de probabilidade geométrica que é dada
pelo quociente de areas, essa conta fica mais facil. Neste caso, relacionaremos os lados
dos triangulos como sendo:

(1= V/3d)*

2 )
ou seja,

p-1?=(1—v3d). (5.3)

Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados de (5.3), obtemos I,/p = I— V3d.

Finalmente, isolando o diametro d segue que:

RV
-

isto é,
d= ?(1 — /D)L (5.4)

Esta é a formula do diametro do disco em fun¢ao da probabilidade requerida,

tendo como parametro o lado [ do triangulo equilatero.

5.1.2 Abordando Outra Situacao Especifica

Figura 5.4: Piso com espacamento entre os triangulos equilateros

Até o momento, ao longo de nossos calculos, desprezamos a espessura das

linhas do rejunte k dos ladrilhos triangulares, supondo que essa espessura era muito fina.
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A espessura do rejunte constitui uma area de eventos possiveis, mas nao fa-

voraveis.

[k

Figura 5.5: Triangulos semelhantes

Nesta situacao, dados dois triangulos equilateros lado a lado, repartimos a

espessura do rejunte meio a meio para cada triangulo equilatero.

/ t \

k2

Figura 5.6: Triangulos semelhantes

Calculando a tangente de 30° no triangulo retangulo, obtemos:

tg(30°) = %2

V3 k)2

Ea
W3

= T

Entao, os triangulos equilateros em que os eventos sao possiveis tém agora lado
[+ 2z = [+ k+/3. Mas o triangulo equildtero em que os eventos sao favordveis continua o

mesmo que antes, isto é, tem lado t = [ — v/3d.

Assim, a funcao probabilidade tem a seguinte forma:

t2
p(d)= m,
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isto é,
_ (1-V3d)®
P(4) = e (5:5)

5.2 2° Caso: Calculando a Probabilidade Numa Pa-

vimentacao Formada por Hexagonos Regulares

Suponhamos agora que o piso do jogo dos discos seja pavimentado com pecas
na forma de hexagonos regulares equildteros de lado [ e que a espessura do rejunte seja

desprezivel.

Figura 5.7: Piso formado por hexagonos regulares

Lembremos que o hexdgono regular é formado por 6 triangulos equilateros e

3
que a altura desses triangulos (raio da circunferéncia inscrita) mede h = %l. Os discos
devem ter diametro d tal que 0 < d < 2k, ou 0 < d < v/3, caso contrario a probabilidade

é zero.

No interior do hexagono regular de lado ! temos um hexagono regular menor
de lado ¢, com lados paralelos ao hexagono maior, de modo que a distancia entre o lado do

hexagono maior ao lado paralelo do hexdgono menor seja 5 como mostra a figura abaixo.
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K

Figura 5.8: Hexagonos semelhantes

Assim, temos que a altura do triangulo equilatero maior menos a altura do

triangulo equilatero menor é igual a metade do diametro, ou seja,

V3, V3, _d
2 2 9

V3

Portanto, podemos verificar que a relagao entre let ét =1 — —d.

3

Lembremos que a razao entre as areas de duas figuras semelhantes é igual a
razao entre os quadrados dos lados. Assim, a probabilidade de um disco de diametro d,

lancado aleatoriamente no piso, cair inteiramente dentro do triangulo de lado [ é:

t2
p(d)= 2

\/g 2
()

l2
()

p(d) =

12— ="1d
3 +

3
p(d) =

l2

1, 2V3
= -
p(d) 312d 3] d+
. s . 1, 2V3
Obtemos assim a funcio quadratica p(d) = —;d*——=—d+1 para 0 < d < /31

31° 31
Portanto, p(d) é a probabilidade de um disco de diametro d, langado aleatori-

amente, cair inteiramente no interior de um hexégono regular de lado .
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Assim, considerando que, se d > /3, é zero a probabilidade de ocorrerem

eventos favoraveis, e assim, temos:

1 2v/3
—d®— 2 "d+1,se 0 < d < V3l
p(d)=3 3P 3 se0sd< Vit (5.6)

0 ,se d> V31
com p(0) =1 e p(v/31) = 0.
Note que, se d = v/3l, entdo v/31 é uma raiz dupla dessa funcdo. Assim, o

grafico de p(d) também é parte de uma pardbola com concavidade voltada para cima e

tangente ao eixo horizontal na abscissa d = V3L

Figura 5.9: Gréfico de p(d)

5.2.1 Calculo do Diametro de um Disco Conhecendo a Proba-

bilidade

Para resolvermos esta situacao, olharemos para a expressao obtida para p =
p(d), a saber,
p(d) = —d* — ——d + 1. (5.7)

Isolando d em (5.7), podemos encontrar o diametro do disco a partir de uma

dada probabilidade p. Partindo da definicao de probabilidade geométrica dada pelo quo-
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ciente de areas, que neste caso usaremos o lado dos hexdgonos regulares, obteremos:

V3 2
(-5)
p(d) = ———"—

I? ’

ou seja,
2
p-1?= (z— ?d) : (5.8)

V3

Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados de (5.8), obtemos I,/p = I— 3 d.

Finalmente, isolando o diametro d segue que:

L 3-1yp)

73
isto é,
d=+3(1-/p)l. (5.9)

Esta é a formula do diametro do disco em funcao da probabilidade requerida,

tendo como parametro o lado [ do hexdgono regular.

5.2.2 Abordando Outra Situacao Especifica

Figura 5.10: Piso com espacamento entre os hexdgonos regulares

Até o momento, ao longo de nossos calculos, desprezamos a espessura das

linhas do rejunte k dos ladrilhos hexagonais, supondo que essa espessura era muito fina.
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A espessura do rejunte constitui uma area de eventos possiveis, mas nao fa-

®,

Figura 5.11: Hexagonos semelhantes

voraveis.

k

Nesta situagao, dados dois hexagonos regulares lado a lado, repartimos a es-

pessura do rejunte meio a meio para cada hexdgono regular.

N ¢ /

k2

Figura 5.12: Hex4gonos semelhantes

Calculando a tangente de 60° no triangulo retangulo obtemos:
k/2

T
B k/2

X

tg(60°) =

V3
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%

x

Entao, os hexagonos regulares em que os eventos sao possiveis tém agora lado

[+ 2z =1+ = Mas o hexagono regular em que os eventos sao favoraveis continua o

V3

mesmo que antes, isto é, tem lado t = [ — ?d.

Assim, a funcao probabilidade tem a seguinte forma:

t2

(r57)

p(d) =
isto é,

(5.10)

w

&=
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6 Conclusao

O presente trabalho caracteriza-se pelo assunto probabilidade geométrica que
foi abrangido durante seu desenvolvimento através do “jogo dos discos”, integrando con-
ceitos vistos em diversificadas disciplinas presente no curso de Mestrado em Matematica
(PROFMAT), em especial a disciplina Matematica Discreta, pois nela foram concentrados
o estudo principal deste trabalho.

A atividade evidenciou a importancia do professor buscar melhores formas
de abranger o contetdo, ou seja, melhor metodologia, a criteriosa selecao dos recursos
didaticos a serem utilizados durante a aplicacao do contetido o qual propoe ensinar, pois
nos exemplos contextualizados desta dissertacao, foram envolvidos varios problemas no
qual tém-se a necessidade de um material concreto, principalmente na parte que envolve
a probabilidade geométrica, pois ¢é de facil visualizacao para os problemas que foram pro-
postos.

No tocante a formacao dos professores de matemaética, varios sao os aspetos
a considerar, tendo em conta a exigéncia do papel do professor nos diferentes contextos
profissionais. Sua formacao envolve, na verdade, fatores diversificados.

A redacao final do trabalho certamente tem um dos seus principais objetivos,
definido no projeto do qual se originou: produzir um material introdutério que apre-
sentasse os conceitos basicos de probabilidade geométrica levando em consideracao os
lancamentos aleatérios apresentados nos jogos dos discos de forma inteligivel e detalhada,
contendo alguns exemplos resolvidos, secoes dedicadas as defini¢oes e demonstragoes das
probabilidades aplicadas aos jogos dos discos como também as aplicagoes em atividades
que podem e devem ser trabalhadas em sala de aula. Em nenhum momento, procurou-se
exaurir um determinado assunto, mas apresentar os conceitos fundamentais de cada tema,
respeitando o nivel de conhecimento prévio e a capacidade de assimilacao do publico alvo
ao qual se destinou.

Esperamos que o material produzido possa ser uma opcao de leitura ao co-
lega professor que deseja introduzir o ensino da probabilidade geométrica em langamentos
aleatorios, em especial ao jogo dos discos, em suas aulas e que possa servir de estimulo para

que os alunos consigam introduzir tais conhecimentos na sua vida pessoal e académica.
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