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"Em wverdade, o que proporciona o
maximo de prazer nao € o conheci-
mento e sim a aprendizagem, nao € a
posse, mas a aquisicao, nao € a pre-
senc¢a, mas o ato de atingir a meta”.

(Carl Friedrich Gauss).



Resumo

Neste trabalho trataremos da funcéo parte inteira e suas propriedades. Além disso, mos-
traremos como calcular o expoente de um nimero primo na decomposicao canonica de
n!, determinaremos a ordem de grandeza da fungao contagem dos ntimeros primos e uma

formulagao matematica para o jogo de Wythoff.

Palavras chave: Fungao parte inteira, Férmula de Legendre, Teorema de Chebyshev e

o jogo de Wythoff.
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Abstract

In this paper work we will discuss about the entere function part and its properties.
Besides, we will show how to calculate the exponent of a prime number in the canonical
decomposition of n!, We will determine in order of gheatness counting function of prime

numbers and a mathematical formulation for the Wythoff game.

Keywords: Integer part function, Legendre formula, Theorem Chebyshev and the Wythoff

game.
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Introducao

“Deus faz aritmética.”
(Carl Friedrich Gauss)

A presenca da Aritmética na educacgao formal ou informal, hoje, pode ser enten-
dida como um conjunto de conhecimento que faz parte da necessidade de apropriacao de
todo cidadao, justificando a busca de compreensao de como esse ramo da matematica lida
com 0s numeros e com as operacoes possiveis entre eles.

Tendo em vista a relevancia da Aritmética no conjunto de conhecimentos indis-
pensaveis, este trabalho contemplara topicos que estao presentes no ensino fundamental,
médio e algumas aplicagoes da fungao parte inteira.

Organizaremos o trabalho da seguinte forma:

No Capitulo 1, trabalharemos ferramentas bésicas, como divisibilidade que possi-
bilita discutir como a divisao de um certo nimero natural por outro nem sempre é possivel.
Quando nao existir uma relagao de divisibilidade entre dois niimeros, sera possivel efetuar
tal divisao, conhecida como Divisao Euclidiana. Em seguida apresentaremos os nimeros
primos, que desempenham papel fundamental na Aritmética e a eles estao associados
problemas famosos, cujas solugoes tém resistido aos esforgos de varias geracoes de ma-
teméticos, segundo HEFEZ[2011]. Na sequéncia o Teorema Fundamental da Arimética
que estabelece a fatoragao de niimeros naturais em fatores primos, revelando toda uma
estrutura multiplicativa.

Nocgoes basicas de congruéncia, ou seja a aritmética com os restos da divisao
Euclidiana por um numero fixado, conforme HEFEZ[2011]. Esse t6pico serd trabalhado
em virtude da divisibilidade por poténcias de niimeros primos e niimeros binomiais.

No Capitulo 2 apresentaremos uma importante funcao em teoria dos nimeros,

a funcao parte inteira e suas propriedades. Em seguida apresentaremos um resultado,



devido ao Matematico Francés Adrien-Marie Legendre ( Matemético Francés dos séculos
XVIII e XIX ) que nos ensina a decomposi¢ao canonica em fatores primos do fatorial
de um nimero, mesmo que nao conhecamos tal decomposicao explicita, conforme consta
em MUNIZ NETO[2002]. Existe uma belissima expressdo de um certo niimero natural
n, em funcao dos termos do desenvolvimento p-adico que determina a poténcia exata de

um primo que divide o fatorial n!. Em 1852, Kummer utilizou o resultado de Legendre

a
para determinar a poténcia exata p" que divide um coeficiente binomial . Os
b

resultados de Legendre e Kummer tiveram aplicagao em analise p-adica, de acordo com
RIBENBOIM|[2012].

Sabemos que nao ha qualquer indicacao sobre a determinacao de uma férmula
dando o enésimo nimero primo, todavia, é possivel estimar, com boa aproximagao, o
numero de primos inferiores a N ( principalmente se N é grande ). Designaremos por
7(x) a fungdo contagem dos nimeros primos. Certamente isto nao é facil como se pode
esperar, existe sempre algum erro, entao estimaremos a sua ordem de grandeza. Um
importante progresso para a determinagao da ordem de grandeza da funcao m(x) é de-
vido ao Matematico Russo do século XIX Pafnuty Chebyshev que em 1850 apresentou
uma estimativa acerca dos nimeros primos , usando método elementares, de acordo com
MUNIZ NETO[2002]. Chebyshev também demonstrou o postulado de Bertrand (1845),
que afirma que, para todo nimero natural n > 2, existe um numero primo entre n e o
seu dobro 2n. Na sequéncia calcularemos precisamente m(z), utilizando uma férmula de
Minac. Discutiremos detalhes sobre o Teorema de Chebyshev, o postulado de Bertrand e
a formula de Minac usando apenas a fungao parte inteira e a maior poténcia de p primo
que divide o binomial.

No Capitulo 3 apresentaremos uma outra aplicacao da funcao parte inteira, o
jogo de Wythoff (um jogo de estratégia), é um exemplo de um jogo combinatério, ou seja,
jogo sequencial nos quais ambos os jogadores tém informacao completa. Em particular,
resolver um jogo combinatorio significa determinar quem vence e qual é a estratégia
vencedora a cada lance. Todo jogo combinatério pode ser resolvido por um algoritmo
que analisa completamente a arvore de opgoes, portanto nao ha o elemento sorte. Em
seguida estabeleceremos relacoes entre o jogo de Wythoff, niimero aureo e a sequéncia de
Fibonacci. Lembrando que a sequécia de Fibonacci é concebida por 1,1,2,3,5,8,13,... em

outras palavras é a soma dos dois nimeros antecessores e a razao aurea é uma constante



real algébrica irracional. E um nimero que ha muito tempo é empregado na arte e aparece
em diversas formas da natureza. Contudo existe um fato interessante acerca da sequéncia

de Fibonaci: tomando as razoes de cada termo pelo seu antecessor, obtemos uma outra
1++/5

5
Para realizar a formulacao matemética do jogo de Wythoff, esses fatos descritos acima

sequéncia numérica que vai se aproximando de um valor, o nimero aureo ¢ =

serao relevantes.

Com o jogo de Wythoff tentaremos despertar a curiosidade naqueles que dele
se aproximarem, quer pela simplicidade de suas regras, quer pelo desafio intelectual de
descobrir a maneira de vencer o jogo. O publico alvo sao todas as séries do ensino
fundamental e médio. Na sequéncia trataremos da divisibilidade da parte inteira de um

nimero irracional e da resolugao de exercicios.



Capitulo 1

Nocoes de Aritmética

Neste capitulo apresentaremos uma breve revisao dos conceitos de Aritmética dos
inteiros, tais como divisibilidade, niimeros primos e congruéncias que serao necessarios
para o desenvolvimento do segundo e terceiro capitulo deste trabalho. Informamos ao
leitor que, as bibliografias utilizadas foram: HEFEZ[2011], SANTOS[1998] ¢ MUNIZ
NETO[2002].

1.1 Divisibilidade

Como em tudo ha sempre um ponto de partida, o nosso sera admitir que o leitor
esteja familiarizado com o conjunto dos niimeros naturais e o conjunto dos ntimeros in-

teiros

N=1{0,1,2,3,..},
Z = {0,£1,+2, 43, .}

Definicao 1.1.1 Dados dois nimeros inteiros a e b com a # 0, diremos que a divide b ,
escrevendo alb , quando ezistir ¢ € 7 tal que b = ac. Neste caso, diremos também que a

¢ um divisor ou um fator de b ou, ainda que b € um maltiplo de a.

Observe que a notagao a|b nao representa nenhuma operagao em Z, nem repre-
senta uma fracao. Trata-se de uma sentenca que diz ser verdade que existe ¢ tal que
b = ac. A negagao dessa sentenga é representado por a / b, significando que nao existe

inteiro c¢ tal que b = ac.



Proposicao 1.1.1 Sejam a,b € Z* =7Z — {0} e c € Z . Entdo:
i) 1la , ala e al0.
ii) se alb e b|c , entdo alc .

Demonstracao: i) Isto decorre das igualdades a = 1.a , a = a.1 e a.0 = 0.
ii) Se alb e blc implica que existem f, g € Z, tais que b = a.f e ¢ = b.g. Substi-
tuindo o valor de b da primeira equagao na outra , obtemos ¢ = b.g = (a.f).g = a.(f.g) o
que mostra que alc. [ |
O item 7) da proposi¢ao acima nos diz que todo nimero inteiro é divisivel por 1

e, se nao nulo, por si mesmo .
Proposicao 1.1.2 Se a,b,c,d€Z , coma #0 ec # 0, entdo alb e c|d = a.c|b.d.

Demonstracao: Se alb e c|d, entdao 3 f,g € Z, b = a.f e d = c.g. Portanto,
b.d = (a.c)(f.g), logo, a.c|b.d.

Em particular, se a|b, entdo a - c|b - ¢, para todo ¢ € Z*. [ |
Proposicao 1.1.3 Sejam a, b, ¢ € Z,com a # 0, tais que a|(b+ ¢). Entao a|lb < alc.

Demonstracao: Como a|(b+c¢), existe f € Z tal que b+c = f.a. Agora, se a|b, temos
que exite ¢ € Z tal que b = a.g. Segue a.g + ¢ = f.a = a.f. Portanto, da igualdade
acima, obtemos ¢ = a.f —a.g = a.(f — g), o que implica que alc . A prova da outra

implicagao é totalmente analoga. [ |

Proposicao 1.1.4 Se a,b,c € Z, com a # 0, e x,y € Z sdo tais que alb e alc, entdo

al(xb £+ ye).

Demonstragao: alb e alc implicam que existem f,g € Z tais que b = af e ¢ = ag.

logo, b £ yc=z(af) + ylag) =alzf £ yg). |
Axioma 1.1.1 (Principio da Indugdo) Seja A um subconjunto ndo vazio de N. Se
i)le A;
ii)n+1€ A sempre quen € A.

Entao A = N.



Usaremos este arioma para demonstrar a sequinte afirmac¢ao

Proposicao 1.1.5 (Principio da Boa Ordenagdo) Todo subconjunto nao vazio dos natu-
rais possut um menor elemento.

Demonstragao: Sejam .4 um subconjunto nao vazio dos naturais, I, = {p € N; 1 <p <
e X C N, um conjunto formado pelos elementos n € N tais que I, C N — A.

Se 1 € A, entao claramente 1 é o menor elemento de A.

Agora, se 1 ¢ A, entdao 1 € X, tendo em vista que I; = {1} C N — A. Porém X # N,
pois A#{}e X CN

Logo, o principio da indugao nao pode ser aplicado a X', o que implica que o item ii) do
axioma, nao vale em X, isto é: existe um ng € X tal que ng+ 1 ¢ X.

Como I, € N— A, temos que todos os nimeros inteiros de 1 a ny pertencem a X e como
no+1¢ X, temos queng+1€ de I, =X.

Portanto, a = ng + 1 é o menor elemente de A. [ |

Teorema 1.1.1 Sejam a e b dois nimeros naturais com 0 < a < b. Ezistem dois

Uunicos numeros naturais q e r tais que b= a.q+r , com r < a.

Demonstragao: Suponha que b > a e considere, os niimeros
b,b —a,b—2a,b—3a,....b0 —n.a, ...

Pelo Principio da Boa Ordenagao, o conjunto S formado pelos elementos acima
tem um menor elemento r = b — g.a. Vamos provar que r tem propriedade requerida , ou
seja , que r < a.

Se alb, entao r = 0 e nada mais temos a provar . Se, por outro lado, a [ b, entao
r # a, e, portanto, basta mostrar que nao pode ocorrer r > a. De fato , se isto
ocorresse , existiria um numero natural ¢ < r tal que r = ¢+ a . Consequentemente,
sendo r = ¢+ a = b— qa, terfamos c =b— (¢+1).a € S, com ¢ < r , contradi¢gdo com o
fato de r ser o menor elemento de S.

Portanto , temos que b = a.¢q +r com r < a, o que prova a existéncia de q e r.

Agora vamos mostrar a unicidade. Note que, dados dois elementos distintos de
S , a diferenca entre o maior e o menor desses elementos, sendo um muiltiplo de a, é pelo
menos a Logo, ser=b—a.ger =b—a.q¢,comr < r < a,terlamosr —r > a, o que
acarretaria ” > r-+a > a, absurdo. Portanto, r = 1, dai segue-se que b—a.q =b—a.q,

o que implica que a.qg = a.q’ e, portanto, ¢ = ¢ . [ |



Nas condicoes do teorema acima, os niimeros ¢ e r sao chamados, respectivamente,
de quociente e de resto da divisao de b por a. A demonstragao do teorema fornece um
algoritmo para calcular o quociente e o resto da divisao de um ntimero natural por outro,

através de subtragoes sucessivas.

Exemplo 1.1.1 Vamos achar o quocinte e o resto da divisao de 19 por & .
Considere as diferengas sucessivas: 19 —5 =14, 19-25=9, 19-35=4 < 5.
Isto nos di g =3 er =4 .

Trataremos a seguir de algumas propriedades acerca do maximo divisor comum.

1.2 Maximo Divisor Comum

Definicao 1.2.1 Dados dois inteiros a e b, chama-se mdzimo divisor comum de a e b o

inteiro positivo ou ndao-negativo d, que satisfaz as condicoes:
(1) Sea=b=0 entdo d=0;
(2) Se a #0 oub+#0 entao d é caracterizado pelas propriedades:
i) dla e d|b;
it) Para cada inteiro z, se x|a e x|b entdo x|d. Neste caso, temos x < d.

Se d é o maximo divisor comum de a e b, denotamos por d = mdc(a,b) = (a,b).

De maneira mais geral podemos definir mdc(aq, as, ...a,,) para inteiros ay, as, ...a,.

Exemplo 1.2.1 Os divisores comuns de 24 e 32 sao £1,+2,+4 e + 8. Portanto,

(24,32) = 8. Analogamente, olhando os conjuntos de divisores comuns, concluimos que

(35,55) = 5, (0,5) = 5,(3,2) = 1, (=9, —15) = 3.
Defini¢ao 1.2.2 Dois inteiros sao ditos primos entre si quando (a,b) = 1.

A proposigao seguinte garante a existéncia do (a,b) em Z, para a e b ndao simul-

taneamente nulos. Além disso, fornece uma caracterizacao extremamente 1til para esse

(a,b).

Proposicao 1.2.1 Sejam a e b numeros inteiros nao simultaneamente nulos. Entao

existe d = (a,b) em Z. Além disso, d = (a,b) = min{ma +nb > 0;m,n € Z}.

7



Demonstracao: Consideremos o conjunto £ = {ma +nb > 0;m,n € Z} C Z. Inicial-
mente, note que £ # { }. De fato, como a # 0 ou b # 0, concluimos o inteiro |a|+ |b] > 0
pertence a £. Além disso, é facil ver que £ é limitado inferiormente. Logo, pelo Principio
da Boa Ordem, existe d = min L.

Resta mostrar que d = (a, b).

Com efeito, por um lado, como d € L, podemos escrever d = mga + ngb > 0, com
mg, ng € Z. Por outro lado, efetuando a divisao euclidiana de a por d, obtemos t,r € Z

tais que a = dt +r, com 0 < r < d. Dai:

r=a—dt =a— (mya+ ngb)t = a —mpat —nobt = (1 — mot)a + (net)b

Isto nos permite concluir que » = 0. De fato, se fosse r > 0, teriamos r € L, o
que nao pode ocorrer, uma vez que implicaria em r < d = mun L. Em vista da equacao

acima e do fato que r = 0, podemos conluir que a = dt, e, portanto, d|a.

Um raciocinio anélogo (efetuando a divisao euclidiana de b por d) nos permite
conluir que d|b. Logo, d|a e d|b, e a condic¢ao (i) da definigao de mdc estd demonstrada.
Para mostrarmos que a condicao (ii) também ocorre, seja x € 7Z tal que x|a e z|b. Entao,
existem u,v € Z tais que a = uzx e b = vz. Devemos provar que z|d.

Com efeito, uma vez que d € L, podemos escrever d = moa + nob, mo,ng € Z. Dai:

d = moa + ngb = mo(uz) + no(ve) = (mou + nev)x

O que significa que z|d. [ |

Corolario 1.2.1 Sejam a,b € Z e d = (a,b). Entao existemr,s € Z tais que d = ra+ sb.

Em particular, se a,b € Z sao primos entre si, entao existem r,s € 7 tais que ra+sb = 1.
Demonstragao: Segue imediatamente do Proposicao anterior. |
Teorema 1.2.1 Se albc e (a,b) =1, entdo alc.

Demonstragao: Como (a,b) = 1 pelo resultado acima existem inteiros n e m tais que
na +mb = 1. Multiplicando-se os dois lados desta igualdade por ¢, temos cna + cmb = c.

Como alac e, por hipétese, albc entao al(n(ac) + m(be)) e, portanto alc. ]

8



1.3 Numeros Primos

Definicao 1.3.1 Um inteiro p > 1 é primo se seus unicos divisores positivos forem ele
mesmo e 1. Um inteiro a > 1 que nao é primo € dito composto .
Dados dois nimeros primos p e ¢ e um numero inteiro a qualquer, decorrem da

definicdo acima as sequintes propriedades:

i) Se plq entao p = q.

De fato, como p|q e sendo q primo,temos que p = 1 ou p = q. Sendo p primo,

tem-se que p > 1, o que acarreta p = q.

ii) Sep fa, entao (p,a) = 1.

De fato, se (p,a) = d, temos que d|p e d|a. Portanto, d =p oud = 1.Mas d # p,

pois p fa e consequentemente , d = 1.

Proposicao 1.3.1 Sejam a,b,p € Z*,com p primo. Se plab, entdo p|a ou p|b.
Demonstracao: Basta provar que, se plab e p fa, entdo p|b. Mas, se p fa, temos que

mde(p,a) = 1, e o resultado segue Teorema 1.2.1. [ |

Corolario 1.3.1 Se p,p1,...,p, sGo nimeros primos e, se p|pi...pn, entio p = p; para

algum i =1,...,n.

Demonstragao: Use a Proposi¢ao 1.3.1 e indugao sobre n. Use o fato de que se p|p;,

entao p = p;. [ |

Teorema 1.3.1 Todo nimero natural maior do que 1 ou € primo ou se escreve de modo

unico, a menos da ordem de seus fatores, como um produto de nimeros primos.

Demonstragao: Usaremos o Principio de Indugao. Se n = 2, o resultado é obviamente
verificado.

Suponhamos o resultado véalido para todo niimero natural menor do que n e vamos
provar que vale para n. Se o nimero n é primo, nada temos a demonstrar. Suponhamos,
entao, que n seja composto. Logo, existem nimeros n; e nsy tais que n = ning, com
1 < ny < nel < ny < n. Pela hipétese de indugao, temos que existem numeros

primos pi,...,pr € ¢, ..., gs tais que ny = p;...p, € Ng = qi...qs.Portanto, n = p1...p,.q1...qs.



Vamos, agora, provar a unicidade da escrita. Suponha, agora, que n = py...p, =
¢1-..qs, onde 0s p; e 0s ¢; sdo numeros primos. Como p1|g;...¢s, pelo Corolariol.3.1, temos
p1 = q; para algum j, que, apds reordenamento de ¢y, ..., g5, podemos supor que seja qi.

Portanto,

b2...pr = q2...4s.

Como ps...p, < n, a hipétese de inducao acarreta que r = s e os p; e ¢; sao
iguais aos pares. |
Agrupando, os fatores primos repetidos, se necessario, e ordenando os primos em

ordem crescente, temos o seguinte enunciado:

Teorema 1.3.2 Dado um numero natural n > 1, existem primos p; < ... < p, e

at, ..., o, € N* univocamente determinados, tais que

O

n=pit.. po

Quando estivermos lidando com a decomposicao em fatores primos de dois, ou
mais nimeros naturais, usaremos o recurso de acrescentar fatores da forma p° = 1, onde
p é um numero primo qualquer. Assim, dados, m,n € Ncomn > 1em > 1 quaisquer,

podemos escrever

no= pM . pS2pem = pit p pP

Usando o mesmo conjunto de primos p; , p2 , ..., p», desde que permitamos que

os expoentes oy, Qa,...,Q., B1, Pa,..., B, variem em N e nao apenas em N*.

Exemplo 1.3.1 Por exzemplo, os niimeros 22.3%.7.11 e 2.5%.13 podem ser escritos,respectivamente,

23.32597.11.13° ¢2.3°.52.79.11°.13.

Apresentaremos aqui uma das nog¢oes mais fecundas da Aritmética, a de Con-
gruéncia, introduzida por Gauss no seu livro Disquisitiones Arithmeticae, de 1801. Trata-

se da realizacao de uma aritmética com os restos da divisao euclidiana por um nimero

fixado.
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1.4 Congruéncias

Definicao 1.4.1 Seja m um nimero natural diferente de zero. Diremos que dois nimeros
naturais a e b sao congruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sdao

iguais. Quando os inteiros a e b sao congruentes modulo m, escreve-se

a = bmod m.

Exemplo 1.4.1 21 = 13 mod 2, ja que os restos da divisao de 21 e de 13 por 2 sao

quais a 1.

Quando a relacao a = b mod m for falsa, diremos que a e b nao sao congruentes,
ou que sao incongruentes, médulo m. Escreveremos, neste caso, a Z b mod m.

Como o resto da divisao de um numero natural qualquer por 1 é sempre nulo,
temos que a = b mod 1, quaisquer que sejam a, b € N. Isto torna desinteressante a
aritmética dos restos modulo 1. Portanto, doravante, consideraremos sempre m > 1.
Decorre, imediatamente, da definicao que a congruéncia, moédulo um inteiro fixado m, é

uma relacao de equivaléncia. Vamos enunciar isto explicitamente abaixo.

Proposicao 1.4.1 Sejam € N, comm > 1. Para todos a,b,c € N, tem-se que

(i) a = a mod m.
(ii) Sea = bmod m, entio b = a mod m.
(iii) Sea = bmod m eb = ¢ mod m, entio a = ¢ mod m.

Para verificar se dois niimeros sao congruentes médulo m, nao é necessario efetuar
a divisao euclidiana de ambos por m para depois comparar os seus restos. E suficiente

aplicar o seguinte resultado:

Proposicao 1.4.2 Suponha que a, b € N sao tais que b > a. Entao a = b mod m

se, e somente se, mlb — a.

Demonstracao: Sejama = mq + r,comr < meb = mq + 1, comr < m,as

divisoes euclidianas de a e b por m, respectivamente. Logo,



onder” — r < m, ou r — ' < m. Portanto, a = b mod m se, e somente se,

r = r’, 0 que é equivalente a dizer que m|b — a. [ |

Note que todo nimero natural é congruente médulo m ao seu resto pela divisao
euclidiana por m e, portanto, é congruente moédulo m a um dos numeros 0,1, ...,m — 1.
Além disso, dois desses numeros distintos nao sao congruentes modulo m.

Portanto, para achar o resto da divisao de um numero a por m, basta achar o
nuimero natural r dentre os niimeros 0,1, ..., m — 1 que seja congruente a a médulo m.

Chamaremos de sistema completo de residuos médulo m a todo conjunto de
nimeros naturais cujos resto pela divisao por m sao os numeros 0, 1,...,m — 1, sem re-
peticoes e numa ordem qualquer.

Portanto, um sistema completo de residuos moédulo m possui m elementos.

E claro que, se aq, ..., G, sa0 m numeros naturais, dois a dois nao congruentes
modulo m, entao eles formam um sistema completo de residuos médulo m. De fato, os
restos da divisao dos a; por m sao dois a dois distintos, o que implica que sao os niimeros
0,1,...,m — 1 em alguma ordem.

O que torna 1til e poderosa a nogao de congruéncia é o fato de ser uma relagao de
equivaléncia compativel com as operagoes de adicao e multiplicacao nos inteiros, conforme

Veremos na proposicao a seguir.

Proposicao 1.4.3 Seja a,b,c,d,m € N, comm > 1.

(i) Sea = bmodm e ¢ = dmodm, entioa + c¢= b+ d mod m.
(ii) Sea = bmodm e ¢ = dmod m, entio ac = bd mod m.
Demonstracao: Suponhamos que a = b mod m e ¢ = d mod m. Podemos, sem

perca de generalidade, supor que b > a e d > c¢. Logo, temos que m|b — a e m|d — c.

(i) Basta observar que m|(b — a) + (d — c¢) e, portanto, m|(b + d) — (a + ¢), 0 que

prova essa parte do resultado.
(ii) Basta notar que bd — ac = d(b — a) + a(d — c¢) e concluir que m|bd — ac.
[ |

Corolario 1.4.1 Para todosn € N*, a,b € N, sea = bmodm, entaoa” = b" mod m.
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Demonstracao: Note inicialmente que se a = b mod m, entdo m|a—b. Repare também
que

a" = b= (a—ba" ' +a" P+ a" P+ Fab" b
Da igualdade acima, obtemos que m|(a™ — b") e, portanto a" = b" mod m. [ |

Teorema 1.4.1 Se a,b,c e m sao inteiros e ac = be (mod m), entao a = b (mod m/d),

onde d = (¢, m).

Demonstracao: Se ac = be (mod m), entao m|(ac — be) = c¢(a — b). Logo existe um
inteiro k, tal que

cla —b) = km.

Se dividirmos os dois membros da equagao acima por d, obtemos (¢/d)(a — b) =
k(m/d). Logo (m/d)|(c/d)(a — b) e, como (m/d,c/d) =1, pelo Teorema 1.2.1,
(m/d)|(a — b), o que implica que a = b (mod m/d). [

Teorema 1.4.2 Sejam a,b e m inteiros tais que m > 0 e d = (a,m). No caso em que
d fb a congruéncia ax = b (mod m) nao possui nenhuma solu¢ao e quando d|b, possui

exatamente d solugoes incongruentes maodulo m.

Demonstracao: Sabemos que um inteiro x é solugao de ax = b (mod m) se, e somente
se, existe outro inteiro y tal que ax = b+ my, ou, o que é equivalente, ax + my = b. Do
teorema anterior sabemos que esta equagao nao possui nenhuma solugao caso d fb, e que
se d|b ela possui infinitas solugoes dadas © = xg + (b/d)k e y = yo — (a/d)k onde (o, yo)
é uma solucao particular de ax — my = b. Logo a congruéncia axz = b (mod m) possui
infinitas solucoes dadas por z = ¢ — %/{; Como estamos interessados em saber o nimero
de solugoes incongruentes, vamos tentar descobrir sob que condigées z1 = zo — (m/d)k;
e x9 = x9 — (m/d)ks sdo congruentes médulo m. Se x; e x5 s@o congruentes entao
zg — (m/d)ky = xo — (m/d)ky (mod m). Isto implica (m/d)k; = (m/d)ky (mod m),
e como (m/d)|m, temos (m/d,m) = m/d, o que nos permite o cancelamento de m/d
resultando, pelo Teorema 1.4.1, que ky = ko (mod m). Observe que m foi subtituido por
d = m/(m/d). Isto nos mostra que solugdes incongruentes serdo obtidas ao tomarmos
r = xog — (m/d)k, onde k percorre um sistema completo de residuos médulo d, o que

conclui a demonstragao. |
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Teorema 1.4.3 (Teorema de Wilson) Se p € primo, entdo (p — 1)! = —1 (mod p).

Demonstracao: Como (2—1)! =1 = —1 (mod 2) o resultado ¢ valido para p = 2. Pelo
Teorema 1.4.2, a congruéncia ax = 1 (mod m) tem uma tnica solugao para todo a no
conjunto {1,2,3,...,p — 1} e como, destes elementos, somente 1 e p — 1 sdo seus préprios
inversos médulo p, podemos agrupar os nimeros 2, 3,4, ...,p — 2 em (p — 3)/2 pares cujo
produto seja congruente a 1 médulo p. Se multiplicarmos estas congruéncias, membro a
membro, teremos, pelo Teorema ...2 X 3 x4 X ... X (p —2) = 1 (mod p). Multiplicando-se

ambos os lados desta congruéncia por p — 1 teremos

2x3x4x .. x(p=2)(p—1)=(p—1)=—1 (mod p).
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Capitulo 2

A Funcao Parte Inteira

Neste capitulo apresentaremos a funcao parte inteira e suas propriedades, a
Formula de Legendre, o Teorema de Kummer, o Teorema de Chebyshev, a Férmula
de Minac, além Congruéncias e ntmeros binomiais. As bibliografias utilizadas foram:

HEFEZ[2011], SANTOS[1998], MUNIZ NETO[2002], RIBENBOIM|[2012] e FEITOSA[2012]

2.1 Definicao e Algumas Propriedades

Defini¢ao 2.1.1 A parte inteira de um numero real x € o maior inteiro |x| menor do

que ou igual x. Definimos a parte fraciondria {z} de x por {z} =z — |z].
Exemplo 2.1.1 |3| =3, [3,5]| =3 ¢ |—4,7] = —5.
Teorema 2.1.1 Sejam x e y numeros reais. Entao:
i) |z] <z < |z +1le 0<{z}<1.
ii) [z +m] = |z] + m sem € inteiro.
i) |2z] + y] < lz+yl< =]+ [yl +1.
Ed

. z p p . . "
lV) \‘—J = \\—J se m € um numero inteiro pOSZtZUO.
m m

. . " - ni| , , . . -
v) Sen e a sdo inteiros positivos entdo L—J € o numero de inteiros 1,2,3,...,n que sao
a

divisiveis por a.
Demonstragao:
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i) Temos por defini¢do |z| <z = |z| + {2} como {z}< 1, segue z<|z] + L.

ii) Sejax = k+a, sendo k parte inteira e o parte fracionaria. Logo |z +m]| = |k +a+m].
Seguelk +m + a] = k 4+ m (por hipétese m ¢ inteiro ) mas k = |z] e portanto

lz+m] = |z] + m.

iii) Veja que:
2] + ly] < =]+ [v] + {z} +{y}] = [l=] + [y] +{=} +{v}] = [z + y].

Como {z}+{y} <2, [{z} +{y}] <1edal

e +yl = le]+ v+ He} +{yl} < lo) + [y +1

iv) Seja |z] =gm+7rcom 0 < r < m — 1, entao :

CINCETE

Como 0 < {z} <1, ¢=q+ {#J = {MJ B FJ

m m

v) Sejam a, 2a, 3a, ..., ja todos os inteiros positivos < n que sao divisiveis por a, entao,
ja<n< (j+la=j<—-<j+1=j= {—J
a a

[ |

Suponha que sabemos que um certo natural n admite um divisor primo p. O

teorema a seguir, devido ao matematico francés Adrien - Marie Legendre, ensina como

calcular o expoente de p na decomposicao candnica de n em fatores primos, mesmo que

nao conhecamos tal decomposicao explicita. A férmula é conhecida como a Formula de
Legendre ou Formula de Polignac.

Definiremos por E,(n!) o expoente da maior poténcia de p que divide n!, ou seja,

é o expoente da poténcia de p que aparece na fatoracao de n! em fatores primos.
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2.2 Teorema de Legendre

Teorema 2.2.1 Sejam n um niumero natural e p um numero primo. Entao,

s[5 3] 3] 51~

Demonstracao: Note inicialmente que a soma acima é finita, uma vez que, para p* > n,

n
temos L—kJ = 0. No produto n! = 1.2.3.4...n, apenas os multiplos p contribuem com um
p

fator p. Segue pelo Teorema2.1.1 (item v ) que ha {EJ multiplos de p entre 1 e n. Destes,
p

n
os que sdo miltiplos de p? contribuem com um fator p entra e hé { J tais fatores. Dentre

p?
estes tltimos, os que sdo multiplos de p® contribuem com mais um fator p extra e assim

por diante, resultando na férmula acima. [ |

Exemplo 2.2.1 Determinar a decomposicao de 10! em fatores primos.

Pela Formula de Legendre temos :

E»(10) = {%J + B—SJ + {%J —54+2+1=38

2
E5(101) = L%OJ + V—SJ —3+1=4
E5(101) = {%J _o.
Er(101) = r—fJ —1.

Seque 10! = 28.31.52.71.

Exemplo 2.2.2 (Unido Soviética) Ache o nimero de zeros consecutivos no final de 1000!.
Pela formula de Legendre temos :

1000 1000 1000 | | 1000 1000 | | 1000

E,(1000!) = e '

o = [ [ [ [ e [ < 1)
E5(1000!) = 500 + 250 + 125 4+ 62 + 31 + 15 + 7+ 3 + 1 = 994.

1000 1000 1000 1000

Segue 1000! = 2994 5249 o = 2249 5249 (275 ) " Com o € Z. 1000! = 10°*.3, com

B €Z ou seja termina em 249 zeros.
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2357

Exemplo 2.2.3 E possivel repartir exatamente objetos entre 49 pessoas ?
528
2357 2357! 2357!
Temos = = .
598 528!(2357 — 528)!  528!1829!
2357 2357 2357
E7(2367!) = = 336 + 48 + 6 = 390.
7( ) _7_+_72_+_73_ + 48 +
1829 1829 1829
E7(1829!) = =261+ 37+ 5 = 303.
7( ) _7_+_72_+_73_ + 37+
528 528 528
E7(528!) = | — — — | =75+10+1 = 86.
o) =) [ [ ] o

Segue que 2357! = 730 o, 1829! = 739 3, 528! = 7%6.0. Sendo «, 3,0 € Z.

2357! 739

18291.528! 7303 786
para 49 pessoas.

= Tw, com w € Z. Logo nao é possivel repartir exatamente

Exemplo 2.2.4 Mostre que 2'°%° | 1001.1002.1003...2000 mas que
21001 ¥1001.1002.1003...2000.

2000!
Not 1001.1002.1003...2000 = -
ore aue 1000!
2000 2000 2000 2000
E(2000!) = L 5 J + L > J n { > J T { i J

FE5(2000!) = 1000 4 500 + 250 + 125 +62 + 31 + 15+ 7+ 3 + 1 = 1994.

Realizando o mesmo procedimento teremos, F5(1000!) = 994.

2000! 21994 1000
© 1000! - 2994'5 =2 .0 , com «, /6, 0 € 7.

Log

O préximo Teorema relacionara E,(n!) e a representacao p-adica de n isto é, a

representacao relativa a base p.

Teorema 2.2.2 Sejam p,n € N* com p primo. Suponha que

n=mnp" +n,_1p "+ n._sp >+ ... +np+ng
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seja a representacdao p-ddica de n. Entdo

n — (n0+n1+n2+...+m)
E,(n!) = P :

Demonstragao: Sendo 0 < n; < p, temos

n r—1 r—2
bJ =D A+ NP T A+ Nep g
n r—2 r—3
\‘_QJ = Nyp + Nyp_1p + g
p

n r—3 r—4
\‘_SJ = Nyp + Nyp_1p + ...+ ng
p

2

Somando membro a membro e aplicando a férmula da soma dos termos de uma
progressao geométrica de razao q teremos,

nep” + e p" ot p+ng— (np + 0+ ng+ng)
p—1

n—(no+mny+ .. +n,)
p—1 '

Exemplo 2.2.5 Determinar a maior poténcia de 3 que divide 150!.

150 = (12120)3 pelo teorema anterior segue que

By(150)1 = 20— (1 +32_+11 +240)

Exemplo 2.2.6 Ache o menor valor de n, de modo que a maior poténcia de 5 que divide

n! seja 5%, Quais sio os outros nimeros que gozam dessa propriedade?

i - + g+,
Pelo Teorema anterior temos Ej(n!) = n— (no + n15 7;3 n)
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n—(ng+mny+..+n,)
4

84 =

segue,

n—(ng+n +ns+..+mn,)=336=n=336+ (ng+n1 +ns+ ... + n,.).

Tomando n = 336 e calculando Ej5(336!) = 82. Observe que se acrescentar-
mos mais uma unidade nas poténcias de 5 precisamos de mais um multiplo de 5. Logo
E5(345!) = 84. O menor valor de n é 345. Outros numeros que gozam dessa propriedade
é 346!, 347!, 348! 349!

Em 1852, Kummer utilizou o resultado de Legendre para determinar a poténcia

exata p" que divide um coeficiente binomial

2.3 Teorema de Kummer

Teorema 2.3.1 (Teorema de Kummer) Dadosn > 1,0 <m <n ep primo, o expoente

n
da maior poténcia de p que divide ¢ igual ao numero de "vai-uns’na soma
m

n=m+ (n—m) calculada na base p.

Observagao: o termo "vai-uns”se baseia no valor posicional ou seja é na realidade
"vai uma dezena”ou “vai uma centena’e assim sucessivamente de miumeros escritos na
base 10. De maneira geral "vai-uns”é o nimero de retengoes na adi¢io de m + (n —m)

escritos na base p.
Exemplo 2.3.1 Note que 265 + 167 = 432, ocorreram dois "vai-uns”.

Denotaremos por s,(n) a soma dos algarismos p-ddicos de n e ¢ sendo o nimero

de "vai-uns”.

n n!
Demonstracao: Temos = —  pelo Teorema 2.2.2 o expoente da
m m!(n —m)!

maior poténcia de p que divide o binomial €

n— sy(n) m—sy(m) n—m—sy(n—m)
p—1 _( -1 p—1 )Segue
n—sp(n) —m+sp(m) —n+m+s,(n—m) _ sp(m)+s,(n—m) —s,(n)

= (%)

p—1 p—1

Por outro lado m = bgbr_1...b1by € n — m = cpc_1...c1co escritos na base p logo

na operag¢io m + (n —m) = (b + c)(bp—1 + ck—1)...(b1 + ¢1)(bo + <o)
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Quando hd "vai-um”temos b; +¢; > p=b; + ¢; = p+ d;, com
0<d;<p—1<p=b+c¢ = (1d;), = p+d;. Note que para cada operacao de "vai-um”,

a soma dos algarismos do resultado diminui de p — 1. No fim,
(m) + sp(n —m) — sp(n)

sp(n) = s,(m) +s,(n—m) —(p—1)p = ¢ = Sp

7 que
p J—
comparando com (%) completa a demonstragado. |
, . 2357 .
Exemplo 2.3.2 FE possivel repartir exatamente objetos entre 49 pessoas ¢
528
2357 1829 + 528 ,
Notemos que = . O proximo passo €
528 528

escrever 1829 e 528 na base 7. Segue

(1829)19 = (5222)7 € (528)10 = (1353)7 = (5222)7 + (1353)7 = (6605);

Na operacao anterior ocorreu 1 "vai-um”, logo pelo teorema anterior a maior
poténcia de T que divide o binomial € 1.

O Teorema a sequir é uma estimativa da distribuicao de numeros primos ao
longo dos naturais. Esse resultado € devido ao Matemdtico Russo do século XIX Pafnuty
Chebyshev. Antes de enuncid-lo apresentaremos alguns resultados auxiliares e para cada
nimero real positivo x, denotaremos por w(x) o numero de primos menores ou iguais a

x.

2.4 O Teorema de Chebyshev

. 9 2n
Lema 2.4.1 YV € N* temos 27" >
n
~ 2 2 " 2n ‘
Demonstragdo: Note que 2°" = (1 +1)" = Z , Assim
k=0 \ K
[ op 2n
)3 >
k=0 k n
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dog2  2m.log2
Lema 2.4.2 Se m > 4 entao m-209 m-209

log% logm

Demonstracdo: Como m > 4, temos que log m > log2® = 2log m — log m >

2log 2 = 2log m — 2log 2 > log m =

< = <
2log m — 2log 2 log m log m — log?2

2 dog 2 2m.log2
:>mog <m0g

) [ |
log m log % log m
- sl
Lema 2.4.3 Seja E, = Z L;J entao F, = Z L?J :
k=1 k=1
Demonstracdo: Se p* > n entio L%J = 0. Seque p* > n = log p* > log n =
p
Lllog n
log n — | n
k.log p > log n = k > ———. Portanto £, = Z — . [
log p —~ |p

Lema 2.4.4 |2x| —2|z] € {0,1}Vz € R.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.1.1 temos |x] < x < |z]+1 =2 |z]| <2z < 2|z]+2.
Por outro lado |2z] <2x e2|z] <2x=2|z] — |22] < 0= [22] —2|z]| > 0.(x)
Seque |22] < 2z < 2|z]+2 = 2|z] < |2z] < 2|z]+2 = [22] < 2[z]+1 =

|12z —2 |z <1 epor(x)=0<|2z] —2|z| <1 |
. ~ 2n
Lema 2.4.5 Sejan € N entao log > 2n.log2 — log(2n + 1).
n
2n
. k+1 2n —k
Demonstracao: A razao de dois termos consecutivos € =2 Note
2n T
k
—k 2n — k
que se k < n entao n+1 > 1, agora se k > n entao :+1 < 1. Em particular
Q,n on 1 22n l 2TL l 22n
. = = > =
. m+1 2+l L, “Pon+1
2n
log > 2n.log2 — log2n + 1. [ |
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Lema 2.4.6 Sen > 3 entdao

2nlog 2 —log (2n+ 1)

2nlog 2

Demonstracao:

log 2n

2log 2n’

Como n > 3, temos que 2" > 2n + 1 (para verificar basta aplicar

indugdao sobre n) seque log 2" > log (2n+ 1) = nlog 2 —log 2n+1) > 0=

2nlog 2 —log (2n+ 1) > nlog 2 =

2nlog 2 — log(2n + 1)

nlog 2

log 2n

log 2n’

Teorema 2.4.1 (Teorema de Chebyshev) Existem constantes o < ¢ < C' tais que

m

log m

Demonstragdo: Sep é primo e n < p < 2n entdo p|

2n

n

primos entre n e 2n entao Hp <

[Ir<

cce<m(m)<C-

~(2n)! 2n.(2n—1).(2n —2)...p...n!

m Vm > 4.

log m

nln! nln!

n

< 2*" comop>n =

pr>n
P2 >N

P3>n

. Logo

, de fato

¢ maltiplo de todos os

. Pelo Lema 2.4.1 temos

nﬂ(?n)ffr(n) < Hp < 22n = log nﬂ'(Q")*ﬂ'(n) < l0g22n =

2n.log 2
(m(2n) — m(n)).log n < 2n.dog 2 = 7(2n) — w(n) < %. Fazendo m = 2n
m m.log 2
m(m) —m(=) < , pelo Lema 2.4.2
2 log*
. 2 2m. 2
7r(m)_w(@)<mlog m.log
2 log7 log m
2 .log 2 dog 2
n(3) - () < - < T
2 4 log7 log m
log2 Zlog?2
n() - m() < AT < 2
4 8 log7 log m
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log 2 log2 m 2 m 2

<2 — e+ =
m(m) mlog m logm  2logm et 2" log m

l
w(m) < Ogm(2m+m+ +...+ )

2 2"
log 2 1
m(m) °9 dm.(1—-5-) < 5log2
log m 2r log m
Tome C' = 5log 2 seque m(m) < l .C'. O proximo passo € realizarmos a estimativa
og m

por baixo, seque

2n 5 2n n n = | 2n n
)= e, —Z}M‘W‘W:Z}%J‘%J)'
Pelo Lema 2.4.3 :

ZH 3= F [

Pelo Lema 2.4.4 { J 2 {TLJ s0 pode ser 0 ou 1, entao:
P

l;ogg 2“ log 2 log 2
E, -2 2 il §Og n:>Eplogp§loan.(>k)
pk log p log p
E 2n E
HpP:>log :longP:ZEplogpgzngn:
n p primo p primo
7( log (2n) ( observe em (x) para verificar a desigualdade)
2n
log
2n n
log < w(2n).dog 2n = ————— < w(2n). Pelo Lema 2.4.5 e Lema 2.4.6
n log 2n
seque
2n
log
n 2nlog 2 — log(2 1 log 2 log 2
w(2n) > > nog 09(2n + )>nog .Tomem:2nec:ilogo
log 2n log 2n log 2n 2
w(m) > LN c<m(m) < " ¢ [
log m log m log m

Nosso proximo resultado € também devido a Chebyshev, que afirma que os pri-
mos nao sao tao "esparsos’assim. FEle € chamado de postulado de Bertrand por razoes

historicas.
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2.5 O Postulado de Bertrand

Lema 2.5.1 Sejam n um nimero natural e p um nimero primo. Seja 0, o inteiro tal que

2n
p% < 2n < p%*. Entdo o expoente da maior poténcia de p que divide € menor

n
ou igual a 0,. Em particular, se p > V2n entdao o expoente desta mdzima poténcia de p

2 2n
¢ menor do que ou iqual a 1. Além disso, se gn < p <n entao p nao divide

n

Demonstragao: Sejam a e B os expoentes das maiores poténcia de p que dividem (2n)!

e n! respectivamente. Sabemos que
2n 2n 2n n n n
p p p p p p

2n (2n!)

Portanto o expoente da mdxima poténcia de p que divide = €
n n!n!
% g
n n
o p=3"12] s H .
>[5 -2 15

Pelo Lema 2.4.4 que a — B s6 pode ser 0 ou 1. Concluimos que

B
a—28<> 1=0,

i=1
2 1 1 3 3

Alémdisso,se—n<p<n:>—<—<—:>1<ﬁ<—:> n =1, da
3 n P 2n P 2

n 9 n
mesma forma — < — < — = | — | =0, portanto
n p* 4n p?

B=1404+04+0+0+..=1

1 1 3 2 2
Com0—<—<—:>2<—n<3:> il = 2, de maneira andloga n =0,
n o p 2n p p P’
portanto

a=2+0+0+0...=2
FEntaoa—pf=2-21=0 [ |
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Lema 2.5.2 Para todo n > 2, temos

Hp<4”.

p<n
Demonstracao: A prova é por induc¢ao em n. Para isso, vemos que para n pequeno
tal desiqualdade € vdlida. Além disso, se o resultado vale para n = 2m + 1 entao também
vale para n = 2m + 2 pois nao agregamos novos primos ao produto quando passamos de
2m + 1 para 2m + 2. Logo basta provar a desiqualdade para um valor impar n = 2m + 1.
Dado que para todo primo p tal que m +1 < p < 2m + 1 tem-se que p divide

(2m + 1)! mas nao divide (m + 1)! nem m! entdo

2m +1 2m 2m

H p < = + (Relagao de Stifel)
m+1<p<2m-+1 m+ 1 m—+1 m
2m +1 2m 2m . )
H p < = + < oML < 92m — ym.
m+1<p<2m+1 m+1 m+1 m

A dltima desigualdade foi utilizado o Lema 2.4.1.

Portanto da hipdtese de inducao temos que

H p= H D H p< gmtlgm _ g2m+1 ]

p< 2m+1 p< m+1 m+1<p< 2m+1

Teorema 2.5.1 (O Postulado de Bertrand). Seja n um nimero inteiro e positivo. Entao

sempre existe um primo p tal que n < p < 2n.

Demonstra¢cao:  Suponhamos que esta afirmacao € falsa para algum valor de n e

mostraremos que n nao pode ser muito grande.
: o : L o [ 21
Seja p; o i-ésimo primo e o; mdximo tal que pg| . Como estamos su-
n

N . . 2 - 2n
pondo que nao hd primos entre n e 2n e como nenhum primo entre gn e n divide

n

2n
pelo Lema 2.5.1, temos = H pit. Ainda pelo Lema 2.5.1, pi* <2n e a; <1

n pi<%n

para p; > V2n, logo
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2
V< I w I w< I 210 e

n pi<V2n \/%<ij27” pi<v2n pjﬁ%"
Utilizando o lema anterior, e supondo que n € suficientemente grande de modo
que o numero de primos entre 1 e V2n é menor que \/g —1 (n =100 € suficiente e a
partir deste valor esta hipotese se cumpre ja que metade dos niumeros deste intervalo sao

pares), temos

2n m n
< @n)V3i 4%,
n
Por outra parte,
2n 2n —1 2n — 1
n =n +n > (14 1)t =22t
n n n—1

e assim a desigualdade anterior implica

22n—1

< (2n)VETI4E 5 2% < (2n)VE.

n

Tomando logaritmo na base 2, obtemos
2v2
3

A desigualdade anterior é falso para todo n > 50. Portanto, se existe um con-

Vn < logan + 1,

tra exemplo do Postulado de Bertrand, ele deve ser menor do que 100. Para terminar a
demonstracao so falta mostrar um primo que cumpra as condi¢oes do teorema para todo

inteiro menor que 100 : tome

p=2paral <n <2

p=3para3 <n<H
p=11 para 6 <n <11
p =23 para 12 <n < 23
p =47 para 24 < n < 47
p="79 para 48 <n <79
p = 101 para 80 < n < 100
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y=log x+1

Figura 2.1: grafico
[

Exemplo 2.5.1 Seja n > 2%. Demonstrar que os k primeiros nimeros que sao maiores

que m e primos relativos com n! sao primos.

Demonstracao: Como n > 28 entdo n? > 28n. Entao entre dois termos consecutivos
da sequéncia n,2n,4n, ..., 2%n existe ao menos um primo. Portanto, entre n e n® existem
ao menos k primos. Em particular, os k primeiros nimeros maiores que n que S4Go primos
relativos com n! estardo entre n e n®. Se um de tais nimeros ndo for primo, digamos
| = ab, supondo a < b. teremos que a*> <1 < n?, logo a < n, o que contradiz o fato de

que n! el sao primos relativos. [ |
Exemplo 2.5.2 Mostre que para o n-ésimo primo p, vale a estimativa p, < 2".

Demonstracao: Mostraremos por inducido. Se n = 1 verdadeiro, pois 2 = p; < 2'.
Suponha verdadeiro para n e pelo Teorema 2.5.1 tem-se que
Pn S Pn+1 S 2pn S 22" = Pn+1 S 2n+1' |

Apresentaremos a sequir uma formula que determina precisamente m(n).

2.6 Formula de Minac

Teorema 2.6.1 Sen € N en > 2, entdao
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() = i; {(i— 1.)!+ 1 {(z—in!”

7

Demonstracao: O somatorio € para i de 2 até n. Cada vez que @ for primo, a respec-

tiva parcela serd igual a 1, caso contrdrio serd igual a zero. Entao o valor do somatorio

serd precisamente w(n). Deve-se provar, portanto que

7 1

L(¢—1)!+1 - {(@—.1)!

H =1 se1 € primo

{(i—l)!+1_{(z’—'1)!

) 1

H =0 se 1 € composto
i

Se i € primo entao pelo Teorema de Wilson (i — 1)! = —1 mod i, isto é€,

il(i — D)V 4+ 1, ou seja, existe q inteiro satisfazendo (i — 1)! 4+ 1 = qi, logo,

i e I e

Por outro lado, se i1 > j e composto entao

e oui=uabcoml<a<b<ieill2.a.b..(i—1).
e oui=7p’ € o quadrado de um nimero primo impar e i|1.2...p...2p...(i — 1).

Em qualquer caso i|(i — 1)!, isto €, existe um q satisfazendo (i — 1)! = qi donde:

et 2 [e2[g]-do -

O caso de 1 = 4 € tratado separadamente e nao oferece problema:

- ) -

Ezemplo 2.6.1 7(6) = {% _ EH + F'TH _ E’H + {% _ E’H n

4+1 |4 5041 |5
S N —— —|=||=1+1+0+1+0=3.
i £ R e G B

Resultado que nos diz que existem trés primos antes do numero seis.

Na prorima secao, enunciaremos vdrios resultados envolvendo divisibilidade por

poténcias de numeros primos e congruéncias de numeros binomiais.
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2.7 Congruéncias e Numeros Binomiais

Teorema 2.7.1 Sejam p,m € N com p primo. Entao:

i) Tem-se que (pm)! =p™Mm!, onde M € Ne M = [(p— 1" mod p.
ii) E,((mp)!) =m + E,(m!).

Demonstragao: (i): Notemos a igualdade

(pm)! = (pm).(pm — 1).(pm — 2)...(2p+ 1).(2p).(2p — 1)...(p + 1).p.(p — 1)... 3.2.1.

O prézimo passo € organizar os miltiplos de p, logo

(pm)! = p.2p.3p..mp.1.2.3...(p — 1).[(p + 1)...(2p — V)]...[(m — 1).p + 1...(mp — 1)].
(pm)! = p.2p.3p..mp.(p — D.[(p+1)...2p — D)]...[(m — 1).p+ L..mp — 1)].

(pm)! =p..mp.(p— DL[(p+1)...(p+p = D]..[((m = 1).p+1)..((m = D)p+p — 1)].(x)

Fazendo M =[(p+1)...(p+p—D]...[((m—=1)p+1)...((m — )p+p—1)]. Seque que

p+1 = 1 modp
p+2 = 2modp
p+3 = 3modp
p+4 = 4 modp

2p—1 = p—1mod p

(m—1)p+p—1 = p—1modp

Portanto M = [(p — )] mod p.
Note que em (x) ha m Multiplos de p e M nao hd fatores de p. Restando apenas

contar a maior poténcia de p que divide m. Portanto E,((mp)!) = m + E,(m!). |

Teorema 2.7.2 Sejam a, p, r € N, coma # 0, p primo e 0 < r < p. Entdao
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i) E,((pa+r)l) = E,((pa)!);
ii) Ep((pa —1)!) = Ep((pa)!) — 1;
iii) (pa+7r)! = rl mod p.

Demonstracgao: (i) e (iii) decorrem imediatamente da igualdade

(pa +7)! = (pa)l(pa +1)...(pa + 7).

Observando que p f(pa + 1), para todo i =1,...,r, e que pa+i = i mod p.

(1) Isto, por sua vez, decorre da igualdade:

(pa —r)l(pa—r+1)...(pa —r+71)=(pa).

Observe que a maior poténcia de p que divide (pa —r +1)...(pa —r+71) ép. B

Teorema 2.7.3 Sejam p um nimero primo e o, §, € N, com a > (. Entio p*? ¢
a maior poténcia de p que divide 5
p

Demonstracdo: Note que p™ = (100...000), com « digitos zeros e p® = (100...000),

com [} digitos zeros. Seque que

p® — p® = (100...000), — (100...000), = (0.0...0.(p — 1).(p — 1)...(p — 1).0.0...0),

com « — [3 digitos (p-1). Pelo Teorema2.2.2 temos

PP —(0+0+0+...+0+1)

E )1 E By
»(P*)1) p— , Ep((p”)!) P
a _ 0 _ _ -1
e E,((p* —pﬁ)l) N A p(oi : A ) Logo existem 0y, 05 ¢ 03 € N tais que

= *—pP—(a=B)(p=1)
(p*)! = (5=) 0, (pﬁ)| — p(”pff)'@Q e (p* _pﬁ)! _ p(PppflPl)' ..
pa (pr)‘ a—3 91
= =p* .04, comby= . [ |

o (P°).(p> — p?)! 0,.05

55001
Exemplo 2.7.1 Qual é a maior poténcia de 5 que divide L0 ¢

5
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Solucdo : Pelo Teorema anterior , temos que 570 4001 = 51000 & o maior poténcia que
55001

divide
54001

Exemplo 2.7.2 Determinar a maior poténcia de 7 que divide 2100! ¢

Solugdo: E7((2100)!) = E7((300.7)!) = 300 + E7((300)!) (por (i) do Teorema2.7.1).
Seque
E-((3001)) = E7(7.42 4 6)!) = E;((7.42)!) (por (i) TeoremaZ2.7.2).

E((7.42)1) =42 + E7((42)!) =42 4+ E7((6.7)!) = 42 + 6 + E,(6!) = 48.

Portanto E((2100)!) = 300 + 48 = 348.

Exemplo 2.7.3 Qual € a maior poténcia de 7 que divide 2099! ¢

Note queE7((2099!)) = E7((2100 — 1)!)) = E7((2100")) — 1 ( por (ii) do Teorema
Logo E;((2099)!) = 348 — 1 = 347.
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Capitulo 3

O Jogo de Wythoft

Apresentaremos a sequir uma aplica¢ao da Fung¢ao da Parte Inteira (o Jogo de
Wythoff) e estabeleremos conezdes com a sequéncia de Fibonacci e o Numero Aureo. No fi-
nal deste Capitulo discutiremos os Conjugados Algébricos e resolucao de alguns exercicios.

As bibliografias utilizadas foram: FEITOSA[2012] e CARNEIRO[2004].

3.1 O Jogo

Em 1907, o matemdtico Wythoff inventou o seguinte jogo disputado por duas
pPeSSoas:
O jogo consiste de duas pilhas de palitos, com um niumero arbitrdrio de palitos inicialmente

em cada uma delas. Em sua jogada o jogador tem como opgoes:

i) Retirar uma quantidade qualquer n de palitos de uma unica pilha, podendo inclusive

retirar todos.

ii) Retirar uma mesma quantidade qualquer m de palitos das duas pilhas.

Aquele que apos sua jogada deizar as duas pilhas vazias vencerd o jogo.
Denotaremos (z,y), a quantidade x de palitos na primeira pilha e y palitos da

sequnda pilha.

3.2 Posicoes Perdedoras

Uma boa estratégia para vencer o jogo € identificar as posicoes perdedoras. A

posicao (0,0) € perdedora porque uma vez que um jogador a receba, ele terd perdido o jogo.
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Qualquer posi¢ao do tipo (x,0),(0,x) ou (z,x), comx > 0, serd uma posi¢ao vencedora.

A prézima posi¢ao perdedora € (1,2) ou (2,1), pois

i) Suponha que o jogador A retire um palito da primeira pilha, logo em sequida o jogador

B retira dois palitos da sequnda pilha e vence o jogo.

ii) Suponha agora que o jogador A retire um palito da sequnda pilha, logo em sequida o

jogador B retira um palito de cada uma das pilhas e vence o jogo.

iii) Suponha agora que o jogador A retire dois palitos da sequnda pilha, logo em sequida

o jogador B retira um palito da primeira pilha e vence o jogo.

Obs: os casos tratados acima foram considerando que a primeira pilha con-
tenha, pelo menos, um palito e a segunda pilha contenha, pelo menos, dois
palitos. O caso em que a primeira pilha contenha dois palitos e a segunda
pilha um palito é analogo.

A partir dessa nova posicdo, podemos encontrar a prorima posicao perdedora
(3,5) ou (5,3). Para verificar basta realizar o mesmo procedimento anterior. Como existe
simetria entre duas pilhas, basta procurarmos as posi¢oes perdedoras (x,y) com x < y.

Listaremos a sequir as primeiras posi¢oes perdedoras ordenadas (T, y,) com T, < Yn.

nlol1]2/8| 41516 7|8 9]10]|11]12
x| 0| 1|8 4] 6| 8] 9111214 16| 17| 19
yu |02 5710|153 15] 18| 20| 23| 26| 28| 31

As prozimas secoes mos ajudardo a estabelecer algum padrao entre os valores

(Tn, Yn) em funcgdo de n.

3.3 Teorema de Beatty

1 1
Teorema 3.3.1 Se o e [ sao irracionais positivos satisfazendo — + — = 1 entdo, as
e

B

sequéncias

la], [2a], |3a, ... ;
18], 28], [38],... ;
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incluem todos os numeros naturais exatamente uma vez.

Obs: o Teorema de Beatty sugere uma particao dos naturais, ou seja, cada niumero
natural pertence a uma e somente uma dentre as sequéncias descritas acima.
Demonstracao: Primeiramente, provemos a unicidade. Suponha que
|ka| = i8] =n, comk,l €N e a, fp irracionais, implicando que

:>n<ka<n+1en<l6<n+1:>koz>nelﬁ>n:>oz>%eﬁ>?

Ll 11k
6 n a f n

<

Q|+
S|

1 k+1 k+1 1 1 k+1 k+1 k+1
Por outro lado temos — +— > = —+=< <l<—-.
a f n+l1 n+1 o B n n+1 n

Temos um absurdo pois a desigualdade anterior diz que o inteiro k + 1 estd entre

dois numeros consecutivos. Mostremos agora que todo natural aparece mas sequéncias.

Dado n € N, existe k € X tal que |ka) =n =n < ka<n+1=

n < <n+1:> k <1< Not
— <« — < —. Notemos que:
k k n+l o n 1
1 - k N 1 - k n—Fk+1 N 1 S kn—n+k—1
a n+1 a n+1 n.(n+1) a n.(n+1)
1 n(k—1)+k—1 1 (k—1).(n+1) 1 kE—1 k—1 1 k
—- > = = > = - > = < - < —.
a n.(n+1) o n.(n+1) a n n a n
kk kE—1 1k
Dividamos o intervalo { ,—] em duas partes. Se < — < —, temos |ka| =n.
n+1ln n a n
kE—1 1
Se por outro lado, < =< , temos:
« n—+1
k—1<1 1< k :>n—i—1—/<:<1<n—i-1—/<::> n <B< n+1 N
n g n+1 n+1 I6] n n+1—k n+1—k
n<pn+l—k <n+l=|(n+1-k)p] =n.
Em qualquer caso, n faz parte da sequéncia. [ |

Lema 3.3.1 As sequéncias {|na|,n € N} e {|nf|,n € N}, sdo estritamente cres-

centes, ou seja : m > n = |ma) > |na) ndo podendo ocorrer a igualdade.

Demonstragao: [(n+ 1)a] = |na+ «af pelo Teorema 2.1.1 (i1i) = |na+ o > |na]
+|la) > |na) +1 > [na, o mesmo vale também para 3. |

Obs: Os irracionais escolhidos sao ambos maiores que 1, mas nao podem ser
ambos maiores que 2, jd que a soma de seus inversos € 1. Suponha entao, sem perda de

generalidade que 1 < a < 2, logo |a] = 1.
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3.4 Procurando algum padrao

De acordo com a tabela, temos:

yl 2 y? 5
A — ZZ = - =1.666
I 1 ) 31 ’
s _ T _ s v _ 100 666
R 15
%:_—1525 %:—N1666
s "%
Y7 Y8
2L -2 ~1.636 Z = —=>~1.666
o 2
Y9 Y10
Z = —=1.642 = —=1,
Tg 14 0 10 16 0%

Notemos que o quociente In se aprorima de 1,6, logo a insercao dos pontos

(Tn, Yn) em um grdfico sugere que esses pontos estao prozimos de uma reta. Um irracional

1 5

que se aproxima dessa reqularidade € + V5 = 1,618. Usaremos a sequir o Teorema de
+ v o1 3+5

Beatty. Se a = 1+\/5 =1= pB= 5 . Observe as sequéncias:

2

P () b )J () ()
L OO0 ) )

Realizando os cdlculos teremos:
1)1, 8, 4, 6,8, 9, 11, 12, 14, 16, 17, 19, ...
2)2, 5, 7, 10, 13, 15, 18, 20, 23, 26, 28, 31, ...

Esses fatos nos leva a conjecturar:

1 5
Se a = +T\/_, entao as posicoes perdedoras sao dadas por:
1++5 3+5
(Tnyyn) = | |7 , | n. )
2 2
+V5 . . 9 9
Notemos o = 5 € a raiz da equacao o —a—1=0ef=a"=a+ 1.

Lema 3.4.1 Se x, = |a.n] ey, = |B.n] entdo y, = z, +n.

Demonstragao: Temos que f =a+1 =y, = [(a+1).n] = [an+n] seque pelo
Teorema 2.1.1 (i) y, = |an+n] = |an] +n =z, +n. |
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Obs: Yp+1 = [(a+1).(n+1)] = l[an+a+n+1] = |a.(n+1)+n+1] =
la.(n+ D]+ (n+1) =201+ (n+1).

1++5

Teorema 3.4.1 Se a = , entao as posigcoes perdedoras do jogo de Wythoff € dado

por:

() = Qn (1 Zﬁ)J | {” <3+2ﬁ>J>'

Demonstracao: Provemos a afirmacao por inducao. Ela € facilmente verificavel para

0s casos iniciais apresentados na tabela. Suponha sua validade para todos os inteiros
no conjunto 0,1,2,3,.... k. Provaremos também que ¢ valido para k + 1. Temos pelo
Lema 3.5.1 que x,, e y, sao crescentes e x, < Y, logo a componente xyy1 da posi¢ao
perdedora é o menor inteiro nao negativo que ainda ndo apareceu nas situagoes (x;, y;) com

i1 =0,1,2,3,....,k pelo que foi demonstrado no Teorema de Beatty. Seque pelo Lema 3.4.1

que
Yn = Tp + N = Ypt1 = Tpy1 + (n+1). O que completa a demonstragdo. [ |

Observe entao que todo natural aparecerd wma unica vez em uma posi¢ao perde-
dora.

Teorema 3.4.2 (Teorema Final)
i) Qualquer jogada transforma uma posicao perdedora em uma posi¢ao nao-perdedora.

ii) Eriste uma jogada conveniente que transforma uma posi¢ao nao-perdedora em uma

posicao perdedora.

Demonstragao: i)(x,,y,) é uma posi¢ao perdedora, € claro que (x, —t,y,) ou
(Tn, Yn—t) comt € Z, sao nao-perdedoras e caso (x,—t,y, —t) fosse posicdo perdedora,
digamos (xg,yr) pelo Lema 3.4.1 = y, = xx + k = yp — 2 = k por outro lado
Ypn =Tp+N =Y —t=x,—t+n =y =x,+n = Yy —xp =n = k. Absurdo.

ii) Considere uma posi¢ao nao-perdedora, se for da forma (m,m), m > 0, é dbvio
que (m —m,m —m) = (0,0).

Suponha agora (m, k), com m < k ndo-perdedora.

1° caso: m =z, e k > Yn = T, +n. Neste caso tome t tal que

k=y,+t=Fk-t=uy,.
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20 caso: m=ux, ek < Yn = Tp+n. Nesse caso k < x,+n = k< m-+n ecomo
k>m temosk—m <m-—m+n = k—m<n. Sejal =k—m et =ux,—x; facamos a
jogada (m—t, k—t) = (v,— (v, —x;), k—(m—2y)) = (2, k—m+x)) = (21, l+x;) = (21, 91)-
3 caso: m = y,. sejat =k —xz, (notex, <y, =m < k). Faca a
jogada (m,k —t) = (m,x,) = (Yn, Tn)- |
Na proxima secao apresentaremos uma relagao entre o jogo de Wythoff e a

sequéncia de Fibonacci.

3.5 Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci € definida por F,, = F,_1 + F,,_o, com F} = F, = 1.
Logo os termos da sequéncia de Fibonacci sao:

1,1, 2 8 5 8 13, 21, 34, 55, 89, 144,...

1 1 5 ! 1—+5 !
Proposicao 3.5.1 Paratodon € N*, tem-se que F,, = E << +2\/_> - < 2\/_> )

2

Demonstracao: A equacao caracteristica é r* = r + 1. As raizes da equagao carac-

+/5

teristica sao . Entao

1+V5 1 -5

By = Cr(—5— )+@<2

)7’1
Para determinar C; e Cy basta usar F, = F, = 1. Obtemos o sistema

Cr+Cy=1

1+x/_ —V5
)+ Conl* 5
1+v6 156
—2\/3 (& 2——2\/3

1 1+VE 1 145
Fn_ﬁ.( 5 )_E'( 5

Se organizarmos a sequéncia de Fibonacci da sequinte forma:

(FQ, Fg), (F4, F5), (Fﬁ, f‘j7)7 (Fg, Fg), cees (an, F2n+1)7 .... Entao teremos:

Ch.( ) =1

Resolvendo-o obtemos Cy =

Logo,

) n

(1,2),(3,5), (8,13), (21, 34), (55, 89), ...
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Notemos que sao as posicoes perdedoras do jogo de Wythoff.

Teorema 3.5.1 Se (Fyy,, Fy,11) sao termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci entao

este par forma uma posicao perdedora no Jogo de Wythoff.

Demonstra¢cao: Provemos a afirmacao por inducao. FEla € facilmente verificavel para
08 casos iniciais apresentados na tabela. Suponha verdadeiro para (Fyy,, Fo,y1) logo tere-

mos (Fon, Fony1) = (zk, yx) seque pelo Lema 3.4.1

Yp =T +k = Fopp1 = Fo, + k

Pelo Teorema de Beatty temos Fy,1o pertence em algum momento as posicoes perdedoras,

tome Ty = F2n+2 et = F2n+1.

Fopnp1 + Fop = Fop + Iop + k= Fopio = Fopyy + Fyy, =
Fopto+ Foniy = Fopq + Fopyr + Foyy = Fopgs = Fopqo + Fopyr =

Fonis=z+t = (Fanse, Fonis) € uma posicao perdedora.

[ |
Como calcular " | mod m, sendo « irracional. A préxima se¢do apresentard

alguns resultados envolvendo conjugados algébricos.

3.6 Conjugados Algébricos

Suponha que o seja um irracional e que estamos interessados em calcular o resto
de |a"| mod m. Nesse caso, tentaremos encontrar 3 tal que 0 < B <1, a+ 5 e aff € Z.
Para entendermos o propdsito disso, considere a equacdo: x> —ax—b =0 onde a+ 8 = a

,af=bek,=a"+ 5" Como «a e sao raizes:
o —aa—b=0=0ao’=aa+b=a""? =aa"" + ba"

B—aB—b=0= =af+b= "7 =ap"" +b8"

Segue que o"*? + "2 = (o™ 4 M) +b(a” + ) =
Enio = akpy1+bk,. Como a e b sdo inteiros eky = a’+8°=2¢€Z, k=o' +p' =a € Z,
seque ky, € Z para todo natural n. Além disso, k, € Z = |a"]| +{a"} + | 8" ] +{"} € Z
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consequentemente {a" }+{B8"} € Z como 0 < {a"}+{B"} < 2, devemos obrigatoriamente
ter {a"} +{5"} = 1. Usando que 0 < § < 1, também podemos concluir que | "] =0 =
k, = [a"| + 1. Conhecendo k,, podemos facilmente determinar o periodo dos restos dos

termos da sequéncia na divisdo por m.

THVETY
Exzemplo 3.6.1 Prove que ¥n € N temos 3| {(#) J )

Solucgao:
. T+ V37 7T— /37
Se]ama:T eﬁzT. Temos que :
T+7 72 — 37
a+ﬁ=%:7ea-ﬂz 1 =3

« e f3 sio raizes da equacio 2 —Tx +3=0= 2> —Tx — (=3) =0
kp,=a"+p" kg=2ek =7

knio = akyiq + bk, Y >0

knio = Tkni1 — 3kn = kpyo = Tkyq — 3k, (mod 3) = kyyo = kyaq (mod 3)
Como ki =7=1mod 3=k, =1mod 3 VYn >1 seque que

kn—1=0 (mod 3) = |a"| =k, —1= 0 (mod 3).

3.7 Exemplos

1) A parte inteira de um nimero real x é o maior inteiro que € menor do que

ou igual a x. Denotamos as parte inteira de x por |x]. Calcule as partes inteiras sequintas.

a) \/EJ:

p)| 2022

28756 |
12777

o] 2007
2008

d)|V-111| =

Solucao:

a) Os nimeros 9 e 16 sao quadrados perfeitos e 9 < 12 < 16. Entao,

3=vV9<V12<V16=1 e, portanto, {\/12J =3.
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28756
12777

b) Como 12777.2 < 28756 < 12777.3, temos 2 <

28756 _,
12777
2007 2007 { 2007J

< 3, portanto,

2 2 t — <1 1< —— tant
c) Como 2007 < 2008, temos 0 < 5008 <1, ou < 5008 < 0, portanto

2008

—1.

d) Como 4° = 64 < 111 < 125 = 5°, temos (—5)° = —5° = —125 < —111 < —4% = (—4)?,

Logo Lmj = -5
2) Calcule o valor da soma {\‘L/IJ + {\‘L/EJ + {%J + L\AX/ZJ + ...+ LmJ

Solugao:

Observe que para © > 1 temos

|[Vn|=iei<Vn<i+leit <n<(i+1)" eassim hd (i +1)* —i* nidmeros n tais
que H/ﬁj = 1. Portanto a soma pedida é

L(2* = 1% +2.(3* =2 +3.(4* = 3") +-4.(5" —4") +5.(6* — 5%) +6.(2008 — 6*) +6 = 9779.

3)(OBM 1999) Prove que hd pelo menos um algarismo diferente de zero entre a 1000.000*
e a 3000.000 casa decimal de /2 apds a virgula.

Solucao:
Suponhamos, por absurdo, que todos os algarismos das casas decimais entre a 1000.000*

casa e a 3000.000% casa decimal de V2 fossem zero, entdo:

10%10° LlOlOGﬂJ = {103‘106\/§J. Se k = L10106\/§J, temos:

102'106k; < 103.106\/§ < 102.1o6k +1

mas como 10%1%° k #+ 103'106\/5, (pois se nao fosse teriamos V2 = um absurdo,

K
10106 )
pois \/2 € irracional) entdo:
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k 1
10106 < \/5 < 10106 + 103,106:>
k? k? 2k 1

102.106 <2< 102.106 + 104.106 + 106.106

=

2k 1
102.106 + 104.106’

k2 < 2.10%1° < k2 4

mas como K = LlOlOG\/EJ € 2.
4)Mostre que |x +y| + |z] + |y] < [22] + |2y],com z,y € R.

Solucao:

r=k+a, comk=|z] ea={z}
y=r+p, comr=ly| ep={y}
r+y=k+r+a+p=|z+yl=k+r+|a+p] =

lz+y| + |z] + |y] =2k +2r+ |[a+ 8] (%) por outro lado

21 = 2k + 20 = | 2] = 2k + |20

2y = 2r +2a = |2y = 2r + 28]

seque |2x] + |2y| = 2k + 2r + |2a] + [268] comparando com (%) basta provar que
la+ B8] < [2a] + [28]. Note que

Sea+f<1l=|a+p]=0<[2a]+ [25]

Sea+ﬁ21:>a2% ouﬁE%:Qazl ou2B>1=|2a] =1

ou [28] =1= [2a] + (28] > 1= |a+ ] (pois a+ [ < 2).
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(2m)!(2n)!
(m)!(n)!(m + n)!

5) Mostre que se m e n sao inteiros positivos, entao € um wnteiro.

Solucao:

Seja p primo e a maior poténcia de p que divide o numerador é

= |2 = |2 = |2 2
Z {p—TJ + Z LERJ :Z({ mJ + L—?J) e a maior poténcia de p que divide o deno-

ra

j=1 j=1 i=1 P

minador é Z({TJ + {EJ + {m—i— nJ) pelo exercicio anterior com v = UL y = n
o LY P v v ol

temos

m n m n 2m 2n
oo v P P’ v
6)(Roménia). Seja n um natural cuja representac¢ao bindria tem exatamente k algarismos

1. Prove que 2" % divide n).

Solucao:
, n—(ng+mn+ns+nsg+..+n.)

Seja n = (111];””2' Seque E,(n!) = P seque Fy(n!) =
—k

Z 7= n — k. Portanto a maior poténcia de 2 que divide n! é n — k.

7) Calcule:

a) A maior poténcia de 104 que divide 10000!
b) A maior poténcia de 13 que divide 130000!
c) A maior poténcia de 13 que divide 130010!
d) A maior poténcia de 13 que divide 129990!

Solucgao:

a)Temos que 104 = 23.13. Segue

10000 10000 10000 10000 10000
om0 0], 20| e, e

E5(10000!) = 5000 + 2500 + 1250 + 625 + ... + 4+ 2+ 1 = 9995
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10000

E15(10000!) = L_J N {

169 2197

10000 10000
13

J =796 + 59 + 4 = 832
Logo 104! = 299% 13832 o com o € Z

104! = 22496 13832 979 —

104! = 23.13.2°.13.23.13...2%.13 .a.2™% = 104%32 .27
832

b) Note que E13(130000)! = Ey5(13.10000)! = 10000 + E;3(10000)! =
10000 + 832 = 10832

¢) E13(130010)! = F15(130000 4 10)! = F15(10000)! =
10000 + 832 = 10832

d) E13(129990)! = E15(130000 — 10)! = E15(10000)! — 1 =
10000 + 832 — 1 = 10831

8) Mostre que (729°%)! = 27°0.(27°°)1.(729°° — 27°N .o com « € Z.

50 300
729 _ 3 _ g0,
97750 3150 '
20 (3300)! 150
Por outro lado 4150 = (3I0)1(3500 — 3150)] =3 a=

(3%%)1 = 310, (39)1.(3%% — 3" = (729%%)! = 27%°.(27%)1.(729°° — 27%°)!ar.

9)(Teste de Sele¢ao do Brasil para a Cone Sul) Prove que para todo inteiro positivo k, a
parte inteira do miimero (7 + 4v/3)% € impar.

Solugao:
Sejam oo =7+ 4V3 e f =T —4V3. Temos que :
a+ =14 eaf =1 logo
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a e B sio raizes da equagio 2° —14r +1=0= 2> — 14z — (-1)=0¢

kn=a"+p8" kg=2¢ek =14 =

kpio = akyiq + bk, Y0 >0

l{?n+2 = 14kn+1 —k, = kn+2 = 14kn+1 — ky, (mod 2) = kn+2 =k, (mod 2)

Como k1 =14 =0 mod 2 = k, =0 mod 2 Vn > 1 seque

k,—1=-1(mod2) e—-1=1mod2=k,—1=1mod 2=
la"| =k, —1= 1 (mod 2).

10) Mostre que n!2"3" divide (3n)!.

Solucgao:

E3((3n)!) = n + Fs(n!) = 3n+E0) — 3n 380l (3p)

Ey((2n)!) = n + Ey(n!) = 2nHEn) — on oF2(nl) (351

2E2 (n!) '3E3 (n!)

Seque que ezxistem o, B € N tais que (3n)! = 2".3". o=

(3n)! =2".3".nl.5 = 2"3"n!|(3n)!.

11)(OBMEP 2014) O simbolo n! é usado para representar o produto dos nimeros na-
turais de 1 até n, isto €, n! =n.(n —1).(n — 2)...2.1. Por exemplo, 4! = 4.3.2.1 = 24. Se
n! = 21°.3%.53.72.11.13, qual € o valor de n?

Solucgao:

Temos Ep(n!) _n= (no+mn1+n2+...+n,)

p—1

n—(no+n+ns+..+n,)
2—1 ’

= Ey(n!) =

seque

15+ (ng+ny +ng+...+n,.) =n.
16 6
NoteE2(16!):L J { J%ﬂ { J—8+4+2+1—15
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16 16
Es(16)) = | — e
3(16!) _3_+L9

16
E5(16)) = | = | = 3.

_5_

1
E(16) = [ 28] — o

_7_

16
By (16 = | —=| = 1.
n(16!) 11|

16
Eis(16) = | —= | = 1.
15(161) 13 ]

Portanto n = 16.
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Consideracoes finais

Neste Trabalho apresentamos algumas aplicacoes da Funcao Parte Inteira:
e Como decompor em fatores primos um niumero n!.

e Estimamos em ordem de grandeza a quantidade de primos menores ou iguais a um

numero real positivo.
e Formulacao matemdtica do Jogo de Wythoff.

Para decompor n! em fatores primos utilizamos a formula de Legendre e uma ou-
tra expressao em funcdao da representacao p-ddica do nimero n escrito na base p. Algumas
propriedades acerca do E,(n!) foram exploradas para facilitar os calculos. O Teorema de
Kummer € uma ferramenta indispensdvel na resolugdo de problemas envolvendo divisili-
dade e binomial. O Teorema de Chebyshev é um resultado basico sobre a distribui¢ao dos
numeros primos e portanto hoje temos condi¢cao de estimar quantos primos hd em um
intervalo.

O Jogo de Wythoff foi apresentado na intencao de transformar as aulas de ma-
temadtica em momentos estimulantes onde os alunos e professores possam interagir num
ambiente propocio as discussoes que facilite na tomada de decisoes e resolucoes em diver-
sas situacoes problemas.

Atualmente trabalho na Escola FEstadual Dunga Rodrigues em Vidrzea Grande,
com turmas do ensino fundamental (6° Ano e 7° Ano) e turmas do ensino médio (1°
Ano, 2° Ano e 3" Ano). Em todas as turmas apresentei o jogo de Wythoff e em geral eles
reagiram de maneira positiva, manipulando exaustivamente o jogo. A curiosidade maior
foi na obtencgdao de algum padrdo para as posi¢oes perdedoras do jogo em fungdo de n (n

numero natural) e na conexao dessas posicoes com o algoritmo que resolve o jogo.
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Para atender ao objetivo do PROFMAT que € a formacao matemdtica aprofun-
dada, relevante e articulada com o exercicio da docéncia mo ensino basico, este traba-
lho contemplard o Professor através da fundamentacao téorica, oportunizando ao mesmo
aprofundar seus conhecimentos em Aritmética e o aluno através de resolucdo de vdrios
problemas presentes na OBM e OBMEP. Portanto hd uma tentativa de mudanca da

pratica diddtica do Professor em sala de aula.

48



Referéncias Bibliograficas

[1] HEFEZ, Abramo. Elementos da Aritmética. Textos Universitdrios. Sociedade Brasi-
leira de Matemdtica. 2% edicdo. Rio de Janeiro-RJ. 2011.

[2] SANTOS, José Plinio de Oliveira. Introdugao a Teoria dos Numeros. Colegao Ma-

temadtica Universitdria. Instituto de Matemdtica Pura e Aplicada. 1998.

[8] MUNIZ NETO, Antonio Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar. Volume 5.
Teoria dos Numeros. Colecao Professor de Matemdtica, SBM. Rio de Janeiro - 2012.

[4] RIBENBOIM, P.(2012). Niumeros Primos: Velhos Mistérios e Novos Recor-
des.Colecao Matemdtica Universitdria. 1 ed. Rio de Janeiro: IMPA-2012.

[5] MARTINEZ, Fabio B. MOREIRA, Carlos G. SALDANHA, Nicolau. TENGAN, Edu-
rado. Teoria dos Numeros: , Um passeio com primos e outros niimeros familiares pelo

mundo inteiro. Projeto Fuclides. IMPA, Rio de Janeiro - 2011.

[6] FEITOSA, S. Notas do Curso de Teoria dos Numeros-nivel 2. Disponivel no Site:
http:/ /www.poti.impa.br/material diddtico.

[7] CARNEIRO, E.(2004). O Teorema de Beatty e o Jogo de Wythoff,Jornada de Ma-
tematica da Bahia. Salvador - 2004.

49



