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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar alguns resultados da Geometria Euclidiana
no plano, que sao vistos no ensino fundamental e médio sob ponto de vista sintético,
ou seja, nao serao assumidos os axiomas métricos. Como aplicacao faremos algumas

construcoes, usando as ferramentas desenvolvidas.

Palavras-chave: Euclides, Axiomas, Geometria Sintética, Métodos Matematicos.






Abstract

The objective of this work is to present some results of Euclidean geometry which
are given in elementary and high school from the synthetic point of view, that is we
will not assume the metric axioms. As an application we will make some constructions

using the developed tools.

Keywords: Euclides, Axioms, Synthetic Geometry , Mathematical Methods.
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1 Introducao

As grandes civilizagoes da antiguidade baseavam-se em recursos mate-
maticos a fim de construirem suas habitagoes, seus meios de transporte e
suas maquinas para cultivo. Ha excelentes exemplos disso. Podemos ci-
tar as construcoes das grandes piramides do Egito e da América Central,
as caravelas das grandes navegacoes, diques para a retencao de agua da
chuva para irrigacao nos periodos de seca, observagoes astronomicas, en-
tre tantas outras. O homem nao mediu esfor¢os para que pudesse atingir
seus objetivos com a finalidade de aumentar a producgao, prever fendémenos
naturais, dar rigidez as habitacoes, entre outros. As grandes obras demons-
tram que foram feitas embasadas em grandes conhecimentos matematicos,
principalmente de ordem geométrica (DOMINGUES, 2011).

Como tudo sofre evolucoes, principalmente quando existe a necessidade de transpor
barreiras, com a geometria nao foi diferente. Podemos dizer que incialmente a geometria
era pura observacao e consistia de tentativas de erro e acerto. Até que em um belo
momento da historia, uma pessoa resolveu reunir informagoes de ordem geométrica em
livros. A grande obra escrita, que até hoje fazemos uso, se deve a Euclides, porém,
muito pouco se sabe sobre a vida e sua personalidade, "salvo que foi ele, sequndo
parece, o criador da famosa e duradoura escola de matemdtica de Alexandria da qual,
sem duvida, foi professor” (DOMINGUES, 2011, p.167), cuja obra foi intitulada de Os
Elementos. Os Elementos de Euclides é o livro didatico mais bem sucedido e influente
j& escrito.

Os debates geométricos sempre foram colocados a tona. Grandes homens ao longo
da histéria propuseram situacoes, a ponto de surgirem férmulas, relagoes, comparagoes,
proposicoes, teoremas, destacando-se entre estes itens, o famoso Teorema de Pitégo-
ras, embora tal teorema ja tivesse sido utilizado pelos babilonicos. Entre os séculos
XVII e XIX, junto com as grandes revolugoes (Revolugao Inglesa, Revolugao Francesa,
Revolugao Industrial, entre outras), a matematica sofreu grandes avangos, assim como
a geometria. A organizacao de uma sociedade fundada no trabalho, na industria, no
comércio, fez com que houvessem novas necessidades. A Algebra precisava ser transfor-
mada e, paralelamente a ela, a geometria fazia suas contribuicoes, assim como, sofria

importantes impactos, que nao abalavam em nada, as grandes ideias axiométicas.
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Figura 1.1: Representagao de quem seria Kuclides, realizando uma construcao ge-
ométrica. (Fonte: https://alguimaraes.wordpress.com/2013/08/13/os-postulados-de-

euclides-ideias-geniais-02/)

A morfologia da palavra geometria tem origem grega, cujo significado é: geo =
Terra e melria = alo de medir. Basicamente geometria seria a arte de medir tudo
o que se encontra sobre a Terra. Sendo assim, uma pergunta poderia se colocada em
pauta. Seria possivel fazer geometria no plano sem medir, sem dar valores numéricos
para dar significado ao que se quer comparar, como comprimentos, areas e medidas de
angulos? O presente trabalho tem como objetivo fazer um apanhado historico breve da
evolucao da geometria, para por fim, fazer um tratamento geométrico desconsiderando
a ideia de medida, representada simbolicamente por niimeros. A este tipo de geometria
damos o nome de Geometria Sintética.

Uma caracteristica marcante deste tipo de geometria estd no fato de como ela
trata a geometria classica, principalmente aos assuntos ligados as proposigoes dadas
por Euclides em Os elementos, no tocante de dar ares de beleza e simplicidade na
demonstragao destes.

No Capitulo 2, faremos um breve historico do desenvolvimento da geometria, num
periodo que varia entre 590 - 300 a.C., e definiremos alguns termos que serao de extrema
importancia para a compreensao de alguns fatos geométricos.

Ja no Capitulo 3, tomando como base os axiomas de Euclides, sera feita a apresenta-
cao de seus principais axiomas, uma vez que estes sao importantes para a compreensao,
argumentacao e desenvolvimento dos nossos objetivos: a Geometria Sintética.

No Capitulo 4, tiraremos o foco da geometria do campo algébrico e introduziremos a
sintetizacao da geometria como a conhecemos. Aqui, teremos como principal objetivo,
fazermos observacoes da geometria de tal forma, que poderemos ser capazes de definir
entes geométricos sem a necessidade de nos apoiarmos em conceitos algébricos.

Por fim, no Capitulo 5, algumas aplicacoes geométricas utilizando-se apenas de re-
cursos da geometria sintética. Dentre elas, a construgao de um quadrado, a construgao
de um triangulo retangulo e a definicao da desigualdade triangular.

Cabe aqui uma observacao muito importante sobre as intencoes deste trabalho:
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o grande objetivo deste é excluir os axiomas sobre medidas e apresentar resultados
conhecidos no ensino fundamental e médio com abordagem puramente geométrica,

sem a preocupacao de construir uma teoria axiomatica.






2 Algumas Observacoes Sobre

(zeometrias

Os babilonios' eram muito avancados em geometria e aritmética. Além disso, eles
conheciam o que conhecemos hoje como Teorema de Pitagoras, muito antes de Pité-
goras nascer: em um triangulo retangulo o quadrado do comprimento da hipotenusa é
igual a soma dos quadrados dos catetos.

J& entre os gregos, Tales de Mileto, insistiu que as demonstracoes geométricas de-
viam ser estabelecidas pelo raciocinio dedutivo e nao por tentativa e erro. Ele estava
familiarizado com os célculos nao muito exatos feitos pelos matemaéticos egipcios e
babilonicos. Chegando a conclusao de que os resultados estavam corretos, ele desenvol-
veu a primeira geometria logica, servindo de base para o desenvolvimento de teoremas
ordenados para provar afirmacdes. Foi uma das caracteristicas da matematica grega,
sendo isto, totalmente novo.

Ao longo dos dois séculos seguintes, a sistematizacao desenvolvida por Tales foi
mantida por Pitdgoras e seus discipulos. Este era considerado por seus discipulos um
profeta religioso, pregando a imortalidade da alma e a reencarnacao, organizando uma
irmandade, na qual tinha sua proépria purificacao e ritos de iniciacao. Os pitagori-
cos diferiam de outras seitas religiosas, pois acreditavam que a elevacao da alma e a
uniao com Deus eram alcancadas pelo estudo da miusica e da matemética, sendo que
na miusica, Pitdgoras calculou as proporcoes corretas dos intervalos harmonicos e na

matematica, ensinou as propriedades misteriosas e maravilhosas dos ntmeros.

O historiador Proclus escreveu: F sabido que os homens que primeiro di-
vulgaram a teoria do 1rracional morreram em um naufrdgio, a fim de que o

inexprimivel e inimagindvel permanecesse sempre velado (GREENBERG,
2008).

Os pitagoricos nao consideravam /2 um namero: mudaram sua algebra para forma

geométrica, a fim de representar V2 e outros comprimentos irracionais por segmentos.

!Este termo, bailénio, é usado por conveniéncia, pois muitos outros povos habitavam a regido
(DOMINGUES, 2011).
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Algumas Observagoes Sobre Geometrias

O quarto século a.C. viu o florescimento da Academia de Ciéncias e Filosofia de
Platao (fundada cerca de 387 a.C.).

Platao escreveu: O estudo da matemadtica se desenvolve e poe em funciona-
mento um organismo mental, mais valioso do que mil olhos, porque através
dele sozinho a verdade pode ser apreendida (GREENBERG, 2008).

Platao ensinava que o universo de ideias é mais importante do que o mundo material
dos sentidos, sendo este ultimo apenas uma sombra do primeiro. O mundo material
¢ uma caverna apagada cujas paredes podemos ver apenas sombras do mundo real,
iluminado pelo sol do lado de fora. Os erros dos sentidos deve ser corrigido pelo
pensamento concentrado, o que é melhor aprendido através do estudo de matematica.
O método socratico de didlogo é essencialmente o de "prova indireta, pelo qual uma
afirmacao mostra-se invdlida se ela leva a uma contradicao. Platao cita repetidamente
a prova da irracionalidade do comprimento de uma diagonal do quadrado unitdrio como
um método da ilustra¢ao da prova indireta (o reductio ad absurdum)"(GREENBERG,
2008). O ponto é que essa irracionalidade de comprimento nunca poderia ter sido
descoberto por medidas fisicas, que sempre incluem uma pequena margem de erro.

Euclides era um "discipulo da escola platénica”(DOMINGUES, 2011). Cerca de
300 a.C. ele produziu o tratamento definitivo da geometria grega e teoria dos nime-
ros em seus Flementos, volume XIII. Na elaboracao destas obras-primas, Euclides os
elaborou levando em conta a experiéncia e as realizacoes de seus predecessores nos
séculos anteriores: os pitagoricos para livros T a IV, VII e IX, Archytas para o Livro
VIII, Eudoxio os livros V , VI e XII e Theaetetus para livros X e XIIIT . Tao completas
eram as obra de Euclides (fazendo referéncia aos Os Elementos) que substituiram as
tentativas anteriores de apresentar geometria. E uma pena que os possiveis discipu-
los de Euclides nao tenham sido capazes de coletar informacoes sobre o seu trabalho,
pois ele é o autor mais lido na historia da humanidade. Sua abordagem a geometria
tem dominado o ensino do assunto por mais de dois mil anos. Além disso, o método
axiomatico usado por Euclides é o protétipo para o que hoje chamamos de "matemd-
tica pura” (GREENBERG, 2008). Os Elementos de Euclides é puro também, pois os
trabalhos nao incluem aplicacoes praticas. Claro que a geometria de Fuclides teve um
enorme numero de aplicagoes para problemas praticos de engenharia, mas eles nao sao
mencionados nos livros.

Segundo a lenda, um estudante iniciante em geometria de Euclides perguntou:

O que eu consigo aprendendo essas coisas ¢ Euclides chamou um escravo,
dizendo: Dé-lhe uma moeda, uma vez que ele quer ganhar com o que ele
aprende (GREENBERG, 2008).

Surpreendentemente, como veremos mais adiante, a matematica pura, muitas vezes
acaba por ter aplicagoes jamais sonhadas por seus criadores - as perspectivas impra-

ticdveis dos matematicos puros é basicamente 1til para a sociedade. Além disso, as
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partes da matemaética que nao foram aplicadas também sao importantes para a socie-
dade, seja como obras estéticas comparavel & misica e a arte, como contribuicoes para
a expansao da consciéncia e do entendimento humano.

Os matematicos podem fazer uso de tentativa e erro, calculo de casos especiais,
adivinhagao, ou qualquer outra forma de descobrir teoremas. O método axiomaético
¢ um método de provar que os resultados estao corretos. Alguns dos resultados mais
importantes da matemética foram originalmente dados por provas incompletas. Assim,
provas nos dao a garantia de que os resultados estao corretos. Em muitos casos,
eles também nos dao resultados mais gerais. Por exemplo, os egipcios e os hindus
sabiam por experiéncia que, se um triangulo tem lados de comprimento 3, 4 e 5, ¢
um triangulo retangulo. Ja Euclides, dizia na Proposicao 47 do Livro I, que "Nos
tridngulos retingulos, o quadrado sobre o lado que se estende sob o dngulo reto € igual
ao0s quadrados sobre os lados que contém o dngulo reto” (EUCLIDES; BICUDO, 20009,

p.132). Mas afinal, o que é um método axiomatico?

Imagine a seguinte situacao: "Quero que vocé acredite num raciocinio que
decorra logicamente de alguma outra afirmacao na qual vocé ja tenha con-
dicoes de aceita-la. No entanto, se vocé nao aceita-la, eu teria que mostrar a
vocé que o raciocinio decorre de outras situagoes, podendo repetir este pro-
cesso varias vezes até vocé aceitar sem que eu precise fazer justificativas. Es-
sas declaragoes fazem o papel de um azioma ou postulado" (GREENBERG,
2008).

Cabe aqui também uma observagao importante, pois eu posso chegar a uma afirma-
¢ao na qual vocé nao aceite como base de meu argumento, fazendo que seja obrigado
a dar infinitas tentativas de explicagoes, gerando o que é conhecida como regressao
infinita. Dessa forma, duas regras devem ser observadas para que possamos concordar

que uma prova é correta:

1: Aceitacao de certas afirmacoes chamadas aziomas, ou postulados, sem mais
justificativas.
2: Convencao sobre como e quando uma afirmagao segue logicamente de outra,

ou seja, uma convencgao sobre certas regras de raciocinio.

Até entao, estamos discutindo o que é necessério para chegarmos a um acordo sobre
se determinada prova esta correta. Aqui tomaremos uma por consenso uma exigéncia:
compreensdo miutua do significado das palavras e simbolos utilizados no discurso.

Nao deve haver nenhum problema em alcancar o entendimento mutuo, desde que
usamos termos familiares, usando-os de forma consistente. Por exemplo, se eu usar um
termo desconhecido, vocé tem o direito de exigir uma definicao do termo. As definigoes

nao poderao ser dadas de forma arbitréaria, pois elas estao sujeitas as regras de raciocinio
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Algumas Observagoes Sobre Geometrias

referidos (mas nao especificado) na Regra 2. Se, por exemplo, definir um angulo reto
como sendo um angulo de 90° e, em seguida, definir um angulo de 90° como sendo
um angulo reto, isto violaria a regra. Além disso, nao podemos definir cada termo
que usamos pois, a fim de definir um termo devemos utilizar outros termos, e para
definir estes outros termos devemos usar ainda outros termos, e assim sucessivamente,
recaindo na questao da regressao infinita.

Apontaremos aqui os cinco termos indefinidos da Geometria Euclidiana, que servi-
rao de base para a definicao de todos os outros termos da geometria plana de FEuclides:
Ponto;

Reta;

Estar Entre (no sentido: ponto C estd entre os pontos A e B);

Estar sobre (no sentido: dois pontos estao sobre uma inica reta);

Congruente.

Para a geometria espacial terfamos que introduzir um novo conceito indefinido, o con-
ceito de plano, ampliando a relacao estar sobre para pontos e retas no plano. No
entanto, vamos nos restringir apenas a geometria plana, ou seja, a um tunico plano,
definindo-o como o conjunto de todas as retas e todos os pontos.

Ha expressoes que sao frequentemente utilizadas como sinéonimo de estar sobre. Em
vez de dizer ponto P situa-se na reta [, as vezes dizemos [ passa por P ou P ¢ incidente
com [, denotando P;l. Se o ponto P encontra-se tanto na reta [ como na reta m, dizemos
que ! e m tem o ponto P em comum ou que [ e m se cruzam (ou se encontram) no
ponto P.

Embora nao esteja definido o termo reta, a sua utilizagdo sera restringida pelos
axiomas da geometria plana. Por exemplo, um axioma afirma que dados dois pontos
distinto, existe uma tnica reta que passa por eles. Assim, na figura 2.1, [ e m, podem
nao representar retas na geometria plana, porém ambas passam pelos dois pontos da-

dos.

Usaremos a palavra conjunto, visto que esta é fundamental para toda a matematica.
Em termos de simplificacao e entendimento, conjunto aqui sera entendido como colecao
de objetos. Em meio a isto, estdao relacionadas duas outras nogdes: pertencer a e/ou
ser um elemento de um conjunto, como por exemplo, convencionamos que todos os
pontos e todas as retas pertecem a um plano «. Para dar sentido a algumas situagoes
que envolvem nocoes de conjuntos deixaremos estabelecido que se todos os elementos
de um conjunto A também sao elementos de um conjunto B, este ultimo contém o
conjunto A. Em outras palavras, o conjunto A pode ser dito como subconjunto de B.
Assim, temos agora uma referéncia para definirmos segmento, raio, circulo, entre outros
elementos geométricos que sao, em si, conjunto de pontos. Por fim, para facilitar nossa
leitura, quando tivermos o interesse em representar um conjunto de pontos sobre a reta

[, usaremos a notacgao {A, B,C, D, ...}.
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Figura 2.1: Retas "curvas"” passando por dois pontos

Outra palavra que merece atencao especial é o uso da expressao igual. Dentro do
nosso contexto geométrico usaremos um dos termos indefinidos citados: a congruéncia.
Um bom exemplo para tal, seria o caso de considerarmos um triangulo ABC is6sceles.
Em vez de consideramos que os lados AB e AC sao iguais, diremos que tais lados sao
congruentes. Deste modo, o fato de que AB ¢é congruente a AC' leva a implicacao de

que tal triangulo ABC' é iso6sceles.

Figura 2.2: Tridngulo ABC isdsceles






3 Os primeiros axiomas (postulados)
de Euclides

Para desenvolver sua geometria, Euclides se baseou em conceitos fundamentais,

chamados de Postulados ou Axiomas, como conhecemos atualmente.

Axioma 3.1. : Dados dois pontos P e () distintos, existe uma unica reta | que passa
por P e ().

Para a representacao de reta por dois pontos P e () , usaremos a notacao %

Antes de citarmos o proximo axioma, faremos nossas primeiras definicoes.

Definicao 3.1. Dizemos que dois segmentos de reta sao congruentes se eles, quando
sobrepostos, coincidem ponto a ponto, ou seja, fica definida uma relagao de equiva-

léncia.

Assim, a definicao para congruéncia entre figuras planas decorre da mesma ideia,

ou seja, da sobreposicao.

Definicao 3.2. Dizemos que um ponto B estd entre os pontos A e C se estes trés
pertencerem a uma mesma reta, de tal modo que A ou C esteja a esquerda de B e C

ou A esteja a direita de B, respectivamente.

Definicao 3.3. Dados dois pontos distintos A e B, o conjunto cujos elementos sao 0s
pontos A e B, e todos os pontos C' que se encontram na reta 1@ e estio entre A e B
¢ chamado segmento AB e denotado por AB. Os pontos A e B sdo os pontos finais de
AB (Figura 3.1).

Figura 3.1: Segmento AB
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Axioma 3.2. Para cada segmento AB e para cada segmento CD, existe um tinico

ponto E tal que B estd entre A e E ou E entre A e B, e 0o segmento C'D € congruente
ao segmento BE (Figura 5.2).

L ]
L ]
L ]

Figura 3.2: Os segmentos CD e BE sdo congruentes (CD = BE).

Observacao: Como notacao, usaremos o simbolo = para identificar uma congruén-
cia.

Antes de enunciarmos o terceiro axioma, introduziremos outra definicao.

Definicao 3.4. Considere dois pontos dados: O e A distintos. O conjunto de todos

0s pontos P tal que OP € congruente a OA € chamado de circulo, com centro em O e
raio OA.

Axioma 3.3. Dados O e A pontos distintos, existe um circulo de centro O e raio OA
(Figura 3.3).

Figura 3.3: Circulo de centro O e raio OA.

Definicao 3.5. Uma semirreta é um conjunto de pontos na reta 1@ dado pelo segmento
AB e todos os pontos C que pertencem a reta 2@ e além disso, B estd entre A e C.

Neste caso, € uma semarreta, que parte do ponto A e passa pelo ponto B, sendo esta
denotada por AB (Figura 8.4).

A B c

Figura 3.4: Semirreta E
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Figura 3.5: Semirreta jﬁ e z@ sao opostas.

Definicao 3.6. Duas semirretas E e B sao opostas se forem distintas, partirem do
mesmo ponto A e forem partes da mesma reta jﬁ = j@ (Figura 8.5).

Definigao 3.7. Um dngulo com vértice no ponto A € formado por duas semirretas ﬁ
e AC distintas e nio opostas (Figura 3.6).

Denotaremos o angulo A por <A, <BAC, <CAB, BEC, CAB ou simplesmente
por A. Esta tltima notagao, geralmente a usaremos quando nos referenciarmos apenas
a um angulo genérico, ou seja, apenas para apontar o angulo, sem levar ao pé da letra
a definicao apresentada. Uma vez que for levada a definicao em conta, usaremos uma

das outras denotacoes.

|
m

L ]

Figura 3.6: Angulo com vértice em A.

Definicao 3.8. Se dois dngulos <BAD e <CAD tém em comum o lado ﬂ)) e além
disso ﬁ € /@ sGo opostas, os dngulos sao ditos suplementares um do outro (Figura
3.7).

Figura 3.7: Angulos <CAD e <BAD sao suplementares

Definicao 3.9. Um dngulo <BAD ¢ dito reto se o seu suplementar for congruente a
ele (Figura 3.8).
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Figura 3.8: <CAD = <BAD

Note que definimos angulo reto sem dizer a palavras "graus'"e nem mencionar a
palavra "medida".

Vale ressaltar, que mesmo nao pertencendo a uma mesma reta, dois angulos retos
sempre serao congruentes.

Estes trés axiomas apresentados foram sempre aceitos pelos mateméticos, sem res-
tricao alguma. No entanto, o axioma de Euclides, conhecido como Axioma das Pa-
ralelas, foi altamente controverso. Tais controvérsias resultaram na criacao de outras
geometrias, conhecidas como geometrias nao euclidianas.

Vamos indicar este axioma nao em sua forma original como se encontra nos FEle-
mentos.

Ele sera aqui escrito de uma forma simplificada, sendo esta conhecida como Azioma

de Playfair, pois este axioma apareceu numa publicacao de John Playfair, em 1795.

Definicao 3.10. Duas retas | e m sdo paralelas se elas ndo se cruzam, ou seja, se

nenhum ponto pertence simultaneamente as duas retas consideradas.

Figura 3.9: As retas [ e m sao paralelas.

Em termos de notacao, usaremos [ || m para representar um par de retas paralelas,

que conforme mostra a figura 3.9, nao apresentam pontos em comum.

Axioma 3.4. Por um ponto nao pertencente a uma reta dada, passa uma e somente

uma reta paralela a reta dada (Figura 3.10).

Mas por que este axioma gera tantas controvérsias? A resposta talvez resida no fato

de que os outros trés foram "testados'com régua e compasso. Este, por se tratar de
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Figura 3.10: Reta 1@ dada e um ponto C' fora dela: pelo qual passa uma tnica paralela

a AL,

retas e estas podem ser estendidas indefinidamente, ndao h&d como mostrar se de fato ha
ou nao algum ponto comum entre duas retas paralelas. Desta forma, sera necessario o
uso de outros critérios. Mas enfim, qual critério adotar para mostrar que realmente as
retas [ e m sao paralelas? Fuclides sugeriu a construcao de uma outra reta, sendo esta
transversal (ou seja, uma reta ¢ que intersectasse as retas [ e m em pontos distintos)
e fizesse a medicao dos angulos internos « e § formados pela intersecao da reta ¢t com

as retas [ e m, conforme mostra a figura 3.11.

Figura 3.11: Angulos a e § formados por ¢ em [ e m, internamente

Assim, Eclides afirmava que os dngulos a e § (como mostrados na figura anterior)
tém uma soma menor que 180°, ou seja, o problema recaia no préprio Axioma das
Paralelas, nao mostrando de fato que as retas [ e m nao se cruzam em algum ponto
P. Dessa forma, ainda nao poderemos usar desta afirmacao para termos certeza da
validade de tal axioma.

Posteriormente ocorreram varias outras tentativas de mostrar a validade do axioma
em questdo, entre elas podemos citar a do matematico francés Adrien Marie Legendre!.
Porém, deixaremos claro aqui, que este nao é o objetivo deste trabalho, e sim fazer
um tratamento sobre a Geometria Sintética, ou seja, apresentaremos uma abordagem
usando apenas o tratamento loégico-dedutivo, fazendo o uso de axiomas definidos inici-

almente com o intuito de construir e demonstrar proposicoes logicas. Assim, na nossa

! Adrien Marie Legendre, figura 3.12, nasceu e faleceu na Franca (1752-1833) (DOMINGUES,
2011).
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abordagem nao assumiremos os postulados que envolvem medidas (os axiomas sobre

medidas nao serao considerados).

Figura 3.12: Adrien Marie Legendre



4 Congruéncias definidas

geometricamente

A geometria euclidiana baseada nos trés primeiros axiomas de Euclides faz uso de
recursos aritméticos, algébricos e construtivos por meio do uso de régua e compasso,
entre outros instrumentos. Quando queremos construir um angulo S de tal forma que
ele seja congruente a um angulo o dado, recorremos ao termo medida angular, por
exemplo. O mesmo ocorre com a congréncia entre segmentos, pois dois segmentos AB
e C'D sao conguentes se a distdncia entre os pares de pontos A e B, denotada por AB
e a distancia entre C' e D for a mesma. Para tais ideias de congruéncia sao assumidos:

1-Se A, B e C sao pontos distintos de uma reta qualquer, nesta ordem, entao AB
+ BC = AC;

2 - AB é por definicao a unidio dos pontos A, B e todos os pontos entre A e B:

3 - AB = CD significa que AB = CD;

4 - <A = B significa que a medida do angulo A é igual a medida do angulo B, ou
seja, em termos de notacao, m<<A = m<B.

Com base nestas definicoes, quase todas propriedades bésicas de congruéncia de
segmentos e angulos e intermediacao (estar entre) de pontos poderiam ser provados
via teoremas, a excecao ficou por conta do Postulado LAL, referente a congruéncia de
triangulos, que sera enunciado mais adiante.

A geometria como a conhecemos hoje nem sempre foi assim. Este modelo atual
foi proposto no inicio do século XX por George David Birkhoff (1884-1944) (DO-
MINGUES, 2011). A geometria da forma classica como foi apresentada nas obras
de Euclides e mais recentemente por David Hilbert (1862-1943), matematico alemao,
considerado como um dos "maiores matemdticos do século XX" (DOMINGUES, 2011),
é diferente, pois Euclides escrevia sua geometria sem o auxilio dos nimeros.

Dessa forma, esse tratamento dado a gemetria feita por Euclides ficou conhecido
como Tratamento Sintético. O esquema usado por Birkhoff é chamado de métrico, uma
vez que ele faz uso de processos de medigoes, além do uso frequente de niimeros reais
para representar essas medigoes (MOISE, 1974).

Para falarmos do método usado por Euclides e Hilbert, vamos imaginar que tudo

que temos de estrutura para representar a geometria como a conhecemos (proprieda-
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des, relagoes, axiomas, funcoes que relacionam valores reais) passe por uma "transfor-
magao"onde excluimos o uso das func¢oes (mencionadas a posteriori) que relacionam
valores reais e incluimos as ideias de congruéncia e a relagao de intermediacao. Para
esta nova estrutura ha a necessidade de axiomas que descrevam suas propriedades. Os
axiomas necessarios a estas descricoes foram separados em trés grupos:

Axiomas de Intermediacao

I, - Se B esta entre A e C, entao B esta entre C' e A. Usaremos a notacao A—B—C'
para dizer que B esta entre A e C, nesta ordem.

15 - Dados quaisquer trés pontos de uma reta, exatamente um esté entre os outros
dois.

I3 - Quaisquer quatro pontos de uma reta podem ser nomeados por A, B, C, D,
nesta ordem, de tal forma que B e (' estejam entre A e D.

I, - Se A e B sao quaisquer dois pontos, entao existe um ponto C' tal que B esté
entre A e C' e um ponto D tal que D esta entre A e B.

Axiomas de Congruéncia de Segmentos

C'S; - Para segmentos, congruéncia é uma relacao de equivaléncia.

C'Sy - Azioma da construcao de segmentos. Como na figura 4.1, dado um segmento
AB e uma semirreta 6'4[5, h& exatamente um ponto E de @ tal que AB = CE.

A £

C E

[ J=]

Figura 4.1: AB = CE

CS3 - O axioma da "adicao"de segmentos. Se o ponto B estd entre os pontos A
e C, o ponto B’ esta entre os pontos A" e C’', com AB = A’B’ e BC = B'(’, entao
AC = A'C" (Figura 4.2).

Figura 4.2: AC = A'C"

CSy - O aztoma da "subtracao”"de segmentos. Se o ponto B estd entre os pontos
A e C, o ponto B’ esta entre os pontos A’ e C’, com AB = A'B' ¢ AC = A'C", entdo
BC = B'C" (Figura 4.3).

C'S5 - Em cada segmento hi exatamente um ponto médio. Isto é, para cada seg-

mento AB, h& exatamente um ponto C' tal que o ponto C' esta entre os pontos A e B
e AC = OB (Figura 4.4).
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Figura 4.4: O ponto C é ponto médio do segmento AB.

Definicao 4.1. Sejam | uma reta e A e B quaisquer pontos que nao pertencem a l.
Se A = B ou se o segmento AB ndo contém nenhum ponto de l, dizemos que A e B
estdo no mesmo lado da reta l. Se A # B e o segmento AB intersecta l, dizemos que

A e B estio em lados opostos de .

Definicao 4.2. Um semiplano m é a parte de um plano o, limitado por uma reta r,
ou seja, € o conjunto de todos os pontos que estao de um mesmo lado da reta r e a

propria reta .

Axiomas de Congruéncia para Angulos

C' A, - Para angulos, congruéncia é uma relagao de equivaléncia. .

C Ay - O axioma da construgao de dngulos. Dados <ABC, uma semirreta B'C’ e
um semiplano 7 cuja origem contém B’—C’>’, entao ha exatamente uma semirreta ﬁ,
com A" em 7, tal que <ABC = <A'B'C’ (Figura 4.5).

B¥

Figura 4.5: <ABC = <A'B'C’

Definicao 4.3. Dado um dngulo <CAB, dizemos que um ponto D estd no interior de
<ACAB se B e D estao do mesmo lado de 1@ e se, C' e D também estao no mesmo
lado de 1@
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CAs - O axioma da "adi¢ao"de dngulos. Se D é um ponto interior do angulo <BAC,
D’ é um ponto interior do angulo <B’A'C’, <BAD = <B'A'D’ e <DAC = «D'A'C",
entdo <BAC = qB'A'C’" (Figura 4.6).

Figura 4.6: Axioma da Adicao

CAy - O azioma da "subtragao"de dangulos. Se D é um ponto interior do angulo
<BAC, D' é um ponto interior do angulo <B'A'C’', <BAD = «B'A'D' e <BAC =
IB'A'CY, entao <DAC = gD'A'C" (Figura 4.7).

Figura 4.7: Axioma da Subtracio

Definicao 4.4. Dois tridngulos serao congruentes se eles puderem ser sobrepostos, ou

seja, todos os pontos de um coincide com os pontos do outro.

CAs - O azioma da congruéncia de tridngulos(LAL). Se num tridngulo, dois la-
dos e o angulo formado por eles, forem congruentes, respectivamente, a dois lados e

o angulo formado por eles, de outro triangulo, entao os dois triangulos sdo congruentes.
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Em quase momento nenhum fizemos referéncias as nocoes de medida de angulos,
assim como os axiomas de intermediagao. Dessa forma, nao ha ainda porque fazermos
coisas novas para entrarmos no campo da geometria sintética, ou seja, nao usamos uma
funcao que relacione as construgoes feitas com a ideia de medigao para tal, simplesmente
as fizemos com base em alguns axiomas que nao fazem referéncias as medigoes. O
tratamento sintético de congruéncia comec¢a agora com um tratamento sintético das
desigualdades de segmentos.

Faremos referéncia a um triangulo de vértices A, B e C, usando a notagao ANABC.

Observamos que o caso de congruéncia LAL é assumido como axioma e os demais

casos podem ser demonstrados usando este axioma.

4.0.1 As leis de desigualdades para segmentos

Inicialmente vamos explicar como faremos para dizer que um segmento é mais
curto ou mais comprido que outro sem tocarmos no assunto distdncia, assim como a

comparacao entre angulos, verificando qual é maior ou menor que qual.

Definicdao 4.5. AB < CD significa que existe um ponto E entre C e D tal que
AB = CE (Figura 4.8).

Observacao: Algumas vezes faremos o uso da notacio C'D > AB para indicar que
AB < CD.

L=
*m
L Il
*m
L Jw]

Figura 4.8: AB < CD

Vamos apontar a seguir as propriedades béasicas da relacao <, cujas demonstragoes
serao apresentadas abaixo:

S, - Para todo par de segmentos AB e CD, exatamente uma das condicdes sera
satisfeita: AB < CD, AB= CD, ou CD < AB.

Sy -Se AB < CD e CD < EF, entao AB < EF.

Ss-Se AB= A'B', CD = C'D', com AB < CD, entdo A'B’ < C'D'.

Teorema 4.1. Se o ponto B estd entre os pontos A e C e C estd entre A e D, entao

B e C, nesta ordem, estao entre A e D, ou ainda, C' e B, nesta ordem, estio entre D
e A.

Demonstrag¢do: Por hipotese, B esta entre A e C, ou seja, A—B—C (ou C—B—A)
e também, C esta entre B e D, ou seja, B—C — D (ou D — C — B). Assim, B esta
entre A e D e C' também fica entre A e D. Portanto, B e C' ficam entre A e D, pois
pela hipotese, B esta entre A e C' e C esta entre B e D, ou seja, A— B —C — D (ou
D—-C—-B-A).

[ |
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Teorema 4.2. Se o ponto B estd entre os pontos A e C e AC = A'C', entio existe
um ponto B’ tal que B’ estd entre os pontos A e C' ¢ AB = A'B’

Demonstragao: Para provarmos este teorema, vamos levar em consideracao trés
hipoteses: o ponto B’ esta entre os pontos A’ e C’, ou B’ coincide com C’, ou C’ esté
entre A’ e B’. Mostraremos que a primeira condicao é satisfeita e que as outras duas
sdo condigoes falsas. Vamos considerar o axioma C'Sy (pagina 36) sobre a congruéncia
de segmentos, donde sabemos que existe exatamente um ponto B’ na semirreta A'C’
tal que A'B’ =~ AB.

A
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Figura 4.9: As trés condi¢oes para B’

Suponha que B’ coincida com C’. Entdo a semirreta 1@ contém dois pontos P,
donde P = B e P = C, tal que AP = A'C". Este fato contraria o Axioma CSy (p.
34), visto que ele garante a existéncia de exatamente um ponto.

Vamos agora supor que o ponto C’ esteja entre os pontos A" e B’. Pelo Axioma
C'S,, ha um ponto D na semirreta oposta a CTZL tal que CD = C'B'.

Figura 4.10: CD = C'B

Assim, o ponto C esta entre os pontos A e D, C' esta entre A’ e B/, AC = A'C'
e OD = C'B’. Portanto, pelo Axioma CSs (p. 34), temos que AD = A’B’. Uma vez
que A’B’ = AB, temos uma contradicio a respeito da unicidade do axioma CS, da

construcao de segmentos.
[

Teorema 4.3. Se AB < CD e CD = C'D’, entio AB < C'D'.

Demonstracdo: De acordo com a definicdo 4.5, como AB < CD, existe um ponto
B’ tal que B’ esta entre os pontos C e D e AB =2 CB'. Pelo teorema 4.2, ha um ponto
B" tal que B” esta entre os pontos C' e D' e C'B" =2 CB'. Mas AB = CB'. Portanto,
AB= (C'B" e AB < C'D’, concluindo-se a nossa demonstracao.

[ |

Teorema 4.4. Se AB < CD e A/B' = AB, entio AB' < CD.
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Demonstracdo: Visto que AB < CD, a definicdo 4.5 garante que existe um
ponto B” entre os pontos C' e D tal que CB” = AB. Como A’B’' = AB, temos que
A'B' = C'B". Portanto, A’B' < C'D, como querfamos demostrar.

[ |

Teorema 4.5. Se AB= A'B', CD=C'D" e AB < CD, entao A’B’ < C'D'.

Demostracao: Desde que AB < CD e AB =2 A’B’, vem do teorema 4.4 que
A'B’ < CD. Como por hipotese CD = C"D’, decorre do teorema 4.3 que A’B’ < CD
(Figura 4.11).

|
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Figura 4.11: A’B’ < C'D’

Teorema 4.6. A relacio AB < AB nunca ezistird, qualquer que seja o segmento AB.

Demonstracdo: De fato, se AB < AB, pela definicdo 4.5 teremos AB = AB/,
para algum ponto B’ entre os pontos A e B, o que contraria a unicidade do Axioma
C'Ss.

[ |

Teorema 4.7. Se AB < CD e CD < EF, entio AB < EF.

A B
-C -BI -D
E B D F

Figura 4.12: AB < EF

Demonstracdo: Desde que CD < EF a definicio garante a exiténcia de um ponto
D' entre os pontos E e F tal que ED’' =2 CD. Pelo Teorema 4.3, existe um ponto B”
tal que B” est4 entre os pontos E e D' e AB = EB". Se B” esta entre os pontos F e
D’ esta entre os pontos E e I, resulta do Teorema 4.1 que B” e D’, nesta ordem, estao
entre E e F, de modo que B” esta entre os pontos F e F. Portanto, AB < EF, como

se queria provar.
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Teorema 4.8. Dado o par de segmentos AB e CD, ocorre exatamente uma das con-

dicoes: AB < CD, AB=CD ou AB > CD.

Demonstragao: Do axioma da construcao de segmentos decorre que existe um
ponto B’ de C’-[S tal que CB’ = AB. Se o ponto B’ esta entre os pontos C' e D, segue
do teorema 4.3 que ocorre a primeira condicdo. Se B’ coincide com o ponto D, ocorre
a segunda condi¢do. E por fim, se D esta entre os pontos C e B’, pelo Teorema 4.2 ha
um ponto D’ entre os pontos A e B tal que AD’ =2 CD. Dai, pela definicao 4.5, segue

que CD < AB e estes trés casos estdo ilustrados na figura 4.13.

[
=A eB -- - -
=C eEI =D ----
=C + -——-
C D B

Figura 4.13: As trés condicdes dadas sobre os segmentos AB e C'D

4.0.2 As leis de desigualdades para angulos

Definicao 4.6. Uma semirreta E € interior a um dado dngulo BAC se os ponto D
e B estao do mesmo lado da semirreta 1@ e 0s pontos D e C estao do mesmo lado da
semirreta 1@

Observacao: Decorre das definicoes 4.3 e 4.6 que dadas as semirretas 1@ e /@,
ambas com mesma origem em A, se BAC' é o angulo formado por essas semirretas e se

D é um ponto interior a este angulo, entao AZ3 é uma semirreta interior ao angulo
BAC.

Note que faremos uso da notacao B>A para indicar também que A< B,

Definicao 4.7. MBN < P%AlQ significa que hd uma semirreta zﬁ no interior do
dngulo PEQ tal que MBN =~ PAR (Figura 4.14).

O tratamento sintético para as desigualdades de angulos é muito similiar ao trata-
mento sintético para segmentos, de tal forma que as propriedades basicas da relagao <
sao analogas. Veja:

Ay - Dados quaisquer pares de angulos, Ae §, exatamente uma das condicoes
ocorre: A\<§,g%’§0ug>§.

A2—8e2<§e§<6,entéofl<a

Ag—Seﬁ%ﬁ’,E%/B\’eﬁ<§, entdo A’ < B'.
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Figura 4.14: MBN < PA\Q

Embora as propriedades A, Ay e A3 parecam ser 6bvias, as demostracoes nao sao
tao simples.
Para tomar como base o estudo sintético para angulos, vamos fazer consideragoes

a respeito do angulo reto, uma vez que ji o definimos sem o recurso de medida.

4.0.3 Consideracoes sintéticas sobre angulos retos

Para darmos inicio ao tratamento sintético aos angulos retos, levaremos em consi-
deracao o seguinte fato: a demostracao do teorema a seguir estd muito relacionada ao

Axioma C'Aj, acerca de congruéncia para angulos (pagina 37).

Teorema 4.9. Se BAC ¢ CAD formam um par de dngulos no plano, assim como

B'AC e C’AA’D’, e além disso se CAD = C’ﬁ’D’, entio BAC = B'A'C".

Figura 4.15: Pares de angulos no planos

Demonstragao: De acordo com a figura 4.15, assumiremos sem perda de genera-
lidade, que AB = A’B’, AC =2 A'C" e AD =2 A'D’, uma vez que os pontos B',C" e D’
podem ser escolhidos do modo que isso ocorra. Assim, pelo critério LAL de congruén-
cia de triangulos, temos que AADC = NA'D'C’, de onde decorre que ADC = A'DIC".
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Agora, como AB = A'B" e AD = A’D’, vem do axioma C'S3 da adigao de segmentos
que BD = B'D’. Dai, AABC = ANA'B'C", pelo caso de congruéncia LAL. Consequen-
temente, BAC =~ B'A'C' , como angulos correspondentes de triangulo congruentes,

finalizando a demonstracao.

Teorema 4.10. Qualquer dngulo congruente a um dngulo reto também € dngulo reto.

Queremos mostrar
que este é também
1] 1 <P e

B A 0 B 9 o

Figura 4.16: Angulos retos congruentes

Demonstragao: De acordo com a figura 4.16, admitamos que BAC ¢ um angulo
reto. Entdo CAD e BAC formam um par de angulos no plano e CAD =~ BAC.
Suponhamos que os angulos C'A'D' e B'A'C' formam um par de angulos no plano
e que B'A'C' =~ BAC. Segue pelo teorema anterior que CAD =~ C'A'D'. Portanto
C'A'D! = B’A\’C", de onde vem pela definigao 3.9 (p. 29) que B'A'C" & reto.

[

Teorema 4.11. Todos os dngulos retos sao congruentes.

Demostracao: Vamos supor que BAC e CAD formem um par de angulos planos
e congruentes, o mesmo ocorrendo com B'A'C’ e C"A'D', conforme a figura 4.17. Pro-
vemos que BAC =~ B'A'C". Tniciaremos nossa prova tomando os pontos B’ e D" de tal
forma que A’B’ = A’D’. Além disso, faremos uma construcio complementar de modo

que tenhamos o triangulo B’C'D’, conforme a figura a seguir.

.
=2

Figura 4.17: Triangulo B'C'D’

Resulta, pelo critério LAL de congruéncia de triAngulos, que os triangulos A’B’'C’

e A'D'C" sao congruentes, de modo que tenhamos B ~D.
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T
Neste triangulo, seja A'E uma semirreta com o ponto £ do mesmo lado do ponto
C' em relacao a reta A'D’, tal que B'A'E =~ BAC.

Figura 4.18: Ponto F, conforme enunciado

Precisamos provar que as semirretas ﬁ e m coincidem. Se as semirretas ﬁ
e A’C’n_ég) sao coincidentes, o ponto E estd em algum lugar do interior do B'AC'.
Entao A'E intersecta o segmento B’C’ num ponto F', de tal modo que o ponto F esteja
entre os pontos B’ e C'.

Figura 4.19: Ponto F', interse¢ao da semirreta A’FE com o segmento B'C".

Pela desigualdade de segmentos, temos que B’F < B'C’. Como B'C' = D'C',
resulta de S3 (Terceira lei para a desigualdade de segmentos) que B'F' < D'C’, o que

implica que existe um ponto G tal que este ponto esta entre os pontos D' e C' e além
disso, D'G = B'F..

Figura 4.20: Ponto G sobre o segmento D'C".

Pelo critério LAL de congruéncia de tridngulos, temos que os triangulos B'A'F' e
D'A'G sado congruentes e que portanto, B'A'F =~ D'AG. Porém, pelo Teorema 4.9,
sabemos que D'A'E = CAD. Portanto, D'A'E =~ CAD =~ BAC =~ B'A'E = D' A'G.
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Temos entao que ambos os pontos E e G estao do lado da reta jé_l/—ﬁ que contém o
ponto C’ e que os angulos D'A'E e D'A'G sio congruentes. Logo as semirretas ﬁ e
A'G coincidem, decorrente da unicidade determinada pelas condigoes acima.

[ |

Observacao: Quando duas retas distintas [ e m se interceptam, sao formados

quatro angulos, como indicado na figura 4.21.

Figura 4.21: Intersecao de duas retas, [ e m.

Segue imediatamente da definicao 3.9 e teorema 4.10 que se um deles é reto todos

0s outros também sao.

Definicao 4.8. Duas retas [ e m sao perpendiculares se elas possuem wum ponto P

comum e um dos dngulos formados € reto (Figura 4.22).

Figura 4.22: As retas [ e m sao perpendiculares.

Teorema 4.12. Dados num plano «, uma reta | e um ponto A em | (se A nao estd
em | também € vdlido!), existe exatamente uma reta neste plano que contém o ponto A

e € perpendicular a reta [.

Demonstragao: Conforme figura 4.23, seja B um ponto qualquer da reta [, dis-
tinto do ponto A. Pelo axioma CA,, pagina 37, existe um ponto C' no plano « fora
da reta [ tal que BAC ¢ congruente a um angulo reto. Pelo Teorema 4.10, isto signi-
fica que BAC é reto e deste modo, a reta f@ é perpendicular a reta [. Se existissem

duas semirretas, por exemplo, A(2 e AC’, ambas perpendiculares a [, teriamos que
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BAC = BEC”, pois todos os angulos retos sao congruentes. Porém isto é impossivel,
de acordo com CA,.
[ |

B B

Figura 4.23: Reta j@ perpendicular a [ pelo ponto A de .

Note que dentro do tratamento métrico verificamos imediatamente que um angulo

qualquer é reto se, e somente se, sua medida for de 90°.

4.0.4 A forma sintética para desigualdade triangular. Classes
de congruéncia e adicao
Do mesmo modo que desenvolvemos a geometria sintética ligada as desigualda-

des tanto para segmentos quanto para angulos, faremos algo parecido relacionada a
Desigualdade Triangular.

Teorema 4.13. Dado um tridangulo ABC, existe um ponto A’ tal que A'B = AB, o
ponto B estd entre os pontos A’ e C e A/C > AC

o
b

Figura 4.24: Triangulo ABC com o ponto A’ fora do mesmo.

A figura 4.24 transmite muito bem esta ideia de modo intuitivo, pois basta colocar

os segmentos AB e BC' de modo que o fim de um se una com o inicio do outro, para

verificar que AB + BC' > AC'. A dificuldade em lidar com este teorema, reside no fato
dele lidar com a adicao de segmentos, uma vez que a adicao se remete ao conhecimento

de "distancias", que neste caso, esta fora do contexto da geometria sintética. Assim,
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neste caso, precisaremos dar outro sentido a esta "soma'"de dois segmentos, conside-
rando como sendo um tnico segmento, colocandos-os ponta com ponta conforme o

esquema a seguir:

Figura 4.25: Considerando a "soma'de dois segmentos com sendo um segmento dnico.

Mesmo assim, surge um outro problema: o caso em que 0s segmentos a serem
"somados"ndo estao alinhados, uma vez que o exemplo acima, os segmentos estao

"alinhados", ficando simples a uniao de ponta com ponta.

B C

\D

Figura 4.26: Dois segmentos nao-alinhados.

Uma maneira de contornar este problema foi fazer a seguinte consideracao: dado
AB, denotemos por |AB] o conjunto de todos os segmentos que sdo congruentes ao
segmento AB, ou seja, a classe de equivaléncia determinada por esta relacdo. Certa-
mente se AB = CD, teremos | AB| = |CD]. Aos conjuntos | AB| daremos o nome de
Classes de Congruéncia.

Vamos supor agora que sejam dados AB e CD e trés pontos M, N e P, tais que:
o ponto N esteja entre os pontos M e P, MN = AB e NP = CD. As observacoes a

seguir sao facilmente verificadas, tomando como base os axiomas de congruéncia.

Observacgdo 1: Se M’', N’ e P’ sao quaisquer outros trés pontos que satisafazem
as mesmas condicoes, segue que pelo axioma C'S3 de adigdo de segmentos (p.36),
que M'P" = MP, isto é, a classe de congruéncia | MP| ¢ independente da escolha dos
pontos M, N e P.

Observagao 2: Suponha que AB = A'B" e CD = C'D’. Seja os pontos M, N e
P escolhidos em relacio AB e C'D, como anteriormente, e sejam os pontos M’, N e P’
escolhidos em relacdo A’B’ e C'D’. Entao M P = M'P’. Isto é, a classe de congruéncia

| M P| depende somente da classe de congruéncia |AB| e |CD], ou seja, independe

da escolha dos representantes AB e CD.

Assim, a adicdo pode agora ser definida, nao entre segmentos, mas entre classes

de congruéncia. Dados |AB]| e |C'D], tomaremos os pontos M, N e P, tais que
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o ponto N esteja entre os pontos M e P, MN = AB e NP = CD. Entao, por
definicao,|AB| + |CD| = |[MP].

As duas observagoes que fizemos a pouco mostram que a definicao faz sentito. A

classe de congruéncia | M P| ¢ independente da escolha dos segmentos AB e C'D, assim
como dos pontos M, N e P. Ela depende apenas das classes de congruéncia |AB] e
de |CD]|.

Por fim, relembrando da lei de desigualdade de segmentos S3 (p.39), temos que
se AB < CD, entdo qualquer segmento de | AB]| ¢ menor que qualquer segmento de
|CD]. Logo, podemos definir que |AB| < |C'D], no sentido de que todos segmentos

congruentes a AB sao menores que quaisquer segmentos congruentes a C'D.

Definicao 4.9. Para quaisquer tridngulos ABC' temos que a soma de dois lados quais-

quer sempre serd maior que o terceiro lado.

Esta definicao 4.9 é conhecida como Desigualdade Triangular.
Depois das observacoes realizadas, das andlises das defini¢oes sobre classes de con-
gruéncia, podemos dar uma ideia mais natural a desigualdade triangular em ambito

sintético, em forma de teorema.

Teorema 4.14. Para qualquer tridngulo ABC, temos que:

|AB| + |BC| > |AC).

Demonstracdo: Se AB = A'B', CD = C'D’, com AB < CD, temos por S; que
A'B" < C"D’, ou seja, se |AB| e |CD] sio as classes de congruéncia dos segmentos
AB e CD, respectivamente, podemos dizer entdo que |AB| > |CD|, caso AB > CD.

Também por definicao de desigualdade triangular, dado um triangulo ABC' qualquer

vale AB 4+ BC > AC. Ora, se a desigualdade vale, podemos sem perdade de genera-
lidades, supor que AB + BC = XY (*), ou seja, XY > AC. Assim, | XY | > |AC].
Portanto, de (*), |[AB| + |BC| > | AC], como queriamos demostrar.

[ |

Observagao: Entendemos que a notacdo |AB + BC/| seja equivalente a | AB]| +

| BC'| pelo fato de que estamos usando classes de congruéncia, uma vez que |AB]| e

| BC|, sdo os conjuntos de segmentos congruentes a AB e BC, respectivamente.

4.0.5 Proporcionalidade sem ntimeros: um tratamento sinté-
tico

Dentro da geometria classica, podemos definir congruéncia de segmentos em termos
de distancia dada por uma funcao f : R x R — R satisfazendo determinadas condi-
¢oes. De modo simplificado, ocorrerd congruéncia entre dois segmentos AB e C'D se

a distancia do ponto A ao ponto B for exatamente igual a distancia do ponto C ao
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ponto D. As propriedades de congruéncia assim definidas, sao provadas com auxilio
de teoremas, porém fundamentadas na definicao de métrica.

A abordagem sintética para segmentos traz consigo algumas ideias bésicas, como
congruéncias, embasadas por axiomas. Neste tratamento, a ideia de distancia como
estamos acostumados nao aparece; de fato, os Gnicos nimeros que aparecem Sao 0S
nimeros naturais. A semelhanca de dois tridngulos por exemplo, é feita de tal modo
que a um triangulo ABC' se faz corresponder um triangulo DEF', se os angulos cor-
respondentes sao congruentes e os lados correspondentes sao proporcionais, no sentido

de respeitarem a mesma constante de proporcionalidade’.

Figura 4.27: Triangulos semelhantes.

A2D B~EeC>F,
a b ¢
C_2_C _LkeRr
d e FFE

Neste caso, a indicacao da divisao faz sentido, uma vez que a,b,c,d,e e f sao
nimeros reais positivos e dizemos que os triangulos ABC' e DEF sao proporcionais
(ou semelhantes) se os comprimentos dos lados correspondentes sao proporcionais.

No entanto, como sabemos, nao devemos utilizar as ideias de distancias e muito
menos de divisdo, uma vez que por tras disso, ha niimeros reais. Existe uma dificuldade
muito grande para explicar o que se entende por propocionalidade de segmentos no
campo da geometria sintética, assim como trabalhar com este assunto. Porém, isto
pode ser feito sem a utilizacao de quase nenhum numero, com excecao dos niimeros
naturais.

Um exemplo disso é a forma como este assunto ¢ lidado nos Elementos de Euclides.?
As ideias matematicas 14 trabalhadas foram atribuidas a "Eudozo” (DOMINGUES,
2011), astronomo, matemético e filosofo grego, que viveu entre 390 e 338 a.C.

Com base no trabalho apresentado nos Elementos, ha de se pensar em duas per-
guntas basicas:

1 - Quais seriam as ideias puramente sintéticas que Eudoxo usou para substituir a

métrica?

'Ha de ser dito que isto ocorre na geometria classica, ndo na sintética.
2Proposicao 4 do Livro V (EUCLIDES; BICUDO, 2009, p.210).
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2 - Dada a geometria sintética, como poderiamos definir a funcao distancia satisfa-
zendo os axiomas?

Sao questionamentos muito pertinentes aos nossos interesses para a definicao de
proporcionalidade no campo da geometria sintética.

As ideias de Eudoxo tiveram muita importancia no século XIX, quando Richard
Dedekind, matematico alemao, que viveu de 1831 até inicio de 1916, descobriu que
"ideras eram necessdrias para o criacao de um sistema de numeros reais capaz de
responder tais questionamentos” (DOMINGUES, 2011).

Definicao da proporcionalidade sintética de Eudoxo

Iniciaremos nosso trabalho indo em direcao as concepgoes de Eudoxo de modo
gradual, iniciando este assunto ainda utilizando-se de conceitos métricos e, com o de-
senrolar da situagao, deixando de lado toda a &algebra envolvida. De inicio, vamos

definir uma expressao para a representacao de proporcionalidade.

Definicao 4.10. Sejam AB, CD, EF e GH segmentos de retas tais que:

AB/CD//EF /GH?

Assim, definiremos a proporcionalidade entre estes segmentos do sequinte modo:

EFF GH 6 ,
AB ~ CD cpV
Esta definicao foi dada sem a mencao de qualquer ntimero, explicitamente, porém
podera acontecer que os segmentos AB e EF sejam incomensuraveis e neste caso, a
constante de proporcionalidade serd irracional. Assim, nossa primeira precaucao a
tomar serd a de expressar (1) na forma de numeros racionais. Baseando-se no teorema
de comparacao, faremos isto como segue.

p .
a) Se = é racional, e

entao,

Y - GH
q CD’

Reciprocamente, se a segunda expressao se mantém, a primeira também se mantém.
Este modo como acabamos de representar a comparacao também é possivel de ser feito
sem o uso de uma divisao.

b) Se p e ¢ sdo naturais, e

3Esta notacdo usaremos para representar a seguinte ideia: AB estd para C'D assim como EF estd

para GH.
*AB,CD,EF e GH se remetem ao comprimento dos segmentos.
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p-AB <q-EF,
entao,
p-CD < q-GH. (2)

Reciprocamente, se a segunda expressao se mantém, a primeira também se mantém.

Estamos perto de enunciar uma definigdo de segmentos proporcionais, visto que (2)
se aproxima muito para algo parecido com a soma de classes de congruéncia, uma vez
que esta soma pode ser definida. Mas qual o significado de p.AB?.

Recordemos que dado quaisquer dois segmentos AB e C'D, tomando-se os pontos
M, N e P, tais que: o ponto N esteja entre os pontos M e P, AB= MN e (CD = NP,
asoma |AB| + |CD] é definida da seguinte forma:

|AB| + |CD| = |MP]

Vimos anteriormente que esta soma depende somente das classes de congruéncia
|AB| e |CD]|, e ¢ independente da escolha de A, B,C, D, M, N e P.

Quando AB = C'D, escreveremos esta soma do seguinte modo:

|AB| + |CD] = |AB| + |AB| =2- | AB]|

De modo geral, para qualquer ntimero natural n, teremos:

n|AB| = |AB] + |AB] + |AB| + -+ -+ | AB]

Portanto, se escrevermos

n|AB] = |[MP],

significa que se tomarmos n copias congruentes do segmento AB e colocar-
mos lado a lado, ponta com ponta estes segmentos sobre uma mesma reta,
obteremos um segmento congruente ao segmento MP.

Agora estamos com todas as ferramentas necessarias para dar sentido a formulagao

de Eudoxo (2) no campo da geometria sintética.

Sejam p e ¢ quaisquer nimeros naturais. Se
plAB] < q|EF],
entao,

plCD] <q|GH].
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Reciprocamente, se a segunda expressao se mantém, a primeira também se mantém.

Euclides usou, durante todas as passagens dos Elementos, esta nogao, sempre que
tocava no assunto proporcionalidade. Isto foi uma o6tima "sacada", pois mesmo os
teoremas mais simples, tornaram-se formidaveis a luz da geometria sintética, o mesmo
ocorrendo com as complicadas defini¢coes do que ocorre quando se colocava segmentos

congruentes lado a lado. Por exemplo, a Proposicao 4 do Livro V dos Elementos,
(EUCLIDES; BICUDO, 2009, pag. 210):

Proposicao 4: Caso uma primeira magnitude® tenha para uma segunda a
mesma razao que uma terceira para uma quarta, também os mesmos miil-
tiplos tanto da primeira quanto da terceira terao para os mesmos miltiplos
da segunda e da quarta, segundo uma multiplicacao qualquer, a mesma
razao, tendo sido tomados correspondentes.

Em termos de geometria sintética, a proposicao citada, pode ser assim enunciada:

Proposigao 4’: Se AB/CD//EF/GH, e p e ¢ nimeros naturais, entao

pAB/pEF//qCD/qGH

Para a demonstracao da Proposicao 4’ basta usarmos a definicao 4.10.

Observe que aqui pAB denota qualquer segmento da classe de congruéncia p| AB |
e assim por diante.

A seguir, temos o teorema algébrico correspondente, que é bem simples. Ele diz
que:

"Se AB corresponde a EF e CD corresponde o GH. Em notacio, AB,CD ~

EF,GH, e p e q sdo quaisquer inteiros positivos, entio, pAB,pEF ~ qCD,qGH".

Noutras palavras, teremos a seguinte proposigao:

FF GH CD GH
Proposicao 4 Se — = ——(*) e p e ¢ sdo inteiros, entdo ;])AB = ]qﬁ(**)

AB CD
Assim, de (*) temos que EF -CD = AB-GH e de (**) temos que pg-CD - EF =

pq-AB-GH.
A definigdo dada por Euclides para proporcionalidades (Proposi¢ao 4) pode entao

ser reescrita do seguinte modo:
"Sejam p e q quaisquer numeros naturais. Se
plAB] <q|EF],

entao,

SEuclides usa a palavra magnitude para representar um comprimento.
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plCD] < q|GH]J".

De modo geral, nao faremos o desenvolvimento da teoria das proporcoes de Euclides.

Apresentaremos apenas alguns fatos simples sobre a soma de classes de congruéncias.

Teorema 4.15. Propriedade Comutativa

|AB| + |CD| = |CD] + | AB]
Este teorema decorre do axioma de "adi¢cao"de segmentos, axioma C'S3, pagina 36.

Teorema 4.16. Propriedade Associativa

([AB] + [CD]) + |[EF| = [AB] + ([CD] + | EF])

Demonstracdo: Considere a soma das classes de congruéncia |AB]| e [CD], de
tal modo que |AB| + |CD] = |AD]. De modo andlogo, |AD| + |EF| = |AF] e
|CD] + |EF| = |CF|. Entao, |[AB| + |CF| = | AF ], concluindo a demonstragao.

[

Teorema 4.17. Propriedade Distributiva

Demonstragao: Faremos a demonstracao deste teorema usando o Principio da
Inducao Finita. Considere n € N. Se n = 1, a afirmacao é verdadeira. Vamos supor
que valha para n = p, entao provaremos que também vale para n = p + 1.

Usando as propriedades comutativa e associativa acima provadas e a hipotese de

inducao, temos:

(p+1)(LAB] + |CD] =
=p(lAB| + |CD]) + (|AB] + [CD|
= (plAB] +p|CD]) + (lAB] + |CD] = (p|AB] +p|CD]) + (LCD] + | AB]
=plAB| + ((p|CD| + |CD]) + | AB])
=plAB] + ((p+ )ICD] + | AB]) = plAB] + (LAB] + (p + 1) |CD))
= (plAB| + |AB|) + (p+1)|CD] = (p+ 1)|AB| + (p + 1) |CD]

Teorema 4.18. Preservacao de Ordem
Se

4B) > |CD)
entao
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para todo natural n.

Demonstracdo: Se |AB| > |CD], entdo podemos escrever |AB| de tal modo
que |AB] = |CD] + | EF |, para algum segmento EF da classe de conguéncia | EF .5
Assim, pelo teorema anterior, temos que n| AB| = n|CD|+n|EF|, ou seja, n| AB| >

n|CD], como querfamos demonstrar.
[

Teorema 4.19. Se
n|AB| > n|CD],
para algum n natural, entao
|AB] > |CD].

Demonstracdo: Suponhamos que |CD| > |AB]. Do teorema 4.18 segue que
n|CD] > n|AB], o que contradiz a hipétese. Da mesma forma, se |CD| = |AB],
temos que n|CD| = n|AB|, pois tanto AB como C'D pertencem a mesma classe de

congruéncia, contradizendo a hipotese. Por fim, ja que nenhuma condi¢ao anterior foi

satisfeita, por exclusdo se n|AB| > n|CD| somente se |AB| > |CD|, concluindo a

demonstragao.

Teorema 4.20. Se A— B — C, entao

n|AC| > n|AB],
para todo n natural.

Demonstragdo: Como A— B —C entdo AC > AB. Logo pelo teorema 4.8, temos
que |AC| > |AB]. Assim, segue do teorema 4.18 que n|AC| > n|AB], para todo
natural n.

Teorema 4.21. Se |AB| < |CD], entio,|AB| + |EF| < |CD] + |EF].

Demonstracao: Sejam M, N e P pontos de uma mesma reta, de modo que
M—~N—-P,MN = EFe NP =CD. Uma vez que |[AB| < |CD|, ha um ponto @ tal
que N—Q—Pe NQ = AB. Logo, |AB|+ |EF| = |MQ| e |CD| + |EF| = |[MP].
Como M — N — Pe N —Q — P, temos que M — @) — P. Portanto, |MQ| < |[MP],
como queriamos demonstrar.

6Tsto acaba recaindo na definicdo de desigualdade para classes de congruéncia.






5 Aplicacoes da Geometria Sintética

5.0.6 A definicao e a construcao de um quadrado pela geome-
tria sintética

Uma crianca na escola priméaria aprende que quadrado é uma figura de quatro lados
iguais, justamente pelo fato dela nao ter ideia do que seja "congruente”, muito menos
um "dngulo reto"(Embora essa informagao seja um tanto impactante ao mais esclare-
cidos, este fato ocorreu durante uma palestra, numa escola da cidade de Botucatu-SP,
quando professores foram perguntados de como definiam quadrado as criangas).

Da geometria euclidiana sabemos que um quadrado é um quadrilatero formado
por quatro lados congruentes, cujos angulos internos sao todos retos. Ora, note que
esta definicao nao menciona "comprimentos” nem "medidas de dngulos”. Porém, qual-
quer leitor leigo que a interprete, pensard quase instantaneamente em medidas de
comprimento e medidas de angulo, justamente pelo fato da associacao com medidas,

aprendidas no periodo escolar.

5.0.7 Descricao da construcao de um quadrado

Considere trés retas r,s e ¢, de modo que r||s e t seja perpendicular as retas r e
s. Assim, existe um unico ponto A comum as retas r e ¢ e um unico ponto B comum
as retas s e t. Considere também o segmeto AB. Além disso, denotemos por |AB|

a classe de congruéncia cujos elementos sao congruentes ao segmento AB. Tome mais

trés elementos dessa classe de congruéncia: BC,C'D e DA. Fazendo coincidir "ponta
com ponta” cada um desses segmentos, temos um quadrado ABCD, pois todos os
segmentos que os forma sdo elementos de |AB| e todos seus angulos sdo retos.

Desse modo, um quadrado no campo da geometria sintética fica assim definido:

1

Definicao 5.1. Um quadrado é o quadrildtero cujos angulos internos- sao todos retos

e seus quatro lados pertencem a uma mesma classe de congruéncia.

L Angulos que estdao dentro da regido formada pelo poligono.

%)
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Figura 5.1: Quadrado construido segundo a descricao dada.

5.0.8 Desigualdade triangular

Uma vez definida uma classe de congruéncia, podemos estender este conceito para
outros tantos entes geométricos. Aqui, definiremos a desiguldade triangular aos "olhos"da
geometria sintética.

Defini¢ao 5.2. Para quaisquer trés classes de congruéncia |AB|, |BC| e [AC|, te-
remos um tridngulo, se e somente se, | AB| + | BC| > |AC|, |AB| + |AC| > | BC|
e |AC| + |BC| > |AB]J?, simultaneamente.

m

Figura 5.2: Um triangulo ABC, conforme defini¢do 5.2.

5.0.9 Triangulo Retangulo is6sceles

Uma vez definido um dngulo reto, podemos aplicar este conceito para definirmos e

construirmos um triangulo retangulo isosceles.

Definicao 5.3. Um tridngulo é um tridngulo retingulo isdsceles se um de seus dngulos

internos for reto e pelo menos dois de seus lados pertencerem a uma mesma classe de
congruéncia.

2De acordo com o Teorema 4.14
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Construcao: Considere as retas r e s, perpendiculares entre si. Estas retas pos-
suem o ponto A comum. Tome os segmentos AB e AC, ambos de uma mesma classe
de congruéncia, de modo que B seja um ponto da reta r e C' seja um ponto da reta s,

pois necessariamente os segmentos AB e AC deverao estar contidos nas retas r e s.

Figura 5.3: Retas r e s perpendiculares.

Por fim, considere o segmento BC', cujos pontos "finais"sao os pontos B e C' e que
BC' pertenga a classe de congruéncia | BC'|. Desse modo, temos um tridngulo ABC
cujo angulo A éreto e os lados AB e AC pertecem a uma mesma classe de equivaléncia,

ou seja, ABC ¢ um tridngulo retangulo is6sceles.

Figura 5.4: Triangulo retangulo isésceles ABC.

Porém, se a ideia for a construcao de um triangulo retangulo qualquer, devemos
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levar em conta algumas consideracoes:

I - A construcao deste far-se-4 de modo anéalogo ao tridngulo retangulo

isésceles;
IT - Os segmentos AB e AC poderio ser de classes de congruéncias distintas;

IIT - Seja respeitada a definicao 5.2.

Assim, garantimos a definicao e a construcao de triangulos retangulos quaisquer

sob a 6tica da geometria sintética.
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