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Resumo

Neste trabalho estudamos os principios da l6gica matematica com o objetivo de
descrever e fundamentar as principais técnicas de demonstracdes matematicas. A proposta foi
motivada pela implantacdo da disciplina Raciocinio Ldégico em todas as series da Rede
Estadual de Ensino de Mato Grosso do Sul, a partir do ano de 2014. Apresentamos um
material de apoio para o professor desenvolver este tema no ensino basico, bem como
contribuir para a elaboracdo de enunciados matematicos mais precisos e a organizacdo das

suas demonstragdes.

PALAVRAS-CHAVE: Ldgica, Proposicdo, Raciocinio.



Abstract

We study the principles of mathematical logic in order to describe and explain the
main techniques of mathematical proofs. The proposal was motivated by the deployment of
discipline Logical Reasoning in all series of the State Schools of Mato Grosso do Sul, from
the year 2014 present a supporting material for teachers to do this in the basic education, as
well as contributing for the development of more precise mathematical statements and the

organization of their statements.

KEYWORDS: Logic, Proposition, Reasoning.
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Introducéo

Até o ano de 2013, as escolas da Rede Estadual de Ensino de Mato Grosso do Sul
ofereciam as aulas de Matematica da seguinte forma: 5 (cinco) aulas semanais para as series
do Ensino Fundamental (1° ao 9° ano) e 3 (trés) aulas semanais para as séries de Ensino
Médio (1° ao 3° ano). Mas, a partir de 2014, a Secretaria de Estado de Educacdo de Mato
Grosso do Sul (SED) implantou em sua rede a disciplina Raciocinio Logico em todas as séries
da Educacgdo Basica. Com isso, as aulas de Matematica passaram a ser ofertadas da seguinte
forma: 4 (quatro) aulas semanais para as séries de Ensino Fundamental e 4 (quatro) aulas
semanais para as séries de Ensino Médio, além da disciplina Raciocinio Logico, oferecida em

1 (uma) aula semanal em todas as séries.

A disciplina Raciocinio Logico “tem como objetivo despertar o interesse € atencdo dos
jovens por meio de atividades ludicas, situagcdes problemas desafiadoras e criativas que
possibilitem a aprendizagem e a compreensdo de conceitos matematicos e sua aplicacdo em
praticas sociais, contribuindo com a formagédo para a cidadania [...]” (MATO GROSSO DO
SUL, 2014, p. 10). O documento mostra a importancia da disciplina para a formacao cidada
do individuo. Com efeito, esta percepcéo fica clara quando consideramos o desenvolvimento
de habilidades como: solucionar problemas, tomar decisdes, perceber regularidades, analisar
dados, discutir e aplicar ideias. Por outro lado, destaca também o raciocinio l6gico como

facilitador da aprendizagem de conceitos matematicos.

Contudo, o sucesso destas medidas pode esbarrar no fato que uma parcela consideravel
dos professores do estado néo teve contato suficiente com o tema em sua formacao docente. E
pode-se incorrer ao erro de basear as aulas em uma concentracdo grande de conectivos e
tabelas-verdade, como ndo é raro encontrar em livros e apostilas de I6gica-matematica ou
Matematica Discreta. Com efeito, em grande parte, as abordagens sdo desconexas sem
contribuicdo efetiva para a elaboracdo de uma linguagem matematica, como deve ser o

objetivo a ser perseguido.

Um texto que trata de Matematica difere muito de um texto literario, ndo somente pela
simbologia que normalmente permeia sua constituicdo, mas também da linguagem que lhe ¢é
peculiar. A linguagem matematica é exigente e uma leitura descuidada pode ndo revelar

completamente as informagdes que se pretendia transmitir, os resultados precisos, as
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conclusdes, como também dificultar a extensdo dos resultados e obtencdo de consequéncias

do resultado original.

O objetivo deste trabalho é contribuir para esta reflexdo, bem como constituir um
material de apoio para que as aulas de Matemética, ou de Raciocinio-LAgico, sejam
planejadas de modo a privilegiar a formacéo da linguagem matematica notadamente fragil nos

niveis basicos do ensino.

O trabalho inicia com um breve histérico dos principios da Logica Matematica e sua
distribuicdo nos conteudos da disciplina Raciocinio Logico nas escolas da Rede Estadual de
Mato Grosso do Sul. O segundo capitulo aborda todos os topicos de Logica Matemaética que o
Referencial Curricular sugere que o professor trabalhe em sala de aula, incluindo o tdpico
Quantificadores, que é um conceito fundamental para expressar a amplitude do universo que
uma proposicdo matematica abrange, além de ser um pré-requisito para o desenvolvimento de
demonstragfes. No terceiro capitulo aplicamos a teoria da l6gica matematica desenvolvida
para explorar proposicdes como linguagem Matematica e classificar os tipos de
demonstracfes mais frequentes. Finalmente, o trabalho apresenta um apéndice com sugestdes
de problemas, dividido em duas partes: uma com problemas exercicios propostos dos
principais topicos desenvolvidos neste trabalho, e a outra parte com a resolucdo detalhada

destes exercicios.
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1 A Logica Matematica

1.1 A Ldgica Matematica na Educacao Basica em Mato Grosso do Sul

Atualmente, em algumas escolas, o professor de Matematica, ao abordar um conteudo,
explica alguns exemplos, mostra sua solugdo através de formulas, métodos ou “macetes”
inexplicaveis e, finalmente, prop6e uma bateria de exercicios analogos aos exemplos
estudados, corrigindo-os se houver tempo habil. Ao abordar um novo conteudo, repete-se o
mesmo procedimento. Feita a abordagem de todos os seus conteudos descritos em seu
planejamento, é chegada a aplicagdo da Avaliacdo. O professor corrige as provas de seus
alunos e percebe que a maioria ndo foi bem como ele esperava. A partir dai, frases como
“foram mal porque nao estudam” e “no momento dos exercicios fazem tudo, mas na hora da
prova, esquecem’” e outras similares ecoam dentro da sala de aula. Muitos alunos se sentem
desmotivados com o resultado obtido e o professor, pelo tempo perdido. E claro que muitos
professores ndo adotam esta postura em sala de aula e, em alguns contetidos, os “macetes”
facilitam o processo de aprendizagem. Entretanto, uma parcela significativa (e preocupante)

dos professores de matematica utiliza desta metodologia.

Esta situacdo se repete todos os dias nas escolas publicas de nosso pais. A maioria dos
estudantes abominam as aulas de matematica e o professor ndo entende o porqué de tal
abominacdo. O principal motivo disto é a maneira de como a Matematica estd sendo
trabalhada em sala de aula. A abordagem de questdes que, muitas vezes, ndo fazem parte do
seu cotidiano, a insercdo de formulas e regras sem mostrar o sentido delas e a proposta de
atividades trabalhosas e mecanizadas criam certo ambiente hostil no aprendizado de
Matematica em sala de aula. O estudante ndo toma gosto por aquilo que ele ndo entende,

sendo aquilo que Ihe € proposto, sem o devido fundamento, ndo lhe agrada.

O primeiro passo para que o professor conquiste seu aluno é propondo-lhes atividades
e desafios que instigue 0 mesmo a raciocinar. A demonstracdo de formulas e o detalhamento
de regras ampliam o conhecimento do aluno, fazendo-o0s com que se sintam mais seguros ao
abordar situacdes problemas que Ihe serdo propostos posteriormente. Dessa forma, o aluno

sabe 0 que e para qué esta fazendo.

De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais (1997),
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A abstracdo matemaética revela-se no tratamento de relagcdes quantitativas e de
formas espaciais, destacando-as das demais propriedades dos objetos. A Matemaética
move-se quase exclusivamente no campo dos conceitos abstratos e de suas inter-
relacbes. Para demonstrar suas afirmacfes, o0 matematico emprega apenas
raciocinios e célculos.

E certo que os matematicos também fazem constante uso de modelos e analogias
fisicas e recorrem a exemplo bem concretos, na descoberta de teoremas e métodos.
Mas os teoremas matematicos sdo rigorosamente demonstrados por um raciocinio
I6gico.

Os resultados matematicos distinguem-se pela sua precisdo e 0s raciocinios
desenvolvem-se num alto grau de minuciosidade, que os torna incontestaveis e
convincentes. (BRASIL, 1997, pg 23).

Sugere-se, portanto, que o conceito de raciocinio légico deve estar inserido em todos

os contetidos de Matematica. Assim sendo, a Ldgica Matematica requer destaque desde a

abordagem inicial, passando-se pela demonstracdo de férmulas, até o desenvolvimento de

situacOes problema por parte do aluno.

Desde o inicio do ano letivo de 2014, as escolas estaduais de Mato Grosso do Sul

passaram a adotar a disciplina Raciocinio Logico como componente curricular de todas as

séries do Ensino Fundamental (1° ao 9° ano) e Ensino Médio (1° ao 3° ano). Com 1 (uma) aula

semanal de 50 minutos, os conteddos abordados devem ser 0s seguintes:

1° e 2° ano do ensino fundamental: jogos de combinatéria, jogo da memoria,
classificacdo e seriacdo de objetos (tamanho, espessura, cor), jogos de encaixe, jogos
de trilhas, quebra cabeca, problemas com desafios, jogo de dados, desafios com blocos
I6gicos, etc.

3° e 4° ano do ensino fundamental: jogo dos sete erros, Sudoku, Torre de Hanoi,
desafios com o Tangran, jogos envolvendo combinatéria e probabilidade, desafios
com palitos, quebra cabeca, caca ao tesouro, calculadora quebrada, problemas com
desafios, jogo de dados e domind, jogo pega-varetas, baralho, etc.

6° ao 8° ano do ensino fundamental: Resolucdo de problemas; enigmas, jogos e
desafios; sequéncias numeéricas; Raciocinio Logico Quantitativo; Introducdo a ldgica:
primeiros conceitos, conectivos (conjungdo, disjuncdo, disjuncdo exclusiva,
condicional e bicondicional); Tabela-verdade: construcdo, tautologia, contradi¢do e

indeterminacgéo; Problemas envolvendo negacgéo de proposic¢oes; Sentencas abertas.
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e 1930 3°ano do ensino médio: Nocdes de ldgica: proposigdes e conectivos; Logica da
Argumentacdo; Raciocinio Quantitativo: razdo e proporcédo, regra de trés simples e
composta, média aritmética, moda e mediana; Matematica Financeira: porcentagem,
juros simples e compostos; Sequencias numeéricas: progressao aritmética e geometrica;
Analise Combinatoria: arranjo e combinacdo simples; Probabilidade; Bindmio de

Newton; Area e volume de figuras geométricas.

Estaremos interessados a partir de agora nos contedos destacados acima, que s&o topicos
que fazem parte do conceito de Ldgica Matematica, abordados neste trabalho. Para o
desenvolvimento preciso destes topicos, incluimos o estudo de quantificadores e argumentos
I6gicos, que complementam o projeto deste trabalho de apresentagbes precisas para

enunciados e demonstracoes.

1.2 Contexto historico da Logica Matematica

Na Grécia antiga, alguns mestres realizavam apari¢des publicas a fim de atrair
multiddes de jovens estudantes. Como tinham grande dominio em oratoria, tais mestres,
quando realizavam seus discursos, utilizavam de vérias estratégias de argumentacdo para
fazer com que até os mais céticos acreditassem em suas palavras. Estes mestres eram
chamados de sofistas. Eles incentivavam os estudantes a tornar seus discipulos (ao custo de
consideravel soma em dinheiro), dizendo-lhes que se tornariam pessoas doutas com seus

ensinamentos.

Os sofistas eram, em geral, pessoas de alto prestigio e respeito na comunidade grega,
sendo que os mais importantes foram Protagoras (481-420 A.C.), Gérgias (483-376 A.C.) e
Hipocrates (436-338 A.C.). Entretanto, alguns deles utilizavam de argumentos invalidos em
seus discursos, enganando os cidaddos ao seu redor. Foi ai que um filésofo chamado
Aristételes (384-322 A.C), ao tomar conhecimento destes fatos, comecgou a criar estruturas de
argumentacdo ldégica, que mostravam que muitos argumentos utilizados, embora

convincentes, ndo estavam corretos. Assim, nascia o conceito de Argumentacao Logica.

No seculo XVIII, o matematico e filésofo alemédo Leibniz (1646-1716) comegou a
usar uma linguagem simbdlica para representar alguns conceitos e operacgdes logicas, embora

seu trabalho tivesse pouco reconhecimento. Dando continuidade ao trabalho de Leibniz, os
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matematicos ingleses Boole (1815-1864) e De Morgan (1806-1871), independentemente,
trataram sistematicamente o conceito iniciado por Aristoteles, criando a Logica Moderna. Mas
foi o matematico e filésofo alemdo Gottlob Frege (1848-1925) que aperfeicoou o
desenvolvimento da Ldgica, introduzindo o conceito de quantificadores (e outros conceitos
que veremos neste trabalho), o que é considerado por muitos uma revolucdo no campo da

l6gica matemaética, sendo considerado o maior l6gico de todos.

Em resumo, Logica Matematica é o ramo da ciéncia que estuda, desenvolve e estrutura

métodos para discernir o raciocinio correto do incorreto.
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2 Logica Proposicional

2.1 Proposicoes

Grandes partes das linguas naturais sdo compostas por vérias palavras e expressdes
com fungOes distintas, que exercem um determinado papel no significado das oragdes nos

quais elas ocorrem.

As oracgdes podem ser classificadas em declarativas, interrogativas, exclamativas ou
imperativas. No estudo da ldgica, supomos que sejamos capazes de reconhecer uma oragédo

declarativa (ou sentenca) e formar uma opinido a respeito dela ser verdadeira ou falsa.

Uma proposicdo é uma afirmacdo declarativa que pode ser significativamente

classificada como verdadeira ou falsa.
Exemplo: Considerando a oracdo:
“Um carro popular novo custava R$ 12650,00 em 1998.”

Esta € uma proposicdo, entretanto ndo sabemos ao certo se ela é verdadeira ou falsa, pois nem
todos sabem ou se lembram deste fato.
Exemplo: Considerando a oracdo:

“Rio de Janeiro é uma cidade bela.’

Esta é uma proposicdo, entretanto algumas pessoas a classificam como verdadeira e outras a
consideram como falsa, pois depende do significado e do contexto que a palavra bela tem
para elas.

Exemplo: Considerando as orages:
Qual é a capital de Portugal?

Que maravilha!

Fique quieto.

Estas ndo sdo proposigdes, pois se tratam de uma oracdo interrogativa, exclamativa e

imperativa, respectivamente.
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Exemplo: Considerando as oragdes:

O Brasil é um pais sul-americano.

O Cristo-Redentor fica na cidade de S&o Paulo.

Estas sdo proposicdes, sendo que a primeira é verdadeira e a segunda é falsa.

Como foi visto, classificar uma oracdo dada em proposicao € relativamente simples.
Entretanto, classificar as proposi¢des reconhecidas em verdadeiras ou falsas € uma tarefa
complicada, uma vez que muitas delas ndo apresentam significados claros ou apresentam
diferencas de opiniGes entre os leitores. No estudo da logica matemética evitamos tal
dificuldade supondo que sempre sera possivel classificar uma proposi¢do dada em verdadeira
ou falsa, ndo existindo outra op¢do para esta (Lei do Terceiro Excluido). Isso é de grande
importancia no estudo do caso em que duas ou mais proposi¢des formam novas proposicoes, e

estas também podem ser classificadas em verdadeiras ou falsas como serd visto a seguir.

2.2 Proposicdes compostas e conectivos 10gicos

Uma proposicdo composta € uma proposicdo construida pela conexdo de duas ou
mais proposicdes, ou pela negacdo de uma unica proposicao. As palavras ou simbolos usados

para construir proposi¢cdes compostas sdo denominados conectivos.

Os principais conectivos usados sdo ndo (ou mas); e; ou; se ..., entdo... ; ... se, e
somente se...; que definem os casos de negacao, conjungéo, disjuncédo, condicional e

bicondicional.

2.2.1 Negacao

Seja p uma proposicao. A negacao de p é representada simbolicamente por

~p.

Define-se que a proposicdo ~p (leia-se: “ndo p”) € falsa quando p for verdadeira, e

verdadeira quando p for falsa.

Observacao: por definicéo, é claro que p e ~p nunca terdo 0 mesmo valor logico, ou seja, p e

~p nunca serdo verdadeiras (ou falsas) ao mesmo tempo (Lei da Contradicao).
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Exemplo: Considerando as proposicoes:

p: Jo&o é negro.

q: Um carro novo custa menos de dez mil reais.

A negacéo de p e g séo, respectivamente:

~p: Jodo nao € negro.

~q: Um carro novo custa no minimo dez mil reais.

Observacdo: 1) A proposi¢dao “Jodo ndo ¢ negro” ndo tem o mesmo significado de “Jodo é

branco”, uma vez que Jodo poderia ser branco, indio, amarelo ou outro.

2) Para determinarmos a negacao de uma proposicao, ¢ suficiente escrevermos “nao ¢é

verdade que p”.
2.2.2 Conjuncao

Sejam p e g duas proposicdes. A proposicdo composta p eq é denominada a

conjuncéo de p e q , sendo representada simbolicamente por

pAq.

Defini-se que a proposicdo p A q serad verdadeira, se as proposi¢des p e g sdo ambas
verdadeiras. Ou seja, p A g sera falsa se ambas p e g forem falsas, ou se p for verdadeira e gq

for falsa, ou se p for falsa e g for verdadeira.

Exemplo: Considerando as duas proposic¢@es abaixo:

p: O sangue é vermelho.

q: O girassol € amarelo.

A conjuncdode p e q €:

p Aq: O sangue é vermelho e o girassol é amarelo.

Como p e q sdo proposicOes verdadeiras, concluimos, neste caso, que a proposi¢do composta

p A q é verdadeira.
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Exemplo: Considerando as duas proposic¢des abaixo:
p: O céué azul.

q: O aclcar é amargo.

A conjuncdo de p e q é:

p Aq: O céuéazul e o aglcar é amargo.

Como q é uma proposicao falsa, concluimos que a proposi¢édo composta p A q € falsa, embora

p seja verdadeira.

2.2.3 Disjuncao

Sejam p e q duas proposicGes. A proposicdo composta p ou g € denominada a

disjuncéo de p e q, lendo-se “p ou q” e é representada simbolicamente por:

pVvaq.

Defini-se que a proposicdo p V q sera verdadeira, se no minimo uma das proposicdes
p, q for verdadeira. Ou seja, p V q sera verdadeira se ambas p e g forem verdadeiras, se p for
verdadeira e g for falsa, ou se p for falsa e g for verdadeira. Ela s6 sera falsa se ambas p e q

forem falsas.

Exemplo: Considerando as duas proposi¢des abaixo:
p: O numero 2 é par.

q: O ndmero 3 é impar.

A disjuncdo de p e q é:

pV q: Ondmero 2 é par ou 0 nimero 3 é impar.

Como p e q sdo proposi¢Bes verdadeiras, concluimos que a proposigdo composta p VvV q €

verdadeira.
Exemplo: Considerando as duas proposic¢des abaixo:

p: O namero 2 é par.
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q: O ndmero 4 é primo.
Adisjuncdode p e q é:
pVq: Ondmero 2 é par ou 0 numero 4 é primo.

Como p € uma proposicdo verdadeira, concluimos que a proposi¢cdo composta pVvq €

verdadeira, embora q seja falsa.

2.2.4 Disjuncéo Exclusiva

Sejam p e q duas proposicGes. A proposicdo composta p ou g € denominada a

disjuncéo de p e g, lendo-se “p ou g, mas ndo ambas” e ¢é representada simbolicamente por:
pVvq.

Definimos que a proposicéo p V q sera verdadeira, se exatamente uma das proposi¢oes
p, q for verdadeira. Ou seja, p V q sera verdadeira se p for verdadeira e g for falsa, ou se p for
falsa e q for verdadeira. Ela sera falsa se ambas p e q forem verdadeiras, ou se ambas p e g

forem falsas.

Exemplo: Considerando as duas proposi¢des abaixo:

p: Pelé é o maior jogador de futebol de todos os tempos.

q: Maradona é o maior jogador de futebol de todos os tempos.
A disjuncéo exclusivade p e q é:

pVq: Ou Pelé é o maior jogador de futebol de todos os tempos ou Maradona é o maior

jogador de futebol de todos os tempos.

Se considerarmos que p e g sdo proposices verdadeiras, conclui-se que a proposicao

composta p V q é falsa (os dois ndo podem ser o melhor ao mesmo tempo).
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2.2.5 Condicional

Sejam p e g duas proposi¢des. A proposi¢do composta “Se p, entdo g é denominada

a condicional de p e q, € representada simbolicamente por:

p—q.

O conectivo condicional tem esse nome pois a proposi¢cdo p € uma condicao para que

a proposicédo p — g aconteca.

Defini-se que a proposi¢cdo composta p — q serd falsa se p for uma proposicéo
verdadeira e g for uma proposicdo falsa, e serd verdadeira nos outros casos. O exemplo a

seguir ilustra por que isso ocorre.

Exemplo: Considerando as duas proposic¢@es abaixo:
p: Jodo é um ladréo.

q: Jodo ir4 para a cadeia.

A proposicéo condicional de p e q é:

p — q. Se Jodo é ladrdo, entdo Jodo ird para a cadeia.

Considerando a condicional como uma espécie de promessa, € que quando a promessa ndo €

cumprida tem-se uma proposicao condicional falsa, pode acontecer os seguintes casos:
1. p éverdadeira e q é verdadeira.

Se Jodo é ladrdo e Jodo ira para a cadeia, € claro que p — q é verdadeira, pois a promessa foi

cumprida.
2. p éverdadeirae g é falsa.

Se Jodo é ladrdo e Jodo ndo ird para a cadeia, temos que p — q é falsa, pois a promessa ndo

foi cumprida (esperava-se que Jodo iria preso, pois ele é ladrao).
3. péfalsae q é verdadeira.

Se Jodo ndo é ladrdo e Jodo ira para a cadeia, temos que p — g € verdadeira, pois ndo houve a

“quebra” da promessa (se Jodo cometer outro tipo de crime, ele também pode ir preso).
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4. péfalsae q é falsa.

Se Jodo ndo é ladrdo e Jodo ndo ird para a cadeia, temos que p — q é verdadeira, pois nao
houve a “quebra” da promessa (se Jodo é honesto e respeita as leis, espera-se que ele ndo va

Ser preso).

Exemplo: Considerando as proposicdes:
p: — 5 é negativo.

q: 18 é multiplo de 3.

r: 2 é impar.

s: 3 e par.

Vamos escrever cada uma das proposi¢cdes condicionais abaixo e classifica-las em verdadeiras

ou falsas:
a) p—q: Se-—5énegativo, entdo 18 é maltiplo de 3.

Como p e q sdo ambas verdadeiras, temos entdo, por definicdo de proposi¢édo condicional,

que p — q é verdadeira.
b) r - s: Se2éimpar, entdo 3 é par.

Como r e s sdo ambas falsas, temos entdo, por definicdo de proposicdo condicional, que

r — s é verdadeira.
c) p—r: Se—5énegativo, entdo 2 é impar.

Como p é verdadeira e r é falsa, temos entdo, por definicdo de proposicdo condicional, que

p — r é falsa.
d) s—-p: Se2éimpar, entdo —5 é negativo.

Como s ¢ falsa p é verdadeira, temos entdo, por definicdo de proposi¢do condicional, que

s — p é verdadeira.
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2.2.6 Bicondicional

Sejam p e g duas proposicdes. A proposicdo composta “p se, e somente se, q” é

denominada a bicondicional de p e g, é representada simbolicamente por:

p<—q.

O conectivo bicondicional tem esse nome pois exige que as condicionais p = q e

q — p devam ocorrer ao mesmo tempo.

Para que a proposi¢do composta p «<— g seja verdadeira, deve ocorrerquep > qeq = p
sejam verdadeiras ao mesmo tempo. Assim, defini-se que a proposi¢do composta p < q sera
verdadeira se ambas p,q forem verdadeiras ou se ambas forem falsas (ou seja, se p e q
tiverem o mesmo valor l0gico), e sera falsa nos outros casos. Isto se torna natural se

observarmos 0s casos em que p < q € verdadeira, a partir dos valores légicosde p — g e
q—p:
1. p éverdadeirae q é verdadeira.

Como p e g sdo ambas verdadeiras, temos (por definicdo de proposicdo condicional) que

p — q e q — p sao verdadeiras, 0 que mostra que p < q €é verdadeira.
2. p éverdadeirae g é falsa.

Como p € verdadeira e g ¢ falsa, temos (por definicdo de proposicdo condicional) que p — gq

é falsa e ¢ — p é verdadeira, 0 que mostra que p < q é falsa.
3. p éfalsae q é verdadeira.

Como p é falsa e g € verdadeira, temos (por definicdo de proposicao condicional) que p — g

é verdadeira e ¢ — p é falsa, 0 que mostra que p < q é falsa.
4. péfalsae q é falsa.

Como p e g séo ambas falsas, temos (por definicdo de proposicdo condicional) que p — q e

q — p sdo verdadeiras, 0 que mostra que p < q € verdadeira.
Exemplo: Vamos considerar as proposicoes:

p: méum ndmero par.
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q: némultiplo de 2.

Supondo que p e g s@o verdadeiras, vamos escrever cada uma das proposic¢des bicondicionais

abaixo e classifica-las em verdadeiras ou falsas:
a) p <> q. néumnumero par se, e somente se, n é maltiplo de 2

Como ambas p e g sdo verdadeiras, temos (por definicdo de proposi¢do bicondicional) que

p < g também sera verdadeira.

b) ~p <> ~q: nndoéum ndmero par se, e somente se, n ndo € multiplo de 2
Como ambas p e g sdo falsas, temos que ~p < ~q sera verdadeira.

C) p <> ~q: mnéumndmero par se, e somente se, n ndo € multiplo de 2
Como p é verdadeira e ~q € falsa, temos que p «— ~q sera falsa.

d) ~p <> g: mnndoéum numero par se, e somente se, n € multiplo de 2

Como ~p é falsa e g é falsa, temos que p < ~q sera falsa.

2.3 Tabela-verdade

O valor logico de uma proposicdo é verdadeiro (representado por V) ou falso
(representado por F), ndo existindo uma terceira opcao, como ja foi visto. Uma tabela-verdade
¢ uma tabela que mostra o valor I6gico de uma proposicao composta para todos 0s casos

possiveis.

Considerando uma proposi¢do p qualquer, temos 0s seguintes casos:

p

1° caso

2° caso

Considerando duas proposicoes p e g quaisquer, temos 0s seguintes casos:
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p |9
1°caso | V | V
2°caso | V | F
3caso | F |V
4caso | F | F

Por conveniéncia, 0s casos para p e g serdo, neste trabalho, sempre listados nesta

ordem.

As tabelas-verdade resumem tudo o que ja foi visto sobre o valor I6gico da negacéao e
das proposi¢cbes compostas conjuncdo, disjuncdo (inclusiva e exclusiva), condicional e

bicondicional. VVejamos a seguir.

2.3.1 Tabela-verdade dos conectivos l6gicos

2.3.1.1 Tabela-verdade da Negacéo

Dada uma proposicéo p, a tabela-verdade da proposicédo ~p é dada por:

p | ~p

Como vimos anteriormente, a negacdo “troca” o valor logico da proposicao.

2.3.1.2 Tabela-verdade da Conjuncéo

Dada duas proposicdes p e g, a tabela-verdade da proposicdo composta p A q € dada

por:

Pl q|PAq
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Como vimos anteriormente, a conjuncdo € verdadeira apenas quando as duas

proposicoes forem verdadeiras.

2.3.1.3 Tabela-verdade da Disjuncao

Dada duas proposicles p e q, a tabela-verdade da proposi¢do composta p vV q é dada
por:

> B IES § IR U I ST S
£ I SH B> B I ST S
TS NS <

Como visto anteriormente, a disjuncdo inclusiva é falsa apenas quando as duas

proposicdes forem falsas.

2.3.1.4 Tabela-verdade da Disjuncéo Exclusiva

Dadas duas proposicOes p e q, a tabela-verdade da proposicdo composta p V q é dada

por:

T S
] T R
T S ™
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Como vimos anteriormente, a disjuncdo exclusiva é falsa quando as duas proposicoes

tiverem o mesmo valor l6gico (ambas verdadeiras ou ambas falsas).

2.3.1.5 Tabela-verdade da Condicional

Dada duas proposicdes p e g, a tabela-verdade da proposi¢cdo composta p — q é dada

por:

p—4q

S TSI ST
o <| m| <| <
<| <| = <

Pelo que vimos, a condicional so € falsa quando a primeira é verdadeira e a segunda é

falsa (“a promessa nao foi cumprida”).

2.3.1.6 Tabela-verdade da Bicondicional

Dada duas proposicdes p e g, a tabela-verdade da proposicdo composta p <« q é dada

por:
pl4q | p—(q
ViV vV
V| F F
F |V F
F | F vV

Como vimos anteriormente, a bicondicional sé € verdadeira quando as proposicoes
tiverem o mesmo valor 16gico (ambas verdadeiras ou ambas falsas). Faremos esta verificacdo

com tabelas-verdade mais adiante.
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2.3.2 Construcéo de tabelas-verdade

As tabelas-verdade sdo de grande utilidade na analise de proposi¢cdes compostas mais
complexas. Por exemplo, qual o valor l6gico, em todos 0s casos, da proposi¢cdo composta
(~p A q) — (~p)? A maneira mais facil de responder esta questdo é determinando a tabela-

verdade para a proposi¢éo dada.

Para construirmos a tabela, basta determinarmos todos os valores 16gicos do conectivo
—. Entretanto, é necessario estabelecermos primeiramente os valores l6gicos do conectivo A
e, antes disso, do conectivo ~, pois 0s parénteses indicam esta ordem. Isto deve ser feito

passo a passo, COMO sera Visto a seguir.
Exemplo: Construir a tabela-verdade da proposi¢éo (~p A q) — (~q).

1° passo: Construir uma tabela com as proposicoes p, q, ~q, ~p Aq, ~q e (~p A q) — (~p)

no topo, sendo que os valores l6gicos de p e g sdo fixados nessa ordem por conveniéncia.

~p | ~pAq | ~q (~pAq) — (~q)

E> RIS § I U I ST S
> IS B> § R S S

2° passo: Determinar os valores légicos de ~p.

~p | ~PAq | ~q (~pAq) — (~q)

ST TEES R SIS
o < wm| <| <
<| <| =| =

3° passo: Determinar os valores 16gicos de ~p A gq.
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~p | ~pAq | ~q (~pAq) — (~q)

T TR ST R SIS
o < wm <| <
<| <| =| =
o <| = =

4° passo: Determinar os valores l6gicos de ~q.

~p | ~pAq | ~q (~pAq) — (~q)

o om <SS
o <| m <| <
<| <| = =
| <| = =
<| = <| ™

5° passo: Determinar os valores logicos de (~p A q) — (~q).

~p | ~pAq | ~q (~pAq) — (~q)

o on <SS
o <| w <| <
<| <| = =
| <| = =
<| = <| ™
<| = <| <

Exemplo: Construir a tabela-verdade da proposi¢céo (p V ~q) A p.

1° passo: Construir uma tabela com as proposicées p, q, ~q, p V ~q, e (p V ~q) A p no topo.

~q | pV~q |(pV~q) ADp

T B> IR SH I Sl S
E>1 IS B> | IR Sl N

2° passo: Determinar os valores l6gicos de ~q.
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~q | pV~q | (pV~q) ADp

TR ST ST
o <| wm <| <
<| = <| ™

3° passo: Determinar os valores 16gicos de p V ~q.

~q | pV~q | (pV~q) Ap

T S
] T R
<l | <™
< T <<

4° passo: Determinar os valores logicos de (p V ~q) A p.

Pl qg|~q | pV~q | (pV~q)Ap
vIiv ] F 4 4
VIF| vV Vv v
FlV ]| F F F
F|lF| vV Vv F

A quantidade de passos na construcdo de uma tabela depende da complexidade da
proposicdo dada. Quanto mais complexa for a proposi¢do, maior serd a quantidade de passos a
ser dado. Além disso, para facilitar o processo, ndo é necessario que se construa uma tabela a

cada passo. Ou seja, todos os passos podem ser dados huma Unica tabela.

Exemplo: Construir a tabela-verdade da proposi¢cdo ~(p — q) V (~p < ~q).
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plq|~r|~q|p—=q|~@—=q | ~p=>~q | p—=qV(~p = ~q)
ViV]| F | F v F v v
VIF| F |V F v F v
Flv]| Vv | F v F F F
FI|F| Vv |V v F v v

Exemplo: Construir a tabela-verdade da proposi¢ado (~p Vr) — (~q A ~7).

plq |7 |~p|~q |~ |pVr | ~@Vr)|~qA~1T | (~pVT)—> (~qA~T)
vIivIivI] F|F|Vv] Vv F F v
VIVvIF|F|lVv]Vv] Vv F v v
vVIF|V|IF|F|lVv] Vv F F v
VIF|IF|F|lVv]Vv] Vv F v v
FlvI|iv] Vv |F|F]| v F F v
FIVv|F|lVv|V|F| F v F F
FIF|VI|V|F|F| v F F v
F|F|F|Vv|V|F| F v F F

2.3.3 Tautologia, Contradicao e Indeterminacdo em uma tabela-verdade

Tautologia é uma proposicdo composta cujo valor légico é sempre verdadeiro,

quaisquer que sejam os valores logicos das proposicGes dadas.

Exemplo: Mostrar que a proposi¢do composta p — (p V q) € uma tautologia.

p|lq|pvqg|p—>@Vae
viv] v 4
VIF| Vv 4
FlV] Vv v
F|F| F 4

Como a tabela-verdade da proposicdo p — (pV q) apresenta apenas valores ldgicos

verdadeiros, entdo a proposicdo dada é uma tautologia.
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Contradicdo é uma proposicdo composta cujo valor légico € sempre falso, quaisquer

que sejam os valores I6gicos das proposi¢des dadas.

Exemplo: Mostrar que a proposic¢édo composta (p V q) <= (~p A ~q) é uma contradi¢&o.

p|lq|~r|~q|pVq | ~pA~q | (pVq) < (~pA~q)
viv| F | F 4 F F
VIF| F |V 4 F F
Flv|v |F 4 F F
FIF|l Vv |V F 4 F

Como a tabela-verdade da proposicéo (p V q) <= (~p A ~q) apresenta apenas valores 16gicos

falsos, entdo a proposicao dada € uma contradicao.

Observacdo: Uma proposicdo composta que ndo € uma tautologia e nem uma contradicdo é

uma indeterminacéo.

2.3.4 Implicacéo Logica e Equivaléncia Logica

Dadas duas proposi¢des compostas P e Q, dizemos que ocorre uma implicacdo I6gica
entre P e Q (ou que P implica Q) quando a proposicdo condicional P — @Q é uma tautologia.

Esta relacdo é representada por:
P = Q.
Exemplo: Mostraremos que (p A q) = p.
Basta mostrar que proposi¢do composta (p A q¢) — p € uma tautologia.

De fato, construindo a tabela-verdade, temos:

plq|pAq | (pAg) —Dp
viv] v v
VIF| F v
Flv]| F v
F|F| F v
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Podemos observar que a proposi¢do composta (p A q) — p € uma tautologia.
Portanto, podemos escrever que (p A q) = p.

Dadas duas proposicGes P e Q, dizemos que ocorre uma equivaléncia logica entre P e
Q (P e equivalente a @, ou que P e Q sdo logicamente equivalentes) quando P e Q tiverem 0s

mesmos Vvalores l6gicos em qualquer caso possivel. Esta relacdo é representada por:
P& QouP =(Q.

Exemplo: Vamos construir a tabela-verdade da proposi¢éo ~(p vV q@) V (~p A ~q).

plq|~p | ~q |pvqg | ~Vq | ~pA~q | ~@VQV(~PA~q)
viv| F | F 4 F F F
VIF| F | Vv 4 F F F
Flv]iv | F 4 F F F
FIF|l Vv |V F 4 4 4

Podemos notar que as proposi¢des ~(pV q), ~p A~q e ~(pV q)V (~p A ~q) tém tabelas-

verdade idénticas. Isso significa que estas proposi¢des sdo equivalentes e podemos escrever:

~(pvq) © ~pA~q.

E também:
~pA~q & ~(@EVq@V(~pA~q).

~(pvqg © ~@EVaV(~pA~q).

Observacdo: € um erro muito comum usar 0s simbolos — e = de forma indiscriminada.
Uma proposicdo P — Q é uma operacdao (condicional) entre as proposicbes P e Q, que
podem resultar em valores tanto verdadeiros como falsos. Somente quando P — Q admitir
apenas valores légicos verdadeiros (tautologia) € que poderemos escrever que P = Q. O
mesmo acontece com 0s simbolos < e <. Uma proposicdo P < Q é uma operacdo
(bicondicional) entre as proposicdes P e Q. Pelo que sabemos até o momento, somente

quando P e Q admitirem tabelas-verdade idénticas € que poderemos escrever P < Q.
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Exemplo: Mostrar que a negacao da negacdo de uma proposicéo é logicamente equivalente a

proposicédo dada.

Basta mostrar que a proposicdo ~(~p) €é logicamente equivalente a p.

p|~p | ~(~p)
V| F %
F| Vv F

As tabelas-verdade para p e ~(~p) séo idénticas. Assim:
p < ~(~q)

Vejamos como este fato pode ser ilustrado:

p: Maria é bonita.

~p: Maria ndo € bonita.

~(~p): N&o é verdade que Maria ndo € bonita.

Os exemplos a seguir demonstram e ilustram duas propriedades importantes em
I6gica: as propriedades de De Morgan (ou Primeira Lei de De Morgan), em homenagem ao
matematico inglés Augustus de Morgan (1806-1871) que contribuiu significativamente para o
surgimento da Ldgica Simbdlica.

Exemplo: Mostrar que a nega¢do de uma conjuncdo é logicamente equivalente a uma

disjuncao.

Basta mostrar que a proposicao ~(p A q) é logicamente equivalente a ~p V ~q.

plq|~p|~q|prAq| ~(pAq) | ~pV~q
viv] F | F v F F
VIF| F |V F 4 4
Flv]| v |F F 4 4
FIF| Vv |V F 4 4

As tabelas-verdade para ~(p A q) e ~p V ~q sao idénticas. Assim:

~(pNqg) © ~pV~q.
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Veja como este fato pode ser ilustrado:

p: Maria é bonita.

q: Maria é famosa.

~p: Maria ndo é bonita.

~q: Maria ndo é famosa.

~(p Aq): Nao é verdade que Maria é bonita e famosa.
~p V ~q. Maria ndo é bonita ou Maria ndo ¢é famosa.

Exemplo: Mostrar que a negagdo de uma disjuncdo é logicamente equivalente a uma

conjuncdo. Basta mostrar que a proposicdo ~(p V q) é logicamente equivalente a ~p A ~q.

plq|~p|~q|pvqg | ~Vqg | ~pA~q
viv] F | F v F F
VIF| F |V F 4 4
Flv]|v |F F 4 4
FIF| Vv |V F 4 4

As tabelas-verdade para ~(p V q) € ~p A ~q sdo idénticas. Assim:
~(pVvg) ®~pAr~q.
Veja como este fato pode ser ilustrado:
p: Maria é bonita.
q: Maria é famosa.
~p: Maria ndo é bonita.
~q: Maria ndo é famosa.
~(pV q): Na&o é verdade que Maria é bonita ou famosa.

~p A ~q: Marianéo é bonita e Maria ndo é famosa.
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2.3.5 Propriedades

Além das propriedades de De Morgan, outras propriedades sdo de grande utilidade na
simplificacdo de proposices mais complexas. Tais propriedades podem ser provadas usando

tabelas-verdade (exercicio).

Sejam p, q e r proposic¢Bes quaisquer. Temos:

Propriedades Idempotentes

Seja p uma proposicdo qualquer. Temos:

pPAp < p , pVp < p.

Propriedades de Absorcéo:

Sejam p e g proposic¢des quaisquer. Temos:

rvierqg) & p . pA(PVY < p.

Propriedades Comutativas:

Sejam p e g proposicdes quaisquer. Temos:

pANq < qAp , pVq < qVp.

Propriedades Associativas:

Sejam p, q e r proposicBes quaisquer. Temos:

Ap AT o pA(@Ar) , (veVvr e pv(qVvr).
Propriedades Distributivas:

Sejam p, q e r proposicBes quaisquer. Temos:

pVv@Ar) & @VeA@Vvr) , pVv@Ar) e @AQV(AT).
pV@Ar) & @VOA@Vvr) , pV@Ar) & @AV (AD).

Exemplo: Vamos mostrar que:
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a) ~(p—q) © pA~q (ou seja, a negacdo de uma condicional é logicamente
equivalente a uma conjuncao).
b) ~(p—q) & p < ~q (ou seja, a negacdo de uma bicondicional é logicamente

equivalente a outra bicondicional).
Solucao:

a) ~p—q) © pA~q.

plq|~p|p—q|~pP—q | pPA~q
VIV |F v F F
VI|F|F F v v
Flv]|v v F F
F|F|vV v F F

As tabelas-verdade para ~(p — q) e p A ~q sdo idénticas. Assim:
~p—q9) © pA~q
b) ~p—=q) & pe~p.

plq|~p|p—q|~poq | po~q
vVIiv]|F 4 F F
VIF|F F 4 4
Flv]|v F 4 4
F|F|vV v F F

As tabelas-verdade para ~(p <= q) e p <> ~q sdo idénticas. Assim:

~peoq) & peo~q
2.3.6 Reciproca, contraria e contrapositiva de uma proposi¢ao condicional

Considerando a proposi¢édo p — q, temos que:
e g —péareciprocadep — gq.
e ~p— ~qgeéacontrariadep — q.

e ~q — ~p éacontrapositivade p — q.
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Exemplo: Considerando as proposicdes abaixo:

p: a éum ndmero par.

q: a? é um ndmero par.

Temos:

p — q. Sea éum nimero par, entdo a® é um nimero par.

A reciproca, a contréria e a contrapositiva da proposi¢cdo p — g séo, respectivamente:
e g — p: Sea?éumnimero par, entdo a é um ndmero par.
e ~p— ~q:. Seandoéum ndmero par, entdo a? ndo é um nimero par.

e ~q— ~p: Sea?ndoéum nimero par, entdo a ndo é um nlmero par.

Exemplo: Vamos mostrar que a proposicao condicional é logicamente equivalente a sua

contrapositiva, ou seja:

) p—q & ~q— ~p.

piq |\~ |~q|P—q|~q—"~P
VIV ]| F F 4 4
VI|F | F |4 F F
F|\V |V | F 4 4
FIF |V |V 4 4

As tabelas-verdade parap — q e ~p — ~q s&o idénticas. Assim:
p—q < ~q—~p.

i) q—p & ~p—~q

P |9 |~P|~q q—p ~p — ~q
VI V| F|F |4 |4
VI F | F |V |4 |4
F|V |V |F F F
F|F |V |V |4 |4

As tabelas-verdade para g — p e ~p — ~q s&o idénticas. Assim:
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q—p < ~p—~q.

2.4 Quantificadores

Vamos observar as seguintes declaragoes:
di: x+2=5
dyy 3y—6<0
ds;: q éumnamero primo
dy: z+2+#5

Embora d,,d,,d; e d, sejam afirmacOes declarativas, elas ndo podem ser
consideradas proposicdes, pois ndo sabemos o valor légico (verdadeiro ou falso) de cada uma
delas, uma vez que x,y,q e z sdo incognitas. Estas afirmacBes sdo chamadas de sentencas

abertas.

Agora, sejam p;, p,, P3 € p4as seguintes declaracdes:

p,: Paratodo nimero x, temos x + 2 = 5.

p,. EXiste um numero inteiro y tal que 3y — 6 < 0.

ps. Qualquer nimero inteiro g, temos que g € um namero primo.
p4: Nao existe nimero z tal que z + 2 # 5.

Podemos observar que p;,p,,ps € p, Sdo declaracbes afirmativas que podem ser
classificadas em verdadeiras ou falsas (veremos isso posteriormente). Ou seja, elas sdo

proposigoes.

Como foi visto, certas proposi¢des apresentam em sua COmMpOSiGao termos como
“todos”, “nenhum”, “alguns”, “cada”, “existe”, “pelo menos um”, e outros, que dao a ideia da
quantidade de elementos que satisfazem uma sentenca aberta. Estes termos recebem o nome
de quantificadores. Ja as sentencas abertas contidas na proposicdo sdo chamadas de predicado

da proposicéo.
Exemplo: Considerando as proposic¢des a segulir:
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p: Todas as pessoas séo inteligentes.

q: Toda pessoa ¢ inteligente.

r: Cada pessoa € inteligente.

s: Qualquer pessoa € inteligente.

t: Alguns estudantes séo inteligentes.

u: Algum estudante é inteligente.

v: Existe um estudante inteligente.

w: No minimo um estudante é inteligente.

Percebe-se que as proposicoes p, g, r, s s&o equivalentes entre si, pois tem 0 mesmo
significado (todos sdo inteligentes). J& as proposicdes t, u, v, w sdo também equivalentes entre

si, pois tem o0 mesmo significado (nem todos sdo inteligentes).

2.4.1 O guantificador universal e o quantificador existencial
Existem dois tipos de quantificadores: o quantificador universal e o quantificador
existencial. Formalizaremos agora nas seguintes descrigdes:

O quantificador universal é simbolizado por um A de cabeca para baixo, V, e se |é

29 ¢c

“para todo”, “para cada” ou “para qualquer”.

O quantificador existencial é simbolizado por um E ao contrério, 3, e se 1€ “existe”,

“algum” ou “pelo menos um”. O simbolo 3! se 1€ “existe, e € inico” ou “existe Gnico”.

Exemplo: Seja A o conjunto de todos os brasileiros e x um brasileiro qualquer. As

proposicoes a sequir
p: Todo brasileiro é bonito.
q: Nem todo brasileiro é bonito.

r: Algum brasileiro foi a lua.
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s: Nenhum brasileiro foi a lua.

t: Todos os brasileiros ndo sdo honestos.

u: Existe algum brasileiro que é honesto.

podem ser escritas simbolicamente da seguinte forma:

p: Vx € A, x é bonito (leia-se: Para qualquer x € A, temos que x € bonito).
q: Jx € A, x ndo é bonito. (leia-se: Existe x € A tal que x ndo € bonito).

r: Vx € A, x foi a lua.

s: dx € A, x ndo foi a lua.

Vx € A, x ndo é honesto.

o~

u: Jx € A, x é honesto.

2.4.2 Negacado de quantificadores

Pelo exemplo dado anteriormente, podemos enunciar as propriedades de De Morgan (ou
Segunda Lei de De Morgan) que sdo de fundamental importancia quanto a classificacdo de

uma proposicao em verdadeira ou falsa.

i) A negagdo de uma proposi¢do transforma o quantificador universal em um
quantificador existencial (seguido da negacgéo do predicado).
i) A negacdo de uma proposicdo transforma o quantificador existencial em um

quantificador universal (seguido da negacédo do predicado).

Observacdo: Podemos notar que, por exemplo, a nega¢ao da proposi¢ao “Todos os alunos
foram aprovados” ndo ¢ equivalente a “Nenhum aluno foi aprovado” mas sim a “Existe aluno

que nao foi aprovado”.

No item i) da propriedade de De Morgan, vamos considerar a seguinte situacdo: se
qualquer elemento x pertencente a um determinado conjunto possui um predicado P, entdo,

podemos escrever:
Vx , P(x).
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Se esta situacdo for falsa, basta mudar o quantificador utilizado na proposi¢do e negar o

predicado. Assim, temos:
dx , ~P(x).

Aplicando 0 mesmo raciocinio ao item ii) das propriedades de De Morgan podemos

escrevé-las simbolicamente da seguinte forma:

i) ~[vx, P(x)] & 3Ix, ~P(x),
i) ~[3x, P(x)] & Vx, ~P(x).

Exemplo: Seja U um conjunto de ndmeros quaisquer. Vamos determinar a negacdo das

proposicdes abaixo:

a) Vx e U,x =4,
b) Vx e U,x <8,
c) dxeU,x <9,
d IxeU,—2<x<7.

De acordo com as propriedades de De Morgan, temos:

a) ~[VxeUx=4] © 3IxeUx + 4,

b) ~[Vx€eU,x<8] & 3IxeU,x>8,

c) ~[AxelU,x<-9] & VvVxeUx=-9,

d ~[F3x€eU,-2<x<7] & VxeUx<—-2oux>7.

A Matematica como ciéncia que expressa quantidades e valores numéricos encontra
nos quantificadores os conceitos imprescindiveis para seu desenvolvimento com clareza,
precisdo e concisdo. Com efeito, com o uso de quantificadores associados com as variantes
proporcionadas pelas suas negacdes, podemos expressar a universalidade ou a pequenez

necessaria para as descri¢fes corriqueiramente presentes na linguagem matematica.

Exemplo: Seja S ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} 0 conjunto dos algarismos significativos e x um
elemento desse conjunto. Classifiguemos cada proposi¢do a seguir em verdadeira ou falsa e

justifiguemos em linguagem simbolica.
a) Todo algarismo significativo € um namero menor que 10.

Verdadeiro, pois, Vx € S, x < 10.
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b) Todo algarismo significativo € um numero positivo.
Falso, pois, 3x € S, x < 0.
c) Todo algarismo significativo € um namero par.
Falso, pois, 3x € S, x ndo é par.
d) Existe algum algarismo significativo que € um nimero par.
V, pois, 3x € S, x € par.
e) Existe algum algarismo significativo que é igual a 15.
F, pois, Vx € S, x # 15.

Algumas proposicdes apresentam predicados simples, o que torna facil sua
classificacdo em verdadeira ou falsa. Entretanto, é de fundamental importancia observar que
este predicado deve satisfazer todos os elementos do conjunto abordado na proposi¢do. Por

exemplo, considerando a proposicao:

Existe um nimero real x tal que x? = 2.

Esta é uma proposicio verdadeira, pois os nimeros V2 e —/2 satisfazem a equagio dada e

assim, podemos escrever:
Jx € R, x?=2.
Entretanto, considerando a proposi¢ao:

Existe um nmero inteiro x tal que x? = 2.

Esta € uma proposicao falsa, pois ndo existe nimero inteiro que satisfaca a equacao dada.

Logo, escrevemos

Vx €7, x* #2

2.4.3 Predicados n-arios

Até o momento, vimos que as proposi¢des envolviam seus predicados em uma Unica
variavel. Dizemos que estes sdo chamados de predicados unarios. Os predicados envolvidos
em duas ou trés varidveis sao chamados, respectivamente, de predicados binarios e predicados
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ternarios. Em geral, os predicados envolvidos em n varidveis sdo chamados de predicados n-

arios.

Em geral, se para qualquer x € A existe y € B satisfazendo um predicado P =

P(x,y), entdo escrevemos em linguagem simbolica:
Vvx€A , 3y e€B , P(x,y).

As propriedades da Segunda Lei de De Morgan valem para um predicado n-ario qualquer.
Assim, se aplicarmos tais propriedades nos predicados binarios, temos quatro casos possiveis

para a negacgdo de quantificadores duplos:
i)  Dois quantificadores universais: Vx €A, Vy € B, P(x,y).
~(Vx€eA, VyeB, P(xy) <
& ~{vxeAd, [VyeB, P(x,y)I} &
< JIx€eA, ~[VyeB, Plxy)] &
< dx€A, d3yeB, ~P(xy).
i)  Dois quantificadores existenciais: 3x € A, 3y € B, P(x,y).
~Ax€eA, 3yeEB, P(xy)) <
< ~{3x€A, [3yeB, P(x,y)]} &
& VxeA, ~[3yeB, Plxy)] &
< Vx€EA, VyeB, ~P(x,y).
iii)  Um quantificador universal e outro existencial: Vx e A, 3y € B, P(x,y)
~(Vx€eA, 3yeB, P(xy) &
= ~{vxeA, [3yeB, P(x,y)]} &
< dx€A, ~[FyeB, Plxy)]
< JIx€A, VyeB, ~P(x,y).

iv)  Um quantificador existencial e outro universal: 3 x €A, Vy e B, P(x,y)
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Analogo ao item iii).
Exemplo: Vamos verificar se a proposicéo p a seguir € verdadeira ou falsa:
“Para qualquer niimero natural x, existe um namero natural y tal que x +y = 10.”
Escrevendo a proposicao na forma simbdlica, temos:
p: VxeN, 3yeN , x+y=10.

A proposicdo dada propde que ao escolher um ndmero natural qualquer sempre vai existir

outro numero natural tal que a soma entre eles resulte em 10.
Como queremos encontrar y, vamos isola-lo na equacgéo dada:

x+y=10 = y=10—x.
Atribuindo numeros naturais arbitrariamente para x, temos:
Sex=1,entdoy = 10 — 1 = 9 € N. Assim, o par ordenado (1,9) é solugdo da equacao.
Sex =2,entdoy = 10 — 2 = 8 € N. Assim, o par ordenado (2,8) é solugéo da equacao.
Sex =6,entdoy = 10 — 6 = 4 € N. Assim, o par ordenado (6,4) é solugdo da equacao.

Isso nos leva a crer que para qualquer natural atribuido a x, sempre sera possivel encontrar o

natural y que satisfaz a equacédo dada.
Entretanto, se escolhermos x = 11,temosy = 10 — 11 = -1 ¢ N.

Ou seja, existe um natural x =11 tal que, qualquer que seja o natural y, nunca
conseguiremos obter x + y = 10 (na verdade, quando x > 10, temos que y sempre serd um

nlmero negativo, 0 que nao pode ocorrer ).
Portanto, a proposicdo dada ¢ falsa e escrevemos:
~[vxeN, I3yeN, x+y=10] & 3IJxeN, vyeN, x+y=+10.

Exemplo: Considerando a resolucéo da proposi¢do p do exercicio anterior, vamos classificar

cada proposicdo abaixo em verdadeira ou falsa.

a) p;: 3xeN, VyeN , x+y=10.
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Este caso é semelhante ao anterior, bastando isolar a incognita x na equacgdo dada. Portanto,

p, € falsa.
b) p,;: VxeN, VyeN , x+y=10.

Este caso implica que x e y escolhidos arbitrariamente resulta sempre que x + y = 10, 0 que

claramente ndo ocorre. Portanto, p, € falsa.
C) p: 3IxeN, IyeN , x+y=10.

Neste caso, devemos encontrar apenas um valor para x e outro para y que seja solugdo da
equacdo dada. Vimos, por exemplo, que o par ordenado (1,9) € solucdo da equacdo dada.

Portanto, p; é verdadeira.
d p,s VxeN, IyeZ , x+y=10.

O que torna a proposicdo p falsa é que, quando x > 10, y sempre resulta em um numero

negativo. Agora isto ndo € problema, pois y € Z. Portanto, p, é verdadeira.
e) ps: Vx€Z, IyeN, x+y=10.

O conjunto que contém o elemento x foi ampliado. Entretanto, o fato de escolhermos x > 10

ainda resulta em y negativo, o que torna a proposicao falsa. Portanto, ps € falsa.
) pe: VXxEZ, Iy€EZ, x+y=10.

A escolha de um ndmero x tanto positivo como negativo resulta em um ndmero y, tanto

positivo como negativo. Isto pode ocorrer, pois x,y € Z. Portanto, ps é verdadeira.
g9) p;: Vx€Z_, IyeN, x+y=10.

Como x € Z_, entdo podemos escrever x = —t, com t € N. Substituindo na equacéo dada,

temos:
x+y=10 = —-t+y=10 = y=10+t.

Comot €N ey=10+t, temos que sempre serd um ndmero natural, para qualquer t € N,

ou seja, para qualquer x € Z_. Portanto, p, é verdadeira.

O exemplo a seguir ilustra uma proposi¢do com predicado ternario e analisa todos 0s

casos possiveis para a mesma.
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Exemplo: Dados x,y,z € N e a equacdo z? = x? + y?2, vamos analisar todas as proposicdes

possiveis quanto aos quantificadores para as incognitas x, y e z.

pi: VXEN, VyeN, VzeN, z%2=x%+y?
p: VXEN, VyeN, 3zeN, z?2=x%+y?
p3: VXEN, 3yeN, VzeN, z?2=x%+y?
ps: VXEN, 3yeN, JzeN, zZ2=x?+y?
ps: 3x€EN, VyeN, VzeN, z2=x%+y?
Pe: 3xEN, VyeN, F3zeN, zZ2=x?+y?
p;: 3x€N, 3yeN, VzeN, zZ2=x%+y?
pg: 3x €N, IyeN, 3zeN, z2=x2+y>

Na proposicdo p,, como x,y € z S8 nUmeros naturais quaisquer, podemos escolher,

aleatoriamente, x = 7,y = 8 e z = 10. Assim:
x2+y2=724+82=49+81 =130+ 100 = 10% = z2

Logo, a equacdo dada nao foi satisfeita, 0 que mostra que a proposicdo p, é falsa.
Na proposicéo p, temos, por exemplo, parax =1ey = 2:

22=12422 = z22=144 = 2z2=5 = z=+V5¢N.
Assim, ndo existe nimero z € N que satisfaca a equacdo dada. Logo, a proposicao p, é falsa.
Na proposi¢éo p5, tomando y = 0, temos:

z2=x2+y? = z22=x*240% = z2=x* = z=x.

Isso significa que a equacdo dada sO é verdadeira quando o numero x e z sdo iguais, 0 que
nem sempre ocorre, pois x e z Sd0 naturais quaisquer. Logo, a proposicdo p; é falsa.

Analogamente, temos que a proposicao ps também é falsa.
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Na proposi¢do p,, tomando novamente y = 0, teremos z = x. Entretanto, para qualquer x
escolhido, devemos encontrar z que satisfaca a equagédo dada. Se escolhermos, por exemplo,
x = 10, encontraremos z = 10. Se escolhermos x = 300, encontraremos z = 300. Ou seja,
para um nimero x qualquer, basta tomar z = x. Logo, a proposi¢cdo p, é verdadeira.

Analogamente, temos que a proposicao p, também é verdadeira.

Na proposicédo p-, existem, por exemplo, x = 0 e y = z, tais que:
z22=0%+z) = z?=72 = z=uz.

que ¢ verdadeira, qualquer que seja z. Logo, a proposicao p-, é falsa.

Finalmente, a proposicéo pg diz que existem ndmeros naturais x, y e z tais que z2 = x? + y2.
Escrevendo as solucdes na forma (x,y,z), € evidente que (0,0,0),(1,0,1) e (0,1,1) séo

solucgdes da equacao dada.

Além disso, se tomarmos x,y e z como as medidas de um triangulo retangulo, sendo z a
medida da hipotenusa e x e y as medidas dos catetos, temos, pelo Teorema de Pitagoras, que

z? = x% + y?. Vejamos abaixo algumas solugdes:
(3,4,5),(5,12,13), (7, 24, 25), (8,15, 17), (9, 40, 41), ...
Assim, existem x, y e z satisfazendo a equacdo dada. Logo, pg é verdadeira.

Observacdo: Uma proposicdo que apresenta duas (ou mais) varidveis ndo necessita de
exatamente dois (ou mais) quantificadores, isto €, numa proposicdo, um quantificador pode
ser utilizado por mais de uma variavel. Ou seja, poderiamos ter escrito as proposicoes p; € pe

do exemplo anterior da seguinte forma:
pi: Vx,v,zEN, z2=x%+y?
pe: 3x,ZzEN, VyEN, z2=2x?+7y2%
Exemplo: Analisemos a seguinte proposicao:

Para quaisquer numeros inteiros positivos x,y,z e n, com n > 2, temos que a equagdo

x™ + y™ = z™ ndo possui solucao.
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Esta proposicéo recebe o nome de Teorema de Fermat-Wiles, em homenagem ao matematico
francés Pierre de Fermat (1601 - 1665) (que o enunciou) e ao matematico inglés Andrew
Wiles (1953 -) (que o demonstrou).

Escrevendo o Teorema de Fermat-Wiles na forma simboélica, temos:
p: Vx,y,z€ N*,vne N* —{1,2}, x™+y™ # z"™

Agora, escrevendo em forma simbdlica as proposi¢cdes nos casos em que n=0, n=1 e

n = 2, vamos classificar cada uma delas em verdadeira ou falsa.
Paran = 0, temos:
Po: Vx,v,z€N*, x0+y° % 20

Como x° + y° # z0 é equivalente a 1 + 1 # 1, que é uma expressdo verdadeira, temos que a

proposicéo p, € verdadeira (este caso € excluido do Teorema pois sua verificacdo € obvia).
Paran = 1, temos:
pi: Vx,y,ze€N*, x+y+2z

Negando a proposicéo p;, temos:

~py & 3Ix,y,z€N', x+y=z.
Mas, x = 1, y = 2 e z = 3 tornam a proposic¢do ~p, verdadeira, ou seja, p, é falsa.
Paran = 2, temos:

py: Vx,y,z€N*, x?+y%+z2

Negando a proposicao p,, temos:

~py: Ax,v,z €N, x? +y? =z2

Nesse caso, x = 3,y = 4 e z = 5 tornam a proposi¢cdo ~p, verdadeira, ou seja, p, é falsa.

2.5 Argumentos

2.5.1 Conceito
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Argumento é um conceito de logica imprescindivel a este trabalho, por ser a estrutura

gue mais se aproxima do raciocinio empregado na demonstracdo matematica formal.

Um argumento consiste em um conjunto de proposi¢des py, p,, P3, -+, Pn (Simples ou
compostas) denominadas premissas, e uma proposicdo p denominada conclusdo. Um
argumento é valido sempre que todas as premissas forem verdadeiras implicarem que a

concluséo p é verdadeira, ou seja, se a proposicao:

PLANDP2ANDP3AN .. NP = D,

for verdadeira Quando um argumento ndo € valido é denominado um sofisma ou um

argumento invalido. Usamos a seguinte notacao para um argumento dado:
P1,P2,P3, """ Pn F p.
Exemplo: Considerando a situagdo seguinte, vamos analisar se a concluséo é verdadeira.

“Jodo estava saindo de casa para ir a escola quando o seu pai lhe garantiu: se estiver
chovendo, entdo irei te buscar. Ao término das aulas, estava chovendo. Logo, podemos

concluir que o pai de Jodo foi busca-lo na escola”.
Para escrever na linguagem simbolica, consideremos:
p: Esté chovendo.

q: lrei te buscar.

p — q. Se estiver chovendo, entdo irei te buscar.

Sabendo que as premissas sdo as proposicdes p — g e p e a conclusdo é a proposicao q,

estudaremos se 0 seguinte argumento € valido:

p—q , p F q

Consideremos a tabela-verdade das proposi¢cdes p,qep — q.

p—4q

12 linha
22 linha
32 linha

T S
< T <R
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4linha | F | F 4

Como as premissas p e p — q devem ser verdadeiras, devemos considerar apenas a 12 linha

da tabela. Assim, temos:

p|q | pP—(q
Llinha |V |V %

Logo, a proposicdo g é verdadeira e assim o0 argumento é valido.
Agora, considerando a seguinte situacao:

“Jodo estava saindo de casa para ir a escola quando o seu pai lhe garantiu: se estiver
chovendo, entédo irei te buscar. Ao término das aulas, o pai de Jodo foi busca-lo na escola.

Logo, podemos concluir que choveu”.
Simbolicamente, podemos traduzir o argumento na seguinte forma:

p—q, q F p

Como as premissas q e p — q devem ser verdadeiras, devemos considerar apenas a 12 e a 32

linhas da tabela de p — g. Assim, temos:

p|lq | pP—q
Llinha |V |V %
Rlinha | F | V %

Podemos notar que a proposicéo p € verdadeira na 12 linha e falsa na 32 linha. Logo, seu valor
I6gico é inconclusivo (se a proposicdo p fosse verdadeira na 12 e 32 linhas, entdo o argumento

seria valido). Assim, o argumento dado € um sofisma.

Observacdo: as tabelas-verdade sdo muito Uteis para analisar o valor l6gico de um

argumento. Entretanto, em casos mais simples, seu uso € facultativo.
Exemplo: Vamos analisar o valor l6gico de cada um dos argumentos abaixo:

a pAq F p.
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Se p A q é verdadeira, entdo, por definicdo de conjuncdo, temos que p e q sdo verdadeiras.

Logo, p é verdadeira, 0 que mostra que o argumento é valido.

b) pvg + p.

Se p Vv q é verdadeira, entdo, por definicdo de disjuncdo, temos que p ou g sdo verdadeiras. Se

q € verdadeira, entdo p pode ser falsa. Logo, o argumento néo é valido.

C)p,q + pAq.

Se p e g sdo verdadeiras, entdo, por definicdo de conjuncdo, temos que p A q é verdadeira.

Logo, o argumento é valido.

dp,q +F peay.

Se p e q sdo verdadeiras, entdo, por definicdo de bicondicional, temos que p <= q é

verdadeira. Logo, o argumento é valido.

&) p—q + p,q.

Se p <« q é verdadeira, entdo, por definicdo de bicondicional, temos p e g sdo ambas

verdadeiras ou ambas falsas. Logo, o argumento € um sofisma.

2.5.2 Lei do Silogismo

No conjunto dos nimeros reais, dados 0s nimeros X, y e z, temos que vale a propriedade

transitiva com igualdades e desigualdades:

e Sex=yey=zentdox = z.
e Sex<yey<zentiox < z.

e Sex>yey>zentdox > z.

Em Geometria, podemos usar tal propriedade nos casos de congruéncia e semelhanca de

tridngulos, ou seja, dados os triangulos ABC, PQR e XYZ temos:

e Se ABC = PQRePQR = XYZ,entdo ABC = XYZ.
e SeABC ~ PQR e PQR ~ XYZ,entdo ABC ~ XYZ.
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Em ldgica, dadas as proposi¢cbes p,q e r, também podemos utilizar a propriedade

transitiva. Neste caso, ela é chamada de Lei do Silogismo cujo enunciado é o seguinte:
Sep—qeq—r,entdéop — .
Em outras palavras, a Lei do Silogismo diz que o argumento a seguir é valido:
p—q , q—Tr F p—r.

A tabela abaixo ilustra tal fato:

p| g9 |7 | p—q q—r | p—oT
12 linha V| iV |V 74 |4 |4
22 linha V|V |F %4 F F
32 linha VIF |V F %4 vV
42 linha V|F|F F vV F
52 linha F |V |V |74 |4 |4
62 linha F |V |F %4 F %4
72 linha F|F |V 74 |4 |4
82 linha F|F | F 74 |4 |4

Podemos observar que as premissas p — q € ¢ — r sao verdadeiras nas linhas 1,5,7e8¢ea

conclusdo p — r também € verdadeira nestes casos. Logo, o0 argumento é valido.

Observagdo: Analogamente, mostraremos que a Lei do Silogismo vale para

proposi¢des bicondicionais, ou seja:
p<e<q , QT F per.

Ao estudarmos a validade de um argumento, podemos analisar as premissas dadas
associando a Lei do Silogismo com recursos vistos anteriormente, em especial a

contrapositiva. Vejamos como fazer isso nos exemplos a seguir.
Exemplo: Vamos mostrar que o seguinte argumento é valido:

r—q ,p—~q ,Dp F -~
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De fato, como p — ~q é verdadeira entdo sua contrapositiva g — ~p também é verdadeira.
Assim, as premissas r — q e ¢ — ~p sdo verdadeiras e, pela Lei do Silogismo, temos que
r — ~p também € verdadeira. Como a premissa p € verdadeira, entdo ~p é falsa, e do fato de
r — ~p ser verdadeira, temos que r também é falsa, ou seja, ~r € verdadeira. Logo, 0

argumento ¢é valido.

Exemplo: Supondo que sejam verdadeiras as seguintes proposicoes:
Se Ana esta feliz, entdo Bia também esta feliz.
Se Eva ndo esta feliz, entdo Bia ndo esta feliz.

Mostraremos que:

Se Ana esta feliz, entdo Eva estara feliz.

Se considerarmos:

p: Ana esta feliz.

q: Bia esta feliz.

r: Eva esté feliz.

As premissas serdo p — q e ~r — ~q € a conclusdo sera p — r. Logo, devemos mostrar

que ¢ valido o seguinte argumento:
p—q , ~Tr—~q F p—T.

De fato, como ~r — ~q € verdadeira, entdo a contrapositiva ¢ — r também é verdadeira.
Como p — q e q — r sdo verdadeiras, concluimos, pela Lei do Silogismo que p — r

também é verdadeira. Logo, o argumento é valido.
Exemplo: Vamos analisar a seguinte proposicao:
Se ABC ¢é um tridangulo de lados a, b e c, entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

.  a?=b%+c?
Il. A éumangulo reto.
I, =B+C.

~

oS
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Neste exemplo, chamaremos, respectivamente, de p, g e r as proposi¢des dos itens I, 11 e I11.

Assim, provaremos que sdo verdadeiras as proposicdes condicionais:
p—)q , q—)p , q—)‘r‘ ) T'—)q ) p—)‘r‘ , ‘r‘—)p_
Isso acarreta que séo verdadeiras as proposicdes bicondicionais:
peq , qTr € peoT.

Pela Lei do Silogismo, a proposi¢do p <« r é consequéncia das proposi¢es p <> qe q <> r.

Dessa forma, consideraremos apenas:
pe>q e peor.

Entretanto, ndo € necessario verificar que estas quatro proposi¢fes condicionais sao

verdadeiras. Veremos a seguir que basta apenas verificar que sdo verdadeiras as proposicoes:
p—q , q—>r €1 —p.
Ou seja, mostraremos que €é valido o seguinte argumento:
p—>q , q—Tr ,T—>p F pe>q , qeoT.

Construindo a tabela verdade das premissas e da conclusao, temos:

plq|r|p—=q|q2r | T=ppeqqeoT
12linha |V |V |V V V V V V
2%linha |V |V | F vV F vV vV F
3linha |V | F |V F vV vV F F
Alinha |V | F | F F vV vV F vV
5linha |F |V |V vV vV F F F
6%linha |F |V | F vV F vV F F
7linha |F | F |V %4 %4 F %4 F
8linha | F | F | F |4 |4 % |4 vV

Podemos observar que as premissas p — q, ¢ — r e r — q sao verdadeiras na primeira e
ultima linhas e as conclusfes p «— q e g < r também sdo verdadeiras nestes casos. Logo, o

argumento é valido. Além disso, vemos que as premissas sdo verdadeiras somente quando as
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proposices p,q e r ttm o mesmo valor logico (sdo todas verdadeiras na primeira linha e

todas falsas na ultima).

A propriedade vista no exemplo anterior pode ser estendida para quatro ou mais

proposi¢des. Dessa forma, dadas as proposi¢oes p4, p2, Ps, ---, Pn, CONSideraremos:

P1 D2 P2 P3,"" »Pn-1 P Pn—P1 b DP1D2 P2DP3, " ,Pn-1DPn

Este argumento € sempre verdadeiro quando as proposi¢des py, ps, Ps3, ..., Pn tEM 0 Mesmo
valor légico (sdo todas verdadeiras ou todas falsas). Tais proposi¢cGes sdo chamadas de

proposicdes equivalentes (ou seja, p; < p;, para quaisquer i,j € {1,2,3, ..., n}).

56



3 Técnicas de Demonstracao de proposicdes

3.1 Introducao

Vamos analisar se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes proposicoes:

Proposicao 1: A soma de dois nimeros pares € um ndmero par.

Sejam m e n dois numeros pares. Vamos calcular o valor da soma m + n para alguns valores

demen.
m n |m+n
2 4 6
6 8 14
0 10 10
24 52 76
—24 | 52 28
24 | =52 | —-28

Em todos os casos analisados, vimos que m + n € um namero par e isto nos leva a acreditar

que esta “formula” sempre gera um nimero par. Assim, a proposi¢ao 1 ¢ “verdadeira”.

Proposicdo 2: Todo nimero na forma f(n) = n®* + n + 41, onde n é um nimero natural, é
um ndmero primo.
Seja n um numero natural qualquer. Vamos calcular f(n) para alguns valores de n e verificar

se 0 resultado € um numero primo.

f(0)=0%+0+41=41
f(H)=1*+1+41=43
f(2)=22+2+41=47
f(3)=32+3+41=53
f(7)=7>4+7+41=097
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£(10) = 102 + 10 + 41 = 151

Em todos os casos analisados, vimos que f(n) € um nimero primo e isto nos leva a acreditar

que esta “formula” sempre gera um nimero primo. Assim, a proposicao 2 ¢ “verdadeira”.

Nas duas proposic¢des dadas, verificamos que as mesmas sdo validas em alguns casos e
ja concluimos que elas sdo verdadeiras. Entretanto, para demonstrar que uma proposicao é
efetivamente verdadeira, devemos mostrar que ela € valida para todos 0s casos possiveis que
ela abrange, e ndo s6 para casos particulares, como fizemos. Veremos a seguir algumas

técnicas de demonstracdo que vao mostrar se uma dada proposicao é verdadeira ou falsa.

3.2 Demonstracgao de proposicoes
O estudo do operador condicional € de extrema importancia em logica, pois dada uma
proposicdo qualquer, esta sempre podera ser escrita na forma condicional. Por exemplo,

vamos considerar as proposi¢des abaixo:

: A soma de dois numeros pares € um ndmero par.

=

Vx€eR , |x|=0.

_

- Ana é feliz.

<

: Hoje é sabado.

%}

A forma condicional das proposic¢des citadas acima podem ser:

p: Se m,n sdo nimeros inteiros pares, entdo m + n € um namero par.
q: Se x é um nimero real, entdo |x| > 0.
r: Se Ana é uma pessoa, entdo Ana é feliz.

. Se ontem foi sexta-feira, entdo hoje é sabado.

%)

Assumindo esta particularidade, vamos estudar alguns casos de demonstracdo de

proposigoes.

Sejam H e T proposic¢Ges quaisquer. Mostrar que
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H=T.
significa comprovar que quando a proposicdo H (chamada de hipdtese) for verdadeira, entdo
a proposicdo T (chamada de tese, ou conclusdo) também ¢é verdadeira. Como

H = T esté na forma condicional, sempre poderemos escrever “Se H, entdo T .

Veremos dois tipos de demonstracdo de proposicdes: as demonstracfes diretas e as

indiretas.

3.2.1 Demonstracao direta

A demonstracdo direta de uma proposicio H = T envolve um conjunto de

proposicdes pq, P, P3, -, Py tais que:

H = p, ,p0 = p2,02=1D3 , . , Pn = T.

E, portanto, ao demonstrarmos que

Hﬁplip1$p21p2zp3r-"'pnﬁT'

sdo verdadeiras, é estabelecida a conclusio H = T.

Exemplo: Vamos mostrar que a proposicdo 1 dada anteriormente € verdadeira através da

demonstracéo direta, ou seja, vamos demonstrar que:
A soma de dois nimeros pares € um namero par.
Primeiramente, vamos escrever a proposic¢ao dada na forma condicional.
Se m e n s&o nUmero pares, entdo m + n € um numero par.
Hipdtese (H): m e n sd0 nimeros pares.
Tese (T): m + n é um ndmero par.

Sabemos que todo namero par é maltiplo de 2. Ou seja, se um numero inteiro qualquer x €

par, entdo podemos escrever x = 2 - k, onde k € um nimero inteiro.
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Demonstracéo:

Por definigdo de nimero par, temos:

p:m = 2-ken = 2 -1, paraquaisquer nimeros inteiros k e .
Efetuando a soma m + n, temos:

ppom+n=2-k+2-1L

psm+n=2-(k+1).
psm+n=2-c,ondec=k+1lec€el.

Assim, temos:

H=p, , p1=p2 , P2=P3 , P3=>Ds , Pa=T.

Ou seja, concluimos que m + n também é um namero par.

Portanto, a proposicao 1 é verdadeira.
Observacéo: na demonstragdo da proposi¢édo 1, indicamos quais sao as proposic¢oes py, P2, P3
e p, que fizeram parte da demonstracdo. Entretanto, para facilitar o processo, estas indicagoes
podem e serdo omitidas nas proximas proposicdes que iremos demonstrar.

Quando a implicacdo H = T é falsa, ja mostramos por tabela-verdade que:

~(H=T) © HA-~T.

Ou seja, para mostrar que a proposicdo H = T ¢ falsa, basta encontrar pelo menos um caso
em que a hipétese H é satisfeita e a tese T ndo é. Este caso é chamado de contraexemplo. Uma
vez que o contraexemplo é conclusivo em relacdo a validade da proposicdo, entendemos
também como uma técnica de demonstragéo.
Exemplo: Vamos mostrar que a proposicao 2 dada anteriormente é falsa.

Escrevendo a proposicdo dada na forma condicional, temos:
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Se n é um nimero natural, entdo f(n) = n* + n + 41 é um nimero primo.

Hipotese (H): n € um namero natural.

Tese (T): f(n) = n* + n + 41 é um ndmero primo.
Contraexemplo: Paran = 41, temos:
f(41) =412 +41+41=41-(41+ 1+ 1) = 4143, que ndo é um nlmero primo.
Assim, temos que n = 41 satisfaz a hipotese H, mas ndo satisfaz a tese T (temos H A ~T).
Portanto, a proposicéo 2 é falsa.
Observacdo: O contraexemplo sempre pode ser utilizado para mostrar que a proposicao é
falsa quando a mesma puder ser escrita sob a forma do quantificador “qualquer”, pois pelas
propriedades de De Morgan, temos que:
~[Vx, P(x)] & 3Ix, ~P(x).

No caso do exemplo anterior, temos:
~[Vn €N, f(n) =n®?+n+41éprimo] © In=41,f(n) =n?+n+ 41 nio éprimo
Exemplo: Vamos demonstrar a seguinte proposicao:

A soma de dois numero racionais € um numero racional
Escrevendo a proposi¢do na forma condicional, temos:

Sex,y € Q,entdox +y € Q.

Hipotese (H): x,y € Q.
Tese (T): x+y € Q.

Demonstragéo:

Sex,y €Q entiox =rey==,comab,c,d€Zeb#0ed#0.
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Logo, x +y ==, comm,n € Zen # 0, ouseja, x +y € Q.

Portanto, a proposic¢do é verdadeira.
Exemplo: Mostraremos que a proposi¢do abaixo é falsa:
A soma de dois nimeros irracionais € um namero irracional.
Escrevendo a proposi¢do na forma condicional, temos:
Sex,yeER—Q,entdlox+y e R—- Q.

Hipotese (H): x,y € R — Q.
Tese (T):x+y€eR—-Q.

Contraexemplo: Dados x = V2 e y = 1 — v/2, temos:
x+y=v2+(1-V2)=v2+1-v2=1¢R-Q
Como temos um caso de H A ~T, temos que a proposicao é falsa.

Exemplo: Vamos demonstrar a seguinte proposicao:

O produto de dois nimeros inteiros consecutivos € um namero par.

Escrevendo a proposi¢do na forma condicional, temos:

Se n € um ndmero inteiro, entdo o produto n - (n + 1) € um nimero par.

Hipdtese (H): n é um namero inteiro.

Tese (T): n-(n+ 1) é um nimero par.

onde m=ad+c'b e n=b-d
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Demonstragdo: Como n é um namero inteiro, entdo temos dois casos a estudar:
i) Cason é par.

Senépar,entdon = 2 - k, com k € Z. Assim:

n-n+1)=2-k-Q2k+1)=2-2 k*+k)=2"1L

Logo,n-(n+1)=2-lL,ondel=2-k*+kek €.

Portanto, n - (n + 1) € um ndmero par.

i) Cason é impar.

Sen éimpar,entdon = 2-k + 1, com k € Z. Assim:
nn+1)=Q-k+1)-2k+2)=2-2k+1)-(k+1)=2"1L
Logo,n-(n+1)=2-l,ondel=2-k*+kek€Z.

Portanto, n - (n + 1) é um namero par.

Como nos dois casos n + (n + 1) é um nimero par, entdo a proposicdo esta provada.

Nos textos matematicos € comum o termo “mostrar a proposicdo” que significa

mostrar que a referida proposicédo é verdadeira.

Exemplo: Vamos utilizar o exemplo anterior para mostrar a seguinte proposicao:

Todo quadrado de um namero inteiro impar tem a formaa8-1+ 1 com! € Z.

Escrevendo a proposi¢do na forma condicional, temos:
Se n € um ndmero inteiro impar, entdo o n? = 81 + 1, com [ € Z.

Hipotese (H): n é um namero inteiro impar.
Tese (T): n? = 8k + 1.

Demonstracdo: Se n € um ndmero inteiro impar, ou seja, n = 2k + 1, [ € Z, temos:

n?=QRk+1)?=4k*>+4k+1=4-k(k+1) + 1.
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Entretanto, pelo exemplo anterior, k(k + 1) € um ndmero par, ou seja, k(k + 1) = 21, l € Z.
Logo:
n?=4-k(k+1)+1=4-21+1=8l+1.

Portanto, n? = 81 + 1, como queriamos demonstrar.

3.2.2 Demonstracao indireta

Existem dois tipos de demonstragéo indireta:

i)  Demonstracdo por contraposicao
Neste caso, invés de mostrar a validade da proposicdo H = T, mostrar-se a validade da

forma equivalente ~T = ~H, que é a contrapositivade H = T.

i)  Demonstracdo por contradigdo (ou por absurdo)
Neste caso, para provar que H = T € verdadeira, mostra-se que H A ~T leva a uma
contradicdo (absurdo), ou seja, H e ~T ndo podem ocorrer ao mesmo tempo. Lembrando
que:
~(H—>T) & ~(TV~H) & HA-~T.

Este tipo de demonstracdo baseia-se na equivaléncia légica:

H—T & HA~T—>f,

onde f designa uma proposicao logicamente falsa; esta equivaléncia pode ser justificada pela

tabela verdade seguinte:

H|T|f|~T| HA~T |HA~T —>f|H—>T
VIV|F| F F 4 4
VIF|F |V 4 F F
F|V|F| F F |4 4
F|F|F|V F vV |4
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Com efeito, vemos que as proposicdes H — T e HA~T — f possuem tabelas-verdade
idénticas,oque mostraque H - T < HA~T — f.

Observacgéo: Pelo que foi visto, a demonstracdo por contradicdo da proposicdo H = T
consiste em deduzir uma contradi¢do qualquer, ou seja, a contradicdo que desejamos chegar é
desconhecida inicialmente. A demonstracdo por contraposi¢cdo pode ser considerada uma
demonstracdo por contradicdo, no qual a contradicdo que se deseja deduzir é conhecida:
H A ~H. Dessa forma, temos:

Demonstracao por contraposicado: suponhamos que ~T € verdadeira e devemos mostrar que

~H é verdadeira.

Demonstracéo por contradicdo: suponhamos H e ~T sdo verdadeiras e devemos deduzir

uma contradicdo qualquer.

Por esta razdo, em muitos casos, 0 método da contradicdo confunde-se com o método da

contraposicao.

Exemplo: Vamos demonstrar, por contraposicao, a seguinte proposicao:

Sen € N e n? é par, entdo n é par.

Hipotese (H): n? é par.
Tese (T): n é par.

Vamos mostrar que ~T = ~H, isto €, se n é impar, entdo n? é impar.
Por hipbtese, n € um nimero impar, ou seja, n = 2 -k + 1, com k € Z, pois, por definicéo,

todo nimero impar pode ser escrito nessa forma. Assim, temos:

n?=0Q k+1)2=4k*+4k+1=2-Q2k*+2k)+1=2-1+1, ondel = 2k? + 2k.

Logo,n? =21+ 1,com [ € Z é impar e, portanto, a proposicéo ¢ verdadeira.

Exemplo: Vamos demonstrar, por contradi¢do, a seguinte proposicéo:

Sem,n € Ntaisquem +n > 20,entdom = 10 oun > 10
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Hipotese (H): m,n € N tais que m + n > 20.

Tese (T): m =10 oun = 10.

Suponhamos que a tese seja falsa, isto é, m < 10 e n < 10.

Mas, se m < 10 en < 10, entdo m + n < 20, 0 que contraria a hipétese dada.

Portanto, devemos ter m > 10 ou n > 10.

Os dois exemplos anteriores ressaltam a importancia do método indireto para a
demonstracdo de uma proposicdo quando as tentativas de demonstragdo direta s&o
inconclusivas. Na proposicdo se n? é par, entdo n é par, temos que a hipotese é n? é par e
assim podemos escrever n? = 2 -k, com k € N e, a partir somente dessa informacéo, ndo
temos condi¢des de concluir que n € par. O mesmo ocorre na proposicao se m,n € N tais que

m+n > 20,entdom = 10 oun = 10.
Exemplo: Vamos demonstrar, por contradi¢do, a seguinte proposicéo:
/2 € um namero irracional.
Escrevendo a proposi¢do na forma condicional, temos:
Ser € Q, entdo r? # 2.

Hipdtese (H): r € Q.
Tese (T): r? # 2.

Suponhamos que a tese seja falsa, isto é, 72 = 2. Como r € Q, entdo r pode ser escrito sob a

forma de fracdo irredutivel r = 5, com p, q € Z e primos entre si. Temos que:

Logo, p% é um ndmero par, 0 que nos da que p é um nimero par (ja provamos este fato

anteriormente). Dessa forma, podemos escrever p = 2 - n, com n € Z. Assim:
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pt=2-q> = (2n)?=2¢* = m?*=2¢>* = ¢*=2n* = ¢*=2l, l€eL

Logo, g% é um nlmero par, 0 que nos da que g € um ndmero par.
Concluimos que p e g sdo nameros pares, 0 que € um absurdo, pois por hipotese p e q sédo
primos entre si.

Portanto, devemos ter r2 # 2, 0 que nos da que v'2 é irracional.
Exemplo: Vamos demonstrar, por contradi¢do, a seguinte proposicao:
A soma de um numero racional com um namero irracional € um nimero irracional.
Escrevendo a proposi¢do na forma condicional, temos:
SexeQ e yER—-Q, entdox+yeR-Q
Hipdtese (H): x e Qey € R— Q.
Tese (T):x+y€ER—Q.
Suponhamos que a tese seja falsa, isto €, x +y € Q.
Sabendo que se x € Q entdo —x € Q e que a soma de dois nimeros racionais € um nimero
racional entdo:
X+yEQR, —x€Q = x+y+(—x)EQ = yeQ

0 que é um absurdo, pois y € R — Q. Logo, devemos ter x + y € R — Q.

Exemplo: Vamos demonstrar, por contradicdo, a seguinte proposicao:

Se um numero inteiro n > 0 ¢é um quadrado perfeito, entdo n + 2 ndo é um quadrado

perfeito.

Hipotese (H): n > 0 e n é um quadrado perfeito.

Tese (T): n + 2 ndo é um quadrado perfeito.
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Por hipdtese, n é um quadrado perfeito e, assim, podemos escrever n = k?, com k € Z* e
k < n. Agora, suponhamos que a tese seja falsa, ou seja, que n + 2 é um quadrado perfeito.
Assim, podemos escrever n+2 =1? com [ €Z* e l<n e, além disso, k <1, pois

n <n+ 2. Logo:

n =k | = w=t-2 > #-r=2 =
2 2 - -
n+2=01° = n=10"-2

= (k+D-(k-D=2
Como k + I < k + [, entdo a Gltima expressdo obtida nos d& o seguinte sistema:

k—1=1  *73

{k +1=2 K =
A solucdo encontrada no sistema nos da uma contradicéo, pois k,l € Z*.
Portanto, devemos ter que n + 2 ndo € um quadrado perfeito, 0 que mostra que a
proposicédo é verdadeira.
Algumas proposicdes podem ser escritas na forma “H, se, e somente se, T”, ou seja:

H T

Isso significa que as proposi¢cbes H = T e H < T devem ocorrer a0 mesmo tempo. Assim,
para que a proposicdo H < T seja verdadeira, devemos mostrar que ambas as implicacfes

H = T e H < T sao verdadeiras, 0 que recai nas técnicas aqui estudadas.
Exemplo: Vamos demonstrar a seguinte proposicao:

O guadrado de um namero natural x é impar se, e somente se, x € impar

Hipdtese (H): x? é um nimero impar.

Tese (T): x € um numero impar.

Vamos demonstrar as seguintes implicagdes:

H = T: Se x? é um nimero impar, entdo x é um ndmero impar.

H < T: Se x € um nimero impar, entdo x? é um nimero impar.
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Demonstracéo:

(=) Vamos mostrar que a contrapositiva ¢ verdadeira, ou seja, “Se x ndo é impar, entdo x?

ndo é impar”. Se x ndo é impar, entdo x € pare x = 2 - m, com m € Z. Assim, temos:

x2=2-m?=4m?*=2-2m*»)=2'n, neL

Logo, x2 = 2+-n, comn = 2m?, ou seja, x2 é par. Portanto, x? ndo é impar, como queriamos

demonstrar.
(&) Se x € impar, entdo x = 2-m + 1, com m € Z. Assim, temos:

=2 m+1)2=4m*+4m+1=2-2m*+2m)+1=2-n+1, neL
Logo, x?2 = 2-n+ 1, comn = 2m? + 2m, ou seja, x? é impar.
Portanto, x2 é impar, como queriamos demonstrar.
Como mostramos que H =T e H < T sao verdadeiras, estd justificada a validade da
proposicao.

Exemplo: Vamos demonstrar a seguinte proposicao:

Um namero natural n é diferenca de dois quadrados se, e somente se, n é impar ou n é

multiplo de 4.

Hipotese (H): n € N é a diferenca de dois quadrados.

Tese (T): n é impar ou n € multiplo de 4.

Vamos demonstrar as seguintes implicagdes:

H = T: Sen € N é a diferenca de dois quadrados, entdo n é impar ou n € maltiplo de 4.

H < T: Se n é impar ou n € multiplo de 4, entdo n € N é a diferenga de dois quadrados.

Demonstracéo:
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(=) Se n ¢ a diferenca de dois quadrados, entdo podemos escrever n = a? — b2, com
a,b € Z e a = b. Vamos analisar 0s seguintes casos:
i) ae b sdo pares.

Neste caso, a = 2k e b = 21, com k,l € Z e assim:

n=0Qk)?— QD2 =4k?— 412 =4- (k2 —12) = 4-m.

Logo, n = 4 -m, comm = k? — [ e m € Z, 0 que mostra que n é maltiplo de 4.

ii) ae b sdo impares.

Neste caso,a =2k +1eb =21+ 1,comk,l € Z e assim:

n=0QRk+1)?—-QI+1)?=4k? +4k+1— (41> + 41+ 1) = 4k* + 41> + 4k + 4l =
=4-(k>+1?+k+1)=4-m.

Logo,n =4-m,comm = k? + 1> + k + l e m € Z, 0 que mostra que n é multiplo de 4.

iii) a é pare b é impar.

Neste caso, a = 2keb =21+ 1,comk,l € Z e assim:

n=0Qk)Z?—-QI+1)2=4k? - (412 +4l+1) =4k* - 41> -4l -1 =
=2-2k?=-21?-2D)—-1=2-m+ 1.

Logo,n=4-m—1,comm = 2k? — 212 — 2l e m € Z, 0 que mostra que n é impar.

iv) a é impar e b é par.

Neste caso,a = 2k +1eb = 2l,comk,l € Z e assim:

n=0QRk+1)2-QD?*=4k* +4k+1—-41> =4k? — 41> + 4k + 1 =
=2-(2k?-21?+2k)+1=2-m+ 1.

Logo,n =4-m+ 1,comm = 2k?—21% + 2k e m € Z, 0 que mostra que n é impar.

Portanto, n é impar ou multiplo de 4, como queriamos demonstrar.
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(<) Sen é impar, entdo n = 2k + 1, com k € Z. Assim:

n=2k+1=k*—k*+2k+1=k*+2k+1—k?*=(k+1)*> —k? =a®*— b=
0

Logo,n =a?—b?,coma=k+1eb=keab€L.

Agora, se n é multiplo de 4, entdo n = 4k, com k € Z. Assim:

n=4k=k*—k*+1—-1+4+2k+2k=(k*+2k+1)—(k* -2k +1) =
0 0 4k

= (k+1)? = (k — 1) = a? — b2,

Logo,n =a?—b? coma=k+1eb=k—1ea,b €L
Portanto, n é a diferenca de dois quadrados, como queriamos demonstrar.

Portanto, a proposicéao é verdadeira.

Observacdo: Quando uma proposicao bicondicional H < T é falsa, significa que uma das
implicagbes H = T ou H < T mas ndo ambas, é falsa. Para isto, basta apenas apresentar um

contraexemplo tal que H é verdadeira e T é falsa, ou que H é falsa e T é verdadeira.
Exemplo: Mostraremos que a proposicao a seguir € falsa:

O nimero n € um inteiro impar se, e somente se, 3n + 5 € par.

Contraexemplo: De fato, se 3n + 5 é par, entdo podemos escrever, por exemplo, que 3n +
5=0, 0 que nos da que n = —g, que ndo é par (neste caso, temos que H é falsae T €

verdadeira).

Portanto, a proposicdo dada é falsa.

3.2.3 Demonstracao da proposicdo H = (T ouT,)

Para demonstrar uma proposi¢cdo do tipo H = (T,ouT,), podemos utilizar a
demonstracdo direta vista anteriormente. Entretanto, em muitos casos é recomendado
demonstra-la indiretamente, bastando provar (H e ~T;) = T, ou (H e ~T,) = T, uma vez
que:
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H_)(T:lVTz) (=4 (H/\"’Tl)_>T2 = (H/\"'Tz)_)Tl

Utilizando o que foi visto nas tabelas-verdade dos conectivos ldgicos, vamos demonstrar a
primeira das equivaléncias acima (a demonstracao da segunda é analoga):

& ~HACTA~T)] & ~[HA~TH)A~T;] & ~HA~T) — ~(~T3)

(= H/\~T1_>T2

Como aplicagdo desta técnica, consideremos o seguinte
Exemplo: Vamos demonstrar a seguinte proposicao:
Sex,yeERex-y=0,entdox =00uy =20
Hipotese (H): x,y E R, x -y = 0.
Tese: (T;):x =00u(T,):y=0.
Mostraremos que (H e ~Ty) = T,.

De fato, se H e ~T; sdo verdadeiras, entdo x -y = 0 e x # 0. Como x # 0, entdo existe % tal
que:

1
xy=0 = —(y)=-0 = (Lx)y=0 = 1y=0 = y=0.

Assim, T, é verdadeira, 0 que mostra que (H ¢ ~T;) = T, é verdadeira.

Portanto, a proposic¢do é verdadeira.

3.2.4 Demonstracao por equivaléncia

Algumas proposicdes bicondicionais que apresentam igualdades ou desigualdades, as
implicacbes = e <= podem ser demonstradas ao mesmo tempo. Neste caso, partiremos da
proposicdo dada e, por meio de operacOes equivalentes, chegaremos a uma expressao que
pode ser classificada como verdadeira ou falsa, o que concluira o valor 16gico da proposicao

dada inicialmente. Este processo é chamado de demonstracdo por equivaléncias.
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Exemplo: Mostraremos que v4 + 2v3 = 1 ++/3.

De fato, temos:

/4+2\/§=1+\/§<=></4+2\/§) =(1+V3) ©@4+2V3=1+2V3+3=0=0

Como a igualdade 0 = 0 é verdadeira, entdo a proposicao dada também € verdadeira.
Exemplo: Dado n € N, consideremos a sequéncia numerica

n n+1
n+1’ n+2

o w

7
) 8 ) )

I
wil N
Uil
o v
N o

Podemos verificar, por inspecdo, que tal sequencia é estritamente crescente, mas isto se

confirma se provarmos para todo n € N que:

n n+1
<_
n+1 n+2

)

gue faremos tomando os seguintes desenvolvimentos

n n+1
<
n+1 n+2

e nn+2)<(n+1)? & nf+2n<n?+2n+1 © 0<1

Como a desigualdade 0 < 1 é verdadeira, entdo a proposicdo dada também é verdadeira.
Observacdo: Neste tipo de demonstracdo, devemos tomar o cuidado de que as expressdes
obtidas ap0s cada operacdo s@o equivalentes entre si, ou seja, as implicacdes = e < devem
ser verdadeiras em todas as etapas.

Exemplo: Verificaremos se a proposicao abaixo € verdadeira.

x=3 & x2-9=0.
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Pelo que vimos, escrevemos:
x=3 & (X)?=0B)? © x*=9 & x*2-9=0.

Entretanto, a equivalénciax =3 < x2 = 9 ndo é verdadeira.

De fato, para que a equivalénciax =3 < x? = 9 seja verdadeira, devemos ter:

A primeira implicacgdo é verdadeira, pois basta elevar ao quadrado ambos os membros da

equacdo. Ja, na segunda implicacdo, temos:

x2=9 = Jx2=V9 = |x|=3 = x=+3.

Logo, x2 =9 = x = +3, ou seja, a implicacdo é falsa, o que tornax = 3 < x? = 9 falsa.

Portanto a proposicao dada é falsa.

Exemplo: Vamos demonstrar seguinte proposicao:

No plano cartesiano, a menor distancia entre dois pontos é o caminho da diagonal.

-----------------------------------------------

_______________________________________________

Figura 3.1 Distancia entre os pontos A e B

Em outras palavras, esta proposi¢do pede que, no triangulo retangulo ABC abaixo (reto em C),

sejavalidoque z < x + y.
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Figura 3.2 Triangulo retangulo ABC

De fato, aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC, temos:

z? = x? +y2,

Entretanto, sabendo que x e y sdo nUmeros reais positivos, podemos escrever:

zZ2=x+y’<x?+y*+2-x-y=(x+y)>
E, novamente, pelo sinal positivo de x e y,

z22< (x+y)? & \/;<w/(x+y)2 S z<x+y.

Portanto, z < x + y, 0 que mostra que o caminho da diagonal é o menor.

Exemplo: Mostraremos por equivaléncia que, em Geometria Analitica, a distancia entre dois

pontos A(x4,y4) € B(xg,yg) € dada por:

dup = \/(XB —x0)* + (yp — ya)?

Demonstracdo: Geometricamente, temos:
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A

YB

Ya

—
XA XB X

Figura 3.3: Distancia entre dois pontos

Pela figura, temos um triangulo retangulo de hipotenusa d e catetos m e n tais que d = dj,

m = xg — x4 en = yg — yu. Aplicando o Teorema de Pitégoras, temos:

d*?=m*+n* & (dp)*=@s—x)°+0s—y1)?* &

& V) =VlE —x)2+ s —ya)? &

S dyp = \/(xB —x4)% + (g — ya)?

Logo, dap = +/ (xg — 24)2 + (¥ — ¥4)?, 0 que conclui a demonstragéo.

Observacao: Podemos notar que a equivaléncia

V(@ap)2 =y (g —x0)2 + (5 —Ya)? & dag =~/ (x5 — x2)2 + (¥5 — Ya)? .

é vélida pois a implicacdo = dispensa 0 médulo, uma vez que d,g € sempre um nimero

positivo (ou zero, quando A = B).

Os resultados sobre existéncia de certos entes (nimeros, func@es, etc.) ou de existéncia
de propriedades sdo corriqueiros no desenvolvimento de uma teoria matematica. Contudo, em
alguns casos, a existéncia pode ser garantida mesmo sem exibir o ente procurado, como

mostra 0 exemplo interessante a seguir:

Exemplo: Existem niimeros irracionais a e b tais que a” é racional.
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V2 .
Tomemos a = b = V2. Neste caso, temos a? =+/2 °, que pode ser um ndmero
. o V2o, x e V2,
racional ou irracional. Se v2 = é racional, entdo a proposicio ja estd mostrada. Se V2~ é

] ] . V2
irracional, entdo vamos tomar a = V2 e b = /2. Dessa forma, temos:

NGl 2
@ =(7%) = (™= (2™ = (2" = (2 =2

ou seja a? é um namero racional. Portanto, existem a e b irracionais tais que a” ¢ racional.

3.2.5 Principio de Inducdo Matematica

O Principio de Inducdo Matematica € uma ferramenta muito poderosa para as
verificacbes de propriedades matematicas cujo agente (variavel principal) € um numero
natural. Dado n € N, vamos designar por P(n) uma proposicao referente a variavel natural n.

Por exemplo,
P(n): "Sen € N, entdon®* > n",
P(n) : "Todo nimero natural n é primo",

n-(n-—3),

P(n) : "0 nimero de diagonais de um poligono de n lados é 5

Agora, vamos supor que temos uma fila de dominds em pé. O que devemos fazer para

garantir que todas as pecas da fila cairdo apenas empurrando a primeira peca da fila?

Este “desafio” é chamado de efeito-domind, e podemos garanti-lo, se seguirmos 0s

seguintes passos:
) Derrubar o primeiro domind.

i) Supor que um domin6 “d” qualquer da fila possa ser derrubado a partir do

primeiro domino.

iii)  Garantir que, se este domin6é “d” ¢ derrubado, entdo ele pode derrubar o

domino seguinte.
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A partir desta abordagem intuitiva e formalmente, através do Principio da Boa Ordem
(todo subconjunto de N possui um elemento que € o menor de todos), podemos enunciar 0

Principio de Indu¢do Matematica:
Para mostrar que um nimero n € N satisfaz uma propriedade P(n), devemos:
i) Mostrar que P(1) é verdadeira (P(1) é chamada de Condic&o Inicial).

i) Supor que a propriedade é verdadeira para n = k (com k € N), ou seja, que

P (k) é verdadeira (esta suposicao é chamada de Hipotese de Inducéo).

i) Mostrar que a propriedade é verdadeira paran = k + 1, ou seja, que P(k+ 1) ¢

verdadeira, a partir de P(k) ser verdadeira.

Exemplo: Mostraremos que a seguinte proposicao € verdadeira:

n-(m+1)
VnEN,1+2+3+---+n=—2 .
) Designemos por
n-(n+1
Mostraremos que P (1) é verdadeira.
De fato,
1-(1+1
P(1): 1= ¥
2
é verdadeira.
i) Suponhamos que P (k) é verdadeira, ou seja:
k-(k+1)
vk eN | 1+2+3++k=T
Hipotese de Indugao

i) Suponhamos que P(k + 1) € verdadeira, ou seja:

(k+1)-(k+2)
> .

VkeN , 1+2+3++k+(k+1)=
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De fato,

1+2+3++k+(k+1)=1+2+3++k+k+1=

Hipotese de Indugdo

k-(k+1) k-(k+1)+2k+2 k*+3k+2

C(k+ 1) (k+2)
a 2

(k+1)-(k+2)
> .

14243+ -+k+(k+1)=

Logo, mostramos que a expressao é verdadeira paran = k + 1.

Portanto a expressdo é verdadeira, Vn € N.

Exemplo: Vamos demonstrar a seguinte proposicao:

A soma do n primeiros numeros pares € igual ao quadrado de n.
) Designemos por

P(n): vne€N , 1+3+5+ -+ (2n—1) =n?
Mostraremos que P (1) é verdadeira.
De fato,
P(D: 1=1%

é verdadeira.

i) Suponhamos que P (k) é verdadeira, ou seja:

VkeEN , 1+3+5+-+(2k—1) =Kk~

Hipotese de Inducdo

i) Suponhamos que P(k + 1) é verdadeira, ou seja:

VkeEN , 1+3+5++Qk—1)+Q2k+1)=(k+1)>=
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De fato,

1+3+5++Qk—1)+@k+1)=14+3+5+-+ 2k—1)+ 2k +1) =

Hipotese de Inducao

=k*+k+1=(k+1)>%
14+3+5++QRk—1)+ 2k+1) = (k + 1)2
Logo, mostramos que a expressao é verdadeira paran = k + 1.

Portanto a expressdo é verdadeira, Vn € N.

Observagdo: A condicédo inicial P(1) néo significa que a expressdo dada deve ser
verificada para n = 1, e sim para o primeiro natural n tal que a expresséo faz sentido. Assim,

0 Principio de Inducdo Matematica pode ser enunciado da seguinte forma:

Para mostrar que um nimero n € N satisfaz uma propriedade P(n), a partir de

ny, < n, devemos:
) Mostrar que P(n,) é verdadeira.

i) Supor que a propriedade é verdadeira para n = k (com k > n,), ou seja, que
P (k) é verdadeira.

iii) Mostrar que a propriedade ¢ verdadeira paran = k + 1, ou seja, que P(k+1)¢€

verdadeira, a partir de P(k) ser verdadeira.

Analisaremos esta situacdo nos proximos exemplos:
Exemplo: Vamos demonstrar a seguinte proposicao:
Para qualquer nimero natural n > 3, é valido que n! > 2™,
Em linguagem matematica, escrevemos:
) Designemos por
P(n): VvneN e n>3 , n!>2™
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Neste caso, n, = 4. Mostraremos que P(4) é verdadeira.
De fato,
P(4): 4! =24 > 16 = 2%,
é verdadeira.
i) Suponhamos que P (k) é verdadeira, ou seja:
VvkeN e k>3, k! >2k
i) Suponhamos que P(k + 1) é verdadeira, ou seja:
VkeN e k>3, (k+1)! > 2k,
De fato,

(k+1)!=(k+1)-lg>(k+1)-2k32-2’<=2’<+1.
H.I *

Em x, utilizamos que k + 1 > 2, pois k > 3.
(k + 1)! > 2k+1,
Logo, mostramos que a expressao € verdadeira paran = k + 1.

Portanto a expressao € verdadeira, Vn € N.

Exemplo: Vamos demonstrar a seguinte proposigéo:
Para qualquer nimero natural n, 9 divide 4™ + 15n — 1.
Em linguagem matematica, escrevemos:
P(n): YvneN , Ja€Z , 4"+ 15n—1=9a
) Neste caso, n, = 0. Mostraremos que P(0) é verdadeira.
De fato,

P(0): 4°+15-0—-1=9-0,
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é verdadeira.
i) Suponhamos que P (k) é verdadeira, ou seja:

VkeN , 3beZ , 4" +15n—1=9b.

Hipétese de Indugao

iii) Suponhamos que P(k + 1) é verdadeira, ou seja:
VkeN , 3c€Z , 4**1 +15(k+1)—1 =9c.
De fato,
4+ 4 15(k+1)—1=4-4* + 15k + 14 =

=4-4%+4-15k —3-15k+18 -4 =

15k 14

=4(4%+15k—1)—3-15k + 18 =

Hipotese de Inducdo

=4-9b+9(-5k+2) =
=9(4b -5k +2) =
= 9c.
A1 4+ 15(n+1)—1=9c , onde ¢ = 4b — 5k + 2.
Logo, mostramos que a expressao € verdadeira paran = k + 1.

Portanto a expressao € verdadeira, Vn € N.

3.3 Teoremas, corolarios e lemas

3.3.1 Teorema

Muitas vezes, ao se desenvolver uma teoria matematica, € comum enunciar e
demonstrar vérias proposi¢oes. Entretanto, aquela proposicdo demonstrada verdadeira e que

merece maior destaque sobre as outras devido a sua importancia e sua aplicagdo como
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ferramenta no desenvolvimento posterior desta teoria recebe o nome de Teorema. As

proposigdes abaixo sdo exemplos de teorema.

/2 é um namero irracional.
A soma dos angulos internos de um triangulo é 180°.
O volume de uma piramide qualquer é igual a terca parte do produto da medida da area de
sua base pela altura.
Se A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem, entdo o determinante do produto de A por

B é igual ao produto do determinante de A pelo determinante de B.

Alguns teoremas possuem demonstracdo simples. Além dos ja citados, um dos
teoremas mais famosos em Matemaética, o Teorema de Pitagoras, tem facil demonstracéo, uma
vez que ele é enunciado e demonstrado na maioria dos vérios livros didaticos do Ensino
Fundamental e Meédio. Entretanto, alguns teoremas utilizam conceitos e ferramentas
extremamente complexas e sdo apenas enunciados, sem demonstracdo. Um exemplo disso é o
Teorema de Fermat-Wiles, ja citado anteriormente: ele foi escrito por Pierre de Fermat no
século XVII e, ap0s varias tentativas infrutiferas dos matematicos da época, foi demonstrado
por Andrew Wiles em 1994 (300 anos depois), que utilizou conceitos matematicos bastante

sofisticados em sua demonstracao.

3.3.2 Corolario

O corolario € uma proposicdo que resulta de um teorema provado anteriormente.
Dessa forma, o corolario é uma consequéncia imediata de um teorema. Em geral, sua
demonstracdo € de facil verificacéo.
Exemplo: Vamos demonstrar o teorema e o corolario a seguir:

Teorema: A soma de trés nimeros inteiros positivos consecutivos € um namero maltiplo de 3.

Demonstragdo: Sejam x, x + 1 e x + 2 trés numeros inteiros positivos consecutivos. Temos:
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x+x+1)+(x+2)=3x+3=3-(x+1)=3"k , k€L

Logo,x+(x+ 1)+ (x+2)=3-k ,comk =x+1.

Portanto, a soma de trés nimeros inteiros positivos consecutivos € um numero multiplo de 3.

Corolario: A soma de trés nimeros inteiros positivos consecutivos ndo € um numero primo.

Demonstragdo: De fato, do teorema anterior, a soma de trés ndmeros inteiros positivos
consecutivos € um nimero mualtiplo de 3. Logo, a soma de trés nimeros inteiros consecutivos

ndo pode ser um numero primo, como queriamos demonstrar.

3.3.3 Lema

O lema e uma proposicdo preliminar que € utilizada na demonstracdo de um teorema
para ndo tornar sua demonstracdo muito extensa. Em geral, eles sdo enunciados e

demonstrados antes da demonstracao do teorema.

Podemos exemplificar retomando o resultado sobre a irracionalidade de v2. Vimos
que sua verificacdo usa fortemente (e varias vezes) o resultado “n € Nen? épar = néé
par”. Assim sendo, para uma sequencia ideal da demonstracdo do resultado, recomenda-se a

organizacgéo seguinte:

Lema: Se n € N e n? é par, entdo n é par.

Teorema: v/2 é um namero irracional.
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Consideracoes finais

Mesmo no ensino basico, entendemos a linguagem matematica com um minimo de
refinamento, ser essencial para o entendimento de um texto matematico, para que o resultado
ali descrito possa ser apreciado em sua totalidade, quanto a precisdo, amplitude e visibilidade
de generalizacdes. Neste sentido, este trabalho procura ser um material de apoio para o

professor organizar seu trabalho focalizando também este objetivo.

As técnicas de demonstracBes aqui desenvolvidas ndo tem a pretensdo de esgotar todos
0s modelos, até porque, julgamos nao ser possivel fazer a classificacdo de todas. A
demonstracdo Matematica € uma arte que exige criatividade e adequacdo a cada situacao
explorada. Contudo, muitos exemplos sdo acessiveis aos iniciantes na area. Alem disso,
entendemos o material apresentado como um planejamento e contribuicdo para o
conhecimento cientifico do professor na area, uma vez que o instiga 0 mesmo a provar as
teorias matematicas que devem ser ensinadas na sala de aula, ao invés de meramente utilizar

formulas e “macetes” para se resolver situagdes-problema propostas.
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f)
9)
h)

)

Apéndice

A. Exercicios Propostos

Vamos verificar quais oracdes abaixo sdo proposicdes:
O gato é um animal.

O lucro do Banco X foi de 5 bilhGes de reais em 2006.
Jodo faltou a escola ontem.

Jodo faltou a escola ontem?

Cale-se, por favor!

Maria ganhou um carro, uma moto e uma casa de presente de aniversario.

Parabéns pra vocé!
Acorda pra vida, menina.
Silvio Santos é um jogador de futebol.

O professor de matematica € bonito.

Considerando as proposicoes abaixo:
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p: Jodo é rico.

q: Maria é feliz.

Determine cada uma das proposi¢des compostas abaixo:

~p.
~q.
pAg.

pVgq.

Considerando as proposicoes:

f)
9)
h)
i)
)

~(~p).
~(~q).
~p Aq.
pV~q.

~pV~q.
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p: Ana é bonita.
q: Bia é cantora.

r: Daniel ndo é valente.

Determine cada uma das proposi¢des compostas abaixo:

a p—q.

b) g — .

c) p—or.

d p—~q.
e) ~q —r.

f) ~r— ~p.
9 peaq.

h) g & r.

) per.

) re~q

K) ~q .

) ~p e ~r.
m) p — (g AT).
n (pve —r.

0) ~r < (~qA~p).

4. Considere as proposic¢oes abaixo:
p: Esta ensolarado.
q: Estéa chovendo.
r: A grama esta umida.

Determine simbolicamente cada uma das proposi¢des compostas abaixo:
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f)
9)
h)

)

f)
9)

Se esté ensolarado, entéo ndo esté chovendo.

Se esta chovendo, entdo ndo esté ensolarado.

Se a grama estd Umida, entdo esta chovendo.

Se a grama ndo estd Umida, entdo ndo esta chovendo.

A grama estd Umida se, e somente se, esta chovendo.

A grama esta Umida se, e somente se, nao esta ensolarado.

Se a grama esta Umida, entdo esta chovendo e ndo esta ensolarado.

Se ndo estd chovendo e esté ensolarado, entdo a grama esta umida.

A grama ndo esta Umida e ndo esta chovendo se, e somente se, esta ensolarado.

N&o esta ensolarado se, e somente se, a grama estad imida ou esta chovendo.

Construa a tabela-verdade das seguintes proposicoes.
~PA\Q.

pV ~q.

(rVvaq)yV(~p).

r—a) —aq

pAg) = (V.

pA(gVT).

(P A~q) A(rv~r).

Complete a tabela verdade das proposi¢fes compostas abaixo e classifique-as em

tautologias, contradicdes ou indeterminacdes.
((pv @) — ~p) = (@ Ap).
~(pVvV @) < (~pAr~q).

~(~pAq) & (~pV ~q).

Construa uma tabela-verdade para demonstrar cada uma das seguintes
propriedades:



f)
9)
h)

)

Propriedades Idempotentes.
Propriedades de Absorcao.
Propriedades Comutativas.
Propriedades Associativas.

Propriedades Distributivas.

Escreva cada proposi¢do a seguir em linguagem simbdlica classifique-a em
verdadeira ou falsa.

p: O mddulo de um numero inteiro qualquer é sempre positivo.
q: Qualquer numero racional € sempre menor que 0 seu quadrado.

r: O quadrado do seno de um numero real somado com o quadrado do cosseno
desse mesmo numero € sempre igual a 1.

s: Existe um nimero natural cuja raiz quadrada ndo é maior que zero.

t: Existe um Unico nimero inteiro cuja raiz quadrada é igual ao proprio nimero.

Classifique em verdadeira ou falsa cada uma das proposicoes (se conveniente,
estude a negacdo da proposicdo dada).

VxeR, x+2<x+3.
VxeER, x> -5x+6=0.
IxeR, x> —-5x+6=0.

vxeN, 2" >n!

Vx €N, x?+ x + 41 é um ntimero primo.
Vx€Z, Ay E€Z, x+y =x.

dx€Z, Vy€EZ x+y=x.

Vx€Z, Ay €Z x—y=0.

dx€Z, Vye€Z x—y=0.

VXEZ, Vy€EZ x*+y?=0.
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)

10.

b)

d)

Ix€Z, Ay EZ x*+y*=0.

Vx€E€Z, VyEZ x>youx<y.
Ix€Z, Vy€EZ y=x>

Ax € Z* , Yy € Z, x divide y.

Ax € Z* , Yy € Z*, x divide y e y divide x.
VXEZ, Vy€EZx*—xy+y?>0.

Vx €Z, Vy € Z,x> + y? < 36.

vx € R, 3y € R x? +y? = 36.

vxeN, vyeN,3zeN,(x +y)? =z

3xeN, 3yeNVzeEN,(x +y)? =2z

Analise a validade dos seguintes argumentos:

Se eu estudar entdo ndo serei reprovado em matematica.
Se eu ndo jogar basquete entdo estudarei.

Fui reprovado em matematica.

CONCLUSAO: Joguei basquete.

Se gosto de matematica entdo estudarei.
Ou estudo ou sou reprovado.

CONCLUSAO: Se eu reprovo entéo nfo gosto de matematica.

Se Londres néo fica na Dinamarca ent&o Paris ndo fica na Franca.
Paris fica na Franca.

CONCLUSAOQ: Londres fica na Dinamarca.

Se ndo chover eu ndo tomo banho.

Choveu.
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CONCLUSAO: Tomei banho.

e) Se eu vou as compras entdo ndo faz sol.
Se lavo o carro faz sol.
Lavei o carro.

CONCLUSAO: Nao fui as compras.

f) No aniversario de minha esposa trago-lhe flores.
E aniversario de minha esposa ou eu trabalho até tarde.
Eu ndo trouxe flores para minha esposa hoje.

CONCLUSAO: Hoje trabalhei até tarde.

11. Dadas as premissas abaixo, mostre que x = 0.
i) Sex #0,entdox =y.
i) Sex =y, entdo x = z.

i) x#z

12. Analise a validade dos seguintes argumentos:

a p—q, r—~q, F r— ~p.

b) t—>r , tAv , ~r F s.

) p—~q , q—~r , pV~r F ~qV-~r.

d g—~p , ~(~p) + q.

13. Verifique se cada proposicao abaixo é verdadeira ou falsa. Se for verdadeira, faca a
demonstracéo utilizando a técnica mais apropriada. Se for falsa, apresente um
contraexemplo:

a) O produto de dois nUmeros impares € um ndmero impar.
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f)
9)
h)

14.

15.

16.

17.

18.

Se n? + 1 é um nlmero impar, entdo n é um nimero impar.

O produto de dois numeros irracionais € um ndmero irracional.

Todo namero par é maltiplo de 6.

Todo nimero mdaltiplo de 6 é par.

Para quaisquer nimeros reais x e y, 0 nimero x? — 4xy + 4y? nunca é negativo.

Paraqualquerx ER, 4<x? <9 2<x < 3.

Paraqualquerx € R, , Jx+y=vx+,/y & x=0 ou y=0.

Dé contraexemplos para as seguintes proposicoes:

Toda figura geométrica com quatro angulos retos € um quadrado.
No espaco, se duas retas ndo se encontram, entdo elas séo paralelas.
Se um numero real ndo é negativo, entéo ele é positivo.

O nimero n € um inteiro par se, e somente se, 3n + 2 é par.

Demonstre a seguinte proposi¢éo:

Se f: R} - R, tal que f(x) =log,x, a € R}, entdo f(x-y) =f(x) + f(y),
Vx,y € R}.

Mostre, por demonstracdo direta, que o produto de trés inteiros consecutivos é par.

Mostre, por demonstracdo direta, que a soma de um inteiro e seu cubo é par.

. n . , . . . ~ 1
Mostre, por equivaléncia, que se x € inteiro positivo, entdo x +— > 2.
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B. Solucéo dos Exercicios Propostos

1. S&o proposicOes as oragdes dos itens a), b), ¢), ), 1), j).

a) ~p: Jodo nao rico.

b) ~q: Mariando é feliz.

C) pAq: Jodo éricoe Maria é feliz.

d) pvgq: Jodo éricoou Maria é feliz.

e) pVq: OulJodo érico ou Maria é feliz.

f) ~(~p): Na&o é verdade que Jodo ndo é rico. (Ou seja: Jodo € rico).

g) ~(~q): Nao é verdade que Maria ndo é feliz. (Ou seja: Maria é feliz).
h) ~pAq: Jodo ndo érico e Maria é feliz.

i) pV~q: OulJodo érico ou Maria ndo é feliz.

) ~pV~q: Jodondo é rico ou Maria néo é feliz.

a) p— q: SeAnaé bonita, entdo Bia é cantora.

b) q — r: Se Bia é cantora, entdo Daniel ndo é valente.

c) p — r: Se Anaé bonita, entdo Daniel ndo ¢ valente.

d) p — ~q: Se Anaé bonita, entdo Bia ndo é cantora.

e) ~q — r: Se Biando é cantora, entdo Daniel ndo é valente.

f) ~r— ~p Se Daniel é valente, entdo Ana néo é bonita.

g) p < q: Anaé bonita se, e somente se, Bia € cantora.

h) q < r: Biaé cantora se, e somente se, Daniel ndo é valente.

i) p <> r: Anaébonitase, e somente se, Daniel ndo € valente.

) r < ~q: Daniel é valente, e somente se, Bia ndo é cantora.

k) ~q < r: Bianao é cantora se, e somente se, Daniel ndo é valente.

) ~p < ~r: Anando é bonita se, e somente se, Daniel é valente.

m) p — (q Ar): Se Ana é bonita, entdo Bia é cantora e Daniel ndo é valente.
n) (pVvq)—r: SeAnaébonitaou Bia é cantora, entdo Daniel néo é valente.
0) ~r < (~q A ~p). Daniel € valente se, e somente se, Bia ndo € cantora e Ana nédo

¢ bonita.
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a) p—~q.

b) g — ~p.

c) r—aq.

d) ~r — ~p.

e) r<q.

f) re—~p.

9 r— (qA~p).
h) (~qAp) —~r.
) (~rA~q) <p.
) ~peVve.

5.
a) ~pAgq.
b) pv~q.

) (pvaq)V(~p).

plq|~pr|~PNAq
VIV F]| F
VIFI|F]| F
Flviv] v
FIFl|v] F
Plq|~q|pV~q
vVIivVIF] v
VIFIv] v
FIlV|F| v
FIFlv] v
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~p| (VY (~p)

F

p|lqaipVvyq

d (®—q —q.

|4
F

plqlp—q|(@®—q) —q

e) (pAgq) & (pVa).

plq|pAq|pVqg|(@Aq) — (PVQq)

f) pA(qVvr).
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plq|r|qVr|pA(qQVr)

9 @A~ A@V-~r).

~r | pA~q | TV~ | (pA~q)A(rV ~r)

F

F

4
F

F

|4

~q

piq|T

ViV V| F

VIV|F| F

VIF |V |V

VIF|F|V

F\|\V|V|F

F|\V|F| F

F|\F|V |V
F|F|F|V

6.

a) (pvaq) — ~p) — (qAD).

((pvq) — ~p) — (qADp)

qAp

~p | (V@) — ~p

p|q|qVvp
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Como a tabela-verdade da proposicdo ((pV q)) — ~p) — (q Ap) apresenta
valores ldgicos verdadeiros e falsos, entdo a proposicdo dada é uma

indeterminagé&o.

b) ~(pVq) & (~pA~q).

plq|~p|~q|pVq|~@VqQ|~pA~q|~{pVq) > (~pA~q)
VIV F|F| Vv F F v
VIFIF|lVv ] v F F v
FIlVIVI|F| v F F v
FIFlv]|Vv ]| F 4 4 v

Como a tabela-verdade da proposi¢cdo ~(p VvV q) <= (~p A ~q) apresenta apenas

valores l6gicos verdadeiros, entdo a proposi¢do dada é uma tautologia.

¢) ~(~pAgq) & (~pV~q).

Plq|~P|~q|pAq|~pV~q|~(~(pAqg) > (~pV~q)
VIV FIF| Vv F F
VIFIF|lVv ]| F 4 F
Flv|v |F| F 4 F
FIFlv | v ]| F 4 F

Como a tabela-verdade da proposicdo ~(~p A q) <= (~p V ~q) apresenta apenas

valores légicos falsos, entdo a proposicao dada € uma contradicdo.

7.
a) Propriedades Idempotentes

p|pAP|PVD
|4 |4
F F

b) Propriedades de Absorgédo
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p|q|pAq|pV(PAQ |PVqg|pA(PVQ)

c) Propriedades Comutativas

p|q|pAq|qAp |PVq|qVDp

d) Propriedades Associativas

|4

%4

4

F
F

F

plq|r|pAq|(@A@Q AT |DA(QAT) | pVq| (V@ VT | pV(@VT)

e) Propriedades Distributivas:
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PV A@PVT)

ﬁ
=

pV(QAT)|p

)
=

o < m S| S| S| S| s <

o m o m w] < < <] S| s
o m < <) m|om <) <] e
o <| m| <] m| o< ow] <] =
o w| m| <] m| om ow] < >
o m o m <] <] <<

o om <] <] < <] <] o<l <
o m m <] <] <<

<

PAQV(pAT)
%

pA(@VT)|p

<
L)
=

I 1 B> E e | B> B B SN B B B S

o m m owm] < < s
o m < < m|om <] <) =
o <| m| <] om| o< ow] <] =
o < < S| m| o< <] os| <
o m| m| o wm| om| <<

o w| m| owm| om| o m <] <] >
o m| m|owm| om| < <

8.
a) p: Vx€Z |x| >0.

Se escolhermos x = 0, temos que |0] = 0, que ndo satisfaz a inequacdo dada.

Logo, a proposicao p é falsa.

b) q: Vx € Q, x < x2.

1 1 1% 1 N . . x
Se escolhermos x = >» temos que -~ > (E) = - que nao satisfaz a inequacéo dada.

Logo, a proposicéo q é falsa.
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c)

d)

r: Vx € R, sinx?+ cosx? = 1.

A equacdo dada é chamada de Relagdo Fundamental da Trigonometria e vale para

qualquer numero real. Logo, a proposi¢do r é verdadeira.
s: 3x €N, Vx <0.

Existe x =0 tal que VO =0 <0, que satisfaz a inequagio dada. Logo, a

proposicdo s é verdadeira.
t: Alx €Z, x = x.

Neste caso, devemos encontrar um Unico inteiro x que satisfaca a equacdo dada.

Para x = 1, temos, v1 = 1 e para x = 0, temos v/0 = 0, que satisfazem a equacio

dada. Logo, a proposicao t é falsa.

Solucéo:

Verdadeira, pois x + 2 < x + 3 & 2 < 3, que é verdadeira, Vx € R.
Falsa, pois basta tomar x = 0.

Verdadeira, pois resolvendo a equacdo dada encontramos x = 2 e x = 3.
Falsa, basta tomar x = 4.

Falsa, basta tomar x = 41.

Verdadeira, pois basta tomar y = 0.

Verdadeira, pois basta tomar y = 0.

Verdadeira, pois basta tomar y = x.

Verdadeira, pois basta tomar y = —x.

Falsa, pois tomando a negacdo da proposicdo dada, devemos encontrar x e y
inteiros tais que x2 + y? # 0. Por exemplo, x = 1ey = 2.

Verdadeira, pois tomando x = y = 0 a equacao sera satisfeita.

Falsa, pois tomando a negacdo da proposicdo dada, basta fazer x = y.

m) Falsa, pois basta tomar y = 2, por exemplo.

n)
0)
P)
)

Verdadeira, pois basta tomar x = 1.

Verdadeira, pois basta tomar x =y = 1.

Verdadeira, pois x? — xy + y? = (x — 2)?, que é sempre maior ou igual a zero.
Falsa, pois tomando a negacdo da proposicdo dada, devemos encontrar x e y

inteiros tais que x2 + y? > 36. Por exemplo, x = 6ey = 1.
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y

)

)

10.

b)

Falsa, pois x?+ y? =36 & y = +V36 —x2 e tomando, por exemplo, x = 7
temos que y € R.

Verdadeira, pois 0 quadrado da soma de dois nimeros naturais resulta em outro
ndmero natural.

Falsa, basta tomar, por exemplo, y = 3.

Sejam p, g e r as seguintes proposicoes:
p: Eu estudo.
q: Eu serei reprovado em matematica.
r: Eu jogo basquete.
Vamos analisar a validade do seguinte argumento:

p—~q , ~r—p,q F T
Como q ¢é verdadeira, entdo ~q é falsa e como p — ~q também deve ser
verdadeira, devemos ter que p é falsa. Além disso, para que ~r — p seja
verdadeira, entdo ~r deve ser falsa, 0 que nos da que r é verdadeira. Logo, o
argumento € valido.
Sejam p, q e r as seguintes proposi¢oes:
p: Eu gosto de matematica.
q: Eu estudo.
r: Eu reprovo.
Vamos analisar a validade do seguinte argumento:

p—4q, qVr F r—~p.

Como p — q é verdadeira, devemos ter g verdadeira. Por outro lado, gV r é
verdadeira, entdo ou g € verdadeira ou r é verdadeira (mas ndo ambas). Assim,
temos que g é verdadeira e r é falsa. Por fim, como r é falsa, entdo r — ~p é

verdadeira. Logo, o argumento é valido.

Sejam p e q as seguintes proposicoes:
p: Londres fica na Dinamarca.
q: Paris fica na Franca.

Vamos analisar a validade do seguinte argumento:
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d)

f)

~p—~q , q F P
Como q é verdadeira, entdo ~q € falsa e como ~p — ~q é verdadeira, entdo ~p é

falsa. Logo, p € verdadeira, 0 que mostra que o argumento é valido.

Sejam p e q as seguintes proposicoes:

p: Vai chover.

q: Eutomo banho.

Vamos analisar a validade do seguinte argumento:
~p—~q , p F q.

Como ~p — ~q € verdadeira, sua contrapositiva ¢ — p também é verdadeira.

Como p € verdadeira, entdo g pode ser verdadeira ou falsa. Logo, o argumento é

um sofisma.

Sejam p, g e r as seguintes proposicoes:
p: Euvou as compras.
q: Fazsol.
r: Lavei o carro.
Vamos analisar a validade do seguinte argumento:
p—~q ,7r—q,1r F ~p
Como r — q e r sdo verdadeiras, entdo g € verdadeira, 0 que nos da que ~q é
falsa. Por outro lado, p — ~q também é verdadeira, o que nos da que p € falsa e,

consequentemente, ~p é verdadeira. Logo, o argumento € valido.

Sejam p, g e r as seguintes proposi¢oes:
p: E aniverséario da minha esposa.
q: Eutrago flores.
r: Eu trabalho até tarde.
Vamos analisar a validade do seguinte argumento:
p—q , pvr , ~q + T.
Como ~q € verdadeira, entdo q é falsa, e como p — g também é verdadeira, entdo
p é falsa. Além disso, p V r é verdadeira e, como ja temos p falsa, entdo r deve ser

verdadeira. Logo, o argumento é valido.
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11.

12.

b)

d)

Sejam p, g e r as seguintes proposicoes:

p: x=0.
q. x=y.
T X =2

Vamos analisar a validade do seguinte argumento:

~p—q ,q—0r , ~r F p
De fato, como ~r € verdadeira, entdo r é falsa, e como g — r é verdadeira, entéo
q é falsa e, por fim, como ~p — q € verdadeira, entdo ~p € falsa, 0 que nos da que

p é verdadeira. Logo, o0 argumento é valido.

p—q,r—~q, F r—~p.

Como p — q é verdadeira, entdo g é verdadeira, 0 que nos dd ~q falsa e como
temos r — ~q verdadeira, temos que r deve ser falsa. Como r é falsa, temos que
r — ~p € verdadeira, para qualquer valor l6gico de ~p. Logo, 0 argumento é
valido.
t—r , tAv , ~r F s.

Como ~r € verdadeira, entdo r é falsa. Como devemos ter t — r verdadeira, entdo
t é falsa. Entretanto, como também devemos ter t A v, entdo t é verdadeira e v é

verdadeira, uma contradi¢do. Logo, o argumento € um sofisma.

p—~q , q—>~r , pA~T F qA~p.

Como pA~r € verdadeira, entdio p e ~r sdo ambas verdadeiras e
consequentemente temos r falsa e como g — ~r € verdadeira, entdo q €
verdadeira. Além disso, como p — ~q é verdadeira com, entdo p é falsa, o que nos
da ~p verdadeira. Assim, g e ~p sdo ambas verdadeiras, o que implicaem g A ~p

verdadeira. Logo, o argumento é valido.

q—~p , ~(~p) + q
Como ~(~p) é verdadeira, entdo p é verdadeira e assim ~p é falsa. Como g —

~p € verdadeira, entdo q € falsa. Logo, o0 argumento é um sofisma.
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13.
a) O produto de dois nimeros impares € um nimero impar.
Demonstragdo: Se x e y sdo numeros impares, entdiox =2-m+lex=2n+1
com m,n € Z. Assim, temos:
xy=Q2-m+1)-2-n+1)=4mn+2m+2n+1
=2-2mn+m+n)+1=2-k.
Logo,x-y=2-k,comk=2mn+m+nek €Z.

b) Sen? + 1 é um nimero impar, entdo n é um ndmero par.
Demonstragdo: A contrapositiva da proposi¢do é “Se n € um numero impar, entéo
n? + 1 é um nimero par”.
Se n € um numero impar, entdo n = 2 - k, com k € Z. Assim, temos:
nP+1=0Q k+1)*+1=4k>+4k+1=2-Qk*+2k)+1=2-1+1.
Logo,n?+1=2-1+1,com [ =2k*+2kel €Z.

c) O produto de dois nUmeros irracionais € um nimero irracional.
Contraexemplo: dados x = V3 e y = /12, temos
xy=+v3-VIZ=+3-12 =36 =6,
gue ndo é um ndmero irracional.

Logo, a proposicao ¢é falsa.

d) Todo namero par é maltiplo de 6.
Contraexemplo: 10 € um nimero par e ndo € multiplo de 6.

Logo, a proposicdo é falsa.

e) Todo nimero multiplo de 6 € par.
Demonstracdo: Seja n um numero multiplo de 6. Entdo, n =6k, com k € Z.
Assim:
n=6-k=2-3k)=2"1.

Logo,n=2-1,onde ! = 3k el € Z. Logo, a proposi¢do é verdadeira.

f) Para quaisquer niimeros reais x e y, 0 nimero x? — 4xy + 4y? nunca é negativo.
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9)

h)

14.

a)
b)
c)
d)

15.

16.

Demonstracdo: Devemos mostrar que x2 — 4xy + 4y? > 0.
De fato,
x2 —4xy + 4y? = (x — 2y)? = 0.

Logo, a proposicéo é verdadeira.

Paraqualquerx ER, 4<x? <9 2<x< 3.
Contraexemplo: Se x = —1, temos 4 < x% < 9 com x < 2.

Logo, a proposicao é falsa.

Paraqualquerx € Ry, \/x +y=vx+,/y e x=0 ou y=0.
Demonstracdo: desenvolvendo a expressao dada, temos:
FFT=VEHy o (FF) = (5 +5) =
& x+y=x+2Jxy+y &
= 2\/x_y=0<:) xy=0 ©&x=00uy=0.

Logo, a proposicéo é verdadeira.

Contraexemplos:

Contraexemplo: O retangulo tem quatro angulos retos e ndo é um quadrado.
Contraexemplo: Duas retas reversas ndo se encontram e ndo séo paralelas.
Contraexemplo: Zero ndo € um nimero negativo, nem negativo.

Contraexemplo: Se 3n+ 2 é par, entdo, por exemplo, 3n+ 2 =0 implica em

n=-— % que nao é par.

Demonstracéo:

Sabendo que f(x) = log, x, f(¥) =log,y, e f(x-y) =log,(x - y).
f(x-y) =loge(x-y) =log,x + log,y = f(x) + f(¥).

Logo, f(x-y) = f(x) + f(¥).

Se n for par, entdo n = 2k, k € Z. Assim:
n-(n+1) - m+2)=2k-Rk+1)-Qk+2)=2-[k- 2k +1) 2k + 2)].
Logo,
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n-n+1)-n+2)=2-k-2k+1)- 2k +2)] =2-1;, com
L=k-Q2k+1)-(2k+2)el, €Z.
Se n for impar, entdo n = 2k + 1, k € Z. Assim:

nn+1)-n+2)=2k+1)-2k+2)- 2k +3) =
=2-[(k+1)- 2k +2) 2k + 3)].

Logo, n-(n+1)- n+2)=2-[(k+1)-2k+2)-2k+3)]=2-1,, com
Lb=((k+1)-Q2k+2)-2k+3)el, €Z.

Logo, a proposicéo é verdadeira.

17. Demonstracao:
Se n for par, entdo n = 2k, k € Z. Assim:
n+n3=2k+ k) =2k+8k>=2-(k+4k3) =2-1,.
Logo,n+n3=2-1;,coml; =k +4k3el, €Z.

Se n for impar, entdo n = 2k + 1, k € Z. Assim:
n+n3=2k+1+QRk+1)3=2k+1+8k3+12k?>?+6k+1=
=8k3+12k? +8k+2=2-(4k3+6k*+4k+1)=2"1,.
Logo,n+n3=2-1,,coml, =4k3+ 6k*+ 4k +1el, € Z.

Logo, a proposicdo é verdadeira.

18. Demonstragdo: Como x € inteiro positivo, entdo:

x%+1
x

1
x+;22 = >2 & x2+4+122x & x2-2x+1>20 &

e (x—12%=0.

Como a Gltima expressdo obtida é verdadeira, entdo a proposicao esta demonstrada.
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