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Resumo

Os topicos sao apresentados conr a preocupacio de tornar menos abstrato deterini-
nados conteridos nao familiares para alunos do ensino médio. Para isso, criamos mna
cronologia das operacoes e condicoes, que permitem e precedem o cdleudo da Raiz
Quadrada de Matrizes de Ordem nai

Inicialimente ¢ feito wm resumo de matrizes, no Capitule 3, diagonalizaciao de ma-
trizes, se cria o ambiente inicial das condicdes para se caleular as rafzes de matrizes, 1o
Capitulo 4, é definida e calculada a raiz quadrada de wma matriz de orden 3, afim de
que pelo exemplo niimero 12, oferecermos maior materialidade ao leitor, jé no Capitulo
5 ¢ iniciado o trabalho de generalizacao, onde definimos ¢ caloitlamos a raiz quadrada

"de uma matriz de ordem n. Finalmente o Capitulo 6 aborda todos os couceitos con-
struidos nas secoes anteriores para a deficio e apresentacio da metodologia para o

caleulo da raiz n-érvima de uma matriz quadrada.

Palavras — chave

Iatriz, Raiz N-ézima, Quadrada
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Abstract

The topics are presented in the interest of making it fess abstract certain unfamiliar
content to middle school students . To do this , create a chronology of operations and

conditions that precede and enable the caleulation of the nth Root of a Square Matrix

Initially & brief summary is made of arvays in Chapter 3, diagoualization
of matrices , creates this enviroument of nitial conditions to caleulate the roots of
matrices | in Chapter 4, is defined and calculated the square root of a matrix of order
3, in order that by example number 13, bring greater materiality to the reader , as in
Chapter 5 started the work of generalization , where we define and calendate the square
of a matrix of order n root . Finally Chapter 6, covers all concepts constructed in the
previous sections for defnition and presentation of the methodology for calculating the

nth root of a square matrix .

Keywords
Matrix, N-Root, Square.
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1 Introdugao

O trabalho gue se segue tem o propésito de aprofundar os estudos de matrizes e de
responder a segiinte questao:

Sabemos que no corpo dos mimeros reals, R, as operacoes de adigao, subtragao,
multiplicacio e divisao dio origem & potenciacio e radiciacao. Serd gue no ancl das

"matrizes as operacoes fundamentais poderiam também dar origem as operaghes com
poténcias de muneros inteiros {potenciagio) e ou com poténcias de nimeros raclonals
(raciciacio)?

O presente trabatho é cstruturado e capitulos. O Capituto 2 destinase aos con-
ceitos iniciais de matrizes. No Capitulo 3, nos concentramos aos cdleulos de autoval-
ores, o de autovetores ¢ matrizes semelhantes a fim de definirmos a diagonalizagao de
tatrizes.

O Capitulo 4 & destinado ao cdlculo de raiz quadrada da matriz de ordemn 3, cm
seguida, no Capitulo 5, generalizamos para raiz  quadrada de uma matriz de ordem
N. No Capitulo 6 concluimos o trabalho com a generalizacio do conceito onde & ap-
resentada a metodologia para o cilewlo  da raiz n-ézina de wma matriz quadrada,

respondendo positivamente a questao principal do presente traballio.



2 Matrizes

Neste capitulo sao apresentacdos os principais tépicos de matrizes abordados no
ensino medio. Para isto usamos a referéncia DaxtTy, Luiz Roserro. Comderto o
Aplicacées, Vol 02 Editora Atica, 2010 e TEzzi, GELSON, HAZZAN, SAMUEL. Funda-

mentos de Matemdtica Elementar 4. Atual Editora, 1997.

Definicao 1:

Denominamos matriz do tipo m x n { m e N* e n e N* } a toda tabela composta

por {m x 1) elementos dispostos em m linhas e n colunas.

2.1 Elementos de uma Matriz:

Os elementos de wma matriz gendrica A sao localizados de acordo com a linha ¢
coluna ¢ue compoem esta referida matriz . Desta forma foi adotada a letra miniscula
a para designar o elemento e i e } para localizar a linha e coluna  respectivamente,
sendo i e j mimeros naturais diferentes de zero. Logo, dada a matriz A, temos:

A= (ai_-j)mxn.
Sendo:
+ A = Matriz Al
- a;; = clemento situado na linha i ¢ coluna j e N",

cm x 1 = ordem da matriz.

2.2 Matriz Generalizada

13



iyt L2 a0 g
Moy Gy oy .. (fay

A= gy (32 433 ... U3,

Ot ez G -0 Goun

Lé-se : Matriz A dos elementos a;; de ordem m x n.

Observacgoes
hm:\'n'

- Sendo A = (a;}, sendo a;; é um elemento genérico de A, devemos ter 1< 8 <m
el j< . ’

2.3 Classificacao de Matrizes

a) Matriz Linha: Sédo todas as matrizes da do tipo 1 x n.

b) Matriz Coluna : Sio todas as matrizes do tipo m x 1.

¢) Matriz Nula (O, ): S0 todas as matrizes A, m x n, onde qualquer a;; ¢
sempre igual a zero.

) Matriz Retangular: Sao todas ag matrizes A, m x n, onde m # n.

e) Matriz Quadrada: Sdo todas as matrizes A, m x 1, onde m = 1, neste caso

dizemos que a matriz é de ordem n.
2.3.1 Matrizes Especiais

a) Matriz Diagonal: A matriz. A = {a;;)ne,. € tal que a;; = 0 para todo 1 #; , ou

seja & aquela que temn todos os elementos nulos fora da diagonal principal.

2 0 0
A=10 3 0
00 5



b) Matriz Unidace ou Tdentidade : Matrize ¢uadrada de orden n, indicada por 1, =
{8 )ixn, de modo que os elementos da diagonal principal (i = j) sao iguais a 1 (unidacde)

e todos os demais sao nulos, ou seja;

Lsei=]
]n - (”‘ij)uxn = {{) e i 74 ]

2.3.2 Operagoes com Matrizes

Adicio de Matrizes: Sejamn duas matrizes, A = (a;;) ¢ B = (i) A soma

destas matrizes resulta em wma matriz C = (¢ )men dado por cg; =a;;+1y;, para todo
1< i<m el j<n.

Assim, temos;

C=A+8
Propriedades da Adicao de Matrizes:
Sendo A, B e C matrizes de mesmo tipo (inxn), temos as seguintes propricdades da
soma, (e matrizes.
a) Comutividade:
A+B=B+A

b) Associatividade:

(A+B)+C=4+(B+0)

¢) Elemento Neutro:

O4+A=A+0=4

d) Elemento Oposto:

At(—A)=(-A)+ A=0

Multiplicacdo de um mimero real por mma matriz:



Dado um ntimero real k e uma mairiz A do tipe mx n, o produto de k por A é
uma matriz B, do tipo mxa, obtida pela multiplicagiao de cada elemento de A por k,

ou seja, by = kag;,

B=k A
Exemplo 1. :
1 2 4 2 4 8
2207 6 5| = 14 12 10
6 b 1 1210 2

Multiplicacao de Matrizes: Dadas duas matrizes A = (a4, )uwn 0 B = (i )ne &

multiplicacio de A por B, resulta na matriz C = (¢ )ne de modo que cada clemento

.
Cite = gy b b i - bop g Dgp - g, by = Z(LU . f)_;;;‘., agsim
=1
¢ = A-D
1 2 -1 3
Exemplo 2. : Sgjam A e B . determine a matriz O = 4.3
23 3 -2
1 2 -1 3
=
23 3 =2
, T-(=1)+2-3 1-3+2-(=2)
¢ =
2.(=~1)+3-3 2.-34+3-(-2)
5 —1
¢ =
70

Propriedades da multiplicacao de matrizes:
Associativa: A(B - ') = (A-B)-C.
Distributiva da Multiplicagao com relagao a adigao: A-(B+C) =A-B+A-C.

16



Elemento Neutro :A-l, =1, A = A, sendo I, ¢ a matriz identidade de ordem 1.

Matriz Inversa: Dada wina matriz A quadrada, de ordemn 1z, se existiv uim matriz
A" de mesma orden, tal que A-AT =ATLA = T,. Entao A6 a matriz inversa de
Al

Observacio: 86 existe a inversa de A { A™") quando o determinante de A ¢ diferente
de zero {det{A}s# 0).

2.3.3 Determinantes:

Neste capitulo ¢ apresentado o conceito de determinantes necessiario para o deseun-

volvimento do trabaltho .

Classe de uma permutacio

Uma permutacao das letras a, b e ¢ do nosso alfabeto é a prépria ordem

Defini¢do 2: Seja S = {1,2,....n} o conjunto de inteiros de 1 a n, ordenados de
maneira ascendente. A reordenagiao jijs ... jn dos elementos de S é chamada de
permutacdo de S. Podemos considerar wma permutacdo de S como sendo wma

funcio bijetora de S em si mesmo.

Podemos colocar qualguer um dos 1 elementos de § na primeira posicio, qual-
quer um dos 7 — 1 elementos remanescentes na segiuuda posicao, qualquer wim
dos n — 2 elementos remanescentes na terceira posicao, € assim até a n — dsima
posicao, que pode ser preenchida pelo iltimo elemento.  Dessa maneira, hd
nin—~1)(n-2)...2-1 = n! permutacoes de S. Representamos o conjunto de
todas as permutacoes de S por S,. Diz-se que deis elementos de una permmtacao
formam uma Inversao se estao em ordem inversa a da pernmiiacao principal. As-
sim, na pernmtacao dada ach, os elementos ¢ ¢ b formam wna inversao. Dad, ma
permutacio & de classe par ou de classe fimpar, conforme apresente 1w mimero
par ou fmpar de inversoes. Portanto, ach ¢ de classe hnpar, pois possul apenas
una imversao, Se mma pernmtacao é de classe par atribuireinos a ela o sinal de

+ @ se ela for de classe finpar o sinal de —.
Exemplo 3. S5 tem apenas wma permutacdo, logo é par pois ndo hd tnversies,
1 cao, Lo

17




Exemplo 4. No permutacio de 4321 em Sy, f precede 3. 4 precede 1, 4 precede 2.3
precede 1 e 3 precede 2 ¢ 2 precede 1. Dessa mancira. o nidmero de @nversoes nessa

permutaciaoe ¢ 0. que € par.

Tabelas de permutacoes

Tabela referente as permmtacoes dos nimeros 1 e 2

O total de pernmitacoes dos mimeros L e 2 é Py = 2! = 2. Logo, podemos formar a
Tahela 1.

Tabela referente as permutacoes dos wineros 1, 2¢ 3

Permmtacio Principal  Pernmtacdo Inversoes Classe  Sinal

12 12 0 par 4
12 21 1 impar —

Tabela 1: Permutacoes dos mimeros 1 ¢ 2,

O total de permmtacoes dos nimeros 1, 2 e 3 ¢ Py = 31 = 6. Logo, podemos formar

a Tabela 2.

Permutacio Principal  Pernmutacio  Inversdes  Classe  Sinal

. 123 123 0 par -+
123 132 i finpar —
123 3i2 2 par +
123 213 1 [mpar -
123 231 2 DAy -+
123 321 3 fmpar -

Tabela 2: Permutacoes dos nimeros 1, 2 e 3.

Chama-se determinante de uma mairiz quadrada & soma algébrica dos produtos
que se obtém efetuando todas as permutagoes dos segundos indices dos elementos da

diagonal principal da matriz, fixados os primeiros, e fazendo-se preceder os produtos
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do sinal + ou —, conforme a permutacio dos segundos indices seja de classe par ou de

classe fmpar. De maneira formal, tenos
Seja A = lay) wma motriz quodrada de ordemn . Define-se o determinante de A por

Det (A) = > (&) ay, a0, - g,

em que 0 somatério envolve fodus as permutecoes jrjs. .. jn do conjunto 5 =
[1,2,...,n}.- O sinal de {ayj,02, ... auy,) € + cu — conforme a permulagdo

Juje . jn € par ou impar.

Exemplo 5. Se A é o matriz de ordem 1. A = layy], teremos somente o permulagio

cprincipal, Assim, Det (A} = aqy.

i G2
Exemplo 6. S¢ A ¢ a matriz de ordem 2, A = . ternos duas permutacoes

g o
em Sy 1 jy € jo, sendo que a primeive € par ¢ o segunda € impar, conforme a Tubelu 1.

Assimn, vamos proceder do sequinte forma:

1} Escrever os clementos que compden: a diagonal principal, wn apds o outro,
somente com os primeiros indices (deixando lugar para colocar depois os segundos
indices), tantas vezes quantas forem as permutagoes dos wimeros 1 e 2 conforme Tabela
1.

2} Colocar nas-duas expressoes anteriores, como segnudos fndices, as permutagoes

12 e 21, wna pernmtacio enr cada expressao ¢ 1ao necessariaunente nessa ordenn.
€y daz Q2 {2

3%) Fazer preceder cada um dos dois produtos assin: formados dos sinais + ou -,
conforme a permtacio dos segundos {ndices for de classe par ou de classe finpar de
acordo com a Tabela 1.

+(.'.11 dan — (L1 {2y

4") Efetuar a soma algébrica dos prociztos assim obtidos, onde se tord:

Det (4) = aqom — ot
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Exemplo 7. Se A é o matriz de ordem 3. A = | qy awn agy |- te0OS SELS PET-
figp Qgn Gy
mutacoes em Syt i oy Jus Ja. Js. Jo. cOM scus respectivos sinats, conforme a Tubela 2.
Procedendo de forma andloga ao caxemplo anterior, temos:
1) Escrever os elementos que compoem a diagonal principal, wn apdés o outro,
somente com os primeiros indices {deixando lugar para colocar depois os segundos
indices), tantas vezes quantas forem as pennutagoes dos mimeros 1, 2 e 3 conforme

Tabela 2.

] (o 0 oy o 1 (2
2 3 I 3 2

ai o G ) (o @) o (i
1 G2 43 2 Uy 1 3

24} Colocar, nas seis expressoes anteriores, como segundos dices, as permitacoes
123,132, 312, 213, 231 e 321, uma permutagio e cada expressao e nao necessariamente
? ’ ? ? 3 >

' nessa ordern.

by 2z (s (11 ka3 g Qyy doy Oz
(ya Ctop 433 dya oy Ay py oz {ty
3") Fazer preceder cada um dos sels produtos assim formados dos sinais + on —,

conforme a permutacio dos segundos fudices for de classe par ou de classe tmpar de

acordo com a Tabela 2.

+eyy oz (i — oy ey G2 + g oy Oy
—Ga oy 033 + 019 Guy Gy g doa )

4%) Efetuar a soma algébrica dos produtos assim obtidos, onde se terd:
Det (A} = +ajamugy — 0 Gaglay + G301 fae — G1aly) U3y Graiyadyy — Qg
que pode ser escrita conio

3

Det (A) = (111022033 T (3o age T AqpQastyy — O Qagligy — dadaydgy — dy3daatyg



3 Diagonalizagéo de Matrizes

Uma relacio entre matrizes que é muito importante no estudo de operadores lincares

e também no estudo de autovalores é relacao de semelhanga de matrizes.

Definicdo 3 : Sejamn 4 e B matrizes n x n. Dizemos que B é semelhante a A, se

existe uma watriz invertivel P tal que B = PAP™!,

Definicao 4 : Uma matriz 4, é dita diagonalizével se for semelhante a uma matriz

diagonal.

Sgue da definicao 4, mmna matriz 4, é diagonaliziavel se existemn matrizes P,

(invertivel) e D, (diagonal) tais que 4 = PDP .

A0 - 0

como,

A=PpPDP!
multiplicando P em ambos os lados, teremos

AP =PDP"'P

COMO,
pip=7




e I é o elemento neutro da multipiicagao de matrizes, temos

AP = PD
A0 0
. . . . 0 Az i
Ao v -cvp] = vp vy
G 0 0 X,

[Avy Awy - .-L.h,',-,} = [Arup Agvg o0 AL,

igualando,

.-”—.11"5.’1 = )\1 (o]

Avy = Aoty

Awv, = AU,

Dada wma matriz A,.,, um escalar A ¢ chamado autovalor e wmn vetor nao nulo

v € R* & chamado autovetor de A se Av = Ao,
Asgim, mostramos que ge mma matriz A, ¢ diagonalizdvel, ou seja, se existem
) 1 12t Jev

matrizes P e D tal que A = PDP™! entdo as colunas de P sio autovetores linear-

mente independentes (LI), pois P ¢ invertivel, associacdos aos autovalores A, que sao
os elementos da diagonal de 2.
Portanto, para determinar se wina matriz A4 ¢ diagonalizdvel, precisainos determi-
mar primeiramente seus autovalores e isso pode ser feito da seguinte mancira:
Resolver a equacao

’ Av = Av

gue é equivalente a,

Av = Alv
ou ainda,
Av—Alv=0= (A - A)v =10
Assim, A serd win autovalor de A, se e somente se, o sistema homogéneo (A — A\ =10
possulr solugoes nao triviais. Mas isso acontecerd, quando, det(A — AT) =0, que ¢

polinémio de grau n em A

N
o




Logo como os autovalores de A sio exatamente as rafzes deste polindmio, também

conhecido por polindmio caracterfstico de A, o qual denotamos por P ().

Teorema 1 : Sejom A ¢ B matrizes semelhantes.  Enlao A e B tém o mesmo

polindmio caracteristico e. consequentemente. 08 1NesMos autovalores.

Demonstracido: Sendo A e B matrizes semelhiantes, isto & existe uma matres

invertivel P tol que B = PAP™L

Assim,

Py(x), = det(e] — B).,com [ = pp!
= det (;thIP""l - PAP*)
(] = AP

= det(P
= det(P)det(a] — A)des(P")
= det{xl — A)

Py}

Sendo os polinéios caracterfsticos iguals e como os autovalores sao as rafzes desse
polinoniio, segue que A e B tém os mesmos autovalores. O conceito de diagonalizagao

de matrizes, serd usado mais a frente para cdleulo de poténcias de matrizes.

. i =1
Exemplo 8. . Vamos deferminar os autovalores da motriz 4 =
—4 1
Solucdo: Para esso matriz o polindmio coracteristico &
i 1—A -1 , ,
p{A) =det (A — M) = det =(1l=A)y —4=A"—-2\-3.
-4 1—=A




Como os autovaloes de” A sio as raizes de p(N\), teremos p(A) =0 = A =2A=3 =10
entdo os autovalores de A sdo: Ay =3 ¢ A = —1.
Una ves encontrados 08 autovaelores da matriz, para encontrar os autovelores basta

resolver o sistema linear homogéneo (A — XX = 0. Assim,

parg, Ay = 3 temos

i -1 10 1 0
—3. =

-4 1 01 Y 0

1 -1 50 1 0

-4 1 03 i 0

-2 —1 v 0

-4 =32 i 0

—20 =Y 0

—da — 2y 0

equivalente ao sisterna linear;

—2x -y =1
=4y — 2y = ()
cuja solucdo geral é

o= {{en. =20} w e R}

que & o conjunto de todos os autovetores associados a A = 3. Analogamente, fazendo
0 mesmo para Ay = —1, encontramos v = {(o,20); a € R*}. que ¢ o conjunto de

todos os autovetores associados a Ay = —1.

Agora que jd sabemos encontrar og antovelores ¢ os antovetores de wma matriz,

podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2 : Se wma matriz A, tem n autovalores distintos, entdo ela é diagonali-

zdvel.




B vale lembrar que o matriz diagonal

/\1 0
| 0 A
DI

00

0

An

é formada pelos autovalores A, de A em sua diagonal principel e a malriz

P= v v

-1,

/|

¢ formacda pelos autovetores associados aos autovalores A,,.

Exemplo 9. . Mostre que « malriz A =

Solugio: Vamos verificar se a matriz A tem trés autovelores distintos, que pela

2 -1 0
G 4 6
-8 0 -3

definicio 4, permite o matriz A ser dingonolizdeel. .

Sew polindmio caracterisiico é dade por

p(\} = det (A — Al3) = det 9 44—

Assim,

¢ diagonalizdvel.

= A3 A -

det (A=A} =0= A +3V+A-3=0

resolvende o equacdo, teremos

)\12—1./\22'1.6/\3:3

gue o os autovelores distintos da matriz A, Logo pela defini¢do § o matriz A ¢

diagonalizivel e a matriz diagonal é dada por

-1

[
o

0

0



sammos encontrar os autove-

Para obtermos o matriz F tal que A

tores,
para A = —1, feremos:
2 -1 0 -1 ¢ 0 “2“ _()_
9 4 6 - 0 -1 0 y = 0
-8 0 -3 n 0 -1 =N ] ( |
3 -1 U I 1 | | 0
9 Hh 6 Y = f
-8 0 =2 z 0
resolvendo o sistema. encontramos a solugdo geral v = {{o, 3o, —dov); o € B},
Logo, um autovetor associado ao autovalor Ay = —1 € v, = (1,3, —4). Analoga-

mente, para As = 1 ¢ Ay = 3 encontramos respectivamente os autovetores uw =
oy, —20); 0 € R} e w = {{a,—o =e) o€ R*} e ossim wm autovetor asso-
viado ao autovalor My = 1 serd vy = (1,1, =2} e wm avtovetor associado ao autovalor
Ay = 3 serd wy = (3,3, —4).

Entio teremos, que a matriz invertivel ¢ doda por

— 2 —4

Portanto a matriz A ¢é diagonalizével ¢ A= PDP™'.
O Teorema 2, nios garante que se uma matriz A,,, tem n antovalores distintos,
entao ela ¢ diagonalizdvel. B 'se esses autovalores nao forem dissintos? A regposta esta

no seguinte teorenia.

Teorema 3 : Uma matriz A, ¢ diagonalizivel, se e somente se, o motriz A fem n

autovetores linearmente independentes (LI).




\
L
<z
SN}

Exemplo 10. . Verifigue que « matriz A= | —2 —~1 2 | & diagonalizivel.
-4 0 3

Solugio: Vamos determinar os autovaloves de A, Sew polindmio caracteristico ¢

" dado por

S 2
p(A) = det (A — M) = det S T = N AN AL
SRE 0 3—2A

Assimn,
det{A— ML) =0= AN =N+ A+1=0=A==+1
Logo, os autovalores sio: Ay = hy = —1 (com multiplicidade 2) ¢ Ay = 1. Agora,

wamos encontrar 0s autovetores, para isso busto resolver (A — M )X = (.

Parag A = —1, teremos:
-3 0 2 -1 0 0 _1_ _U—
-2 -1 21 0 -1 0 T = ()
-4 0 3 0 0 -1 3 0
-2 0 2 | : | 0 |
-2 0 2 y = 0
-1 0 4 | z {
dad.

—dr L4z =10

resolvendo o sisterna, encontramos o solugdo gerol

27




v={{50,3) =al0,1,0)+=7(1,0,1): a.F € R}.

Logo vy = (1,01} e vz = (0,1.0) sde vetores lincarmente independentes (L1)

associados ao qutovalor dy = —1.

Andalogamente, para Mg = 1. enconlraremos a solugao geral

w={{a, 0 20} =a(l,1.2); a € R}

Assim, w, = (1. 1.2) é wm autovetor wssociado ao avtovalor Ay = 1.

Portanto, o matrz A ¢é diagonalizdvel e as muatrizes

—
-
—
!
[
=

pnt
o
BV}
]
fam)
—

sGo tais que, A = PDP™!,




‘4  Raiz Quadrada de uma Matriz de Ordem 3

Nesta secio calcularemos a rafz quadrada de wma matriz de ordem 3, para posteri-
ormente generalizarnos a raiz n-énezima de wna matriz quadrada.

Sabemos que nem todo munero real admite uma raiz quadrada ey R, De mio¢lo
semelhante, podemos afirmar o mesmo sobre wna matriz, sto ¢, nem toda matriz
achmite uma raiz quadrada com entradas em R,

Se A e B sao matrizes quadradas de ordem 3, tais que B = A? entao em det(B) =
(det(A))*.

Tal resultado é iln}'mrf&ﬂ‘u@, para concluirmos gue se wma matriz A possul rals

quadrada, entdo o seu determinante deve ser un minero real nao-negativo.

Teorema 4 .. Seia A uma matriz diagonal de ordem 3

a 00
A=10 b 0
0 0n ¢

Se tados os elementos da diagonal principal sio mimeros reais nao-negativos, entao

a raiz quadrada de A, denotada poryv/ A, & uma das matrizes.



Tva o 0 } ~Ja 00
VA = 0 Vb o0 ou v = 0 Vb 0O |ou

00 e 0 0 F

Ji 00 Ji 00
Vi = 0 VB 0 ouvA=1| o —vb 0 ou

VA = 0 vh 0 VA = 0 —vb 0 ol

—J/a { 0 —\/a 0 0

VA = 0 Vi 0 ou VA = 6 Vb 0
0 0\ 00 e

Demonstracao: Nesta demonstracio serd whilizadae o primeira mativiz;

Ja 00 Ja 0 0
VA-VA = Lo Vb oo | o Vi oo

A demonstracio para as demals matrizes acontece de maneira andloga.
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Exemplo 11. :Seje o matriz diagonal A=| 0 16 0 | . determine v/ A.
0 0 49

O determinante da matriz acima ¢ positivo. logo a mabriz tem raiz quadrada,

V90 {1
VA= 0 Vie
0 ¢ V19

Logo, a soligoes sao:

300 —3 0 0 30 0
VA = 04 0 ot VA = 0 4 0louvA=10 —4 0} ou

007 0 07 6 o0 7
50 0 3 0 0 30 0
VA = |04 0 |ouvA=| g —40|louvA=] 0 4 0 | on
00 =T 0 0T 00 7
5 0 0 “3 0 0

VA = o 4 0 |ow/A=| 0 -1 0

Teorema 5 : Seja A uma matriz nula de ordem 3, entio hd infinitas matrizes que sao

raizes quadradas do matriz A.

G 06 a b o«
_Seja A=lp o 0!l e VA = |4 ¢ f |, sendo os elementos de VA, sao

000 g ho
Mimergs reais. Como A =4 . VA temos;
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a b ¢ a b o«
= d e fi-td e f
g o g hod
@’ +bd+cg ab+beLtch ac+bf =i 0G0
= ad+ed+ fg db4+e” +fh de+ef=-fil =100 0

ga = hd +ig gb+ he+ih go+hf+ i 000

Depois de alguns cdleulos, ndo complicados mas extensos, observa-se que o produto

VA A, fornece wm sitema linear homogéneo de infimitas solugoes.

Teorema 6 : Se A. B ¢ P sio matrizes quadradas de ovdem 3, onde B = P-A-P~' ¢

fit). uma equagdo onde os autovalores de A sdo sua solugdo, entao:

f(By=P f(4).- P

Demonstragao: Se as matrizes A e B sao semelhantes. temos que clas possuen
o mesmo polinémio caracteristico. Assim, se p(t) é uma interpolacdo polinomnal para
f{t) para todos os autovalores da matriz A, que também passa a ser wma interpolagao

polinomial de f(t) para todos os autovalores de B. Com isso temos que:

Logo f(BYy=P. f(4). P "

1 21
. Exemplo 12. : Calcule a raiz quadrada do Matriz A = | 0 3 1
2 1 1



Pura coleulor os autovalores temos que det (A-N) =0

121 A 00
det(A—XN-I) = 03 -0 X0 =0
j 211 0 0 A
Ll—,\ 2 1
0 3-a 1 = 0
‘ 2 1 1-Xx
(1—,\)‘2.(3—A)—2-(;3—/\)-('l—/\j = 0

AP nAT 4 = 0
(A—4{A—DA = 0,

-

Portanto os autovelores sdo: My =4, =1¢ A3 =1
Para caleular os autovetores, temos que, resolver (A-N) X =0, para cada um dos

awtovalores encontrados:

s
X=1y

Quby+ —Jz =0
Resolvendo o sistema, obtém-se solugoes do tipo (o, o, a). Podemos porianto des-
crever o priymetro vetor como (1,1,1).

Pora A= 1, temos;
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621 | x|y l=]0
2 1 0 2 ¥

294+ 3=10

Qe+ y =10

Resolvendo o sistema, obtém-se solugdes do tipo (o, —2c, 4}, Podemos portanto
descrever o segundo vetor como (1.-2.4).
Para A =0, temos;

1 21 1 0
031 P y | = 0
2 1 1 = 0

x+2y+2=10
Jy+ =10
o4y +3=0

Resolvendo o sistema obtém-se solugoes do tipo (o, o, =3}, Podemos portanto
descrever o terceiro vetor como (-1.-1.5).

Logo a matriz P formada pelos sew aulovetores serd:

7 l

11 -1 5121

P=11 -2 -1 |ePi=] 1t —Lyg

1 4 3 -1 L
400
A partir dos autovaloves deternvinaremos o matriz D =1 0 1 0
00 o

Logo pelo Teorema 6.tenos que:
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Logo, uma das rafzes de A &, VA

VA= pD-P!

1 1 -1

= |1 -2 —1
1 4 3

-

3 & 2

S O TR
3 [¢] 2
5011

|3 6 2




5 Raiz Quadrada de uma Matriz de Ordem N

Como mostramos nos capitulos anteriores, se A ¢ wma maltriz diagonalizavel, entao
,existe uma matriz P e sua inversa P~ tal que P-A-P 7t = D, sendo D é wma matriz

diagonal de ordem n, isto &

ay 0 -0 00

0 (B0 Q) Q)
PAPT= o g 1| =D
0 0 0

O 0 v 0 .,

Desgse modo,

VA=P VD P

De fato: Como VA - \/_ = (F- NIR P‘i:) (P VD - P*'), LON10S;
Parte I:

VA-VA= (P VD PP VD P =
-p.yD-P1.p. VD P!

=P-VD-VD-1.P"!

=P-D-PL

Parte I1: Multiplicando P a direita e P~ a esguerda temos:
P.-A.-P'=D

pt.p. AP P=pPt.D.P

I A-I=PY.D.P

A=pt.D.P

de T eIl temos que ﬂ =F. \/5 . P‘”}.

Ou seija, dada uma matriz diagonal,
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0 0 - O

Se a,, = 0, paratodon € {12, ..n} entao a matriz,

VLS {) T U 0
0 [€BD] 0 0 §]

VA = : 0 EEU ) : , & mma raiz quadrada da matriz A.

Logo:
— N o o0 || Jar 0 0 0
0 o= O 0 0 Jam O 0
VA VA= 0 0 0 0
0 : o . 0 0 : o . 0
£ 0 e 0 Vi 0 0 0 e
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XNV A(33] 0 0 0

0 [T (Lo 0 0

0 : 0o . 0

0 0 0 \/a,m-m

i (s 0 0

0 : 0o . 0

R O I § ' S
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6 Raiz n-ézima de uma Matriz Quadrada

Neste capitulo calcularemos a raiz n-ézima de wna matriz de ordemn n. Para isso

considerarenios uma matriz A diagonalizdvel e todos os seus autovalores nao negativos,

VA=pP. VD P

De fato
(m)” :(P . {/ﬁ . P*E)n
::"(P\’V—D_P_l) (P mp—l)ﬂ

n—eeles

:P ' E\"‘/_MDAH“'(:;(.*"(”{ Q/ﬁ] ' [(Phl . P)H—H!;’”(""(P_l . le ) P-_l =

= P (VYD) .. 1]-P~'=P-D-P"Logo;
A=P.D.P" '

Para o caso em que o indice da ralz 1 é par serd necessirio que ay,, seja MAior ol

igual a zero, entdo a maltyiz:

W (} v 0 {)
0 VAR 0 i 0
VA = : 0 L0 : , & a rafz n-6zima da matriz A.

De fato:
VA

r—Uenes

AN 0 st 0 {} A (}
0 VALY 0 0] 0 0 VAR 0
= 0 0 pmveses 0

YA

n—ueIes

39
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NPV 9] R 0 Q)
0 {/.(HI:)—.; R ()] 0 0

= : -0 o0

0 -0 P 0 VAL R A

”’11 0 e (} U

(} 0 Tt (] (""H'ﬁ
Logo,

VA=pP. VD.-pP!
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7 Consideracoes Finais

Os estudos realizados para o desenvolvimento deste trabalho nos garantiram a
obtencao de ganhos significativoes relacionados & extracao da rafz n-ézima de uma ma-
triz de ordem n. Apresentan - nos a importancia do desenvolvimento de métodos
que possibilitam wm professor de matemdtica a trabalhar com a raiz n-ézima de ma-
triz, com auxilio da Algebra Lincar, oportunizando melhor entendimento por parte dos
alunos do ensino médio e superior, uma vez que 03 mesmos encontram-se habituados
comn calenlos algébricos,

O processo de elaboracio nos leva a acreditar que os conceitos foram constridos a
fini de methorar o entendimento dos alunos e portanto, podemos doar un: tempo maior

para o plancjamento de atividades em que a aprendizagem seja efetiva.
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