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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo apresentar propostas pedagdgicas para o ensino da
algebra tendo em vista promover o desenvolvimento do pensamento algébrico dos
alunos. Para tanto foi realizado um levantamento bibliogréfico buscando trabalhos que
demonstram que tal objetivo pode ser alcancado por meio de um ensino que prioriza
o reconhecimento e a generalizacdo de padrbes matematicos. Em um primeiro
momento, procuramos analisar como alguns livros didaticos do Ensino Fundamental
tratam desse tema. Para contemplar o Ensino Médio, demos destaque as sequéncias
definidas recursivamente, que se revelam como um bom ponto de partida para a
generalizac@o de padrdes. Dessa forma, apresentamos um estudo dos métodos de
resolucao das relacdes de recorréncias que permitem encontrar a féormula do termo
geral para esse tipo de sequéncia. Além disso, com o estudo de recorréncias lineares,
€ possivel propor uma abordagem alternativa para o ensino de progressdes no Ensino
Médio. Buscando trabalhar com regularidades numéricas para descrever e generalizar
relacdes, sugerimos a utilizacdo de recursos computacionais, em particular, o uso das
planilhas eletrénicas, como proposta metodolégica no ensino da algebra.

Palavras-chave: pensamento algébrico, padrdes, sequéncias recursivas, planilhas
eletronicas



ABSTRACT

This paper aims to present educational proposals for the teaching of algebra in order
to promote the development of students' algebraic thinking. To do so a bibliographical
survey searching for papers that demonstrate that such goal can be achieved through
an education that prioritizes the recognition and the generalization of mathematical
patterns was conducted. At first, we tried to analyze how some textbooks of elementary
school deal with this issue. To address high school, we highlighted the sequences
defined recursively, which appear as a good starting point for the generalization of
patterns. Thus, we present a study of the methods of solving the recurrence relations
that allows the formula to find the general term for this type of sequence. Moreover,
with the study of linear recurrences, it is possible to propose an alternative approach
to teaching progressions in high school. Seeking to work with numerical regularities to
describe and generalize relationships, we suggest the use of computational resources,
in particular, the use of spreadsheets as a methodological approach in the teaching of
algebra.

Keywords: algebraic thinking, patterns, recursive sequences, spreadsheets
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo introdutério apresentamos uma analise da literatura que trata
do aprendizado da algebra na Educacdo Basica. Iniciamos com uma revisédo
bibliografica de alguns trabalhos referentes ao tema. Em seguida, refletimos a
relevancia do problema, definindo os objetivos e apresentando o delineamento do
texto.

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Devido a relevancia do contetudo, o estudo sobre o ensino da algebra aparece
em diversos trabalhos de professores e pesquisadores que serdo citados.
Pretendemos compreender de que forma a exploracao de padrbes, num contexto de
atividades de investigacdo, pode contribuir para o desenvolvimento do pensamento
algébrico dos alunos da Educacéo Basica.

Aquino (2008) teve como objetivo investigar as estratégias de 33 alunos do
Ensino Fundamental na resolucdo de atividades que envolvem a percepcao e a
generalizacdo de padrdes em sequéncias huméricas. A autora pode constatar que as
atividades promoveram o pensamento algébrico dos alunos participantes, porque
foram capazes de observar, perceber regularidades e expressar a generalidade de
sequéncias que apresentam padrao.

Canavarro (2009), ao propor um problema aos alunos de séries iniciais,
surpreende-se com 0s aspectos importantes acerca do raciocinio matematico
apresentado pelos mesmos que detectam possibilidades e capacidades de
desenvolvimento do pensamento algébrico, as quais compreendem: (i) a identificacao
referente a estrutura matematica da situacao-problema colocada em andlise; (ii) o
estabelecimento de relagbes numéricas entre as duas variaveis em causa; (iii) a
generalizacdo de uma regra para determinar um termo qualquer da sequéncia, por
meio da linguagem natural; (iv) a forma de expressar a generalizacao, utilizando de
recorréncia e através do termo geral.

Grecco (2008) apresentou uma sequéncia didatica para uma turma do sétimo
ano do Ensino Fundamental, com o objetivo de introduzir a algebra por meio de
situacdes-problemas que envolvem o reconhecimento e a generalizacéo de padrdes.
Um desses problemas pedia para que os alunos determinassem quantos apertos de

mao sao trocados entre 5 pessoas. A segunda parte do problema pedia para que
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descobrissem a quantidade de cumprimentos se fossem 2, 3, 4, 6, 7, 10, 20 e um
namero n de pessoas. Ja a terceira parte do problema pedia para que criassem uma
formula para calcular o numero A de apertos de méo para um numero n qualquer de
pessoas.

Para a autora, com essa atividade foi possivel proporcionar aos estudantes
um primeiro contato com o pensamento algébrico, e oportunizar a generalizacao e a
construcdo de expressdes algébricas por meio de padrbes em sequéncias.

Silva (2009) teve como objeto de estudo verificar de que forma as atividades
que envolvem observacdo e generalizacdo de padroes séo exploradas por
professores que ministram aulas em oficinas para 0 ensino da Matematica,
denominadas Experiéncias Matematicas. Para isso realizou entrevistas com cinco
professores destas oficinas, pelas quais pode-se constatar que essas atividades sao
minimamente trabalhadas e que alguns professores desconhecem o objetivo das
mesmas.

O mesmo autor coloca que a relevancia da pesquisa se justifica pela
importancia do trabalho com padrbes como meio importante para que alunos
desenvolvam o pensamento algébrico e a possibilidade de criarem expressdes
algébricas, dando sentido a utiliza¢do dos simbolos.

Santos (2007) efetuou um estudo sobre a introducdo do pensamento algébrico
nos livros didaticos de Matematica. O trabalho também buscou responder questdes
relacionadas a forma de como a algebra esta sendo abordada nos livros didaticos
atuais e como professores e alunos sao influenciados por essa abordagem.

Becher (2009) teve como obijetivo identificar em uma turma do primeiro ano
do Ensino Médio as competéncias e habilidades algébricas desenvolvidas por eles
durante o Ensino Fundamental, e como aplicam esses conteddos no Ensino Médio.
Além disso, o autor teve como propdsito caracterizar o pensamento algébrico dos
participantes, seguindo a abordagem de um estudo de caso.

Os dados apresentados desta pesquisa, levou a concluséo que a maioria dos
estudantes conseguiram reconhecer padrbes. Porém, para generalizar um padréo, o
resultado ficou abaixo do esperado. O autor ressalta a necessidade de se adotar no
Ensino Fundamental metodologias que garantam um aprendizado e melhor
compreensao da algebra por meio da resolucéo de problemas, tornando o ensino mais

significativo para os educandos.
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Segundo Becher (2009),

[...] o pensamento algébrico consiste em um conjunto de habilidades
cognitivas que contemplam a representacdo, a resolucdo de problemas, as
operacdes e andlises matematicas de situacdes tendo as ideias e conceitos
algébricos como seu referencial. (p.22).

Perez (2006) propbs a turmas de Ensino Médio, uma sequéncia didatica
envolvendo a generalizacdo de padrbes em forma de situagcdes-problemas. Por meio
das atividades propostas conclui que os alunos foram capazes de observar, levantar
hipdteses, tirar conclusdes e justificar suas respostas.

A autora verificou que por mais que o pensamento algébrico ja estava sendo
desenvolvido, expresso pela linguagem natural, os estudantes demonstraram
dificuldades em escrever algebricamente/simbolicamente a regra geral de uma
sequéncia, mesmo quando se tratava de uma progressao aritmeética.

Para desenvolver o pensamento algébrico dos alunos de uma turma da
segunda série do Ensino Médio, Archilia (2008) propds atividades que envolvem a
exploracdo de padrbes, cujo objetivo era criar condicdes para que os alunos
construissem uma férmula para o termo genérico de uma progressao aritmética.

Ferreira (2009), em sua dissertacdo de mestrado, investiga como estudantes
do Ensino Médio realizam e compreendem atividades de reconhecimento e
generalizacdo de padrBes. Na andlise dos dados, a autora percebeu que eles
conseguiram reconhecer o0s padrées em sequéncias. Porém, apresentaram
dificuldades para determinar um termo qualquer da sequéncia. O obstaculo
enfrentado, ocorre devido a utilizacdo do processo recursivo apresentado pelos
alunos, utilizando-se de um procedimento aritmético.

Conforme a mesma autora, 0os alunos necessitam de outras experiéncias para
aperfeicoarem a linguagem algébrica e manifestarem seu pensamento algébrico de
maneira mais eficaz.

A partir do resultado dessa pesquisa, tivemos a ideia de apresentar uma
proposta de trabalho sobre a resolucdo das relagbes recursivas encontradas em
sequéncias numéricas, possibilitando aos alunos do Ensino Médio generalizar termos
da sequéncia, levando-os a construcdo de uma formula para o termo geral.

Por meio dessas leituras, podemos constatar que o desenvolvimento do
pensamento algébrico esta diretamente ligado ao trabalho com a observacdo e
generalizacao de padrdes, desempenhando um papel importante no aprendizado da

algebra.
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1.2 RELEVANCIA DO PROBLEMA

Os principais documentos de orientagdes curriculares referente ao ensino e
aprendizagem, como os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e as Diretrizes
Curriculares do Estado do Parana (DCE) para a disciplina de Matematica, destacam
a importancia de se trabalhar com atividades que envolvem a observacéo de
regularidades e a generalizacéo de padrées no ensino da algebra.

Para as DCE (2008) a acédo do professor € articular o processo pedagogico
que dé condicbes ao estudante constatar regularidades e realizar generalizagdes.
Além disso, a aprendizagem da Matematica consiste em criar estratégias que
possibilitam ao aluno atribuir sentido e construir significado as ideias matematicas de
modo que, tornar-se capaz de estabelecer relacdes, justificar, analisar, discutir e criar.

De acordo com os PCN (1998), referente ao ensino de Matematica indicam

como objetivos do Ensino Fundamental:

[...] visar ao desenvolvimento do pensamento algébrico, por meio de
exploragdo de situagbes de aprendizagem que levem o aluno a: reconhecer
gue representacfes algébricas permitem expressar generalizagdes sobre
propriedades das opera¢cBes aritméticas, traduzir situacBes-problemas e
favorecer possiveis solugdes; utilizar os conhecimentos sobre as operacdes
numéricas e suas propriedades para construir estratégias de calculo
algébrico. (p. 64).

No que tange ao desenvolvimento do pensamento algébrico, as Orientacdes

Curriculares para o Ensino Médio (2006), descrevem que € preciso:

[...] colocar os alunos em um processo de aprendizagem que valorize o
raciocinio mateméatico — nos aspectos de formular questfes, perguntar-se
sobre a existéncia de solucdo, estabelecer hipéteses e tirar conclusdes,
apresentar exemplos e contraexemplos, generalizar situagbes, abstrair
regularidades, criar modelos, argumentar com fundamentag¢édo logico-
dedutiva. (p. 70).

Dessa forma, orientacGes curriculares sugerem o estudo das sequéncias
numéricas para desenvolver o0 pensamento algébrico, pois proporcionam
oportunidades de analisar, identificar regularidades, sendo possivel, em alguns casos,
generaliza-las e expressa-las por meio de sentencas algébricas.

Conforme as autoras Vale e Pimentel (2005), “Os temas, sobretudo no estudo
das sucessoes e fungdes, sdo um universo para explorar problemas e investigacoes
com padrdes” (p. 15).

O estudo de sequéncias numéricas relaciona-se diretamente com a algebra,
no que se refere as expressodes algébricas presentes nas leis de formacdo de uma

sequéncia e maior compressao de variaveis.
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Para nao perder o foco da algebra, procuramos dentre os subsidios possiveis
apresentar uma proposta de trabalho com sequéncias recursivas ou sequéncias de
recorréncias, através das quais séo verificados diferentes padrdes de regularidade
gue podem ser generalizados.

O estudo dos métodos de resolucao das relagdes recursivas, permitird aos
alunos do Ensino Médio encontrar uma formula fechada para o termo geral dessas
sequéncias. Por outro motivo, a forma como o conteudo de recorréncias lineares é
abordado nesse nivel de ensino acaba sendo bastante limitada, pois € dado énfase

ao estudo de progressfes aritméticas e geométricas.

O conceito de algebra é muito abrangente e possui uma linguagem permeada
por convengdes diversas de modo que o conhecimento algébrico ndo pode
ser concebido pela simples manipulacdo dos conteldos abordados
isoladamente. Defende-se uma abordagem pedagdgica que os articule, na
gual os conceitos se complementem e tragam significado aos contetdos
abordados. (DCE,2008, p.52).

Assim pretendemos possibilitar um avanco na teoria que envolve as
recorréncias lineares, apresentado mecanismos de generalizacdo, objetivando o
raciocinio dos alunos, e ndo a mera memorizacao de férmulas.

Nesse sentido, essa proposta pedagdgica, permite maior formalidade no uso
da linguagem algébrica e apresenta estratégias de generalizacdo mais eficazes.
Tornando um ambiente propicio para aprofundar as investigacdes sobre a observacao
de regularidades e a generalizacdo de padrdes, agora sob a perspectiva das

sequéncias recursivas.

1.3 OBJETIVOS DA DISSERTACAO

O presente trabalho tem como principais finalidades apresentar propostas
pedagdgicas para o ensino da algebra, a fim de que essas promovam o
desenvolvimento do pensamento algébrico. Sera, também, apresentado um estudo
de recorréncias lineares para obter o termo geral de sequéncias recursivas.

Para isso pretendemos:

e Analisar em livros didaticos do Ensino Fundamental para perceber se o ensino
da algebra utiliza-se da exploracao e generalizacao de padroes;

e Apresentar atividades que envolvam observacao e generalizacdo de padroes;

e Apresentar métodos de resolucao de recorréncias lineares para a construcao

de uma férmula para o termo geral de sequéncias numéricas;
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e Resolver analiticamente problemas por meio de recorréncias lineares de
primeira e segunda ordem;

e Abordar o calculo do termo geral de uma progressdo aritmética e
geométrica por meio da utilizacao de recorréncias lineares de primeira ordem;

e Modelar problemas usando recorréncias lineares;

e Utilizar planilhas eletrbnicas para o estudo da algebra e a construcdo de

sequéncias que apresentem padrfes de comportamento numérico.

1.4 DELINEAMENTO DO TEXTO

O presente trabalho foi estruturado em seis capitulos. Além do capitulo
introdutério e do conclusivo, conta com outros quatro capitulos referentes a
fundamentacédo teorica e o desenvolvimento da proposta, conforme detalhamos a
sequir.

No segundo capitulo encontramos a fundamentacao tedrica. Apresentamos
algumas consideracfes sobre o pensamento algébrico e alguns conceitos sobre
padrées matematicos. Também sera apresentado um estudo de recorréncias lineares
de primeira e segunda ordem e os métodos de resolucdo das relacdes de recorréncia,
para uma possivel abordagem desse contetddo no Ensino Médio.

No terceiro capitulo é apresentado uma analise de alguns livros didaticos do
Ensino Fundamental, com o intuito de investigar as atividades de generalizacédo de
padrbes que desenvolvem o pensamento algébrico dos alunos.

No quarto capitulo efetuamos a resolucéo de algumas questdes da Olimpiada
Brasileira de Matemética das Escolas Publicas, que tratam de recorréncias lineares.

O quinto capitulo traz um resumo sobre algumas das justificativas e
finalidades para o uso das tecnologias no ambiente escolar. E ainda, exemplificamos
a utilizacdo de planilhas eletrénicas no ensino da algebra. Bem como, a insercéo
desse recurso no estudo de sequéncias numéericas.

No sexto capitulo descrevemos as consideragdes finais acerca de todo o

trabalho desenvolvido.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

A fundamentagéo tedrica inicia brevemente com algumas reflexdes sobre o
ensino da algebra e como alguns autores caracterizam o pensamento algébrico. A
seguir sera exposto alguns conceitos relacionados aos padrdes matematicos.

Ainda neste capitulo, apresentamos a definicdo de sequéncias numéricas, por
conseguinte serd estudado as sequéncias definidas recursivamente e a solucéo de

recorréncias lineares de primeira e de segunda ordem.

2.1 PENSAMENTO ALGEBRICO: ALGUMAS CONSIDERACOES

Atualmente, no campo da Educacdo Matemética, varias sdo as discussoes e
investigaces que tratam do ensino de algebra. Esses estudos apontam suportes a
pratica educacional, fontes de discussdes quanto as metodologias, a fim de que estas
possibilitem aos alunos o desenvolvimento do pensamento algébrico.

Lins e Gimenez (1997) consideram que a “algebra consiste em um conjunto
de afirmacdes para as quais é possivel produzir significado em termos de numeros e
operacoes aritméticas, possivelmente envolvendo igualdade e desigualdade” (p. 137).
Essa é uma definicdo de algebra muito usada na literatura.

Esses autores acrescentam que a educacao algébrica envolve dois objetivos
centrais, é preciso que os alunos sejam capazes de produzir significados para a
algebra e que os mesmos desenvolvam a capacidade de pensar algebricamente.

Segundo Portanova (2005), desenvolver o pensamento algébrico torna-se
essencial na educacdo matematica do aluno, pois nesse contexto, o aluno consegue
realizar abstracdes e generalizacbes em nivel mais profundo do que o pensamento
aritmético.

A mesma autora esclarece que “o pensamento algébrico € desenvolvido a
partir de estudos basicos empreendidos na area da aritmética, uma vez que o aluno
ja perceba a existéncia de diferentes conjuntos numéricos e das operagcdes possiveis
de se realizar entre os seus elementos” (p. 24).

Conforme Booth (1995, p. 24), na aritmética, a énfase esta nas respostas
numericas particulares, enquanto que na algebra, buscam-se os procedimentos e

relacOes para expressa-las genericamente.
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As caracteristicas fundamentais do pensamento algébrico compreendem as
hipoteses, afirmacdes, justificativas, identificagdo de regularidades e relagbes de
grandeza (FIORENTINI et al., 1993; VALE E PIMENTEL, 2005; WALLE, 2009).

Fiorentini et al. (1993) descrevem o0s elementos que caracterizam o

pensamento algébrico:

[...] percepcdo de regularidades, percepcdo de aspectos invariantes em
contraste com outros que variam, tentativas de expressar ou explicitar a
estrutura de uma situacdo-problema e a presenca do processo de
generalizago. (p. 87).

Acrescentam ainda que:

[...] ndo existe uma Unica forma de se expressar o pensamento algébrico. Ele
pode expressar-se através da linguagem natural, através da linguagem
aritmética, através da linguagem geométrica ou através da criacdo de uma
linguagem especifica para esse fim, isto &, através de uma linguagem
algébrica, de natureza estritamente simbdlica. ( p. 88).

Kaput (1999) citado por Walle (2009, p. 288) descreve 0 pensamento
algébrico sobre as cinco diferentes formas de raciocinio algébrico: (i) Generalizacdo
da aritmética e de padrbes em toda a matematica; (ii) Uso significativo do simbolismo;
(i) Estudo da estrutura no sistema de numeracdao; (iv) Estudo de padrbes e funcoes;
e (v) Processos de modelagem matematica, que integra as quatro anteriores.

De acordo Walle (2009, p. 287):

O pensamento algébrico ou raciocinio algébrico envolve formar
generaliza¢bes a partir de experiéncias com numeros e operagdes, formalizar
essas ideias com uso de um sistema de simbolos significativo, explorando
conceitos de padréo e de funcgéo.

Em sintese percebemos que pensar algebricamente é um conjunto de fazeres
diferenciados que envolve a capacidade de calculo e a capacidade de trabalhar com
estruturas matematicas representadas através do uso de simbolos algébricos na
resolucao de problemas, implicando na capacidade de generalizar.

Nesse sentido, o enfoque principal do ensino da &lgebra estd em propor
tarefas que envolvam o raciocinio algébrico e assim desenvolver o pensamento

algébrico dos alunos.

O raciocinio algébrico implica em representar, generalizar e formalizar
padrbes e regularidades em qualquer aspecto da Matematica. A medida que
se desenvolve esse raciocinio, se vai evoluindo no uso da linguagem e no
simbolismo necessario para apoiar e comunicar o pensamento algébrico,
especialmente nas equacdes, nas variaveis e nas funcbes. Esse tipo de
pensamento esta no coracao da Matematica concebida como a ciéncia dos
padrdes e da ordem, ja que é dificil encontrar em outra area da Matematica
em que formalizar e generalizar ndo seja um aspecto central. (GODINO e
FONT, 2003, p. 774).
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Nessa perspectiva, os alunos devem ser confrontados com desafios que os
estimulem, despertando o0 interesse em desenvolver algum processo de

generalizacdo. Para Barbosa (2007):

Quando apelamos aos padrdes num contexto de tarefas de investigacdo no
ensino da Matematica é, normalmente, porque queremos ajudar os alunos a
aprender matematica de forma significativa e/ou a envolver-se na sua
aprendizagem, facultando-lhes um ambiente que tenha algo a ver com a sua
realidade e experiéncias. O estudo de padrdes, num contexto de tarefas de
investigacao, vai ao encontro deste aspecto, apoiando a aprendizagem dos
estudantes para descobrirem relacbes, encontrarem conexdes, fazerem
generalizacbes e previsdes. (p. 9).

Segundo o autor Walle (2009), “aprender a procurar por padrbes e como
descrever, traduzir e amplia-los € parte do fazer matematica e do pensar
algebricamente” (p. 296).

Vale e Pimentel (2005) apontam a importancia do estudo de padrdes no
ensino da algebra, porque pode “proporcionar contextos de aprendizagem bastante
ricos e motivantes para os estudantes” (p.14). Nesse contexto, ressaltam que 0 uso
de padrdes é um importante componente da atividade matemética, isto €, permite
conjecturar e generalizar.

Entre outras vantagens que as autoras defendem sobre as tarefas que
envolvem a procura de padrdes, é o fato que elas permitem:

e evidenciar como os diferentes conhecimentos matematicos se relacionam entre
si e com outras areas do curriculo;

e promover o desenvolvimento do raciocinio matematico dos alunos tornando-os
bons solucionadores de problemas e pensadores abstratos;

e melhorar a compreensdo do sentido do numero, da &lgebra e de conceitos
geométricos.

Para que isso ocorra, deve ser levado em consideracdo alguns aspectos
relevantes que oportunizem aos alunos a:

e descobrir o padrdo numa sequéncia;

e descrever o padréo oralmente e por escrito;
e continuar uma sequéncia;

e prever termos numa sequéncia;

e (generalizar;

e construir uma sequéncia. (p.16).
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Abrantes (1995) esclarece que o reconhecimento de regularidades, a
investigacdo de padrbes e a generalizacdo de sequéncias numéricas ajudam o0s
alunos na capacidade de abstracdo, de forma que os mesmos consigam identificar e
formular regras gerais. Com isso, permite que a aprendizagem da algebra se processe
de um modo gradual.

Gigante e Santos (2012) comentam que quando os alunos estabelecem
generalizagcbes de numeros ou eventos quaisquer, a partir da observacdo de
regularidades e utilizam-se de diferentes simbolos para a representacédo, em geral
formados por letras, esses alunos iniciam o desenvolvimento do pensamento
algébrico. Assim, através da generalizacdo e abstracdo é possivel ampliar os
conceitos de numero, dos sistemas de numeracdo, das operacdes, permitindo o
equacionamento das situacdes-problema e o uso de linguagem algébrica cada vez
mais formal.

Para Gigante e Santos (2012, p.25):

Ao longo de todo o ensino fundamental, a ideia de regularidade, apresentada
em sequéncias figurais e numéricas, bem como a identificagcdo de padrdes
gue as relacionam, proporciona generalizacdes e as primeiras algebrizacdes.
Alguns conceitos, trabalhados como noges intuitivas nos anos iniciais (o
conceito de fungdo, por exemplo) vao se ampliando ao longo dos anos finais
e consolidam-se no decorrer do ensino médio.

Sendo assim, 0s conceitos algébricos iniciais precisam ser bem trabalhados
para a formacao de conceitos algébricos posteriores.

De acordo com a organizacao dos contetdos apresentados nas DCE (2008),
séo nas séries finais do Ensino Fundamental que os contetdos algébricos comegam
a ser ensinados, tais como as expressdes algébricas, equacdes do primeiro e segundo
grau, polinbmios, funcdes, sistemas de equacdes e inequacdes. Apesar que nas
séries iniciais ja se possa incluir alguns topicos da algebra, embora ndo de maneira
formalizada.

Ainda, conforme essas diretrizes, os contetdos no Ensino Médio deverao ser
trabalhados de forma articulada, ampliando e aprofundando os contetddos ministrados

no Ensino Fundamental.

2.2 PADROES MATEMATICOS

A procura por padrbes é tdo importante que fez com que Devlin (2002)

considerasse a Matematica como “a ciéncia dos padrées”. Muitos fendbmenos fluem
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com uma regularidade tal que, se for identificada, sera possivel fazer previsées e
formular conjecturas. O reconhecimento de padrbes em diversas situacdes reais

muitas vezes leva a novas e importantes ideias.

O que o matematico faz é examinar "padrfes" abstratos - padrées numéricos,
padrdes de forma, padrées de movimento, padrdes de comportamento, etc.
Esses padrdes tanto podem ser reais como imaginarios, visuais ou mentais,
estaticos ou dindmicos, qualitativos ou quantitativos, puramente utilitarios ou
assumindo um interesse pouco mais recreativo. (DEVLIN, 2002, p. 9)

Assim, parte do conhecimento produzido € o resultado das a¢gBes empiricas,
ou seja, da prética cotidiana e outra parte é consequéncia da valorizacao do carater
tedrico racional da Matematica. Com esse pensamento, a Matematica desempenha
papel decisivo e fundamental por permitir a resolucéo de problemas e funcionar como
instrumento essencial na constru¢ao dos conceitos algébricos.

Para Gigante e Santos (2012, p.45):

Na natureza, nas pinturas, na poesia, na arquitetura, na danca, no ritmo, nos
crochés, nas rendas, nos ladrilhos dos pisos e das paredes, em tudo que nos
rodeia, no nosso corpo, nos animais, nas plantas, ha formas ou sequéncias
cujos padrbes possibilitam generalizagbes. Aprecia-los, reconhecé-los,
identifica-los, cria-los, generaliza-los e algebrizar é fazer Matematica, é
reconhecer o mundo em que vivemos.

No ambito da Matemética escolar, ao analisarmos as DCE (2008) verificamos
que o assunto “padrboes” nao esta apresentado de forma explicita nesse documento.
Sao considerados os padrdes que estdo associados as sequéncias com regras logicas
e que nos levam a sua generalizagao.

Walle (2009), apresenta alguns tipos de padrdes de regularidade, os quais
podem ser: padrdo repetitivo, padrées numéricos e padrdes crescentes. Esses
padrées podem ser reconhecidos, ampliados e generalizados. O conceito de padrdo
repetitivo parte da identificacdo de um nucleo que € a menor cadeia de elementos que
se repete.

Para Walle (2009) os estudantes podem explorar padrdes que envolvam uma
progressdo a cada passagem. O estudo de padrfes de crescimento possibilita aos
alunos fazer generalizacbes, através de relacOes algébricas que permite dizer a
guantidade de elementos em uma posicéo qualquer. Com isso, pode contribuir para a
formacao do conceito de funcéo.

Na Fig. 2.1, sdo apresentados exemplos de padrbes de crescimento, que
obedecem a um determinado tipo de regularidade que podem ser reconhecidas e

generalizadas.
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Figura 2.1 — Padrdes crescentes
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Fonte: Walle (2009, p. 299)

O mesmo autor também propde exemplos de padrées numéricos, formulando

hipéteses das regras observadas nas sequéncias numéricas, fundamental para o

processo de generalizacao.

2,4,6, 8,10, ...
1,4,7,10, 13, ..
1,4,9, 16, ...
0,1,5, 14, 30, ...
2,5,11, 23, ..
2,6,12, 20, 30, ...
3,3,6,9,15, 24, ...

(numeros pares: adicione 2 a cada vez)

(comece com 1; adicione 3 a cada vez)

(nimeros quadrados perfeitos)

(adicione o préximo nimero quadrado perfeito)

(dobre o nimero e adicione 1)

(multiplique pares de nimeros naturais consecutivos)
(adicione os dois numeros anteriores, exemplo de uma

sequéncia de Fibonacci)

Segundo Walle (2009, p.297) os padrbes numéricos encontrados em

sequéncias numéricas baseados em uma regra particular proporcionam desafios

apropriados no desenvolvimento do pensamento algébrico em todos os niveis da

Educacéo Basica.

2.3 SEQUENCIAS NUMERICAS

Em diferentes contextos encontramos situacfes que envolvem a ideia de

sequéncias. Podemos considerar os exemplos:

(i) A sequéncia dos meses do ano (janeiro, fevereiro, marco, ..., dezembro);

(i) A sequéncia dos multiplos inteiros positivos de 3 (3, 6, 9, 12,...).
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DEFINICAO 2.1: Uma sequéncia é uma fungéo cujo dominio é conjunto dos nimeros

naturais, denotado por N=4{, 2, 3,...}, em um conjunto A.

a: N> A
n a(n)

Para cada neN, o valor a(n) € usualmente representado por a, .

Escreve-se (a,a,,a,,4,,..4,,...), ou (a,) para indicar a sequéncia a. (HEFEZ,
2011, p.11).

Em alguns casos, o dominio de uma sequéncia € o conjunto de inteiros nao
negativos {0,1,2,3,..}, em vez de N. Ou seja, a sequéncia inicia em n=0.

Quando o dominio da funcdo é {L,2,34,...m}, para algum meN, sobre um
conjunto A, a sequéncia é dita finita e denotada por: a;,a,,a,,a,,...,a,,-

No exemplo (i), sequéncia dos meses do ano, temos uma sequéncia finita,
onde 0s seus termos séo:

a, = janeiro a, =fevereiro a,=mar¢go ... a,=dezembro

No exemplo (ii), podemos encontrar uma regra para calcular os termos da
sequéncia em uma ordem qualquer, admitindo que esses termos seguem 0 mesmo
padrdo que os apresentados.

Uma maneira de fazer isso é procurar uma funcédo ou lei de formacédo que
relacione cada termo da sequéncia com a ordem do elemento, isto é, ao indice de sua
posicao.

Assim, sendo n a posicdo de um termo na sequéncia, temos que cada
elemento da sequéncia € o triplo da sua posi¢cao. Em linguagem matematica, o termo
de ordem n da sequéncia € dado pela expressao algébrica 3n. Denotamos isso
escrevendo a sequéncia numérica como:

3,6,9, ...,3n, ...
Dizemos que a fungdo a(n) =a, =3n é o termo geral dessa sequéncia.

No trabalho com algumas sequéncias numéricas é comum identificar as
relacdes recursivas. Por exemplo, na Fig. 2.2 temos uma sequéncia construida
iterativamente, que envolve o desenho da figura anterior e a respectiva contagem,

referente a construcdo de termos para a determinacéo de termos seguintes.
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Figura 2.2 — Processos recursivos
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Fonte: Walle (2009, p.301)

Analisando a Fig. 2.2, percebemos que a quantidade de pontos em cada
passo € igual a quantidade de pontos do passo anterior adicionado aos humeros pares
(4, 6, 8, 10,...). Dessa maneira, “a descricao que diz como um padrdo é modificado de
um passo ao passo seguinte é conhecida como uma relagao recursiva” (WALLE, 2009,
p.300).

Por esse método, para descobrir a quantidade de pontos na centésima figura,
teriamos que determinar os 99 passos anteriores, 0 que seria uma tarefa ndo muito
viavel. Sendo assim, € preciso encontrar uma regra que relacione a ‘quantidade de
pontos’ ao ‘passo’ da figura, sem haver a necessidade de calcular os elementos
intermediarios.

Nesse sentido, o estudo que faremos a seguir, vai ao encontro dessas
necessidades. Para isso, € apresentado a definicdo de sequéncias recursivas e
métodos para resolver uma relacdo recursiva, permitindo encontrar uma formula para

0 passo N, ou seja, o0 termo geral da sequéncia sem recorrer aos termos anteriores.

2.4 SEQUENCIAS DEFINIDAS RECURSIVAMENTE

Muitas sequéncias séo definidas recursivamente, ou seja, existem sequéncias
numericas onde se conhece o primeiro termo e uma lei que permite relacionar o termo

a, com alguns de seus termos anteriores: a, ;, a, ,, ..., &;.
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Quando isso ocorre, dizemos que o0s termos podem ser obtidos

recursivamente ou através de uma equacao de recorréncia.

Exemplo 2.1: Consideremos a sequéncia cujos termos obedecem as condicdes:

a =1
a,,—a,+2,nx1
Vamos calcular o 2°, 3°, 4° e 5° termos:

e N=1ls a=-ar+2 =a=3;
e N=2=oa3=a+2=a=>5;
e N=3au=az+2 =7,
e N4 as=as+2 =2as=09.

Logo, a sequéncia € (1, 3, 5, 7, 9,...), ou seja, podemos inferir que € a

sequéncia dos numeros naturais impares.

2.5 RECORRENCIAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

7

Uma recorréncia é dita linear de primeira ordem quando é da forma

X, = F(n)X, +9(n), onde f e g sdo funcdes de n. A terminologia “linear” € no sentido

gue néo existem poténcias ou produtos de x;'s, com i=123,...,n.

Quando g(n) = 0, a recorréncia linear é dita homogénea. Caso contrario, &
nao homogénea (adaptado de LIMA et al., 2006, p.69).

As recorréncias X, =2nx, € X,., =5X, +n* sdo exemplos de recorréncias
lineares de primeira ordem, respectivamente homogénea e ndo homogénea.

Considere uma recorréncia linear homogénea do tipo x,,, = Ax,, onde A é

n )
uma constante. Vamos apresentar um exemplo de como encontrar uma solugéo que

permite calcular todos os termos desta sequéncia em funcao de n.

Exemplo 2.2: Seja x,,; =5%, uma relacao recursiva, tal que x, =5. Obtenha a funcao

que expressa X, em funcéo de n.



26

SOLUCAO: Escrevendo os termos da equagao de recorréncia x,,, = 5x, , teremos que:

X, =5X;
X3 = 95X,
X, = 5X;
X, = 5Xn—1

Multiplicando ordenadamente o primeiro e segundo membro das igualdades,

teremos:
Xy X3 Xy ... X1 X, =5X,.5X,.5%;...5X ,.5%, ; (2.1)

Dividindo os dois membros da Eq. 2.1 por X,.X;.X, ...X, ,, desde que os termos
sejam todos nao nulos, e simplificando o produto de fatores de 5 (aparece n—1 vezes),

obtemos x, = x,5"*. Como x, =5, segue que x, =5".

Exemplo 2.3: Considere uma relagéo da forma x,,, = f(n)x,, onde f & uma fungéo

com dominio o conjunto dos numeros naturais. Em particular, X ., =(n+1)x,, com

n

X, =1, encontre a expressao X, em funcéo de n.

SOLUCAO: Temos que:

X, = 2X,
Xy = 3X,
X, = 4X,
Xy = NX,;

Multiplicando membro a membro as equacdes acima, teremos:
Xy X3. Xy oo X g X, = 2X.3%,.4%; ... (n=1)X, ,.NX; (2.2)
Dividindo os dois membros da Eq. 2.2 por X,.X;.X,...X,,, obtemos:

X, =%.2.3.4.(n-1.n (2.3)

Substituindo x, =1 na Eq. 2.3, e fazendo 1.2.3.4..(n-1).n=n!, obtemos a

solucéo da recorréncia x,,, =(n+1)x,, isto €:

X, = n! (2.4)
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2.5.1 Progresséao Aritmética e Geométrica no Ensino Médio

Existem dois tipos de recorréncias lineares de primeira ordem bastante
conhecidas em Matematica, a Progressao Aritmética (PA) e a Progressdo Geomeétrica
(PG). E importante destacar, que muitas vezes as formulas de PA e PG sdo
apresentadas aos alunos do Ensino Médio de forma “pronta e acabada”. Assim,
corremos o risco de privar os mesmos de todo um raciocinio algébrico e conceitos
matematicos existentes para chegar até elas.

Conforme as DCE (2008) espera-se que o aluno do Ensino Médio generalize
calculos para a determinacdo de termos de uma sequéncia numérica. Sendo assim, a
partir da definicdo de PA e PG, o trabalho com recorréncias possibilita aos estudantes

a generalizacao e a obtencao de uma férmula para o termo geral.

Progressdes Aritméticas

Definicdo 2.2: Progresséao aritmética € uma sequéncia numérica, onde cada termo, a
partir do segundo, é a soma do anterior com uma constante r denominada razdo da
progresséo (SMOLE e DINIZ, 2005, p.167).

Assim, (a,,a,,a;,8,,85,..,8, ,,8,,..) €eumaPA <a ,=a,+rn>1.

Dessa forma, podemos perceber que uma progressao aritmética é uma
recorréncia linear de primeira ordem. Da definicdo 2.2, temos que:

a,=a+r
a,=a,+r
a, =a,+r
a,=a,, +r

Somando os membros das igualdades ordenadamente, obtemos:
a+a,+a,+...+a ,+a, = +r+a,+r+a,+r+...a _,+r+a, , +r (2.5)

Subtraindo em ambos os membros a, +a, +...+4a,, € escrevendo a soma das

n—1 parcelas de r da Eq. 2.5, obtemos o termo geral de uma progressao aritmética

em funcao da razdo e do primeiro termo:

a,=a+(n-r (2.6)
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Exemplo 2.4: Sejam os numeros inteiros positivos impares: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, ...
Qual é 0 157° niumero dessa sequéncia?

SOLUCAO: Note que cada termo dessa sequéncia, a partir do primeiro, é igual ao
anterior mais uma constante 2. Assim, essa sequéncia € dada pela recorréncia

a,,—a,+ 2,com nx1e a =1, cuja representacdo € de uma PA. Logo, pela Eq.
2.6, segue que a,=1+(n-1).2 e reescrevendo esse resultado, chegamos em
a,=2n-1. Para determinar o 157° elemento da sequéncia, calcula-se

a,, =2.157-1=313.

Soma dos termos de uma progressao aritmética finita

Antes de apresentar os calculos que determina a férmula da soma dos termos
de uma PA, comecemos com um fato histérico envolvendo um matematico famoso.

Conta-se que o matematico alemado Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
quando crianc¢a frequentou uma escola em que o professor era muito rigido. Certa vez,
para manter a classe ocupada e em siléncio, ele pediu que os alunos calculassem a
soma dos inteiros de 1 a 100. Gauss, que estava na época com aproximadamente
sete anos, apresentou o resultado correto em poucos minutos, anunciando que a
soma era 5050 (SMOLE e DINIZ, 2005, p.167).

Vejamos o seu raciocinio:
1+2+3+4+...+97+98+99 + 100

Somando os termos equidistantes, Gauss percebeu que este valor era
constante, obtendo o niumero 101, isto é, 1 + 100 =101,2 +99=101,3+98=101e
assim sucessivamente até 50 + 51 = 101. Como no total s&o 50 parcelas de 101, entéo
50 x 101 = 5050. A regra utilizada por Gauss é valida para qualquer PA finita, que
consiste em somar o primeiro com o Ultimo termo, multiplicar pela quantidade de
termos e dividir o resultado encontrado por 2.

De fato, se a sequéncia (a,,a,,a,,8,,a;,.., 8, ;,d8,) € uma PA finita de razéo r,

podemos representar cada um de seus termos da seguinte forma:
(a,,a +r,a +2r,a +3r,.,a, —2r,a —r,a,)

%r_/
a a3 3y an-2 ChE]



29

Sendo S, a soma dos n primeiros termos de uma progresséao aritmeética finita,

podemos escrevé-la nas duas formas seguintes:

S,=a,+(@, +n+(@+2r)+(a, +3r+..+(a,—2r)+(a,—r)+a, (2.7)
S,=a,+(@,—-nN+@,-2rN+@,-3N+..+(@+2r)+(@ +r+a (2.8)

Adicionando os termos ordenadamente das Eq. 2.7 e 2.8, obtemos:
25, =(a, +a,)+(a, +a,)+...+(a, +a,)+(a +a,) (2.9)
Como a parcela (a, +a,) aparece n vezes, entdo temos:
2S5, =n(a, +a,) (2.10)

Logo, a soma dos n primeiros termos de uma PA finita sera dada por:

n
S, = n(a, +a,) (2.11)
2
Exemplo 2.5: O numero triangular T, é definido como a soma dos n primeiros termos

da progresséo aritmética 1, 2, 3, 4, .... O numero quadrangular Q, € definido como a

soma dos n primeiros termos da progresséo aritmética 1, 3, 5, 7, .... A Fig. 2.3 justifica

essa denominagdo. Determinar o nimero triangular e quadrangular de ordem n.

Figura 2.3 — Representa¢do do nimero triangular e quadrangular

SOLUCAO: Sendo T,=1+2+3+4+..+n a soma dos N primeiros termos da

progressao aritmética de razéo 1, com a, =1 e a, =n, substituindo esses valores na

n(n+1)

Eq. 2.11, obtemos T, = 5

De maneira semelhante, Q, =1+3+5+7+...+2n-1, é determinado pela

soma dos n primeiros hamero naturais impares, ou seja, uma PA de razdo 2.

n@d+2n-1) 0?2

Substituindo a, =1 e a, =2n-1, na Eq. 2.11 temos que Q, = )
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Progressbes Geomeétricas

Definicdo 2.3: Progressao geométrica € uma sequéncia numérica, onde cada termo,
a partir do segundo, é igual ao anterior multiplicado por uma constante ¢ denominada
razao da progressao (SMOLE e DINIZ, 2005, p.176).

Assim, (a,8,,8,,8,,8,...,a,,,8,,..) e umaPG <a,,, =a,q, n>1

n
Dessa forma, podemos perceber que uma progressdo geométrica € uma

recorréncia linear homogénea. Da definigdo 2.3, temos:

a, =aq
a; =a,q
a, =a,q
an = aﬂ—lq

Multiplicando membro a membro as igualdades acima, obtemos:
&,85.8,...a, .4, =8,0.8,0.8,0...a, ,0.a, 4, (2.12)

Dividindo ambos os membros da Eq. 2.12 por a,.a,.a,.8...a,, de termos ndo

nulos e escrevendo o produto dos n-1 fatores iguais a q na forma de poténcia,

obtemos o termo geral de uma PG, dada pela expressao:

a, =a.q"" (2.13)

Progressdo Geomeétrica e a formula dos Juros Compostos

De acordo com as DCE (2008) o estudo de progressdes geométricas pode
ser trabalhado de forma articulada ao conteudo de juros compostos, tendo em vista
que esse conteudo € uma das mais importantes aplicacbes de progressdes
geomeétricas.

Conforme Giovanni (2011, p. 230):

[...] 0 juro composto é conhecido como juro sobre juro e € o mais utilizado
nas transacdes financeiras. No juro composto, o valor gerado €
incorporado ao capital e passa a participar da geragdo de juros no periodo
seguinte.

Veja como podemos obter a férmula dos juros compostos, partindo do proximo

exemplo e do seu conceito.
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Exemplo 2.6: Determinar o montante, ao fim de 3 anos, correspondente a uma
aplicacdo no valor de R$ 1.000,00, a taxa de 10% ao ano, no regime de juros

compostos.

SOLUCAO: No regime dos juros compostos, a taxa de 10% deve incidir sobre o
montante do ano anterior. Assim, depois de decorrido o primeiro ano 0 montante € o
capital aplicado adicionado ao juro, que € o rendimento do capital inicial a taxa de 10%

a0 ano.
M; = 1000 + (1000 . 0,1) = 1100.

Ao transcorrer o segundo ano, 0 hovo montante € a soma do montante do ano

anterior que agora € o capital, mais o juro desse novo capital:
M2 = 1100 + (1100 . 0,1) = 1210.
Da mesma forma ao fim do terceiro e dltimo ano, temos que:
Ms = 1210,00 + (1210 . 0,1) = 1331.
Logo, o montante desejado é R$ 1331,00.

Numa possivel extensdo do problema que preveja o valor do montante num
periodo qualquer, o uso recursivo se torna um processo trabalhoso para a
determinacdo de termos de ordem distante. Sendo assim, é preciso encontrar uma
regra geral sem ter a necessidade de calcular consecutivamente todos os seus termos
até chegar ao termo desejado.

A generalizacao desse exemplo pode ser vista na Tab. 2.1, onde pretendemos

determinar o montante M apos n periodos de tempo, considerando um capital inicial

C e taxa periddica i.

Tabela 2.1 — Generalizagdo do montante/juros compostos

Periodo Montante
0 M,
1 M, =M, +M,.i=M,(1L+i)
2 M, =M, +M,i=M,1+i)
3 M, =M, +M,.i=M,1L+i)
4 M, =M; +M,i=M,(1+i)
n M, =M_,+M _,i=M_,[1+i)
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Com base no padrao observado, obtemos a seguinte recorréncia matematica:
M, =M, [1+i) (2.14)

Resolvendo a recorréncia linear de primeira ordem homogénea, podemos

encontrar uma formula explicita para o montante M, . Da Eq. 2.14, temos que:

M, = M, (1+i)
M, =M, (1+i)
M, =M, (1+i)
Mn = Mn—l(l+i)

Multiplicando membro a membro as equacgdes acima, obtemos:
M, M, M,..M_ M =M,0+i)M,Q+i)M,1L+i)...M_,A+)M_ ,Q+1i) (2.15)
A Eq. 2.15 pode ser simplificada dividindo ambos os membros por

M;.M,.M,...M,, de termos né&o nulos e escrevendo o produto dos n fatores iguais a

1+i na forma de poténcia.
M,=M,@d+i)" (2.16)
Como M, =C e substituindo esse valor na Eq. 2.16, chegamos ao resultado:
M, =C@+i)" (2.17)

Assim, no regime dos juros compostos a sequéncia numérica dos montantes
no decorrer do tempo, constitui uma progressao geométrica de razdo 1+ i.

Podemos usar inducdo Matematica para comprovar sua validade:
i. Para n=0, temos M, =C(1+i)° =C, ou seja, a formula é valida.
ii. Agora, devemos assumir que M =C(1+i)" é verdadeira (hipotese indutiva).
A partir da relagéo de recorréncia M, =M, ,(1+i) e da hipotese, devemos

verificar que M., € verdadeira.

hipdtese

Mo =M, (L+i) = CEL+i)"(+i)=C@+i)™

Isto mostra que a formula explicita para M é valida, para todo n>0.
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Soma dos termos de uma progressao geométrica finita

Em uma PG (a,3a,,8;,...8, ,,8,), podemos indicar por S, a soma dos n

primeiros termos, ou seja:
S,=a,+a,+a;+...+a,,+4a,,+a, (2.18)
Multiplicando a Eq. 2.18 pela razéo ¢, = 0, obtemos:
g5, =a.9+a,0+a,9+...+a,,.9+a,,.9+a,q (2.19)
Da defini¢céo de PG, a, =a, ;.q, a Eq. 2.19 pode ser reescrita como:
9S,=a,+a,+a,+...+a,,+a,,+a,+a,.q (2.20)
Subtraindo os termos da Eq. 2.18 dos termos da Eq. 2.20, obtemos:
q9S,-S,=a,—-a,+a,—-a,+a,—a, +...+a,—-a,, +a,.0—a, (2.22)
Anulando os termos inversos aditivos da Eqg. 2.21, obtemos:
S,(-)=a,g-a (2.22)

Como a,=aq"’, ao ser substituido na Eg. 2.22 encontramos

S,(@-1)=a,(q" -1). Isolando S_, iremos obter a seguinte férmula:

n

S, = al(L—_ll, para q=1 (2.23)

Dessa maneira, a soma dos n primeiros termos de uma PG pode ser calculada

conhecendo-se a razao e o primeiro termo.

Soma dos termos de uma progressao geomeétrica infinita

A soma S dos infinitos termos de uma PG de raz&o |q|<1 é finita, ou seja,

S=I1imS,, com S eR. De fato,

n—oo

_11 = (0-1) , isto é:

limg" =0, pois |[g|<1=limS, = Iimaiq
n—owo n—o0 n—o0 q
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S=lims, =2
U (2.24)
Exemplo 2.7: Determine a fracao geratriz da dizima periddica 0,171717...

SOLUCAO: Podemos escrever a dizima periddica da seguinte maneira:
0,171717...=0,17 + 0,0017 + 0,000017 + 0,00000017 + ...

Note que essa adicao possui infinitas parcelas, que formam uma PG infinita

de razéo g = ﬁ A fracdo geratriz €, entéo, o valor da soma dos termos dessa PG.

Utilizando a Eq. 2.24, temos:

g_ & _ 017 017 ,,.100 17
l-q ;1 9 99 99
100 100

Portanto a dizima periédica 0,171717... € gerada pela fracao g

2.5.2 Solugdo de uma recorréncia do tipo Xn+1 = Xn + f(n)

De Lima et al. (2006), as recorréncias lineares de primeira ordem nao

homogéneas da forma x =X +f(n), com f uma funcdo de n, sdo facilmente

resolvidas. De fato,

X2:X1+f(1)
X; =X, + F(2)
X, =X+ F(3)

X, =X,,+ f(n-1)

Somando membro a membro as equagdes acima, obtemos:
Xo X3+ Xy Aot Xy + X, =X+ T +X+ FQ)+ %+ FR)+...+X,, + F(N-1) (2.25)

Subtraindo x, + X, +X, +...+X,, em ambos os membros da Eq. 2.25,
obtemos:

X, =X +fQ+fQRQ)+f@)+..+ f(n—1)=xl+nif(i) (2.26)

i=1

Dessa forma, a Eq. 2.26 refere-se a solucdo da recorréncia x,, =X, + f(n).
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2.5.3 Solucéo de uma recorréncia do tipo Xn+1 = Axn + f(n)

Para a resolucdo de uma recorréncia linear ndo homogénea de primeira

ordem do tipo x,,, = Ax,+ f(n), onde A é uma constante ndo nula e f uma funcéo de

n, utilizaremos o seguinte teorema:

Teorema 2.1: Sendo a, uma solucdo néo nula da recorréncia x,,, = AX,, entéo a
substituicdo  x,=a,.y, transforma a recorréncia X, ,=AXx +f(n) em

Y..=Y,+f(n)[Aa]" (adaptado de LIMA et al., 2006, p.71).

Demonstragdo: Como a, € solugéo ndo nula da recorréncia x,,, = AX,, segue que
a,, =Aa,. Fazendo a substituicdo x,=a,.y, na recorréncia X, =Ax, +f(n),
teremos:

a‘n+l'yn+l = A‘a'nyn + f (n) (227)

Substituindo a,,, por Aa,na Eg. 2.27, obtemos:

n+1

Aa. .y, =Aa.y,+ f(n) (2.28)
Dividindo por Aa, a Eq. 2.28 e fazendo as devidas manipulagdes algébricas,

obtemos y. , =y + f(n)[Aa,]", o qual é o resultado desejado.

Exemplo 2.8: Encontrar uma formula explicita para a recorréncia X, =4x, +8", com

X, =2.

SOLUGAO: Resolvendo a equagdo homogénea associada x_,, = 4x_, temos que:

X, =4X,
X, = 4X,
X, = 4%,
X =4x

Multiplicando os membros das igualdades ordenadamente, obtemos:

Xy Xg Xy oo X g Xy = 4% 4%, 4%, .. AX, ,. 4K, 4 (2.29)
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Simplificando a Eq. 2.29, obtemos x = x,.4"". Uma solucdo da equacgdo
homogénea associada é a, =4"". Fazendo a substituicdo x, =a,.y,, na recorréncia

X,., =4x,+8", obtemos:
A,1-Yoa =42,.Y, +8" (2.30)
Substituindo a, =4"" na Eq. 2.30 , obtemos:
4"y =4y +8" (2.31)
Dividindo ambos os membros da Eq. 2.31 por 4", obtemos:
Yoia = Yo +2° (2.32)

Agora, resolvendo a equacéao de recorréncia encontrada y,,, =Yy, +2", temos

que:
Yo=Y t+ 2!
Ys =Y, +2°
Yi=Y; +2°
yn = yn—l + 2n_1

Somando o0s membros das igualdades ordenadamente, obtemos

Y, + Yo+ Y, bty Y =Y+ 2y, 428+ Y, + 22+ +y  +2", que a0 ser
simplificado resulta:

y, =Yy, +2'+22+2° 4.+ 2" (2.33)

SomaPG

Note que 2'+2*+2%+..+2"" trata-se da soma dos n-1 primeiros termos de

uma progressao geométrica com a, =2 e =2. Da Eq. 2.23 (soma dos termos de

n-1 n-1
uma PG), segue queZZ‘ =2 22 11 =2" -2 .Assim, a Eq. 2.33 se reduz na seguinte
n=1 -

expressao:
y, =Yy, +2" -2 (2.34)

Como x,=a,.y,, isto &, x,=4""y, , ecomox, =2, segue que Y, =2. Dessa

forma, a Eq. 2.34 se reduz a y, =2". Agora, basta substituir y, =2"em x, =4""y,
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para obter a solugdo geral. Logo, a solugdo da relagdo de recorréncia x,,, =4x, +8" é

dada por x, =2°"*, paratodo n>1.

2.6 RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM HOMOGENEAS COM
COEFICIENTES CONSTANTES

De Lima et al. (2006, p.74) as recorréncias lineares de segunda ordem

homogéneas com coeficientes constantes séo da forma x.,, + pX,,, +9dx, =0, sendo

n+1

p e g coeficientes reais, com (= 0. A essas recorréncias associa-se uma equacao de
segundo grau, r* + pr+q=0, chamada de equac&o caracteristica.

Os préximos quatro teoremas e as suas respectivas demonstracdes, foram
extraidos de Lima et al. (2006, p.74-78), que serdo utilizados para encontrar a solucéo

de uma recorréncia linear homogénea de segunda ordem.

Teorema 2.2: Sejam as raizes r, e r, da equagdo caracteristica r’> + pr+q=0. Entdo

a, =C,r," +C,r," é solugéo da recorréncia x_,, + px

n+1

+0x, =0 para quaisquer C, e
C, constantes reais.

Demonstragdo: Como a, =C,r," +C,r,", vamos primeiramente escrever as identidades:

_ n+l n+2
an+1 - Clrl + C:2 r-2

n+2 n+2
Ay = Clrl +C2I’2

Substituindo a,, a,,, € a,,, narecorréncia X,,, + pX,,; +0x, =0, obtemos:

a,,tpa,,+0a, = C1r1n+2 + Czrszr2 +p (Clrlml + C2r2n+l)+ q (Clrln + Czrzn )
= Clrln+2 + pClrln+1 + qurln + Czrzn+2 + pCz r2n+1 + qurzn
2 2
=C."(r°+ pr,+q)+C,r,"(r, + pr, +q)
=C,".0+C,r,".0=0

Como L e r, sdo as raizes da equacgdo caracteristica, entédo
a,,+pa,+0da, =0, ou seja, a,=Cr"+C,r,"” €& solucdo da recorréncia

Xn.o + PX,.y +0X, =0. O que prova o teorema.
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O Teorema 2.2 € um caso geral de solucdo. Entretanto, os teoremas descritos
a seguir, serdo estudados os casos especificos em relagdo as raizes da equacédo
caracteristica, considerando-se as trés possiveis situacoes:

i) Duas raizes reais distintas: r, #1,;
ii) Duas raizes reais iguais: r, =r,;

iii) Duas raizes complexas: r, =a+bi e r, =a—bi,comaebreaise i* =-1.

Teorema 2.3: Sejam 1, e r, raizes reais e distintas da equacgéo caracteristica
r’+pr+q=0. Entdo todas as solucdes da recorréncia Xx,,, + pX,,, +gx, =0sdo do
tipo a, =C,r," +C,r," para quaisquer C, e C, constantes reais.

Demonstragédo: Seja y, uma solugdo da recorréncia X, + px,,, +gx, =0 e sejam C, e

Clrl + Czrz =Y,

C, duas constantes tais que: { Resolvendo esse sistema de

2 2
Clrl +C2I’2 =Y,
equagées, encontramos:

2 2
C _r2Y1_r2y2 e C _rlyl_rl Y:
1= 2 = :
rer(rl _rz) rlrz(rl _rz)

Esse resultado € possivel pois como q#0 e gq=r.I,, entdo r.r, 0. Alem
disso, como as raizes da equacéao caracteristica sdo distintas, entdo r, —r, #0.

Afirmamos que y, =C,r," +C,r," para todo n natural. Vamos provar isso
partindo do fato que z, =y, —C,,;" —C,r," e consequentemente z, =0. De fato,

Lot P2 +02, =Y, — Clrln+2 - C2r2n+2 + p(yn+1 _C1r1n+1 _C2r2n+l) + q(yn - Clrln - Cz rzn)
= Yo~ Clrlmz - Czrzm2 +PYn — pClr1n+l - pCzrzml +qy, —qC," —qC,r,"
= (yn+2 + PYpa t qyn) _C1r1n(r12 +pr+ Q) _Czrzn (r22 +pr, + Q) =0

| —— | S —

-0 -0 -0

Como vy, é solucdo da recorréncia X,,, + px,,, +0x, =0 e r, e r,séo as raizes
da equagdo r?+pr+q=0, segue que, z,,,+ pz,,+9z, =0. De z,=y,—-Cr,"-C,r,",

Cr+C,r,=y, e Cr’+C,r’=y,, entdo z,=2,=0. Portanto, z, =0, para todo n

natural.
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Exemplo 2.9: Determine a solucéo da recorréncia Xx,,, +3X,,, —10x, =0, com x,=2 e

X =9.

SOLUCAO: Primeiramente, vamos escrever a equacao caracteristica da recorréncia

X, +3X,,—10x. =0, que é dada por r?+3r-10=0. Resolvendo a equagéo
quadratica encontramos r, =2 our, =-5.

Como as raizes sdo reais e distintas, a solucdo geral é dada por

X, =C,2" +C,(-5)". Passamos agora a descobrir os valores de C, e C,. A partir das
condi¢gbes iniciais, Xx,=2 e X, =9, podemos substituir n=0 e n=1 em

C,2°+C,(-5)° =1

X, =C,2" +C,(-5)", obtendo assim o sistema de equagéo linear: ,
C,2'+C,(-5)' =9

C,+C, =1

. Resolvendo esse sistema de equacdes,
2C, -5C, =9

gue pode ser reescrito como: {

encontramos C, =2 e C, =-1. Com esses resultados, a formula explicita para a
recorréncia x,,, +3x,,, —10x, =0 é dada por x, =2.2" -1(-5)", isto &, x, =2"" —(-5)",

para todo n>1.

Teorema 2.4: Sejam 1, e r, raizes reais e iguais da equagéo caracteristica

r’+pr+q=0, entdo a, =C,r," +C,nr," é solucdo da recorréncia x_, + px,,, +gx. =0

n+1

para quaisquer C, e C, constantes reais.

Demonstracdo: Como as raizes da equagdo r’+pr+q=0 sdo iguais, entdo

P

n=r,= —5 Substituindo a, =C,r," +C,nr," em x_,, + px,,, +gx, =0, segue que:

n+1

a,.,+ Pa,; +0a, =G, +C,(n+2)r" + p(C"™ +C,(n+ 1K™ ) +q(Cyr" +C,nr")

n+l

=C,I"? +C,nr"? + 2C, 1" + pCr"™ + pC,nr"™ + pC,r,"* +qC.1," +qC,nr"

=C," (2 + pr,+9)+C,ne," (1% + pr, +) + G, (21, + p)

Como r,”+pr,+q=0 e 2r, + p:Z(—§)+ p=0, segue que:

a,., + pa,, +ga, =Cyr"(0)+C,nr"(0) + C2r1n+l(0) =0

n+1
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Teorema 2.5: Se as raizes r, e r, da equagdo caracteristica r’ + pr+q=0 forem
complexas, entdo a, =C,r," +C,r," é solugdo da recorréncia X, + pX,,, +gx, =0
para quaisquer constantes C, e C,, podendo ser escrita na forma
a, = p"[C, cos(nd) + C,sen(nd)], onde C, e C,sdo novas constantes, p=|r|=|r| e
& =arg(r,) .

Demonstracdo: Colocando as raizes na forma trigonométrica, teremos:

r, = p(cos@ +isend) e r, = p(cosd —isend), onde p corresponde ao médulo das raizes

Ir|=|r,| e & é o argumento do nimero complexo a+bi=r,.

Aplicando a Lei de De Moivre para calcular as poténcias de 1, e r,, temos:

" = p" (cos(nd) +isen(nd)) (2.35)
r} = p"(cos(nd) —isen(nd)) (2.36)

Substituindo a Eq. 2.35 e a Eq. 2.36 na solugdo a, =C,r," +C,r,", temos:
a, =C,|p"(cos(nd) +isen(nd))|+ C, " (cos(nd) —isen(no) ) (2.37)
Podemos reescrever a Eq. 2.37 conforme indicado abaixo:
a, = p"[(C, +C,)cos(nd) +i(C, —C, )sen(no)] (2.38)

Da Eq. 2.38, escrevendo C,=C,+C, e C,=i(C,-C,) como novas
constantes, chegamos ao resultado esperado:

a, = p"[C, cos(nd) +C,sen(nd)]
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3 ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

Este capitulo apresenta uma breve analise de alguns livros didaticos do
Ensino Fundamental, principalmente do 7° e 8° anos. O objetivo é analisar se esses
livros, escolhidos pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD-2014), utilizam
para o desenvolvimento do pensamento algébrico o reconhecimento e a
generalizac@o de padrdes em sequéncias humericas.

E importante ressaltar que os livros analisados s&o utilizados nas escolas
publicas brasileiras e de autores bem conceituados. Além disso, € dado uma atencao
especial na andlise dos problemas selecionados desses livros, considerados como

motivadores para a introducéo ao aprendizado da algebra.

3.1 Matematica — 8° ano. Autores: Luiz Marcio Imenes e Marcelo Lellis, editora
Moderna, 2012.

Nesse livro 0s conceitos algébricos sdo apresentados de forma relacionada a
diferentes ramos da matematica como aritmética e geometria. Na secéo problemas e
exercicios a observacao de padrdes e regularidades é abordada de maneira simples,
utilizando-se de uma linguagem clara e com exercicios de facil compreenséo.

No primeiro capitulo, intitulado Nameros primos — NUumeros que dao origem a
outros, sao apresentadas algumas questdes que chamam a atencdo para o
reconhecimento de padrbes e a descoberta de propriedades numéricas. Sao

explorados os numeros triangulares e quadrados, como vemos na Fig. 3.1.

Figura 3.1 — Nimeros triangulares e quadrados

1. No caderno, escreva os trés proxi-
mos numeros de cada sequéncia e
faca os desenhos correspondentes:
a) sequéncia dos numeros qua-

drados:

NELSON MATSUDA

®)

b) sequéncia dos ntimeros trian-
gulares:

o b B

FONTE: Imenes e Lellis, 2012, 8° ano, p. 16

SON MATSUDA

NEL
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Ainda sobre os numeros triangulares e quadrados, temos na Fig. 3.2 um
exercicio que permite escrever os termos da sequéncia numeérica utilizando-se de um
processo recursivo, itens a) e b). No item c¢) temos uma questao que mostra que nem
sempre uma sequéncia numérica apresenta um padrdo, € o caso da sequéncia dos

nameros primos.

Figura 3.2 — Reconhecimento de padr8es em sequéncias numéricas

8. Na sequéncia dos numeros quadrados, verificamos este padrdo:
7 9

3 5
//_ N N N // N
9

1 4 16 25 ...

a) Descubra um padrdao desse tipo
para os cinco primeiros nameros
triangulares.

b) Aplicando o padrao descoberto,
determine qual é o décimo nu-
mero triangular.

c) Nunca se descobriu um padrao
para a sequéncia dos nameros
primos. Veja o que dizem os dois
amigos:

\

Pois nés descobrimos!

LEONARDO CONCEIGAD

A partirdo 5, o padrao &
este: aumenta 2, aumenta 4,
aumenta 2, aumenta 4, ...

E verdade o que eles dizem? Por
que?

FONTE: Imenes e Lellis, 2012, 8° ano, p. 17-18

S&o propostas atividades de familiarizagcdo e o reconhecimento de padrdes
em sequéncias numéricas, utilizando inicialmente um desenvolvimento aritmético para

encontrar os termos iniciais e, dando continuidade as questdes, os autores propdem
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o reconhecimento do termo geral das sequéncias que apresentam um padrdo
numeérico.

Na Fig. 3.3 os numeros quadrados sdo apresentados de forma generalizada,
ou seja, utilizando-se uma formula para o termo geral. Com base nesse exemplo,

deve-se escrever a generaliza¢do para 0s niumeros cubicos.

Figura 3.3 — Exemplo de generalizagdo

9. Usando letras para representar nu-
IMETOs, ])(Jil(:lll().‘i descrever 0s l']]:ll'l'l(_'-
ros quadrados com uma formula:

Q,=n’

Vamos combinar que o wvalor
de n pode ser 1, 2, 3 etc. Assim,
Q,=2"=4eQ, =5 = 25
Ha uma formula parecida para os
nameros cabicos: C, = 777
Descubra essa formula e, depois,
apresente os seis primeiros nime-
ros cubicos.

FONTE: Imenes e Lellis, 2012, 8° ano, p. 18

Acreditamos que os alunos teriam condi¢des de chegar sozinhos ao resultado
Qn = n2. Quando a expressao algébrica é colocada de maneira pronta, o aluno deixa
de construir o seu conhecimento algébrico e cabe a ele apenas reproduzir esse
conhecimento. Isso seria um ponto negativo a ser destacado.

As sequéncias numéricas também sdo exploradas no capitulo 7, Poténcias e
raizes. Primeiramente os autores justificam o resultado da poténcia de expoente zero
usando uma sequéncia numérica com poténcia de base 2 e expoentes naturais para
verificar que dois elevado a zero € igual a um. Também sé&o utilizados outros

exemplos, no caso base 10 e base — 5, como vemos na Fig. 3.4.

Figura 3.4 — Poténcias com expoente zero

2= 84
2o 44’

): 2
2= 2%
2= 74

Observando o padrdo na sequéncia de calculos, percebe-se que 2" deve ser
igual a 1. Esse mesmo raciocinio pode ser feito com outros numeros:

10" = 1000 - (-5 = —125 .

: 210 . 1(-5)
102 = 1004 (—5¢ = 25‘3)_( .
100 = 10310 (-5 = -5 i

i ) " i (-5)
100 = 147010 (-5 = 14

FONTE: Imenes e Lellis, 2012, 8° ano, p. 142
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Os autores utilizam-se da mesma ideia para deduzir a propriedade referente
ao célculo de uma poténcia de expoente inteiro negativo, como vemos na Fig. 3.5. A
partir de calculos aritméticos é possivel levar os alunos a encontrarem uma

propriedade matematica por meio da generalizacdo do padrdo observado.

Figura 3.5 — Poténcias com expoente inteiro negativo

22 =4 < 10 = 100 -
)12 )1
2' =2 X 100 = 10 «
)i 2 )10
2° =14 10°= 1 &
): 2 DY
21_%‘, o _ 11_0 PAL
):2 \\1-:‘]0
214 102= 1 &
T 100y
2—3:l/ 10 S 1 r's
8 1000
Observe agora estes detalhes:
2_1_1 s 1_ 1 DR
& Y 2 T8 5 10 100 102

Daqui, podemos obter uma regra pratica para calcular poténcias de expoen-
te negativo. A regra pode ser resumida nesta sentenca matematica:

FONTE: Imenes e Lellis, 2012, 8° ano, p. 143

Usar a aritmética para desenvolver e expressar generalizagbes torna o
aprendizado mais significativo, sendo mais facilmente compreendido pelos alunos.
Contudo, os autores poderiam ter deixado com que 0s alunos tirassem suas proprias
conclusdes, isso levaria 0s mesmos a fazer suas proprias descobertas e construir seu

conhecimento.

3.2 Projeto Arariba: Matemética — 7° ano. Editor: Fabio Martins de Leonardo, editora
Moderna, 2012.

A colecao Projeto Arariba — Matematica € uma obra coletiva, sendo Fabio
Martins de Leonardo o editor responsavel. O livro faz uso frequente de padrbes e
regularidades em sequéncias numéricas para deduzir regras e férmulas.

No terceiro capitulo, intitulado NUmeros inteiros — outras operacdes, na secao

de exercicios referente a esse capitulo séo verificados padrdes de regularidades em
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sequéncias numéricas e por meio de questionamentos os alunos devem estabelecer

as regras de sinais para o produto entre numeros inteiros, conforme mostra a Fig. 3.6.

Figura 3.6 — Multiplicac@o entre nimeros inteiros

N Copie os quadros no caderno e, observando as regularidades, complete-os,
substituindo cada Il pelo produto do nimero correspondente na primeira
linha pelo correspondente na primeira coluna.

(ODEZ,

a)| X | =4|=3|=2|=1| 0 |+1|+2| 43| +4/5" ‘0.\,
2

+4 | | o | +4 | +8|+12|+16)05 S/

L
-4 -4 -4 -4 -4 -4 -4 -4

D
b)| x |—4|=3|-2 =1 0 +1 | +2 +3 +a(‘\°.\

+2 | I o | 2] +4]+6]| +8%

1 Agora, usando o mesmo raciocinio do exercicio anterior, copie o quadro
em seu caderno e substitua cada I pelo produto correspondente.,

X | =4 =3 =2 =10 |+1|+2| 43 +4
—4 --------@_ﬁf\o
—3 | I I -] )
—2 || |
-1 HHNEE N NN N N
o IHIENENENENNNNB
+1 B | 2| 3] +4
2 Il 2 4|+ 48
+3 | B 3 | 6| 9 |+12
+o N BB 2| 8| +12|+16

£ Analise os produtos do quadro da atividade anterior e responda as questoes
abaixo no caderno.

a) Quando vocé multiplicou dois nimeros positivos, o resultado foi positivo
ou negativo?

b) Quando vocé multiplicou um ndmero positivo por um nimero negativo,
o resultado foi positivo ou negativo?

¢) Quando vocé multiplicou um ndmero negativo por um nimero positivo,
o resultado foi positivo ou negativo?

d) Quandovocé multiplicou dois nimeros negativos, o resultado foi positivo
ou negativo’?

e) Equando vocé multiplicou um nimero positivo ou um nlmero negativo
por zero, qual foi o resultado?

FONTE: Projeto Arariba, 2010, 7° ano, p. 38-39

A investigacdo de padrdes em sequéncias numéricas para trabalhar a
multiplicacdo de numeros inteiros, possibilita ao aluno compreender melhor essas
regras ao invés de apenas decora-las. Além disso, contribui para formacao de outros



46

conceitos matematicos a serem produzidos e da generalizagdo de contetdos
matematicos.

Ainda no capitulo 3, subtitulo Potenciagcdo em que a base € um ndamero inteiro,
0s autores se utilizam de padrfes fractais para dar inicio ao conteudo de poténcias.
De acordo com a Fig. 3.7, o triangulo utilizado para a introducdo do conteudo é

denominado triangulo de Sierpinski (criado por Waclaw Sierpinski).

Figura 3.7 — Tridngulo de Sierpinski

Observe a construgao deste tridngulo especial, criado pelo ma-
temdtico polonés Waclaw Sierpinski (1882-1969).

Etapa 0 Etapa 1
A A
4N LN
/ Ay J AY
.r'; AY J AY
4 A
/ \\ /.-‘ \\
/ \ / \
F . ¥
1 triangulo branco 3 triangulos brancos
Etapa 2 Etapa 3

9 triangulos brancos 27 trigngulos brancos

Como calcular a quantidade de tridngulos brancos que haverd
nas etapas 4 e 57

FONTE: Projeto Ararib4, 2010, 7° ano, pag. 45

Podemos notar que na passagem de etapas, os triangulos de cor branca séo
subdivididos em triangulos menores, dando origem a trés novos triangulos da mesma
cor.

Nesse padrdo, por meio da andlise das etapas, deve-se perceber que a
guantidade de triangulos brancos em uma determinada etapa pode ser escrita como
a multiplicacéo de fatores iguais. Por exemplo, a etapa 4 pode ser escrita como sendo
3.3.3.3. A partir desse problema, os autores apresentam a definicdo de poténcias.

No caso do ensino da algebra, os alunos podem generalizar o problema
guando reconhecerem o padrdo, descrevendo os demais niveis usando linguagem
algébrica, ou seja, uma férmula capaz de expressar o niumero de triangulos brancos
para um nivel qualquer, isto €, o numero de tridngulos brancos pode ser representado

por b, =3".
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No capitulo 9, intitulado Equacdes, sdo propostas atividades de
reconhecimento de padrbes em sequéncias numeéricas, utilizando inicialmente um
desenvolvimento aritmético para determinar os termos das posicées iniciais e dando
sequéncia as questdes. Os autores propdem a determinacao de outras posi¢cées mais
distantes no qual a constru¢do do desenho ou processo recursivo se torna mais dificil,

tendo que generalizar os padrdes observados. Essa atividade ¢é ilustrada pela Fig. 3.8.

Figura 3.8 — Atividades de observacéo e generalizacdo de padrao

Observe a sequéncia: 1,4, 9, ...
Ela pode ser representada em um quadro:

1% termo 2% termo 3%termo
1 4 9

a) Como determinar o proximo termo?

b) E o termo que vem depois desse?

¢) Eo 100* termo?

d) Que expressao algébrica traduz o enesimo termo (n® termo)?

Observe a figura que esta sendo formada com palitos de sorvete. Primeiro,

formou-se um quadrado com 4 palitos de sorvete, depois, acrescentaram-
se 3 palitos e formou-se mais um quadrado; a seguir com mais 3 palitos,

formou-se mais um guadrado. E assim continuou a formacao da figura.

JO L

a) Continuando essa construcao, quantos palitos serdo necessarios para
formar 4 quadrados?

b) E para formar 5 quadrados?

¢) E para formar x quadrados?

d) E para formar 15 quadrados?

FONTE: Projeto Arariba, 2010, 7° ano, p. 131

3.3 Praticando Matematica — 7° ano. Autores: Alvaro Andrini e Maria José
Vasconcellos, editora do Brasil, 2012.

Nesse livro as sequéncias numéricas sao utilizadas primeiramente no terceiro
capitulo, Numeros inteiros. Nesse caso para justificar o produto de um nimero positivo
por um numero negativo e o produto de dois nimeros negativos, construindo assim
as regras de sinais para a multiplicagéo.

No capitulo 9, Equacdes, o estudo da algebra é iniciado com a observacao de
padrbes em sequéncias geométricas, como mostra a Fig. 3.9. Com essa introducéo,

0s estudantes sdo conduzidos a pensar como descrever uma férmula para expressar
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a relacdo entre duas grandezas (o numero de bolinhas em uma posicao qualquer) e,

ao mesmo tempo, calcular o valor numeérico da expresséo obtida.

Figura 3.9 — Atividades para a introducédo da algebra

Observe a sequéncia de figuras no guadro.

Descubra o padrédo que relaciona a quantidade
de bolinhas e o nimero da figura.

Mantendo o mesmo padrao, quantas bolinhas
tera a figura 57 E a figura 87

Podemos generalizar esse padrdo usando

Ihnireagies: [

palavras: Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4
o nimera de bolinhas da figura & igual a
duas vezes o nimero da posicdo que ela ocupa
na sequéncia.
Também podemos utilizar a linguagem mate-
. — e
matica. Como? Ma figura 17
Representando pela letra p a posicao da gb‘r‘im”'”.”;‘;%
. . . Hodo, =21}
figura e pela letra n o nimero de bolinhas, ou seja, 1 = B4,
BSCIEVEMOS! T -
n=2:p

Observe que a linguagem rnatemdatica & mais sintética e pode ser
compreendida por pessoas que nao conhecem a nossa lingua.

i Serehor:

FONTE: Andrini e Vasconcellos, 2012, 7° ano, 2012, p. 197

A partir dessa situagdo os alunos sdo questionados a respeito de outra
sequéncia utilizando caixas brancas e vermelhas, como na Fig. 3.10. O problema parte
da observacdo de padrbes onde primeiramente é preciso determinar os proOXimos
termos e s6 entdo devem generalizar a situacdo com uma expressao algébrica, ou

seja, determinar o nUmero de caixas em uma posi¢ao qualquer.

Figura 3.10 — Atividades de observacéo e generalizacdo de padréo

Na sequéncia de figuras abaixo, estic empilhadas caixas brancas e caixas vermelhas Responda em

.

seu caderno ao que se pede.

= B 5

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

a) Quantas caixas brancas e quantas caixas vermelhas terd a figura 57 buss brancas 2 15 vermalhas
b} Qual serd o nimero total de caixas da figura 127 38 caives

c) Comno se caleula o ndmers de camxas vermelhas da figura 207 suitiplicando 20 por 3,

d) Guantas caixas vermelhas tem a figura cuja posicdo €n? 3.0

FONTE: Andrini e Vasconcellos, 2012, 7° ano, p. 197
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Ainda no capitulo 9, na se¢do dos exercicios, ha mais algumas situacdes

envolvendo sequéncias numéricas e suas generaliza¢des, como vemos na Fig. 3.11.

Figura 3.11 — Atividades de observacéo e generalizacdo de padrao
n Aexpressio 2n + 3 gera a sen,]uéru:iu:

5 7,9, ..
Caleule:

o sexto termo da 5r;~:|uénr_'ia: 5
£ < A -
o décimo termo da sequEncia; 25
0 Vigesimo termao da sequém:iu. {3
E [Saresp) Considere a 5equénr_'ia:
3,700,015, 19, 23, ..., m, ...

O ndmero que ven imediatamente depois de
n pode ser representado por:

24 n+
4n s+ 4

FONTE: Andrini e Vasconcellos, 2012, 7° ano, p. 201

Na questdo 1) o livro trabalha com o calculo do valor numérico de uma
expressao algébrica, a qual representa a generalizacdo dos termos de uma sequéncia
numérica. Na questdo 2), os alunos devem reconhecer o padrdo numérico para

compreender como se da o termo seguinte.

3.4 Praticando Matematica — 8° ano. Autores: Alvaro Andrini e Maria José

Vasconcellos, editora do Brasil, 2012.

Os autores se utilizam de sequéncias numéricas para justificar o resultado de
uma poténcia de expoente inteiro negativo, assim como outros autores também o
fizeram, entretanto a abordagem utilizada deve ser destacada, os alunos sao
guestionados e conduzidos a pensar. Séo trazidas questdes para que percebam o
padrdao das sequéncias, permitindo a construcdo e a generalizacdo de propriedades
matematicas para poténcias desse tipo.

Continuando com essa mesma ideia os alunos devem perceber que o
resultado de uma poténcia de base 10 depende do valor do expoente dessa

potenciacédo, inclusive para o expoente negativo, como vemos na Fig. 3.12.



100 = 1
10' = 10
10? = 100
10° = 1000
10 = 10000
10° = 100000
1
s = =
107 = =7 == =01
11
L S
10%=16: =700 ~ 20"
1
10°= =1 _g001
10° ~ 1000

Figura 3.12 -

l,

Poténcias de base dez

G niimero de zeras & igual 3o valor do expoente.

Compare o nimero de zeros do resultado de cada potén-
cia com o valor do expoente. O que voce observa?

. Como escrevernos 1000000000 (1 bilh&o) usando uma

poténcia de base 107 10°

. O resultado da poténcia 10” terd quantos zeros? 23 zercs

. Escreva em seu caderno 10~ e 10-° na forma de niime-

. Compare o nimero de zeros & esquerda do 1 no resul-

tado dessas poténcias com o valor do expoente. O que
vocé ohserva? o numero de zeros & gual an valor do exposente.

. Quem val ao quadro escrever 0,000 000 001 como uma

poténcia de base dez? 10-°

FONTE: Andrini e Vasconcellos, 2012, 8° ano, p. 43
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No livro do oitavo ano o uso de padrdes € pouco explorado. Ha mais uma

situacdo na secao de exercicios do capitulo 3, Radiciacdo, onde os alunos devem

generalizar as regularidades observadas, conforme mostra a Fig. 3.13. Trata-se de

uma sequéncia bastante conhecida, a sequéncia de numeros quadrados

representados geometricamente, neste caso cada termo é a soma do termo anterior

com um certo numero impar.

Figura 3.13 — Numeros quadrados

. Rosangela esta construindo quadrados com

palitos de fésforo adicionando “quadradinhos”

aos quadrados ja construidos, formando uma se-
quéncia, de acordo com o esquema:

Tusrages: Halo Senatore

1 2

3

Rosangela terminou de construir o quadrado
de nimero 29. Qual é o ndmero de “qua-
dradinhos” que Rosangela precisa adicionar
a esse quadrado para obter o quadrado de
ndmero 302 59 quadeadinhos

Escreva uma expressdo que represente o nd-
mero de “quadradinhos” de cada figura. »

FONTE: Andrini e Vasconcellos, 2012, 8° ano, p. 64
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A forma como a questdo € abordada promove a utilizagdo de um raciocinio
recursivo que requer uma compresséao da lei de formacao dessa sequéncia.

Em geral, os alunos visualizam com mais facilidade o padrdo adicionar
nameros impares a figura anterior. De modo que, ndo percebem de imediato a relacédo
entre a quantidade de elementos na figura com a ordem que esta ocupa na sequéncia.
E importante que o professor leve-os a construcdo do termo geral da sequéncia sem
precisar conhecer o termo que o antecede.

No capitulo 12, Quadrilateros e outros poligonos, encontramos uma atividade
proposta através de situacbes que envolvem a investigacdo e a generalizacao de
regularidades. Ha argumentacfes que levam a deducdo da formula da soma dos
angulos internos de um poligono. Essas argumentacdes se dao a partir de exemplos
particulares com hexagonos e heptagonos, e generaliza o célculo para poligonos de
n lados.

E uma sugestéo de atividade em grupo onde os integrantes séo instigados a
pensar algebricamente, os quais devem perceber a relacdo entre 0 numero de lados
do poligono e o nimero de tridangulos formados a partir das diagonais tracadas em um

vértice. Essa atividade é ilustrada pela Fig 3.14.
Figura 3.14 — Soma dos angulos internos de um poligono
2. Desenhamos ao lado um heptagono qualquer. Usamos as diagonais que partern do mesmao

vértice para decompd-lo em tridngules. Obtivemos 5 tridngulos.

a) Qual & a soma das medidas dos ngulos internos
do heptagono? s - 180° = 900
b) Sua resposta confere com a dos colegas? Resposta pessoal.

3. Um poligono de dez lados é um decagono. Sem preci-

sar desenhar um decagono, vocé e seus colegas sabem como
calcular a soma das medidas de seus &ngulos internos? e - 180° = 1440°

4, Expliquem oralmente qual é a relagdo entre o
numero de lados do poligono e o nimero de trifngulos. Heptagono ¢ o poligono de 7 lados.

O nomero de tridngulos & igual ao nidmers de lados do pollgona menos dois.

FONTE: Andrini e Vasconcellos, 2012, 8° ano, p. 220

Nesse caso, através da investigacdo deve-se concluir que a soma das
medidas dos angulo internos de um poligono de n lados é igual a soma das medidas
dos angulos internos de todos os n-2 triangulos que o compde, ou seja,

S, =(n—2).180°.
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A seguir faremos uma analise dos livros didaticos Vontade de saber
Matematica do 7° e 8° anos. Essa obra foi elaborado por professores da Universidade
Estadual de Londrina e das redes particular e plblica de ensino. E um livro elaborado

baseado nas Diretrizes Curriculares do Estado do Parana.

3.5 Vontade de saber Matematica — 7° ano. Autores: Joamir Souza e Patricia Moreno
Pataro, editora FTD, 2012.

O livro apresenta poucos problemas que ajudam a desenvolver o pensamento
algébrico utilizando o reconhecimento de padrbes e a generalizacdo de sequéncias
numeéricas. Sao observados apenas em dois exercicios, no capitulo 6, no contetdo de
expressodes algébricas.

Na Fig. 3.15 temos uma atividade que apresenta uma sequéncia numerica a
partir da qual € necessario encontrar uma generalizacdo na forma de expressao
algébrica. Antes disso, no item a), os alunos sado instigados a observar e descobrir 0s

préximos termos da sequéncia a partir do reconhecimento de padrdes.

Figura 3.15 — Atividades de observacéo e generalizagcéo de padréo
I Observe a sequéncia de figuras.

2 @ @ @ .8 &

a) Quantas bolinhas tera o quadro 6 dessa
sequéncia? E o quadro 77

L=

“eoe

L4
. e
o

LR Y
L
Lecee
LR R
LR R
¢eEe

ACBVO. 3 60

b) Copie a expresséo algébrica que repre-
senta o numero de bolinhas do quadro n
dessa sequéncia.

|)| 3n my 3n-1 vy 3n+2

||)i 3n+1 V) 3n-2

¢) Utilizando a expressdo algébrica que
vocé copiou, determine o nimero de
bolinhas do quadro:

= 9 da sequéncia
= 15 da sequéncia

FONTE: Souza e Pataro, 2012, 7° ano, p. 161

No item b) para facilitar sdo dadas cinco op¢cdes de expressdes algébricas

para encontrar a expressao correta, permitindo a resolucdo da questao por tentativa,
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isso é importante tendo em vista que os alunos do 7° ano estdo tendo um primeiro
contato com a linguagem algébrica, entretanto podem argumentar com
contraexemplos as alternativas incorretas.

Nesse livro ha mais um problema semelhante a esse em toda a edicdo. O
outro exercicio apresenta uma tabela com uma sequéncia de palitos, como vemos na
Fig. 3.16. Nesse caso, o0 aluno deve escrever através da linguagem algébrica a

quantidade de palitos em uma posi¢cao qualquer, sem recorrer as alternativas.

Figura 3.16 — Atividades de observacéo e generalizacdo de padréo

A sequéncia de figuras foi construida utili-
zando palitos.

~

T
|
|
|
{
At o wlorn

a) Escreva uma expressao algébrica para
representar a quantidade de palitos que
formam a figura p da sequéncia.

b) A partir da expressao algébrica que vocé
escreveu, determine gquantos palitos
formam a figura 20.

FONTE: Souza e Pataro, 2012, 7° ano, p. 161

Cabe ao professor ser mediador no processo de aprendizagem, fazendo os
guestionamentos necessarios para que os estudantes cheguem ao resultado correto
e consequentemente a generaliza¢ao do problema.

A partir desse exercicio, é interessante o professor propor outras questdes
envolvendo a ideia de equacgbOes do primeiro grau, como, por exemplo, criar a
pergunta: Em qual figura seréo necessarios 25 palitos?

Dessa forma, responder problemas por meio de expressdes algébricas e
equacdes sdo importantes para estabelecer as diferencas entre variaveis e incognitas

no uso das letras.
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Podemos notar que os dois exercicios apresentados nessa obra, exigem duas
habilidades essenciais para desenvolver o pensamento algébrico. Sendo a primeira,
reconhecer padrbes, e a segunda representar esses padrdes a partir de

generalizacdes e deducdes.

3.6 Vontade de saber Matematica — 8° ano. Autores: Joamir Souza e Patricia Moreno
Pataro, editora FTD, 2012.

O livro traz alguns exemplos que exploram as sequéncias numericas, as quais
sao utilizadas no segundo capitulo, Poténcias e raizes, para justificar o valor de uma
poténcia com expoente inteiro negativo. Ainda nesse capitulo, na secdo de atividades,
ha um problema envolvendo o reconhecimento de padrbes em sequéncias numéricas,

como vemos na Fig. 3.17.

Figura 3.17 — Atividades de reconhecimento de padrdes

Observe a sequéncia de imagens.

i3y
i
a) Escreva uma poténcia de base 3 para

representar o numero de elementos de
cada guadra.

b) Se essa sequéncia se mantivar, que
poténcia de base 3 vai representar o
nimero de elementos do quadro V? E
do quadro IX?

FONTE: Souza e Pataro, 2012, 8° ano, p. 35

O problema exige a capacidade dos alunos de reconhecerem padrbes,
prevendo, a partir disso os termos da sequéncia. Porém, seria de grande importancia
representar os padrdes percebidos utilizando linguagem algébrica, uma vez que 0s
alunos de 8° ano ja tém algum conhecimento prévio referente ao assunto.

No volume do professor, na parte de comentarios e sugestbes ha uma
orientacdo pedagodgica para o capitulo intitulado Poligonos, onde é sugerido que seja
trabalhado a generalizacdo de sequéncias numéricas, como, por exemplo, 0s
nameros triangulares, quadrados e pentagonais. Para que posteriormente, o professor

inicie o estudo das formulas do numero de diagonais e da soma dos angulos internos
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de um poligono qualquer, através de um ensino que oportunize a observacao e a
generalizacdo de regularidades, permitindo a deducdo dessas formulas. Com essa
abordagem sera possivel fazer uma ligacdo entre a geometria, 0S niumeros e a

algebra.

3.7 CONSIDERACOES SOBRE OS LIVROS DIDATICOS

Com a analise dos livros didaticos podemos observar que 0s autores estéo
utilizando a estratégia de introducao a linguagem algébrica através de exercicios de
generalizacdo de padrdes em sequéncias numéricas, deixando de utilizar as frases
prontas escritas na linguagem literal para que os alunos traduzam para a linguagem
algébrica.

Essa abordagem diferenciada torna a algebra mais interessante, além de
promover 0 pensamento algébrico, ainda colabora para desenvolver o raciocinio
recursivo, ndo formalmente, porém de maneira intuitiva, através de atividades que
proporcionem este primeiro contato.

Podemos verificar que o estudo de sequéncias e a generalizacdo de padrées
€ explorada, ndo apenas nos capitulos reservados ao estudo da algebra, mas também
em outros capitulos relacionando com a aritmética e geometria. Alguns autores se
utiizam de sequéncias numéricas para justificar regras numéricas, como nos
conteudos envolvendo as operacdes dos numeros inteiros e poténcias com expoente
negativo.

O reconhecimento de padrbes em sequéncias torna o aprendizado mais
significativo, sendo mais facilmente compreendido pelo aluno. Ja a generalizacao faz
com que relacione a aritmética com a algebra.

No entanto, as sequéncias geométricas e numéricas poderiam ser mais
exploradas pelos livros didaticos. Portanto, cabe ao professor néo fixar seu trabalho
apenas em uma obra, mas trazer para sala outras atividades e situacdes desse tipo,

auxiliando os alunos a desenvolver o pensamento algébrico.
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4 QUESTOES ENVOLVENDO RECORRENCIAS: UMA RECOMENDACAO AO
ENSINO MEDIO

Neste capitulo apresentamos propostas de atividades possiveis de serem
aplicadas no contexto escolar do Ensino Médio.

As regularidades e os padrdes em sequéncias numéricas sao bastante
explorados, bem como as relagbes de recorréncias. Sendo necessario utilizar os
meétodos de resolucéo vistos no Capitulo 2 para encontrar o termo geral da sequéncia
recursiva em causa.

As atividades propostas sdo baseadas em algumas questdes da Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), seja nas provas de edicbes

anteriores ou do Banco de Questdes com problemas e desafios matematicos.

4.1 CONSIDERACOES A RESPEITO DA OBMEP

A OBMEP é uma realizacdo do Instituto de Matematica Pura e Aplicada
(IMPA), que conta com apoio da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) e com
recursos do Ministério da Educacéo e do Ministério da Ciéncia, Tecnologia e Inovacéo.
Sua primeira edi¢do foi realizada no ano de 2005, sendo que no ano presente
acontece a décima edi¢do (OBMEP, 2014).

Participam da OBMEP estudantes da rede publica do 6° ano ao 9° ano do
Ensino Fundamental e alunos do Ensino Médio, separados em trés niveis diferentes,
de acordo com a sua escolaridade. Os alunos do 6° e 7° anos fazem a prova do nivel
1; j& os do 8° e 9° anos fazem a prova do nivel 2; e os do 1°, 2° e 3° anos do Ensino
Médio fazem a prova do nivel 3.

As provas sdo constituidas de duas fases, de modo que na primeira fase é
aplicada prova objetiva (mdultipla escolha) a todos os inscritos da escola. A escola
seleciona aproximadamente 5% dos alunos em cada nivel que se destacaram na
primeira fase para participar da segunda fase. Nesta fase os selecionados sao
submetidos a uma prova discursiva de acordo com o seu nivel 1, 2 ou 3 (OBMEP,
2014).

No endereco eletrbnico da OBMEP (www.obmep.org.br) encontram-se as
provas realizadas nos anos de 2005 a 2013 com as respectivas solu¢cdes. Tambéem,
é disponibilizado a versao eletronica do Banco de Questdes da OBMEP, que consiste

em atividades elaboradas com base na metodologia da Resolucao de Problemas que


http://www.obmep.org.br/

57

requer criatividade na resolucao das questdes, e quando utilizadas poderao tornar as
aulas de matematica mais desafiadoras.

4.2 QUESTOES DA OBMEP

Muitas questbes propostas pela OBMEP, partem da exploracdo de padrdes
numéricos em sequéncias, culminando com a generalizacao dos padrées observados.
A seguir apresentamos algumas questbes que podem ser resolvidas via

recorréncias.

Questdo 4.1 (Questdo 02 - OBMEP 2012 - 12 Fase - Nivel 1) Renata montou uma
sequéncia de triangulos com palitos de fosforo, seguindo o padréo indicado na figura.

Quantos palitos ela vai usar para construir o quinto triangulo da sequéncia?

A i il - i il il -
1® 2o a0
SOLUCAO: Observe que no 2° desenho, a figura anterior foi esbocada e dois
triangulos foram acrescentados, isto €, 3 + 2x3 = 9 palitos. De maneira semelhante,

no 3° desenho, temos a figura anterior mais trés triangulos, isto €, 9 + 3x3 = 18 palitos.

Como as proximas figuras seguem o mesmo padrdo, a quantidade de palitos a,

necessarios para formar a figura que esta na posicao n € composta pela quantidade

de palitos da figura anterior a, ,, acrescentados de n triangulos.

Podemos escrever esse padrdo de crescimento através da seguinte formula

de recorréncia:

g =3
a,=a, +3n,nx1

Escrevendo os termos da relacdo de recorréncia, temos que:
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a=a+3.2
a,=a,+3.3
a,=a,+34
a,=a, ,+3n

Somando ordenadamente os termos de cada igualdade, temos que:

a,+a;+a, +..+a,,+a, =a, +3.2+a,+3.3+a, +3.4+..+a,, +3.n 4.1)
Subtraindo a, +a, +a, +...+a, , €m ambos os membros da Eq. 4.1, obtemos:
a,=a,+3.2+33+34+..+3n (4.2)
Como a, =3, podemos fatorar a Eq. 4.2, conforme indicado abaixo:
a, =31+2+3+...+n) (4.3)

Usando a Eg. 2.11, que determina a soma dos n primeiros termos de uma
progressao aritmética, obtemos:

a = 3n(n+1)

" 5 (4.4)

Substituindo n=5 na Eq. 4.4, temos que a; = @ = 45, Portanto, Renata

utilizara 45 palitos.

Questdo 4.2 (Questdo 16 - OBMEP 2009 - 12 Fase - Nivel 3) Felipe construiu uma
sequéncia de figuras com quadradinhos; abaixo mostramos as quatro primeiras
figuras que ele construiu. Qual € a primeira figura que tem mais de 2009

guadradinhos?

25 quadradinhos
13 quadradinhos =]

5 quadradinhos

1 gquadradinho

[] | | | |
12 E
28 L

32 L

48
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SOLUGAO: Representado por a, os termos dessa sequéncia:
a=1
a,=5
a, =13
a,=25

Vamos encontrar a lei de formacdo que determina a quantidade de
quadradinhos necessérios para formar a figura que estd na posicdo n. Para isto,

figuemos atentos no seguinte padrdao que compde essa sequéncia:

1 255 8513 2, 25
A sequéncia (4, 8, 12, ...) € uma PA de razéo 4, cujo termo geral é u, =4n.

Dessa forma, a partir do padréao identificado, cada termo da sequéncia da

sequéncia, a partir do primeiro, pode ser representado pela recorréncia:

a =1
a,,=a,+ 4nn>1

Escrevendo os termos da relacao de recorréncia, temos que:

a,=a,+41=a +4
a;=a,+42=a,+8
a, =a,+43=a,+12

a,=a,, +4.(n-1)

n

Somando ordenadamente os termos de cada igualdade, obtemos:
a,+a,+a, +..+a,,+a,=a, +4+a,+8+a,+12+..+a,, +4.(n-1) (4.5)

Subtraindo a,+a,+a,+..+a,, em ambos os membros da Eq. 45 e

substituindo a, =1, obtemos:

a,=1+4+8+12+..+4.(n-1)

S

(4.6)
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Usando a Eq. 2.11, para calcular S que representa a soma dos n—1 termos da

PA de razao 4, obtemos:

_(n-1)[4+4(n-1)]
2

S =2n*-2n 4.7)

Substituindo a Eq. 4.7 na EqQ. 4.6, podemos reescrevé-la conforme indicado a
sequir:
a,=2n*-2n+1 (4.8)

Nosso problema se resume entdo em achar o0 menor inteiro positivo n tal que
2n%? —2n+1> 2009, isto é:

2n? —2n+1> 2009 <> 2(n* —n) > 2008 <> N> —n >1004 <> n* —n—-1004>0.

Isso nos leva ao estudo do sinal da funcdo quadratica f(x)=x*—x—-1004,

cujo grafico esta ilustrado na Fig. 4.1.

\ 5004

T T T T T T T T
-40 ‘-G:D -20 -10 0 10 20 SL;lf). 40

N

~tgon __

Figura 4.1 — Grafico da fungéo f (X) = x* —x—1004

As raizes de f(x) séo x, =

2 2 -

1++/1+4016 e x 1-+1+4016
2

Observe na Fig. 4.1 que X, € negativa e x, é, aproximadamente, igual a 32,19.
Como f(x)>0 para X<X,0Uu X=X, Ssegue que 0 n que estamos procurando é o
menor inteiro que é maior ou igual a X, ou seja, n=33.

Portanto, a primeira figura com mais de 2009 quadradinhos é a de posi¢édo

33?2 que corresponde a 2113 quadradinhos, pois a,, =2.33* —2.33+1=2113.
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Na proxima questdo, a solucdo dos itens a) e b) sdo basicamente oriundas
das solugBes encontradas na pagina eletrénica da OBMEP. No item c) sugerimos uma

solucédo utilizando o contetdo de recorréncias.

Questao 4.3 (Questao 04 - OBMEP 2010 - 22 Fase - Nivel 3) No jogo Arrasta Um usa-
se um tabuleiro quadriculado e pecas redondas, uma preta e as outras brancas.
Coloca-se uma peca em cada casa do tabuleiro, exceto em uma que é deixada vazia.
Um movimento consiste em deslocar para a casa vazia a peca de uma casa adjacente.
O jogo termina quando a peca preta chega ao canto superior direito do tabuleiro. Veja
um exemplo de como terminar o Arrasta Um em quatro movimentos em um tabuleiro
2X2.

O @0 0 e-] [®
O [0 (O] [Od [0l

posigado inicial posigao final

Esta sequéncia de movimentos pode ser descrita por (T, i, —>).

a) Descreva como terminar o Arrasta Um em seis movimentos no tabuleiro 3x3 abaixo.

OO0
[ @)
OO

SOLUCAO: A Fig. 4.2 indica 0s seis movimentos necessarios para colocar a peca de

cor preta no canto superior do tabuleiro:

— — e —
P P e I I ) s .—-'_I Fa A — e P ra
I J5 ) -t | i ) . | | | | | = L
AN AN \ o I L \ 7 , \ L’ -, \ A

[] s s -_ P s e P e P M M " Faw T

f f f f f f % il { i f i f f f f

i ) L ) { ) | ) L ) LN =) O I ) | | | | | i )

N N r L - v L L L

P P 2 T P P = ' T T P P Pt et P P e P P

| [ L o) ) ) ) { ] | | ] | | { { )

L L LN e | e | N A, ANl oy LN LN A S L L LN

posicao final

Figura 4.2 — Representacéo da solucdo - Questéo 4.3, item a)

Esta sequéncia de movimentos pode ser descrita por (~L, T, —>).

Portanto, da posicao inicial a posi¢éo final s&o necessarios 6 movimentos.

b) Descreva como terminar o Arrasta Um em dez movimentos no tabuleiro 3x3 abaixo.

QOO
O
90O
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SOLUCAO: Podemos visualizar na Fig. 4.3 que o0s 4 primeiros movimentos (destacado
de vermelho) sdo os mesmos que utilizamos em um tabuleiro 2x2. Agora, note que
com esses 4 movimentos transformou a sequéncia semelhante a posicao inicial do
item a). Dessa forma, serdo necessarios mais 6 movimentos para colocar o circulo

preto no canto superior direito.

e P M /—\I /‘\I /_:l P s = |7 # \li F \I Y T (‘ “y
[} [ I | ]

L N L L L L (W L L L N l‘-_,/ |

T ) T e "5 '

e e S Ji S - 1) Ne

[ L LA S )

. s T = [ R Y Ir ) s S B
[ I - |

I I'\__/ Y L L oy Ly o L. I - Ly L L

e

Figura 4.3 — Representacéo da solugdo - Questéo 4.3, item b)

Portanto, o jogo Arrasta Um no tabuleiro 3x3 termina em 4 + 6 = 10

movimentos.

c) Mostre que um tabuleiro nxn, como na figura abaixo, € possivel terminar o Arrasta

Um em 6n — 8 movimentos.

OO
\OO

oe
D
LO0IO

SOLUGAO: Seja t, 0 nimero de movimentos necessarios para resolver o Arrasta Um,

em um tabuleiro NXn comecando com a peca preta no canto inferior esquerdo e a casa
adjacente superior vazia.

Para colocar o circulo de cor preta no canto superior direito do tabuleiro nxn,

sdo necessarios os t, , movimentos que utilizamos em um tabuleiro (n-1)x(n-1), mais

6 movimentos (item a). Essa situacao pode ser ilustrada pela Fig. 4.4.

OC OO QIC 3 IQIOIC 20
O O OLoIC 2 3 OO0 D100
Q¢ JO QOIC 200 OO 00

-l MIC Y OIOIC OO cﬁﬁf OO
oL 209 QI IO OIOIC D000
o O QRIC 2001 = [IQIOIC QOOO
QC O OIC JOIO == IOIOIC DIOIAIO

n-1 n

Figura 4.4 — Representacéo da solucédo - Questéo 4.3, item c)
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A generalizacdo do problema fornece a seguinte recorréncia matematica:

t,=4
t =t ,+6n>2

Escrevendo os termos da recorréncia t, =t, , +6, temos:

t,=t,+6
t,=t,+6
t.=t,+6
t, =t ,+6

Adicionando os membros das igualdades ordenadamente, obtemos:
t,+t, +to+ =t +6+1,+6+t, +6+...+t , +6 (4.9)

Subtraindo t, +t, +t. +...+t,, em ambos os membros da Eq. 4.9 e

reescrevendo as n—2 parcelas iguais a 6, obtemos:
t =t,+6(n—2) (4.10)

Substituindo t, =4 na Eq. 4.10, temos que t,=4+6(n—-2), e simplificando
esse resultado, obtemos t, =6n—8. Portanto, € possivel terminar o Arrasta Um em

6n—8 movimentos.

A seguir adaptamos uma questao contida no Banco de Questdes da OBMEP
2010. Com isso, complementamos a solucdo apresentada para esse problema,
resolvendo a relacdo de recorréncia em causa, fazendo assim a generalizacao dessa

questao.

Questdo 4.4 (Adaptada da Questdo 15 - Banco de Questbes OBMEP 2013, p. 63)

Considere o diagrama ilustrado abaixo:

Bz Az As As As

Ao Az As Aa Az Ao
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Augusto gosta de contar caminhos partindo de algum ponto, chegando no

ponto A, e nunca passando por um mesmo vertice duas vezes. Para isso, ele

representa um caminho pela sequéncia dos pontos que o caminho visita. Por exemplo,

o caminho pontilhado na figura abaixo é representado pela sequéncia A;A,A A,.

Az Bz As Az As

Ao As As Ag Bz Ap

Augusto chama um caminho de inusitado se a sequéncia de indices que
representa esse caminho esta ordenada de maneira decrescente. Em outras palavras,
o caminho é inusitado se nunca anda para a esquerda, seja subindo ou descendo. Por

exemplo, o caminho A,A,A A, € inusitado. Ja o caminho A;A A, A, ndo € inusitado, ja
que A, aparece antes de A,. Quantos caminhos inusitados existem comecgando em

A, e terminando em A, ?

SOLUCAO: Um caminho inusitado saindo de A , necessita passar logo em seguida
em um dos pontos A , ou A, ,. No caso se Augusto seguir pelo ponto A ,, a sua
continuacgédo até o ponto A, pode ser qualquer um dos caminhos inusitados saindo de
A, , echegando em A,. No caso se ele preferir o ponto A, ,, a sua continuacéo pode
ser qualquer um dos caminhos inusitados saindo de A, ,.

Dessa forma, o numero total de caminhos inusitados saindo de A, é a soma
do ndmero de caminhos inusitados saindo de A , com o nimero de caminhos
inusitados saindo de A _,. Chamando de a, o numero de caminhos inusitados
partindo do ponto A, e chegando no ponto A,, podemos escrever a seguinte

recorréncia matematica:
a'n :an—l + an—2’ n> 2 (411)

Como so existe um caminho inusitado saindo de A, e chegando em A,, e

existem dois caminhos inusitados partindo de A,: A AA, e A /A,. Assim,
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a =1
a, =2
a;=a,+a =3
a,=a;+a,=>5
a; =a,+a; =8

Seguindo esse padrdo podemos gerar a sequéncia numeérica em que cada
termo, apds os dois primeiros, é igual a soma dos dois termos anteriores. Assim:
1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,...
Essa sequéncia é conhecida como a sequéncia de Fibonacci. Para obter sua

lei de formag&o que permite determinar o termo geral a,, comegamos escrevendo a

Eq. 4.11 conforme indicado abaixo:

a'n+2 = an+1 + an (412)

A equacao caracteristica da Eq. 4.12 é r> =r+1, ou seja, r>—r—-1=0.

w5 _1-45

. ~ _ ~ 1
As raizes da equagao caracteristica sao r, = T er >

Como as raizes séo reais e distintas, pelo Teorema 2.3, a solucao geral sera
dada por:

a, = C1(1+2\/§J +c{#} (4.13)

Com as condicdes iniciais a, =1 e a, =2 é possivel construir um sistema de

equacdes a partir da Eq. 4.13, como apresentado abaixo:

. (ﬂ}c (ﬂ]l

2 2
) 2 (4.14)
c{“f} +c{—1_2‘/§] =2

Resolvendo o sistema obtemos a seguinte solugao:

1+\/§ \/g—l
C,=—— eC,="_+.
2.5 2.5
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Substituindo os valores de C, e C, na férmula da solugéo geral, Eqg. 4.13,

1+J§(1+J§T +J§—1[1—J§
25 | 2 25 | 2

] e

Enfim, a féormula explicita para o termo geral da sequéncia de Fibonacci é

n
teremos entédo a, = J , & qual pode ser reescrita como:

dada pela Eq. 4.15, por meio deste resultado € possivel determinar qualquer termo da
sequéncia sem recorrer aos termos anteriores. Uma forma de visualizar isso € 0 uso

de planilhas eletrdnicas que seré apresentado no capitulo 5.
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5 TECNOLOGIA, MATEMATICA E A RELACAO ENTRE AMBAS

Analisando o contexto atual da educacgédo, percebe-se a necessidade de
romper com os paradigmas tradicionais de ensino e voltar-se mais para a realidade
do educando. A presenca das tecnologias apresenta-se como uma dessas
necessidades que requerem atencao dos professores.

Nesse sentido, “o professor € desafiado constantemente a rever e ampliar seu
conhecimento.” (BORBA e PENTEADO, 2005, p. 65).

A escola precisa rever as praticas pedagogicas e assumir os desafios de
desenvolver nos alunos conhecimentos diversos e habilidades novas para a
construgéo do conhecimento integral.

A insercdo do uso das novas Tecnologias da Informac&o e Comunicacéao (TIC)
no cotidiano escolar é fundamental. Nao se pode pensar em melhoria da qualidade de
ensino sem incentivar o uso das ferramentas tecnolégicas.

O Estado do Parana, junto com a Secretaria de Estado da Educacao do
Parana (SEED), criou o projeto de inclusédo digital intitulado Parana Digital (PRD),
utilizando-se de laboratérios de informatica implementados nos ultimos anos nas
escolas publicas paranaenses.

Segundo Adrian e Llano (2006), “[...] o educador € o agente principal desse
processo de insercdo da tecnologia nos ambientes educativos, e para isso precisa de
formacdo, apoio e acompanhamento” (p.36). Percebe-se com isso que ndo basta
informatizar as escolas sem dar suporte tedrico, pedagdogico e tecnoldgico para os
professores que irdo trabalhar efetivamente com os alunos.

Ainda, segundo Adrian e Llano (2006), “[...] as ferramentas tecnoldgicas nao
tém, em si mesmas, o poder de produzir mudancas nas realidades educativas, mas
utilizando-as efetivamente podem ser, com certeza, de grande utilidade. A diferenca
fundamental esta em quem e para que utiliza tais tecnologias” (p.33). Sendo assim, é
preciso uma reflexdo de como utilizar as tecnologias em beneficio da educacéao.

Para Marinho (2002, p.48), “O uso inteligente dos computadores na educagao
dependera de inicio, de um profundo repensar da pratica pedagdogica que ocorre na
escola, do fazer cotidiano de cada professor”.

Dessa forma, vemos que somente a presenca da informatica em sala de aula
nao garante que essa ira contribuir de forma positiva para o processo de ensino e

aprendizagem. Segundo Cox (2003, p.109), o professor precisa “[...] conhecer as
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ferramentas computacionais que podem ter serventia a sua pratica educacional
escolar e saber explorar instrumentos da informética de forma que atendam os
objetivos educacionais”.

No entanto, para o uso adequado das novas TIC, € necessario que elas sejam
integradas em atividades que estejam em consonancia com as atuais propostas
educacionais. As DCE destacam como uma das tendéncias metodolégicas da
Educacdo Matematica, as midias tecnoldgicas, consideradas como potencializadoras
do processo pedagogico.

Os recursos tecnolégicos, como o software, a televiséo, as calculadoras, o0s
aplicativos da Internet, entre outros, tém favorecido as experimentagdes
mateméticas e potencializado formas de resolu¢éo de problemas. Aplicativos
de modelagem e simulacdo tém auxiliado estudantes e professores a
visualizarem, generalizarem e representarem o fazer matematico de uma
maneira passivel de manipulacdo, pois permitem construcéo, interagédo,
trabalho colaborativo, processos de descoberta de forma dinamica e o
confronto entre a teoria e a pratica. (2008, p. 65-66).

A utilizacdo de planilhas eletrdnicas, portanto, é uma alternativa para
desenvolver a formacédo dos conceitos algébricos e de outros contelldos matematicos.
Por meio desse recurso os professores podem abordar varios temas integrantes do
curriculo basico de Matemética, tais como: algebra, funcdes, gréficos, logaritmos,
matematica financeira, matrizes, sequéncias numéricas, entre outros.

Como o intuito desse trabalho € o ensino da algebra, o uso das planilhas
eletrbnicas exige procedimentos algébricos que relaciona variaveis e manipula
férmulas, que podem ser exploradas através de atividades de investigagao.

Por outro lado, com as planilhas eletrénicas os alunos evitam o trabalho de
calculos repetitivos e mecanicos, tendo assim “condi¢des de realizar as devidas
analises, os debates, as conjecturas e a conclusdo de ideias, atitudes intrinsecas da
investigacdo matematica” (DCE, 2008, p.68). Neste sentido apresenta-se como
possibilidades para viabilizar o ensino de forma a ser mais significativo para os
estudantes.

Segundo Cox (2003, p.45), planilha eletrénica é “uma tabela composta por
linhas e colunas. Nela, as linhas séo identificadas por nimeros e as colunas por letras.
A interseg¢do entre uma linha e uma coluna é chamada célula”. Os programas de
planilhas eletrbnicas mais utilizados sao o software Microsoft Excel e o software
livre BrOffice Calc, este ultimo presente nos laboratérios do PRD das escolas publicas

paranaenses.
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Uma das maneiras de usar as planilhas eletrénicas nas aulas de matematica
é referente ao estudo das raizes de uma equacdo do segundo grau, conforme

apresentamos no proximo exemplo.

Exemplo 5.1: A solugdo de uma equacdo do segundo grau ax®*+bx+c=0,
com a =0, pode ser obtida pela expresséo:

b+
x=bT\/Z ,com A=b?—4ac (5.1)

Utilizando a EqQ. 5.1 podemos elaborar uma calculadora para encontrar as
raizes de uma equacédo do segundo grau utilizando o software Excel, que dependem
apenas das indicacées dos coeficientes a, b e ¢ da equacdo, conforme descrito a

sequir.

PROCEDIMENTO:

a) Nas células B3, B4 e B5, digitamos respectivamente as letras “a@”, “b” e “c”;

b) Nas células C3, C4 e C5, informamos respectivamente os valores dos coeficientes
a, b e ¢ da equacéo;

c) Na célula B6 escrevemos a palavra “discriminante” e na célula C6 inserimos a
formula para calcular o valor do discriminante da equacdo (A), digitando
“=C4"2-4*C3*C5”;

d) Na célula B7 escrevemos “xi”, e na célula C7 inserimos a formula
“=(-C4+RAIZ(C6))/2*C3”;

e) Na célula B8 escrevemos “x2”, e na célula C8 inserimos a formula
“=(-C4-RAIZ(C6))/2*C3".

O professor, por sua vez, podera propor atividades de investigacao para que
os alunos percebam que a natureza das raizes de uma equacdo do segundo grau
dependem do valor do discriminante.

Com esta calculadora, inserindo os coeficientes de a, b e ¢, sera calculado o
valor do discriminante (A), e, dependendo de seu valor ocorrera os trés casos:

i) Quando A > 0, a equagao tem duas raizes reais e diferentes;

i) Quando A = 0, a equacao tem duas raizes reais e iguais;

iii) Quando A < 0, a equagao tem nao tem raizes reais.



Como exemplo, tomemos a equagdo x°*+3x—-4=0,
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informando o0s

coeficientes da equacdo a = 1, b =3 e ¢ = —4 nas respectivas células C3, C4 e C5,

a calculadora apresentara o valor do discriminante A =25, ou seja, A > 0. Assim, a

equacao possui como raizes x1= 1 e X2 = —4. Esse exemplo é ilustrado pela Fig. 5.1.

= EQUAGAODO2GR.. ?

H S
PAGINA INICIAL

HEH -

INSERIR ~ LAYOUT DA PAGINA
o] - Je || =CAM2-A*CI*C5
A B o D
2
3 a 1
4 b 3
5 C -4
6 discriminante 25|
7 %1 1
8 *2 -4
g
Plan1 ) 1

0 x
FORN +

Figura 5.1 — Equagao do segundo grau com A >0

Porém, tomando a equacdo do segundo grau x*+3x+7 =0, ao informar os

coeficientesa=1; b =3 e ¢c = 7, o valor do discriminante encontrado é A = -19, ou

seja, A < 0. Portanto, a equagéo nao possui solugao real como mostrado na Fig. 5.2.
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3 a 1
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] 2 #NUMI
Plan1 ) 1
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FORI ¥

Figura 5.2 — Equagéo do segundo grau com A <0
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Podemos observar que nas células C7 e C8 aparece a mensagem #NUM!,
isso se deve ao fato de que a representacdo dos resultados das planilhas € dada
apenas por numeros reais. Essa situacdo podera ser aproveitada para questionar aos
alunos sobre a razao disso acontecer, ou seja, 0 erro ocorre devido a nao existir um
namero real cujo quadrado seja igual a um nimero negativo.

O exemplo a seguir aborda as questdes de observacéo e generalizagéo de
padrées matematicos na andalise de alguns prismas segundo o0 numero
de vértices, faces e arestas, permitindo relacionar a algebra com a geometria. A
atividade foi estruturada para um contexto onde o estudante ja tenha tido estudado
esses trés elementos basicos de um poliedro, razdo pela qual omitiremos a sua
abordagem conceitual.

Essa atividade pode ser proposta em uma turma de 7° ano, como introducéo

do ensino da algebra.

Exemplo 5.2: Em uma planilha do Excel, registre o numero de arestas (A), faces (F) e
vértices (V) dos prismas apresentados na Fig. 5.3. Em seguida, escreva uma regra

geral que determina esses trés elementos para um prisma de base qualquer.

Triangular Cluadrangular Pentagonal Hexagonal

r"’.-'-.-. k]
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]
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2 LY % -

Figura 5.3 — Prismas — Exemplo 5.2

Com os poliedros apresentados na Fig. 5.3, o professor pode levar os alunos
a observarem que os elementos de um prisma estéo relacionados com o poligono da
base do mesmo. Isto €, num prisma o numero de vértices € igual ao dobro do niumero
de vértices do poligono da base; o numero de faces € igual ao numero de lados do
poligono da base mais dois e 0 niUmero de arestas € igual ao triplo do niumero de lados
do poligono da base.

Observado isso, o professor podera introduzir os primeiros conceitos

algébricos, bem como a utilizacdo de simbolos para expressar a linguagem corrente.
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Dessa forma, chamando de n o numero de lados do poligono da base de um
prisma, temos as relacoes:
V=2n F=n+2 A=3n
A Tab. 5.1 mostra as células utilizadas com os dados inicias do problema e a
generalizacdo dessa atividade para ser construida no Excel.

Tabela 5.1 — Generalizag@o dos elementos de um prisma

N.° de lados do

PRISMA poligono da base/ Vértices Faces Arestas
(Celula) Cél. | Digitar | Cél. | Digitar | Cél. | Digitar

Triangular 3 (D3) E3 6 F3 5 G3 9

Quadrangular 4 (D4) E4 8 F4 6 G4 12

Pentagonal 5 (D5) E5 10 F5 7 G5 15

Hexagonal 6 (D6) E6 12 F6 8 G6 18
Prisma qualquer n (D7) E7 | =2*D7 | F7 | =D7+2 | G7 | =3*D7

Nesse contexto, a célula D7 assume o papel de varidvel das expressoes
algébricas, as quais estdo sendo representadas pelas células E7, F7 e G7. Assim,
substituindo 10 ou outro numero natural na célula D7, obteremos nas demais células
o valor numérico dessas expressfes. Vale lembrar que o numero 10 significa a
quantidade de lados do poligono da base do prisma.

Outras abordagens poderdo ser realizadas, como, por exemplo, verificar a
relacdo de Euler nos poliedros (V + F — A = 2). Para isso, o professor podera solicitar
aos seus alunos que digitem na célula H7 a férmula: “=E7+F7-G7”.

Formatando a parte gréfica das células utilizadas, pode-se obter a

visualizacdo apresentada na Fig. 5.4.

PO  PAGINA INICIAL

IMSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVIS,
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2 PRISMA BASE |Vertices|Faces|Arestas| V+F-A=2
3 Triangular 3 ] 5 9
4 Quadrangular 4 8 5] 12
5 Pentagonal 5 10 7 15
& Hexagonal 3] 12 8 18
7 Prisma qualquer 10 20 12 30 2
8
g |
Plan1 ® 1

Figura 5.4 — Resultados gerados a partir da Tab. 5.1
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5.1 PLANILHAS ELETRONICAS PARA O ESTUDO DE SEQUENCIAS

Nessa secao procuramos relacionar o estudo de sequéncias numéricas com
0 uso da planilha eletrénica.

Como exemplo inicial, podemos tomar a construcdo da sequéncia dos 10
primeiros numeros pares inteiros positivos. Para isso, utilizando o Excel, basta efetuar

0 procedimento a seguir.

PROCEDIMENTO:
a) Na célula Al, escrever “n”. Nas células A2 e A3 digitar os numeros 1 e 2,
respectivamente;
b) Selecionar as células A2 e A3;
c) Arrastar a alca de preenchimento (quadradinho inferior do lado direito) para baixo
de A3 até a célula Al1;
d) Na célula B1, escrever “xn”. Na célula B2, digitar “=2*A2”;
e) Selecionar B2 e arrastar a alca de B2 até B11 ou dar um clique duplo na alca de
B2.

De maneira resumida, € necessario colocar na coluna A os indices n = 1, 2,
3, ..., 10. Em segquida, na coluna B, multiplicar os indices por dois. Formatando as

células, chegamos a visualizacao indicada na Fig. 5.5.

B H 9  Sequ. ? EH - O X
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3 2 4
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Figura 5.5 — Sequéncia dos numeros pares
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O proximo exemplo é um problema classico dos coelhos que envolve a

sequéncia de Fibonacci.

Exemplo 5.3: (Adaptado do livro A Matematica do Ensino Médio de LIMA et al., 2006,

p. 82). Um casal de coelhos adultos gera mensalmente um casal de coelhos, que se

tornam adultos dois meses apds o0 nascimento. Suponhamos que os coelhos sejam

imortais. Comecando no primeiro més com um casal de jovens (um més de vida), que

terd prole apenas no segundo més, quantos casais serdo gerados no més n?

SOLUCAOQO: Para melhor compreensdo desse problema, o professor pode sugerir a

construcdo de uma tabela, semelhante a Tab. 5.2, que permite ao aluno visualizar

com mais facilidade a progressdo do numero de casal de coelhos, nos primeiros 7

meses.
Tabela 5.2 — Esquematizagdo do problema dos coelhos

Fase do casal Total de

Més Filhote Jovem Adulto casais
1 A 1
2 B A 2
3 C B A 3
4 D,E C A,B 5
5 F,GH D,E A,B,C 8
6 1,J,K,L,M F,G,H A,B,C,D,E 13
7 N,0,P,Q,R,S,T,U 1,J,K,L,M A,B,C,D,E,F,GH 21

A Tab. 5.2 pode ser interpretada da seguinte maneira:

e no més 1 temos um casal de coelhos (fase jovem), que chamamos de A;

e nomeés 2, o casal de adultos A gera um casal B (filhotes) e passamos a contar

com dois casais: A e B;

e no més 3, teremos 3 casais, pois o0 casal adulto A gera um casal C, e entdo

ficamos com os casais A, B e C;

e no més 4, teremos 5 casais, pois A gera D e B gera E, passamos assim a ter
A/ B,C,DeE;

e no més 5, os casais adultos A, B e C geram respectivamente os casais F, G e

H, e entdo contaremos com 8 casais: A, B, C, D, E, F, G e H. E assim,

sucessivamente.
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Com base nos dados observados na Tab. 5.2 referente a coluna com o total
de casal de coelhos: 1, 2, 3, 5, 8, 13 e 21 é importante perguntar aos alunos:
a) E possivel estabelecer um padrédo de comportamento nessa sequéncia?
b) E possivel estabelecer uma expressdo matematica que relaciona o nimero de
meses e a quantidade de casais?

Denotando por F, essa sequéncia, onde F, representa o total de casais de

coelhos no més n, podemos perceber que:

F=1

F,=2
F,=3=F,+F
F,=5=F,+F,
F,=8=F,+F,
F,=13=F,+F,
F,=21=F,+F,

A partir dos padrbes observados, podemos inferir que cada termo da
sequéncia acima, apos os dois primeiros, € igual a soma dos dois termos anteriores.
Trata-se, portanto, de uma recorréncia linear homogénea de segunda ordem,

representada pela expressao:

I:n+2 = F

n+1

+F,com F=1F=2enx1 (5.2)

Com o auxilio do Excel, vamos construir a sequéncia de Fibonacci com os 10
primeiros termos, utilizando-se do método recursivo. Ela pode ser gerada a partir dos

valores iniciais F, =1 F, =2 e através da relagéo de recorréncia F,,, =F, , +F,, para

n>1.

PROCEDIMENTO:

a) Digitar o numero 1 na célula A2 e o numero 2 na célula A3;

b) Selecionar as células A2 e A3, arrastar a alca de A3 para baixo até Al11;

c) Digitar o numero 1 e 2, respectivamente nas células B2 e B3;

d) Digitar na célula B4: “=B3+B2”;

e) Selecionar B4, arrastar a al¢ca de B4 até B11 ou dar um clique duplo na alga de B4.
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Assim, as células da coluna A representam a ordem de cada termo e as
células da coluna B contém os 10 primeiros termos da sequéncia de Fibonacci,
conforme mostra a Fig. 5.6.

Outra maneira de determinar os termos da sequéncia de Fibonacci € através

da férmula explicita, cuja relagéo de recorréncia F,,, =F,,, + F, encontra-se resolvida

analiticamente no Capitulo 4 referente a Questdo 4.4, onde o termo geral é
representado pela Eq. 4.15. Utilizando-se desse resultado, sera descrito a seguir o

procedimento no Excel para determinar um termo de ordem n sem recorrer aos termos

anteriores.

PROCEDIMENTO:
a) Inserir na célula E6 o nimero da posicéo desejada;
b) Inserir na célula E7: “=1/RAIZ(5)*(((1+RAIZ(5))/2)NE6+1)-((1-RAIZ(5))/2)NE6+1))".

A partir da construcdo do termo geral da sequéncia de Fibonacci numa
planilha eletrénica, basta indicar a posicdo do elemento desejado na célula E6 e
visualizar na célula E7 o valor correspondente a essa posicdo. Como exemplo,

vejamos na Fig. 5.6 o valor do vigésimo termo (n=20) da sequéncia de Fibonacci.

PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAD £y
E7 | fe || =1/RAIZ(5)*(((1+RAIZ(5))/2)~E6+1)-({1-RAIZ(5))/2)~EG+1)) +
A B C D E F G H [ -
1 n Fn
2 1 1
3 2 2
4 3 3
5 4 5
) 5 8 n 20
T ) 13 Fnl 10545_|
8 7 21
g 8 34
10 g 55
11 10 29
12 i
Plan1 ) Pl 3

Figura 5.6 — Sequéncia de Fibonacci utilizando o Excel
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O Exemplo a seguir pode ser proposto a turmas do Ensino Médio que objetiva
desenvolver a capacidade de investigacdo dos alunos e de certa forma, motiva-los a
resolver um problema envolvendo o conteddo de progressao aritmética. Tem ainda
como objetivo, possibilitar a busca de padrdes e regularidades, em seguida com a

utilizacdo do Excel formular generalizacdes em situacdes diversas.

Exemplo 5.4 (Retirado do livro A Matematica do Ensino Médio de LIMA et al., 2006, p.

17). Determinar no quadro abaixo:

1

3 5

7 9 11
13 15 17 19

21 23 25 27 29

a) o primeiro elemento da 312 linha.

b) a soma dos elementos da 312 linha.

SOLUCAO: Percebemos que cada linha é representada por nimeros impares,
formando uma PA de razéo 2. Sendo que a quantidade de elementos na linha € igual
ao numero da posi¢do da mesma.

Para entender como se d& o primeiro elemento de uma determinada linha,
vamos primeiramente pensar num caso menor. Por exemplo, o primeiro elemento da
linha 5 é precedido por um elemento na primeira linha, dois na segunda, trés na
terceira e quatro elementos na quarta linha, ou seja, 1+2+3+4 numeros impares.
Agora, se adicionamos 1 nessa soma (1+2+3+4+1=11) significa que o primeiro
namero da linha 5 ocupa a posi¢do 112 da sequéncia de nimeros inteiros positivos
impares que no caso é o numero 21.

A Tab. 5.3 mostra as células utilizadas com os dados iniciais do problema e a
generalizacdo desta atividade para ser construida no Excel.

Com os dados inseridos nas células B2, B3, B4, B5 e B6, encontramos certos
padrbes matematicos que nos conduzem a generalizagdo da questdo. Na célula B8
temos a soma de uma PA de razdo 1 e com n-1 termos, adicionada ao numero 1. E

a célula C8 representa o primeiro numero impar da linha n.



78

Tabela 5.3 — Primeiro elemento da linha n. Exemplo 5.4

Ordem do numero impar 1° elemento

Linha (célula) Célula Digitar Célula Digitar

1 (A2) B2 =1 C2 1

2 (A3) B3 =1+1 C3 3

3 (A4) B4 =1+2+1 C4 7

4 (A5) B5 =1+2+3+1 C5 13

5 (A6) B6 =1+2+3+4+1 C6 21

n (A8) B8 =((1+(A8-1))*(A8-1)/2)+1 c8 =2*B8-1

Assim, para determinar o primeiro elemento da 312 linha do item a), inserimos
na célula A8 o niumero 31 e obtemos na célula C8 a resposta, ou seja, o numero 931,
conforme apresentado na Fig. 5.7.

Para resolver o item b) consideremos a Tab. 5.4 como sendo continuagéo da
Tab. 5.3. Primeiramente, vejamos na Tab. 5.4 os procedimentos para determinar a

soma dos elementos das cinco primeiras linhas.

Tabela 5.4 — Soma dos elementos da linha n. Exemplo 5.4

Ultimo elemento Soma
Célula Digitar Célula Digitar
D2 1 E2 =1
D3 5 E3 =345
D4 11 E4 =7+9+11
D5 19 ES5 =13+15+17+19
D6 29 E6 =21+23+25+27+29
D8 =C8+(A8-1)*2 E8 =(C8+D8)*A8/2

Como os elementos de cada linha tratam-se de uma PA de razéo 2, a férmula
do termo geral a, =a, +(n—1).r determina o Ultimo elemento da linha n, representada
pela célula D8.

Com esse resultado, na célula E8 calcula-se a soma dos elementos da linha

. ) +a,)n
n, utilizando a férmula da soma de uma PA com n termos S, =%,onde o]

primeiro termo da linha é representado pela célula C8, o ultimo termo corresponde a

célula D8 e o numero de termos € indicada pela célula A8.
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Portanto, para determinar a soma dos elementos da 312 linha, inserimos na
célula A8 o numero 31 e obtemos na célula E8 a resposta, ou seja, 0 numero 29791.
Formatando as células adequadamente, chegamos a visualizacéo indicada na

Fig. 5.7.

PAGINA INICIAL IMSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS R*
ES | fe || =(Ca+D8)*A8/2 v
A E C D E -
1 Linha | Ordem dondmeroimpar | 1.2 elemento | Ultimo elem. Soma
2 1 1 1 1 4
3 2 2 3 3 8
4 3 4 7 11 27
] 4 7 13 13 o4
) 3 11 21 29 125
8 166 931 991 29791
a -
Plan1 ) P[4 3

Figura 5.7 — Resultados gerados a partir das Tab. 5.3 e Tab. 5.4

Buscamos nesse capitulo, apresentar algumas possibilidades da exploragéo
de planilhas eletrénicas nas aulas de Matemética. Quando bem trabalhadas e com
propdsitos pedagodgicos, o professor possibilita ao aluno um maior envolvimento e a

compreensao significativa de diversos conceitos e contelldos matematicos.
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6 CONCLUSAO

Esse capitulo sera destinado a conclusdo do trabalho. Inicia-se com a
conclusdo geral. Em seguida, serdo descritas as consideracfes e sugestdes para

trabalhos futuros.

6.1 CONCLUSAO GERAL

A exploragéo de padrdes matematicos no ensino da algebra sé&o considerados
por diversos autores a base para o desenvolvimento do pensamento algébrico.

Nessa perspectiva, o presente trabalho teve como objetivo apresentar
propostas pedagdgicas que proporcionem aos alunos a oportunidade de observar e
generalizar padrdes, tratando-se de sequéncias huméricas associada a regularidades,
tornando-os capazes de identificar e encontrar uma férmula para o termo geral de
sequéncias recursivas.

Com a andlise efetuada em alguns livros didaticos do Ensino Fundamental
(PNLD-2014), percebemos uma possivel tendéncia em se trabalhar com a
generalizacé@o de padrdes para introduzir a algebra no Ensino Fundamental. De modo
que os autores se utilizam de sequéncias numéricas onde o aluno, diante de algumas
observacdes ou questionamentos, € motivado a construir uma linguagem algébrica
para uma determinada situacao-problema.

A andlise realizada sobre as abordagens algébricas, baseada no
desenvolvimento do pensamento algébrico, também permitiu apresentar diversas
atividades aos professores que lecionam nesse nivel de ensino, de modo a
acrescentar contribuicdes bastante consistentes para a sua pratica pedagodgica.

Os padrbes sao explorados, ndo apenas nos capitulos reservados ao estudo
da algebra, mas em outros capitulos relacionando a algebra com aritmética e
geometria, contribuindo para formacgéo de outros conceitos a serem produzidos e da
generalizacdo de conteudos matematicos.

Faz-se necessario esse tipo de abordagem que possibilite a compreenséo de
uma expressao algébrica ou formula, ao invés de iniciar apenas com frases literais
representadas na forma algébrica, sem significado ao aluno e que nado estejam
relacionada a um contexto.

Contudo, a generalizacdo de padrdes poderiam ser mais exploradas pelos

livros didaticos, pois ainda sé&o poucas as atividades oferecidas aos estudantes que
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consistem em generalizar termos de sequéncias e deduzir regras gerais por meio de
operacdes aritméticas.

Cabe ao professor, portanto, ndo fixar seu trabalho apenas em uma obra,
sendo necessario trazer para sala de aula outras atividades e situacdes desse tipo,
que permitam aos alunos produzir significados para a algebra e que os mesmos
desenvolvam a capacidade de pensar algebricamente.

Em relacdo as questdes extraidas de provas anteriores da OBMEP, sugeridas
a turmas do Ensino Médio, notamos que os calculos utilizados para encontrar o termo
geral de sequéncias recursivas, exigem conhecimentos basicos da Matematica que
sdo adquiridos durante o Ensino Fundamental, como, por exemplo, resolucdo de
equacbes do primeiro e do segundo grau, sistemas de equacbes e regras de
fatoracao.

A abordagem do conteudo de recorréncias lineares no Ensino Médio,
certamente é uma Otima possibilidade de ampliar o conhecimento dos alunos e de
mostrar a aplicacdo dos conteudos matematicos presentes no curriculo da Educacao
Bésica.

Além disso, as atividades propostas estdo de acordo com as orientacfes
curriculares, porque proporcionam aos educandos formas de como generalizar
situagdes, abstrair regularidades, criar modelos e argumentar com fundamentacgéo
l6gico-dedutiva, que visam o desenvolvimento do pensamento algébrico.

A incorporacéao de planilhas eletrénicas se apresentam como uma ferramenta
atil no aprendizado da algebra. Se bem exploradas, através de seu uso € possivel
descrever a generalizacdo de padrbes numéricos e suas correspondentes
simbolizacdes usando variaveis e expressdes. Portanto, a sua utilizacdo favorece a
construcdo de conceitos algébricos que também ajudam a promover o pensamento
algébrico.

Por outro lado, as atividades realizadas no laboratorio de informatica através
da planilha de célculo possibilitam abordar enfoques, que em um ambiente fora da
planilha ndo seria tdo claro e de rapida resolucdo. Dessa maneira, oferecem aos
alunos um tempo maior para que possam testar hipoteses, estabelecer conjecturas,
experimentar e explorar propriedades. Modelando padrées numéricos e fazendo
simulagbes. De forma que se transformem em construtores do seu proprio

conhecimento.
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6.2 CONTRIBUICOES

Através de observacdes dos padrdes em sequéncias numéricas no método
recursivo apresentado, fomos capazes de introduzir, de maneira natural, o conceito
de recorréncias lineares, além do desenvolvimento desse contetdo e as formas de
resolucao das relagbes quando dependem de termos anteriores.

Acreditamos que com essa proposta de contetdo, estamos ampliando o
horizonte dos alunos na forma de observar e generalizar padrées. Além disso, a
escolha do contetdo de recorréncias, foi motivada essencialmente pela maneira que
tal assunto é abordado no Ensino Médio, pois se limita praticamente ao estudo de
progressdes aritméticas e geometricas.

Finalizando, cabe-nos também ressaltar a afirmacéo de alguns professores
de Matematica da Educacdo Béasica de que falta material didatico adequado para
ampliar e aprofundar o estudo de recorréncias. Nossa contribuicdo em realizar essa
pesquisa, também é de deixar a todos uma proposta de trabalho que possibilita um
avanco e novas abordagens ao conteudo de recorréncias no Ensino Médio, que pode
ser utilizada para a constru¢cdo de uma férmula para o termo geral das sequéncias

recursivas.

6.3 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Fixando-se no estudo de recorréncias lineares, sugerimos como propostas
para préoximas investigacdes ideias ndo contempladas nesse trabalho, mas que
compBdem como uma importante contribuicdo no ensino de Matemética na Educacao
Bésica:

e Pesquisas em livros didaticos do Ensino Médio como se aborda esse conteddo;

e Propostas de oficinas de estudo de recorréncias lineares para o Ensino Médio
enfatizando os pontos principais para a teorizagéo, interpretacao e aplicacao
nesse nivel,

e Possibilidades de inter-relacdo de conteudos matematicos, como, por exemplo,
no estudo de analise combinatdria, probabilidade e Matematica financeira;

e Possibilidades de interdisciplinaridade com demais areas do conhecimento por

meio da Modelagem Matematica.
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