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RESUMO

O nosso trabalho descreve o roteiro de uma atividade experimental, a qual
péde ser desenvolvida com os alunos do ensino basico, através do estudo das
propriedades geométricas das peliculas e bolhas de sabé&o. Inicialmente o trabalho
faz um breve estudo da teoria local das superficies, em seguida apresentamos a
estrutura molecular das peliculas e bolhas de sabdo e os efeitos da tenséo
superficial presentes nelas, terminando a teoria com as leis Plateau, na parte pratica
o trabalho apresenta dez experimentos praticos que irdo ajuda a ilustrar e entender

as propriedades anteriormente definidas.

Palavras-chave: Bolhas de Sabdo, Peliculas de Sabdo, Superficies Minimas,
Geometria, Geometria diferencial, Plateau



ABSTRACT

Our work describes the script for an experimental activity, which could be
developed with students of basic education through the study of the geometrical
properties of the films and soap bubbles. Initially work makes a brief study of the
local theory of surfaces, then we present the molecular structure of the films and
soap bubbles and the effects of surface tension present in them, finishing the theory
with the Plateau laws in practice part of the work presents ten experiments practical

that will help illustrate and understand the properties defined above.

Keywords: soap bubbles, soap films, Minimal Surfaces, Geometry, differential

geometry, Plateau
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APRESENTACAO

Quem de nés nunca brincou de fazer bolhas de sabdo? Para alguns o
simples fato de soprar bolhas de sabao, constituem objeto de admiragdo que
dificilmente deixamos de manifestar algum tipo de contemplacdo quando tomamos
contato com uma. A parte sua intrigante beleza, o mundo das bolhas de sabo

revela problemas de grande interesse matematico e fisico.
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INTRODUCAO

Na natureza diversos fenbmenos acontecem a todo momento e todos eles
apresentam o principio da energia minima, ou seja, € a natureza buscando sempre
minimizar e otimizar o gasto energético. Portanto o autor desse trabalho focou suas
pesquisas em explorar um tema que é trabalhado com alunos das séries finais do
ensino fundamental e inicio do ensino médio, maximos e minimos, seja na forma
funcional ou geométrica, com a abordagem de um tema em que todos nds temos
alguma familiaridade, o processo de obtencao de bolhas de sabé&o.

Apesar de ser uma atividade simples, este trabalho propde aos alunos uma
maneira de relacionar e aprofundar os conhecimentos de matematica com as
observacbes do cotidiano. Mesmo que o assunto ndo faca parte do curriculo do
ensino basico, ele pode ser trabalhado como forma de estimular os alunos a
pesquisa e a experimentacdo, ja& que o mesmo utiliza os conhecimentos de
Geometria do ensino basico.

Sendo assim podemos mostrar que a Matematica esta além das operacdes
elementares com numeros e outras ideias abstratas presentes no curriculo da
disciplina, as quais muitas vezes o aluno nem consegue compreender e muitos
menos relaciona-las com outras ciéncias.

Usar um tema tdo simples aparenta uma brincadeira de crianga para alunos
do ensino médio, mas o0 assunto se revela uma estimulante maneira de apresentar
conceitos dessa ciéncia de uma maneira que desperte o interesse no aprendizado a
partir da observacédo e analise do meio em que vivem e da compreensédo nas formas
de interagir e transformar esse meio. Entdo quanto a questéo de estimular os alunos
deve-se considerar a afirmacgéo de Polya (2006)

Um professor de Matemética tem assim, uma grande oportunidade.
Se ele preenche o tempo que lhe é concedido a exercitar seus alunos
em operacdes rotineiras, aniquila o interesse e tolhe o
desenvolvimento intelectual dos estudantes, desperdicando, dessa
maneira, a sua oportunidade. Mas se ele desafia a curiosidade dos
alunos, apresentando-lhes problemas compativeis com os
conhecimentos destes e auxiliando-os por meio de indagacdes

estimulantes, podera incutir-lhes o gosto pelo raciocinio independente
e proporcionar-lhes certos meios para alcancar este objetivo.

Vemos que ndo é uma tarefa facil para o professor, hoje, no contexto atual em

gue o aluno possui tanto acesso a informacao, tornar a Matematica interessante e
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desafiadora. Utilizar problemas estimulantes, que desafiem sua curiosidade e sua
capacidade de raciocinio pode ser uma forma de aumentar o interesse pela
aprendizagem em Matematica. Com a experiéncia de sala de aula e baseados nas
literaturas o presente trabalho exp8e um projeto que descreve a construcdo de
modelos simples que permitem realizar pequenos experimentos com bolhas de
sabdo que nos ajudam a compreender problemas de otimizacao.

Devido a complexidade matematica que permeiam o0s problemas das
superficies minimas e caminhos minimos, a natureza dos experimentos torna o
assunto mais atrativo aos alunos, ja que se trata de um trabalho parte experimental,
e possui um carater investigativo, pois em alguns casos a demonstracao analitica é
uma forma desafiadora de resolver e confirmar os resultados obtidos na pratica
experimental, usando elementos da geometria do ensino basico, sendo que o
trabalho descreve o roteiro da realizagao do experimento.

Inicialmente o trabalho apresenta uma breve introducdo a Teoria das
Superficies, ja que as bolhas e as peliculas de sabdo sdo casos particulares da
teoria das superficies, que pode ser omitido sem perda para os alunos, o capitulo
seguinte contribui para entendimento de como se formam as bolhas de sabao e
como a tensdo superficial interfere na forma tomada pelas superficies de sabéo
explicando a propriedade fundamental de torna-las superficies minimas.

A seguir temos a equacao de Laplace-Young e sua relacdo com a curvatura
média das superficies, o tdpico seguinte aborda as Leis de Plateau, cujos

experimentos descritos no capitulo seguinte, serao regidos por essas trés leis.
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CAPITULO 1

1. BREVE HISTORICO

Ao longo da historia as bolhas de sab&o sempre causaram admiracdo e
fascinio. O estudo cientifico das peliculas de sabdo datam do século XV e dois
grupos se destacaram em campos distintos, um dos grupos tinham fisicos, quimicos,
bidlogos que estudaram as propriedades macroscopicas e moleculares das
superficies, em outro grupo estavam matematicos centrados em problemas que
requeriam minimizacdo da area de uma superficie contida num limite fixo e entre
outros problemas relacionados. A compreensdo dos varios tipos de padrdes
formados pelas superficies de sabao esta ligada ao calculo das variacdes e varios
principios de minimizacdo. Por isso, talvez devamos comecar com Maupertuis
(1698-1759), onde declarou seu principio geral de que:

“se houver alguma mudanca que ocorre na natureza, a quantidade de acfes
necessarias para esta alteracao, tem de ser tdo pequena quanto possivel”.

A minimizacdo da energia de uma pelicula de sabdo é outro aspecto do
teorema, e € a natureza geral do teorema originalmente proposto por Maupertuis
gue permite que filmes de sabdo sejam usados para tais extensas ilustracdes de
outros aspectos da fisica. A ideia de que a natureza sempre minimiza a acao, €
outra forma de expressar esse principio. Precedido pelo trabalho de Maupertuis,
Pierre de Fermat (1601-1665) foi capaz de explicar as leis da reflexdo e da refracéo,
além de propor e justificar o uso da minimizagdo do tempo gasto para a luz se
propagar de um ponto a outro, acreditando na ideia de que “a natureza faz seus
movimentos pelas vias mais simples ou sempre atua pelo caminho mais curto”

As primeiras ideias de superficie minima datam de 1760, com um problema
proposto por Lagrange: dada uma curva fechada simples, qual a menor superficie
gue tem esta curva como fronteira?

Em 1762 Lagrange desenvolveu um meétodo (que denominou calculo das
variacdes), que deu lugar ao que hoje conhecemos por equacao diferencial de Euler-
Lagrange, a qual se tratava de encontrar uma superficie de area minima com
contorno pré-fixado e como consequéncia estabeleceu a equacdo que minimiza a
area localmente e cujas solucbes definem o que conhecemos por superficies de

curvatura média constante, identicamente nula para o caso das Superficies Minimas,
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ou seja, as superficies minimas se chamam assim porque minimizam a superficie
para um determinado volume dado.

Como o interesse maior era em questdes tedricas, Lagrange ndo se
preocupou em encontrar solu¢gées concretas néao triviais. Euler foi o primeiro que
rotacionou a curva chamada catenaria para obter uma superficie minima que
chamou de alysseide, posteriormente foi denominada catendide. A solucdo para a
superficie de area minima limitada por dois anéis coaxiais continua a ser uma das
poucas solug¢des analiticas disponivel neste campo. O mais extenso trabalho inicial
pratico foi realizado pelo fisico belga Antoine Ferdinand Plateau (1802-1883), o qual
realizou experiéncias, em meados do século XIX, que deram uma nova importancia
as superficies minimas, Plateau mostrou que a solugdo tanto para o problema
proposto por Lagrange e outros que requerem minimizagdo poderiam ser obtidos
com a imersao de estruturas de arame moldados na forma de curvas espaciais em
uma solucdo de agua, sabéo e glicerina, assim Plateau percebeu que as superficies
formadas pela fina pelicula numa determinada curva era a de menor area possivel,
por ser a superficie que apresentava a menor energia potencial, resultado das
interacdes entre suas moléculas (DO CARMO, 2005).

Desde entdo o problema proposto por Lagrange ficou conhecido como o
Problema de Plateau. Um fato importante é que nesse periodo Plateau j4 estava
completamente cego.

Josiah Willard Gibbs (1839-1903), bem conhecido por suas contribuicdes a
termodindmica e a mecanica estatistica, investigou a drenagem e afinamento das
peliculas de sabdo. Mas o nome mais conhecido no campo é de Sir Charles Vernon
Boys (1855-1944) que deu aulas-demonstracdes sobre 0 assunto e escreveu isto em
um livro (1890, reeditado 1959), o titulo mais recente do livro é Bolhas de Sabéao -
suas cores e as forcas que as moldam. Sir James Dewar (1842-1923) também
pesquisou sobre as peliculas de sabdo, e os resultados de seu trabalho é melhor
descrito por seu assistente ASC Lawrence no texto mais popular que escreveu,
intitulado Peliculas de Sab&o, um estudo da individualidade Molecular.

A partir desses resultados experimentais obtidos por Plateau, varios
matematicos comecaram a procurar por novos métodos analiticos que podiam
provar a existéncia de propriedades geométricas associadas as superficies minimas
e resolver assim problemas de area minima, mas eles visavam explicitar uma

solucéo. Porém, no século XX mudou-se este ponto de vista, ou seja, ndo visavam
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mais solucdes explicitas, mas primeiro provar a existéncia de solu¢cdes e dai mostrar
outras propriedades relevantes. Para Isenberg (1992) foi o trabalho de Jesse
Douglas que foram dados passos importantes nesse tema.

Em seu trabalho, Douglas (1931) expde que “o problema de Plateau é provar
a existéncia de uma superficie minima atrelada a um dado contorno” e seu texto traz
“a primeira solucdo para este problema com o tipo de contorno mais geral: uma
curva de Jordan no espaco euclidiano n-dimensional’.

Em 1976, com a publicacdo do artigo A Geometria das peliculas e Bolhas de
Sabdo (Scientific American 235: 82-93), Taylor e Almgren comprovam, 0S
postulados de Plateau numa série de experimentos com peliculas de sabéo
conectadas a diferentes limites ou frames. A publicacdo corroborou os principios de
areas minimas, e que segundo Emmer (1996), apresenta uma notavel colecdo de
figuras que comparam a geometria das bolhas e peliculas com estruturas naturais.


http://en.wikipedia.org/wiki/Scientific_American
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CAPITULO 2

2. METODOLOGIA

Definido o tema de estudo, foi necessaria uma ampla pesquisa em varias
fontes, de modo a investigar todos o0s aspectos teoricos envolvidos, a parti dai
pensou-se numa forma de apresentacdo aos alunos do ensino béasico sobre as

superficies minimas e qual a relacdo com as bolhas e peliculas de sabao.

Apés a pesquisa, escreveu-se um roteiro para expor aos alunos do ensino
médio o tema como uma atividade tedrica e pratica, que integrasse 0s
conhecimentos de sala de aula, com as superficies de sabao, sendo que a atividade
proposta seria meramente uma forma visualizar os conhecimentos da matematica

sendo aplicados em situacoes reais.

Na realizacdo do projeto foi exposto um breve histoérico de como se deu o
avanco das pesquisas nesse ramo, as propriedades geométricas e fisicas das
peliculas e bolhas de sabdo na forma de aula expositiva dialogada. Apds esse
momento iniciou-se a parte pratica do tema abordado, onde os alunos tiveram
contato com o0s materiais que seriam utilizados na parte experimental. Nesse
momento procurou-se interligar os conhecimentos teoricos previamente aprendidos

com os experimentos realizados.

Foi estudado com os alunos, juntamente com a parte experimental, as
demonstracdes analiticas de alguns experimentos propostos no presente trabalho,
demonstracdes estas, que usavam elementos do curriculo do ensino médio. Mas o
fato de terem contato com um tema, permeado de complexidades, foi bastante

proveitoso, pois foi abordado de uma maneira tdo natural e simples.
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CAPITULO 3

3. TEORIA LOCAL DAS SUPERFICIES

3.1. SUPERFICIE PARAMETRIZADA REGULAR

Consideremos que temos um sistema de coordenadas cartesianas X, y, z em
0* e seja uma funcéo
X(u,v)=(x(u,v), y(u,v),z(u,v))
De duas varidveis U, vV que variam em um aberto U c?. Para cada

(u,v)eU , X(u,v) determina um ponto de [ 3

Definicdo 3.1. Uma superficie parametrizada regular ou simplesmente uma
superficie é uma aplicacdo X:U c[12—[13, onde U é um aberto de 1?2, tal que:
a) X é diferenciavel de classe C”;
b) para todoq=(u,v)eU , a diferencial de X em q, dX,:0%—0?, éinjetora.

As variaveis U, v sao os parametros da superficie. O subconjunto S de [J 3
obtido pela imagem da aplicacdo X é denominado traco de X .

Vamos analisar o que a definicdo nos diz sobre o comportamento de uma

superficie. A condicdo (a) impde que a aplicagdo X(u,Vv)=(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) é

diferenciavel de classe C* quando as fungbes X, y, z tém derivadas parciais de
todas as ordens e sao continuas. A condicao (b) vai garantir a existéncia de plano

tangente em cada ponto da superficie. Vejamos algumas formas equivalentes de
expressar essa condicdo. Sejam €, e, a base canonica de U > e €, &, & abase
candnica do [1°. Para cadag=(up,Vp) €U , sabemos que a matriz associada a dX,

nas bases canfnicas é a matriz jacobiana.
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J(Ug, Vo) =

S

pois

) ay(uc,,

qu(el)—(a (Ug, Vo Vo), (Uo:Vo)j

dxq(ez)—(av(uwvo) ay(UOrVO) (UO'Vo)j

Denotando esses dois vetores por X,(Uy,Vy) e X,(Up,Vy) respectivamente,
observamos que as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

b.1. dX, € injetora;

b.2. A matriz J(u,,V,) tem posto 2;

b.3. os vetores X, (Uy,Vy), X,(Uy,V,) séo linearmente independentes;

b.4. X, (Ug,Vp) % X, (U, Vo) #0.

Proposicdo 3.2. Seja o(u)=(f(u),0,g(u)), uelcll, uma curva regular, isto &,
a'(u)=0 Vuel,talque f(u)=0. Entdo, a aplicagdo
X (u,v) =(f(u)cosy, f (u)senv,g(u)),

onde Uel e vell é uma superficie parametrizada regular.

Demonstracdo. Como o € uma aplicagdo diferenciavel, temos que as funcdes

coordenadas de X s&o diferenciaveis. Os vetores
=(f'(u)cos(v), f'(u)sen(v),g'(u)),
X, =(=f (u)sen(v), f (u)cos(v),0),
sao linearmente independentes, pois
Xy X,[* = PP +(F)10,
jaque o € uma curva regular e f ndo de anula. Portanto, concluimos que X é uma

superficie parametrizada regular.
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A aplicacdo X da Proposi¢do 1.2 € denominada superficie de rotagdo da
curva oo em torno do eixo Oz, sendo que o eixo Oz ndo intercepta a curva o pois
f(u)=0.

3.2. PLANO TANGENTE; VETOR NORMAL

Definicdo 3.3. Se X(u,v) é uma superficie parametrizada regular, dizemos que um
vetor w de 0> é um vetor tangente a X em q=(U,V,) se w=o/(t,), onde

a(t) = X(u(t),v(t)) € uma curva da superficie, tal que (u(ty),Vv(ty)) = (Ug, Vo) -

{u(t), v(t)

FIGURA 1: Plano tangente a X em (= (U, V)

Definigdo 3.4. O plano tangente a X em (Uy,V,) é o conjunto de todos os vetores

tangentes a X em (Up,Vp), que denotamos por T, X , onde g =(Up,Vp) .

Proposicdo 3.5. Seja X(u,v) uma superficie parametrizada regular e ¢ =(Ug,Vp)-
Entdo T,X €& o conjunto de vetores obtidos como combinacéo linear de X, (Ug,Vp) €
X, (Ug: Vo) -

Por definicAo de superficie parametrizada regular, X, e X, s&o vetores

linearmente independentes. Portanto, segue-se da proposicdo anterior que T X €&

um plano do [J 3 gerado por X, e X,. Observamos que, em geral, X, e X, nédo

sdo ortogonais, nem unitarios.
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Definicdo 3.6. Se X(u,v) é uma superficie e q=(U,,V,), dizemos que um vetor de

0°® é normala X em qse e ortogonal a T X, isto &, € ortogonal a todos os vetores

tangentesa X em (.
Dado um plano tangente T, X , existe um Unica direcdo normal a este plano e,

portanto, existem exatamente dois vetores unitarios normais a X em (. Daqui por
diante, vamos fixar o vetor unitario normala X em ¢ como sendo o vetor

XxX

(Q)

Se o dominio da superficie X é um aberto U 1?2, entdo, variando , temos

uma aplicacdo diferenciavel N:U —S?c[13, denominada aplicacdo normal de
Gauss, definida por
Xy x X,

Cuja imagem esta contida na esfera unitaria, centrada na origem.

N(u,v)— (u V).

3.3. PRIMEIRA FORMA QUADRATICA

Definicdo 3.7. Seja X :U c? —[1*uma superficie parametrizada regular, ¥qeU ,
a aplicacao

Iy T, X >0

w— (W) =(w,w) :|w|2
E denominada a primeira forma quadratica de X em (.
Consideremos uma superficie dada por X(u,v) e um ponto q=(U,,V,). Entéo,

um vetor weT,X € da forma

W =aX (Up, Vo) +bX (U, Vo),

onde a,bel] . Portanto,

l(w) =a® (X, X, ) (U, Vo) + 2ab( X, X, ) (g, Vo) + b% (X, X, ) (Ug, Vo) -
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Usando notacao
E(uo,vo):<Xu,Xu>(u0,Vo),
F(Uo’Vo)=<Xu1Xv>(U0’Vo)a
G(ug, Vo) =(X,, X, ) (Up, Vo),
Temos que
|4 (W) = a”E(ug, V) + 2ab F (Ug, V) + G (Ug, Vo) -
Variando (u,v), temos fungdes E(u,v), F(u,v) e G(u,v) diferenciaveis, que s&o

denominadas coeficientes da primeira forma quadréatica.

3.4. SEGUNDA FORMA QUADRATICA

Definicdo 3.8. Seja X :U cll 2 503%uma superficie parametrizada regular. Fixado
q=(pyVy) €U, a segunda forma quadratica de X em ¢ é uma aplicagdo
Iy : TyX =0, que para cada vetor weT,X associa Il (w) da seguinte forma: se
a(t) = X(u(t),v(t)) é uma curva diferenciavel da superficie, tal que (u(ty),v(t,))=q e
o'(ty) =w, entdo definimos 11, =(a"(ty),N(Up,Vy)) , onde N € o vetor normala X .

Vamos verificar que ll;(w) nao depende da curva escolhida. Seja
w=aX, (Uy,Vp) +bX,(Uy,Vy), € consideremos uma curva of(t)= X(u(t),v(t)) tal que
Ul V() =q € /() =W, isto &,

(U(ty), v(ty)) = (U, Vo) » (U'(t),V'(tp)) = (a,b).

Como
o' (t) =u'(t) X, (u(t), v(r)) + V(1) X, (u(t), v(t)
e
o (t) = U7 () X, (), V(1)) + (U ()7 Xy (UCR), V(D)) + 20 (V' (£) X o, (U 1), V) +
(V()* Xy, (), V() + V7 () X, (U(d), v(D)),
temos que

g (W) = <0€”(to), N (UO’VO)> =
1, (W) =a% (X, N) (Ug, Vo) + 280 ( X, N (Ug, Vo) +b? (X, N ) (U, Vo)

onde a expressao acima nao depende da curva o.
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Usando notagao

e(UO'Vo)=<quN>(Uo'Vo)y
f(Uo’VO):<Xuv1N>(UofV0),
9(“0’V0)2<XW'N>(U0'V0),
Temos que
11, (W) = a%e(Ug, Vo) + 2ab f (U, V) + b*g (U, V) -
Variando (u,v), temos funcdes e(u,v), f(u,v) e g(u,v) diferenciaveis, que s&o

denominadas coeficientes da segunda forma quadratica da superficie parametrizada
X.

3.5. CURVATURA NORMAL

Definicdo 3.9. Seja X(u,v) uma superficie parametrizada regular e gq=(Uy,V,). A
funcdo curvatura normal em ¢ é uma aplicagdo k,:T,X —{0}—>[ que, para cada

vetor WeTqX nao-nulo, associa

3.6. CURVATURAS PRINCIPAIS: CURVATURA DE GAUSS: CURVATURA
MEDIA

Definigdo 3.10. Sejam X(u,v) uma superficie parametrizada regular e Kk, a funcéo
curvatura normal de X em g=(U,,V,). Entdo, existem valores unitarios e ortogonais
W, e w, eT X, tais que k =k,(w) e k, =k;(w) séo valores minimos e maximos da
fungdo K, .

Com a notagdo da proposi¢cao anterior W; e W, sdo chamados vetores
principais de X em @ e as curvaturas k; e k, sdo denominadas curvaturas
principais de X em q. As direcOes de T,X determinados pelos vetores principais

séo chamadas de dire¢des principais.
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O produto das curvaturas principais K(q)=k; -k, denomina-se curvatura

ky + K

gaussiana de X em (g e a semissoma de k; e k,, H(q) = , € chamada de

curvatura meédia X em (.

Dentre as superficies de [J 3 destacam-se as gue tém a curvatura gaussiana
constante, e as que tém curvatura média nula. Uma superficie que tem curvatura

média identicamente nula é denominada de superficie minima.

Proposicdo 3.11. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. Se q=(U,,V,),

entado
le,G,—-2 f0 F +EG,

H(a) ==
@=3 E,G, — Fy’

€% — f02
K(g) =215
EoGo - I:02

Exemplos 3.12.
(i) Considere a superficie
X (u,v) = (asen(v),asen(v)sen(u),acos(v)),
a>0,uell, O<v<n, que descreve a esfera de raio a. Como todas as secgdes
normais sao circunferéncias de raio a m e o vetor normal
N (u,v) = (—sen(v)cos(u),—sen(v)sen(u),—cos(v))
aponta para o interior da esfera, concluimos que a curvatura normal é constante

|w?

1
igual a 3 e a segunda forma quadratica Il (w) € igual a , para todo q=(u,v) e

weT, X . Portanto todo vetor unitario tangente € um vetor principal e as curvaturas

1

1
principais sdo k; =k, = 3 Concluimos que K=— e H=
a

[



24

(i) Considere a superficie parametrizada (superficie de Enneper)
3 3
X (u,v) :£u —u?+uv2,v—vg+vu2,u2 —vzj,

2 2

— ek =———__.Dai
(1+u? +v?)? 27 1+ u? +v2)?

Temos que as curvaturas principais sao k, =—

temos que KE—% e H=0
@+u”+ve)

Definicdo 3.13. Considerando a superficie

X(u,v)=(xy f(xy))),
que descreve o grafico de uma funcao diferenciavel f(X,Y), a condi¢do para que X
seja uma superficie minima é:

@+ 2 f, + @+ f,A) f, —2f,f, f, =0,

ol o 0% f
f =919 _ot
o ax{é‘y }e Ehy:

f of
"Ny

onde f, = XX

a
X H
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CAPITULO 4

BOLHAS E PELICULAS DE SABAO

4.1. COMO SE FORMAM AS BOLHAS DE SABAO?

A maioria de nos ja brincou com bolhas de sabao, o que ndo nos ocorre é que
o0 comportamento das bolhas e peliculas de sabdo é governado por regras
matematicas, entdo antes de entrarmos no fascinante mundo das bolhas de sabé&o,
primeiro devemos conhecé-las e entendé-las.

Para criar uma pelicula de sabao é preciso primeiro produzir uma solucéo de
sabdo que consiste em moléculas de sabdo e as moléculas de dgua. Quando sabéo
ou detergente € misturado a agua, uma parte se distribui pela superficie do liquido,
com as extremidades hidréfilas (ions negativos) voltadas para dentro dele,
interagindo com a 4gua, e com as cadeias hidréfobas voltada para fora, interagindo

umas com as outras.

cauda de hidrocarbonetos

cabeca carregada negativamente

] o L
G @ S molécula de dgua
. ° pu @ ion positivo
. h
™ . L L
e o

FIGURA 2: ions negativos de sabao na superficie de uma solucéo de agua e sabao

Todos os liquidos tém uma propriedade chamada tensdo superficial, que
expressa a resisténcia oferecida pela superficie de um liquido a ser perfurada ou
deformada. A agua apresenta elevada tensdo superficial porque suas moléculas
atraem-se muito intensamente. A presenca de uma camada de moléculas de sabéo
na superficie da agua reduz significativamente a tenséo superficial. Por isso, diz-se

gue os sabdes ou detergentes sdo agentes tensoativos ou surfactantes.



26

Surge agora a questdo como se formam as bolhas de sabdo? Quando
mergulhamos uma argola em agua com sabdo e a retiramos, uma pelicula do liquido
permanece na argola. E uma camada de agua liquida com moléculas de sab&o em

ambas as superficies.

Cauda de hidrocarbonetos

Cabeca carregada
negativamente

Molécula de Agua

fon Positivo

FIGURA 3: Estrutura de uma pelicula de sabao

Se assoprarmos delicadamente essa pelicula cada bolha obtida nada mais é
do que uma porcado de ar envolta por uma pelicula de agua contendo moléculas de
sabdo tanto na superficie interna como externa. Se a bolha fosse de agua pura, a
elevada tensdo superficial faria a bolha colapsar. A presenca do sab&o reduz a

tenséo superficial e estabiliza a bolha.

4.2. TENSAO SUPERFICIAL

Algumas vezes acostumamos a comparar a superficie livre de um liquido com
a de uma membrana elastica sujeita a uma tensao uniforme em todas as direcdes.
Com alguns experimentos € possivel concluir que ha uma estreita analogia entre o
comportamento fisico de uma membrana elédstica com a superficie livre de um
liguido. Esta analogia foi proposta pela primeira vez por J. A. von Segner (1704-
1777) (Traité de Physique, Tomo I, Fasc. 3° 1907) em meados do século XVIII, mas
cinquenta anos depois € que a respectiva teoria foi desenvolvida pelo fisico inglés
Young (1773-1829).

Tensao Superficial é a for¢ca na superficie de um fluido que age em cada lado
de uma linha, desenhada nessa superficie, por unidade de comprimento. O

resultado mais familiar da tensdo superficial da agua € a capacidade de manter
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pequenos objetos presentes na superficie. Por exemplo, se colocarmos
cuidadosamente em sua superficie uma lamina de barbear, uma agulha de aco ou
mesmo um clipe de papel, verifica-se que os objetos sdo mantidos a tona e nao
afundam. Se vocé olhar atentamente para a superficie, horizontalmente, vemos que
a mesma € deformada e permanece um pouco afundada se comportando como uma
rede elastica (FIGURA 4), mas se a superficie é agitada o objeto acabara

afundando.

FIGURA 4: Tensé&o superficial

Uma pelicula de sab&o s6 tem uma forca, a tenséo superficial, € a forca que
faz com que as moléculas de sab&o se atraiam, reduzindo a area da superficie da
bolha de sabédo. A pelicula de sabdo é a superficie que tem menor area para um

determinado contorno, por isso as peliculas de sabéo sédo superficies minimas.

4.3. EQUACAO DE LAPLACE-YOUNG

Vamos considerar que uma pequena superficie ABCD sofra um

deslocamento du, normal a superficie, pelo excesso de presséo p.
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FIGURA 5: Expanséo da area superficial

O Trabalho realizado para esse um pequeno aumento na superficie € dado

por

W=F-8u, (4.1)

podemos expressar o trabalho em funcao da tensao superficial,

W =c-AS 4.2)
onde o é a tensdo superficial e da pelicula e AS é pequeno incremento da area

apos a expansao em relacéo a area inicial. Temos que presséao

p=§<:>F=p-S (4.3)

onde S é a area considerada, entdo reescrevendo a equacéo (3.1), temos.

W=p-S-du, (4.4)

observe que

AS =(X+0X)-(y+dy)—Xx-y, (4.5)
estudando geometricamente esse problema podemos observar que os tridangulos

O,AB’' e O,AB séo semelhantes, assim:

X X+0X

rn rn+aou

(4.6)
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analogamente para y . Dai temos as expressoes

x+8x:x-(1+6—u] (4.7)

n

Y+8y=y{#+%g), (4.8)
2

substituindo as expressdes (3.7) e (3.8) em (3.5) obtemos

AS =(X+0X)-(y +dy)—xy
=X-£1+6—UJ- y(1+6_uJ_Xy
n P}

2
AS :xy8u(l+lj+xy(8u) , (4.9)
n n I -h

como OuU é suficiente pequeno entdo

AS = xydu (1+1j, (4.10)

n n

relacionando (3.10) com (3.2) e (3.4) segue que
W =c-AS

p~S~6u=o-xy6u(l+1]
n hn

p.x.y.Su :G.X.y.8u[l+iJ

n n

i)
p=c-| =+=|. (4.11)

)
Percebe-se que uma diferenca de pressédo em ambos os lados de uma bolha
ou pelicula & dado pelo produto da tenséo superficial ¢ da bolha ou pelicula e da
guantidade que esta claramente relacionada com a forma da bolha ou pelicula. Na

verdade, note que a unica exigéncia (implicitamente) inserida no nosso pedaco

infinitesimal de area era que as curvas se encontram em angulos retos. As
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gquantidades 1 e 1 s30 as curvaturas normais da superficie nessas direcbes

r 53

perpendiculares (Assim S = x - y).

1
A curvatura Média de uma superficie regular é dado por H =E-(k1+k2),

sendo k; e k, as curvaturas normais minima e maxima da superficie, para o pedaco

infinitesimal considerado anteriormente, temos que k _1 e k, =l, segue que
n P
1(1 1
H==-—+— | aseguir 1ol oon
2\n 1 L
p=2-H-c. (4.12)

Podemos verificar que em uma superficie minima em todos os seus pontos
H =0, entdo consequentemente a pressao em toda superficie de uma pelicula de

sabdo é igual a zero.
Nota-se que para uma bolha de sabdo perfeitamente esférica temos que

1 1 . ~ .
————=,temos que H=—, dai temos que a pressdo numa bolha é expressa por
r r

r

(4.13)

pela equacgéo (3.13) observamos que para duas bolhas esfericas de raios 1, e I,,

com r; >T,, temos que

multiplicando ambos os lados pela constante positiva 2-¢, segue que

2'G'l<2-6'1
g P

entdo

PL<P,.
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Note que quanto menor a bolha maior serd sua pressdo, portanto quando
uma bolha pequena encontra uma grande, a superfie da menor curva-se para dentro

da maior.

FIGURA 6: Bolas de sabao de diferentes tamanhos

Agora voltando ao caso de uma superficie que possui curvatura média

1 - .
constante o segue que tomando I suficiente grande para essa superficie teremos

qgue H =0, essa superficie tomaria a forma de um plano, que é a superficie minima
mais trivial que temos, com isso a pressdo em ambos os lados da superficie da

pelicula é gual a zero.

4.4. LEIS DE PLATEAU

LEI 1: Quando uma pelicula de sab&o se apoia numa superficie, a pelicula de sab&o

€ perpendicular a superficie.

FIGURA 7: Bolha de sab&o perpendicular a uma superficie
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LEI 2: Quando peliculas de sab&o se encontram, elas o fazem de trés em trés ao

longo de uma linha singular, formando um angulo de 120°.

FIGURA 8: bolha dupla de mesmo tamanho

120°

120° 120°

FIGURA 9: Angulo entre as peliculas de sab&o

LEI 3: Quatro linhas, cada uma destas formadas pela intersecéo de trés peliculas,

encontram-se em um ponto e o angulo entre um par de linhas adjacentes é 109°28'.

FIGURA 10: Angulo entre o par de linhas adjacentes

A obtencdo desse resultado sera feito mais adiante.



33

CAPITULO 5

5. EXPERIMENTOS COM PELICULAS DE SABAO

Neste capitulo apresentamos dez experimentos com peliculas de sabdo que
irdo ilustrar o que foi discutido anteriormente, uma vez que os estudantes tiveram um
pequeno contato com a teoria das superficies minimas, tensao superficial e as Leis
de Plateau, os mesmos através da orientacdo do professor poderdo construir e
executar os experimentos descritos no trabalho, de forma que possam visualizar o
gue foi estudado anteriormente, é interessante aos alunos que antes de mergulhar
as estruturas de arame na solugdo de agua e sabdo, o professor deve agucar a
criatividade dos mesmos, questionando como irdo se comportar as superficies das

peliculas de sabado nas estruturas de arames.

1° Experimento: Comprovar que as peliculas de sabdo formam superficies minimas

A tendéncia das peliculas de sabdo para formar, superficies minimas pode
ser visto claramente através da experiéncia que se segue:

Viramos um pedaco de arame até o formato de um arco de circunferéncia,
deixando uma abertura nos extremos que amarraremos um pedaco de fio nas duas
extremidades (FIGURA 11). Mergulhando este dispositivo huma solucdo de agua e
sabdo ira observar que o fio € puxado para dentro da ferradura, isto €, o liquido em
cima do fio tem a tendéncia de reduzir ao maximo a superficie interna, portanto

temos uma pelicula de sabdo que tem a menor area.

FIGURA 11: pelicula de sab&o diminuindo sua &area devido a tenséo superficial
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Se com os dedos, puxamos o fio aumentando a area da pelicula de sabao e,
em seguida, soltar, o que observamos é que automaticamente a pelicula de sabéo

tende novamente a ocupar a area minima.

FIGURA 12: aumentando a area da pelicula de sabao

2° Experimento: Obter a superficie de maior area limitado por um perimetro fixo.

Fazendo um lago com um pedaco de barbante, e em seguida, prende-se este
perimetro a um anel de arame. Mergulhando e retirando o anel da solucdo de agua e
sabdo, obtém-se duas peliculas separadas pelo perimetro do barbante (FIGURA
13).

FIGURA 13: Duas peliculas planas separadas pelo perimetro do barbante

Rompendo a pelicula interna ao barbante, a pelicula de sabdo externa
minimiza sua area que por sua vez torna a area dentro do perimetro do barbante
torna-se maxima, note que a figura formada pelo barbante € uma circunferéncia

(FIGURA 14). Confirmando assim o Teorema da Desigualdade Isoperimétrica, onde
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2

para toda curva fechada de comprimento p engloba uma area menor ou igual a 2—
T
Além disso, este valor s6 é alcancado para o circulo de raio 2£
T

FIGURA 14: Ap6s o rompimento da pelicula interna, o perimetro do barbante torna-se uma
circunferéncia

3° Experimento: Obter o caminho mais curto ligando trés pontos no plano
euclidiano

Consideremos entdo um plano que contém trés pontos néo colineares.

FIGURA 15: Trés pontos coplanares

Antes de demonstrarmos o resultado geral para a obtencdo do menor
caminho que liga trés pontos no plano euclidiano, podemos mostrar alguns possiveis

caminhos aos alunos e pedir para que escolham qual deles é a solugcdo do

problema, vejamos alguns exemplos.
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[0} e} C
B B B

FIGURA 16: caminhos ligando trés pontos
Fica a pergunta, qual deles é o menor caminho?
Para a mostrarmos o resultado geral do problema vamos lembrar algumas
propriedades da elipse.
Seja uma elipse de focos A e B (FIGURA 17) entdo para qualquer ponto P
pertencente a elipse, temos que
AP +PB = (5.1)

em que | é constante. Seja também uma reta TT' tangente a alipse em P temos que

TPA=T'PB,
E seja a reta normal NN’ em P, temos
APN =BPN,
ou
APN’=BPN". (5.2)

FIGURA 17: elipse com focosem A e B

Agora consideremos duas elipses cofocais, com focos em A e B e dois pontos

P; e P,, cada um pertencente a uma elipse (FIGURA 18).
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~X

FIGURA 18: elipses cofocais em A e B
Pela equagdo (5.1) temos que AP +BP =l e AR+BR=l, entao
considerando o tridngulo P,P,B (FIGURA 18), pela desigualdade triangular temos
PP,+p,B>PB, (5.3)

adicionando AP, em ambos os lados, temos

AP, +PP,+PB>AP +PB (5.4)
Isto &,
AP, +PB> AP +PB (5.5)
0 que nos da
L, >1,. (5.6)

Agora vamos considerar o problema de encontrar o caminho minimo que liga
0s trés pontos A, B e C. Seja P o ponto de intersecéo das linhas retas que unem 4, B
e C (FIGURA 19), que representam o menor caminho que liga A, B e C. O menor
caminho néo pode consistir em linhas curvas, pois as mesmas podem ser
substituidas por retas de menor comprimento. E possivel que P possa coincidir com
um dos veértices do triangulo ABC. Se caso aconteca isso, P deve coincidir com o
vértice do angulo maior, por exemplo, C, pois AC + BC seria 0 menor caminho, em
relacdo a soma de qualquer outro par dos lados do triangulo.

Estudaremos agora o caso em que P nao coincide com um dos vertices, e

depois faremos uma comparacao analitica entre os dois resultados.
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FIGURA 19: Os trés pontos A, B e C sdo ligados para o ponto P para dar o percurso total minimo.

Primeiramente vamos considerar um circulo de centro C e raio CP (FIGURA

20) e também que A e B estdo fora do circulo. Seja X um ponto qualquer do plano e

assumindo um ponto X = P que minimiza AX + BX + CX. Assim, qualquer ponto da
circunferéncia, no circulo de raio CP, como P’ (FIGURA 20) deve satisfazer

AP’'+BP’'+CP'> AP+BP +CP (5.7)

A

FIGURA 20: P’ encontra-se no circulo de raio CP.

FIGURA 21: A esta dentro do raio do circulo CP.

Como CP = CP', sdo ambos os comprimentos do raio do circulo,
AP'+BP'>AP+BP, (5.8)
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assim AP’ + BP' tera o menor valor possivel quando o menor caminho for escolhido,
note que a partir de (5.7) o ponto P € Unico.
Entdo considerando um conjunto de elipses com focos em A e B que cruzam

o circulo de centro C (Figura 22).

FIGURA 22: elipses cofocais com focos em A e B intersectando o circulo de centro C

A elipse que tangencia o circulo tera o menor valor da constante AP + BP.
Qualquer elipse que cruza o circulo em dois diferentes pontos ter& um valor maior
dessa constante, equacao (5.5). Portanto P deve coincidir com o0 ponto em que a
elipse tangencia o circulo. Por esta elipse, a partir de (5.2),

APC =BPC, (5.9)
pois PC € normal a tangente em P.
Analogamente usando 0 mesmo argumento para o circulo de centro em A e
raio AP temos
APB = APC (5.10)
A partir de (5.9) e (5.10)
APC = APB=BPC . (5.11)

Como estes angulos devem somar 360° entdo séo todos iguais a 120°.

Os resultados obtidos anteriormente tém considerado que A e B estéo fora do
centro do circulo em C para o caso em que P ndo coincide com um vértice. Se pelo
menos um dos pontos, digamos A, estiver dentro ou sobre o centro do circulo C, em
seguida, a partir da FIGURA 21,

AP+BP>AB (5.12)

temos também que
CP>AC (5.13)
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pois CP € o raio do circulo e o ponto A se encontra no interior do circulo. Adicionando
(5.12) e (5.13),

AP +BP+CP> AB+AC, (5.14)
isto implica que o caminho mais curto AP + BP + CP serdo obtidos se P
coincide com A. O que contraria nossa hipdtese de que P ndo coincide
com um vértice. Analogamente esta conclusao é também aplicavel quando ambos A
e B sdo considerados dentro do circulo. Entdo, A ou B, ou ambos, ndo pode estar
dentro do circulo. Consequentemente ambos estéo fora do circulo. Estas conclusdes
também se aplicam a circulos com centros A e B.

No entanto ha dois pontos a esclarecer. Um deles é: o argumento da elipse
encolhido acima s6 funciona se P ndo estad sobre o segmento AB, para que seja,
entdo as elipses encolhidas para o segmento de linha teriam angulo nulo. Para evitar
ISSO, vamos supor que o ponto P esta no segmento de linha e vamos considerar o
segmento CP, ele deve encontrar AB a 90° para fazer AP + BP + CP 0 menor
caminho (FIGURA 23).

B

FIGURA 23: Ponto P sobre o segmento AB

Entdo, vamos fazer a discussdo com elipses com focos B e C tangente ao
circulo com centro em A. A linha tangente em P encontra AB a 90°, mas 0 mesmo
acontece com CP (FIGURA 24).
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I

FIGURA 24: elpse com focos em B e C intersectando a circunferéncia de centro A

Assim, eles sdo o0 mesmo segmento. Isso é impossivel, jA que CP o segmento
do foco C e a tangente nunca vai para dentro das conicas. Portanto esta contradicédo
diz que P ndo pode ficar entre dois vértices do triangulo. Finalmente para concluir
nossa demonstracao falta mostrar que AP + BP + CP sera efetivamente menor aqui
do que se P coincidisse com um dos vértices, uma vez que demonstramos apenas
gue P fornece um minimo se o menor caminho total ndo for alcangado em um dos
vértices. Agora de modo correspondente devemos mostrar que AP + BP +CP é
menor que a soma de dois lados quaisquer, ou, por exemplo, menor do que AB +
BC. Faremos isso prolongando os segmentos BP e CP (FIGURA 25) e a partir dai
projetar o ponto A em cada prolongamento, obtendo os pontos D e E,

respectivamente. Sendo (] APD =60° o comprimento da proje¢ao

1

PD == AP (5.15)

como BD é projecao de AB entdo BD < AB. Se

1
BD = BP + EAP (5.16)

entao
1

BP + EAP < AB (5.17)

Analogamente para a projecdo de A no prolongamento CP, temos que
1
PC + EAP < AC (5.18)

adicionando as equacdes (16) e (17), obtemos a desigualdade
AP + BP + CP < AB + AC (5.19)

portanto P é efetivamente o ponto no qual AP + BP + CP é minimo.
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B
FIGURA 25: projecéo do ponto A sobre o prolongamento dos segmentos BP e CP

Caso os trés pontos considerados estejam no vértice de um tridngulo onde
um dos angulos é maior que 120°, entdo o ponto coincide com esse vértice.

O problema que acabamos de resolver analiticamente também pode ser
solucionado com o auxilio das superficies de sabao. Considere um dispositivo
formado por duas placas de vidro paralelas fixadas por trés pinos, ao retirarmos o
dispositivo da solucdo de 4gua com sabado a pelicula de sabdo que serd formada
terd superficie minima, o que equivale no plano bidimensional a solu¢do do

problema.

FIGURA 26: dispositivo com trés pinos nos vértices de um triangulo
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FIGURA 27: mergulhando o dispositivo em agua e sabao

FIGURA 28: Situacao de equilibrio da pelicula ap6és a retirada do dispositivo da solucdo de 4gua e
sabéo
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FIGURA 29: Angulos de 120° entre os planos retangulares

4° Experimento: Obter o caminho mais curto ligando quatro vertices de um
guadrado no plano euclidiano.
Qual seria o0 menor caminho que liga os quatro vértices de um quadrado no

plano euclidiano?

FIGURA 30: quadrado ABCD no plano euclidiano

Vejamos algumas possiveis configuracbes de caminhos ligando os quatros

vértices do quadrado.
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Aq B A B
L
D c D o]
(1) (2) (3)
A B A B A B
D C D ] D C

(4 (3) (8)
FIGURA 31: seis possiveis projetos de malha viaria ligando as cidades A, B, Ce D

A FIGURA 31 nos mostra seis projetos de caminhos ligando os quatros

vértices de um quadrado, no projeto (1) temos um caminho total igual a
4+2\/§;6,83, na opgéo (2), por exemplo, conseguimos reduzir o comprimento da

malha para 21(0,5-2)= 4,44 . Essa opgéo pode ainda ser melhorada, como mostra o
caminho na opgéao (3), onde o comprimento total se reduz para 4 unidades. O projeto
(4) continua garantindo a ligagdo entre as quatro cidades e reduz o comprimento
total da malha para 3 unidades. O projeto (5) ndo reduz o comprimento da malha em

relacdo ao anterior, mas melhora sua eficiéncia.

Dos seis projetos apresentados, (6) € o caminho mais curto (2\/5 =2,83),
contudo ele ndo constitui a solugdo do problema apresentado inicialmente, como
veremos a seguir.

Antes de obtermos a solucéo geral para esse problema vamos considerar o
seguinte teorema.

Se P e Q sao dois pontos de um lado da reta s, € R € um ponto de s tal que a
soma PR + RQ seja minima, entdo os angulos formados entre PR e s, € RQ e S sdo
congruentes.

Demonstracao
Inicialmente marcamos o ponto Q', resultado da reflexdo de Q sobre s, conforme

mostra a figura.
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FIGURA 32: menor distancia entre P e Q passando pelareta s

Sendo T um ponto que se desloca sobre s, todos os possiveis triangulos TQQ'
serdo isosceles onde TQ = TQ', dai que PT + TQ é igual a PT + TQ'. Entdo segue
que o minimo valor possivel para PT + TQ' ocorrerd quando os pontos P, T e Q'
estiverem alinhados, ou seja, quando o ponto mével T coincidir com o ponto R,
garantindo assim que os angulos formados entre PR e s, e RQ e s sejam
congruentes.

Primeiramente vamos supor que o0 ponto T esteja sobre o segmento CD, dai

temos o seguinte caminho que liga esses pontos.

FIGURA 33: caminho ligando os pontos 4, B, C e D quando T esta sobre o segmento CD
Temos que BT +TD > BD e AT + TC > AC, somando as duas desigualdades temos
que BT +TD + AT +TC > AC+BD — BT + AT + CD > AC + BD, logo T, estando
sobre o lado €D, ndo fornece o caminho minimo procurado, 0 mesmo acontece se T

estiver em qualquer outro lado do quadrado.
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Agora considere os pontos 4, B, C e D, vértices de um quadrado e t o eixo de
simetria horizontal do quadrado, pelo teorema anterior, temos que o ponto T nos
fornece o menor caminho para ir de A até B tocando a reta t. Analogamente temos

0 mesmo resultado para os pontos C e D.

C D
FIGURA 34: caminho ligando os pontos 4, B,C e D quando T esta sobre a reta t
Agora considerando o triangulo ABT, e considerando o resultado obtido para a
menor distdncia que une trés pontos temos que existe um ponto X, tal que AX +

BX + TX < AT + BT, para o triangulo CDT analogamente temos que CY + DY + TY <
CT + DT, e também que AXB=BXT = AXT =120° e CYD=CYT =DYT =120°.

FIGURA 35: menor caminho ligando os pontos A,B,C e D
Agora supondo BX < AX (FIGURA 35) teremos o >30° e B<30° implicando
y>60° e A>30° e também €<30°, implicando em 0>60°, o que caracteriza uma

contradic&o, pois a soma dos angulos internos do quadrilatero BCXY deve ser 360°.



48

Analogamente ndo poderemos ter BX > AX, portanto BX = AX. Da mesma forma
teremos que CY = DY, como a reta t € o eixo de simetria horizontal do quadrado
temos que BX = AX = CY = DY.

FIGURA 36: menor caminho ligando os pontos 4,B,C e D

Este experimento trata-se de uma restricdo do menor caminho entre quatro
pontos, pra uma demonstragdo mais geral pode-se consultar textos referentes ao
problema de Steiner, uma leitura complementar pode ser encontrada no livro do
COURANT (1973).

O problema que acabamos de resolver matematicamente pode também ser

solucionado com auxilio de uma experiéncia com bolhas de sab&o.



FIGURA 37: dispositivo com quatro pinos nos vértices de um quadrado

FIGURA 38: superficie de sabado buscando equilibrio
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Fotografias: Séraio Dotta Jr/ID/BR

FIGURA 39: Bolha em equilibrio

5° Experimento: Obter a superficie de menor area limitada por duas circunferencias
de mesmo diametro, coaxiais e paralelas.

Quando colocamos os aneis numa solucéo de sab&o e retiramos d modo que
os aneis figuem paralelos e coaxiais. O que acontece? A superficie tem um formato
cilindrico? Na verdade a superficie formada trata-se da catendide que é a superficie

de revolucéo gerada pela catenaria.

FIGURA 40: caten6ide em filme de sabao

Catenoide em [13

Superficie obtida pela revolucdo da catenaria em torno do eixo Ox. Sua

parametrizacdo em [ 3 pode ser dada por:

X(u,Vv)=(u,cosh(u)cos(v),cosh(u)sen(v))
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Derivadas de ordem Superior
X, =(1,senh(u)cos(v),senh(u)sin(v))
X, =(0,—cosh(u)sen(v),cosh(u)cos(v))
Xy =(0,cosh(u)cos(v),cosh(u)sen(v)
Xy =(0,—cosh(u)cos(v),—cosh(u)sen(v))
X =(0,—senh(u)sen(v),senh(u)cos(v))
Primeira Forma Fundamental

E =(X,, X,)=1+senh*(u)cos’(v)+senh?’(u)sen”(v) =1+ senh*(u)

E =cosh?(u)

F =(X,, X, ) =—senh(u)cos(v)cosh(u)sen(v) +senh(u)sen(v) cosh(u) cos(v)
F=0

G=(X,,X,)= cosh?(u)sen?(v) + cosh?(u) cos?(v)

G =cosh’(u)

l(W)=a’E+2ab F+b’G
| 4(W) =a-cosh?(u)+2ab-0+b* -cosh®(u)
(W) =(a® +b?)-cosh?(u)
Segunda Forma Fundamental
N — XU X XV
Xy x Xl
N _(senh(u) B cos(v) B sen(v) j

cosh(u)” cosh(u)” cosh(u)

e=(X N>:_cosh(u)cosz(v) _ cosh(u)sen?(v)
cosh(u) cosh(u)

e=-1

f=(Xu,N)= senh(u)sen(v)cos(v) _senh(u)cos(v)sen(v)
v cosh(u) cosh(u)

f=0

0= (X, N)= cosh(u)cos?(v) . cosh(u)sen’(v)
v cosh(u) cosh(u)

g=1

I1,(w)=a’e+2ab f +b’g
ll,(w)=a’-(~1)+2ab-0+b?-1

I, (W) =b* —a’
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Curvaturas

Curvatura Gaussiana

eg—f? -11
EG-F“ cosh™(u)
-1
cosh*(u)

Curvatura Média
.e~G—2- f-F+E-g

ot
2 E-G-F?
H =1. (-1)-cosh?(u)—2-0-1+1-cosh?(u)
2 cosh?(u)-cosh?(u)—0
H=0

Curvatura Normal

kK Ma_ -2
"l (@ +b?)cosh?(u)

Curvaturas Principais

k?*—2Hk+K =0
1

k?-2.0-k-———=
cosh™(u)

2 1
cosh*(u)
1 1
- — € k, = >
cosh”(u) cosh”(u)

k=

Como a curvatura média é identicamente nula, a Catendide € uma superficie

minima.

6° Experimento: Pegue um fio razoavelmente flexivel e enrole-a em torno de uma
lata para formar uma hélice. Deixe algum espaco no final para uma al¢ga, mergulhe a
hélice em uma solucdo de sabdo e depois retire. A superficie formada é uma

helicoide.
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FIGURA 41: helicéide

Helicoide em (13
Considere uma hélice cilindrica dada por a(t)=(acos(t),asen(t),bt),t el . Por
cada ponto da hélice pode-se tracar uma reta paralela ao plano xy e que intersecta o
eixo Oz. A superficie gerada por essas retas é chamada helicéide. E uma superficie
regrada obtida pela isometria do catendide, cuja parametrizacédo pode ser dada por:
X(u,v) = (vcos(u),vsen(u),u)
Derivadas de ordem Superior
X, = (=vsen(u),vcos(u),1)
X, = (cos(u),sen(u),0)
X = (—vcos(u),—vsen(u),0)
Xy =(0,0,0)
X = (=sen(u),cos(u),0)
Primeira Forma Fundamental

E =(X,, Xy ) =1+VvZsen?(u) +v* cos®(u)

E=1+V2

F =(X,, X,)=-vsen(u)cos(u) +vsen(u) cos(u)
F=0

G =(X,,X,)=cos?(u) +sen’(u)

G=1

l{(W) =a°E + 2ab F +b°G
2 2 2
lq(w)=a"-1+v°)+2ab-0+b"-1

lq(W) =a°(L+v?) +b?



Segunda Forma Fundamental
_ Xy x Xy
| Xy x X,|
{ sen(u)  cos(u) Vv ]
N = '
JI+V2 14V 14V
_ veos(u)sen(u)  vcos(u)sen(u)

e=(X,,,N)=

KN V1+v? V1+v?
e=0

sen?(u) cos®(u)

f=(X,,N)= +

Ko N) J14v? 142
fo 1

V1+v?
g=<XW,N>=O

2 2
Il,(w)=a%e+2ab f +b°g

1
V1+V2

2 2
Iy (w)=a®-0+2ab- +b“-0

2ab

Ilq(w):\/1+7

Curvaturas

Curvatura Gaussiana

2
1
et (Jl_J
EG-F?  (1+v?)-1-0?
1
T (1+V)?
1
~ cosh*(u)

Curvatura Média

1eG-2f-F+E-g
H==. ¥

2 E-G-F

1 2
0-1-2- -0+(@+v°)-0

ol V1+Vv2

2 1+v?)-1-0
H=0
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Curvatura Normal
2ab

K -t __ NL+v? 2ab
lg a*@+v?)+b? (@® +a?v2 +bH)V1+V?

Curvaturas Principais

k?—2Hk +K =0
k2-2.0-k——=—=0
cosh™(u)
, 1
~ cosh*(u)
1 1

cosh?(u) cosh?(u)
Temos que a curvatura média é identicamente nula em todos os pontos da

Helicoide, portanto é uma superficie minima.

7° Experimento: Obter a superficie de menor area limitada pelas arestas de um
tetraedro regular.

Construindo uma armacédo de arame de modo a formar um tetraedro e apds
mergulhar a armacdo em agua e detergente, obtém se qual superficie? E quais
principios estao envolvidos no resultado obtido?

Retirando-se a armacéo da solugdo de 4gua e sabdo, obtém-se um sistema
formado por seis peliculas planas, na forma de triangulos isésceles, que representa
a supérficie de menor area limitada pelo contorno (FIGURA 43). De cada vértice
parte uma linha, formada pela interseccdo de trés peliculas, que se encontram no
centro do tetraedro. O angulo entre duas linhas € 109°28", e o angulo entre as

peliculas é de 120°.
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FIGURA 42: A superficie minima formada por uma pelicula de sabao, tendo como bordo um
tetraedro.

Note que pela segunda Lei de Plateau as superficies de sabdo se encontram
de trés em trés ao longo de uma linha singular, formando um angulo de 120°, sendo

assim tetraedro ficou dividido em quatro pequenas piramides de volume V'. Entéo

seja V o volume do tetraedro, temos que

V'=EV
4
1 11
ZAH'=ZA-H
BA] 43'%
=
4

: A ] : 3
Portanto cada linha de encontro entre trés peliculas tem comprimento €=ZH

a-/6 A . .
sendo H = i a a aresta do tetraedro, o 0 angulo entre as linhas e considerando

uma das peliculas que tem como lados umas das arestas do tetraedro, temos que:
a’ =20*-2¢*-cosa

a’ =2¢*(1—cosa)
2
cos<>c:1—a—2
2/

1
cosoL =——,
3

0 que nos da o = arccos(—%j ~109,5° =109°27".



57

8° Experimento: Obter a superficie de menor area limitada pelas arestas de um
cubo.

A superficie minima formada por imersdo de uma moldura de arame no
formato cubico em uma solucdo de agua e sabdo é mostrado na Figura 43. Ela
contém uma superficie com um “quadrado” no centro. O “quadrado” tem quatro
lados curvos formados pelas linhas da pelicula de sabdo que surgem da intersegéo
de trés superficies. As laterais curvas do “quadrado” se cruzam em 109°28', como
previsto pelos resultados de Plateau. Ha também duas outras linhas das peliculas
gue se encontram uma em cada canto do “quadrado” com o0s angulos previstos
pelas leis de Plateau. A partir das bordas e canto do “quadrado” saem superficies
gue terminam sobre as doze arestas do cubo. Elas ndo séo todas planas. As Unicas
superficies planas sdo aquelas a partir dos vértices do “quadrado” para as bordas da
estrutura que sdo perpendiculares ao “quadrado”. O plano do “quadrado” é
sempre paralelo a uma das faces do cubo. Isso pode ser feito para saltar de
um plano para outro por qualquer sopro nela ou por agitacdo do quadro. L&
sdo, portanto, trés superficies minimas com a mesma area. Ao romper diferentes
partes da superficie minima pode-se obter o subconjunto de superficies minimas
associados com um numero de arestas do cubo. Este nimero € menor ou igual, a

doze.

FIGURA 43: A superficie de sabao formada pelas doze arestas de um cubo
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9° Experimento: Mostrar que para certos contornos existe mais do que uma

Superficie Minima.

As superficies minimas se chamam assim porque minimizam a superficie para
um determinado volume dado. As superficies minimas do Espaco Euclidiano
Tridimensional se caracterizam pelo fato de que, localmente, as funcdes que elas
representam podem apresentar um minimo ou minimos, entre as quais pode haver
um minimo relativo, ndo necessariamente absoluto, como se observa na superficie
gue se forma ao introduzir o arame das figuras abaixo na solugdo de 4gua e sabéo.
Nas fotografias abaixo a superficie, que é formada através da introducédo do fio na
solucdo de agua e sabao é uma superficie minima (minimo relativo), por isso nao é

minima absoluta.

FIGURA 44: pelicula de sab&o forma um minimo relativo
A area minima é obtida quando juntamos as duas extremidades superiores

dos arames curvados e rompemos a pelicula formada sobre os arcos paralelos,

como pode ser visto nas seguintes fotografias.

FIGURA 45: pelicula de sabdo forma minimo absoluto
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10° Experimento: Obtendo a superficie de Scherk.

Se introduzirmos em &agua com sabdo a estrutura de um cubo que esta
ausente duas arestas paralelas, de uma mesma face e outras duas arestas,
perpendiculares as anteriores, da face paralela a anterior obtemos a superficie

Scherck, cuja forma se assemelha uma sela de cavalo, como visto na figura.

FIGURA 46: pelicula de sab&o formando a superficie de Scherk

A superficie de Scherk é o grafico da funcéo f(x,y) = In[mj

COS X
Sendo
of 0% f of 0| 0
fx:&=th,, fxx=¥=seczx, fy=§:—tgx fw:&{af}zo €
2
foy =iy£ =—sec’ X,

pela equacao de Euler-Lagrange temos
@+ £, f,y + @+ £,2) fo -2, f,f,, =
(1+tgzx)-(—sec2 x)+(1+t92x)-se02x—2-tgx-(—tgx)-0:0,

portanto superficie de Scherk é uma Superficie Minima.
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BOLHAS DE SABAO

FIGURA 47: fonte: http://static.freepik.com/fotos-gratis/bolha-de-sabao_21247574.jpg
A ciéncia explica que uma bolha de sabdo é uma por¢cdo de ar cercada por

uma pelicula de agua e um elemento tensoativo (sabdo ou detergente). O volume de
uma bolha de sabdo estd determinado pela quantidade de ar cerrado em seu
interior. De todas as superficies que abracam essa determinada quantidade de ar
em seu interior a de menor superficie é a esfera.

Se compararmos alguns solidos geométricos que tenham o mesmo volume,
por exemplo, um cubo, um cilindro, um cone, uma piramide e uma esfera, veremos
gue a de menor superficie é a esfera. Esta forma esférica é propiciada pela tensao
superficial que faz com que a bolha de sab&do tente ocupar a menor superficie, dai
as bolhas tenham a menor superficie exterior com o maior volume interior de ar.

Suponhamos que temos uma piramide de base quadrada, um cone, uma
esfera, um cilindro e um cubo, todos com volume de 1000 cm® e com altura 10 cm.
Salvo a esfera cujo didmetro é fixo para esse volume. Vamos calcular a area dessas
superficies e verificar que a de menor superficie é a esfera.

e Piramide

X

FIGURA 48: piramide de volume 1000 cm®

\Y; :%-x2 .10 = x =/300 =17,32cm
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h= \/102 +8,66% =13,22cm

Portanto
Asiamice = X +4- XTh 17,322 4 4. 10321322 _ o0 o0
e Cone
FIGURA 49: cone de volume 1000 cm?®
\Y; =1nr2~h:>r: ‘/@ =9,77cm
3 T
g =+102 +r? =4/100+9,772 =13,98
Ao = Tr% + mrg
A:one =9, 772 +m-9,77-13,98 = 728,960m2
e Cilindro

FIGURA 50: cilindro de volume 1000 cm®

V =1000=nr’-h=r= /@=5,64cm
TC

Ailindro = 2nr? + 271 -10
Aditindro = 27+ 5,64% + 211-5,64 -10 = 554, 23cm?



Cubo

Esfera

V =1000 = x* = x = 31000 =10cm
Aup, =6X° =6-10° =600cm®

V =1000 = fnr3 == 3/3000 =6,20cm
3 47 )

Austera = 4nr% = 47-6,20r% = 483,05cm?
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CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho utiliza uma metodologia simples com recursos didaticos de facil
acesso, que pode se executado em sala de aula, ou caso a escola possua, no

laboratério multidisciplinar.

O trabalho propds um tema que pode ser trabalhado com os alunos na forma
atividades experimentais ligadas a matematica que tornam as aulas mais atrativas e
participativas, de forma que o aluno constroi seu préprio conhecimento a partir da

observacéo dos fenbmenos e da modelagem matematica.

O estudo das propriedades geométricas presente nas bolhas e peliculas de
sabdo, partindo de atividades experimentais, contribuiu consideravelmente para o
aprendizado dos alunos, através de construcbes de modelos concretos e

descobertas.

Algumas dificuldades foram verificadas durante a realizagdo das atividades,
principalmente nas demonstracdes analiticas, pois o0s alunos ndo estao

acostumados com esse tipo de leitura e desenvolvimento l4gico.

Faz-se necessario antes da realizacdo dessa atividade, trabalhar com os
alunos algumas demonstracées em geometria, a forma do desencadeamento l6gico
das demonstracdes, para que os mesmos se ambientem com a linguagem e as

ideias.

Apoés a execucao total do projeto, foi feita uma entrevista informal com a
turma, de modo a sondar o aprendizado em relacdo ao tema abordado. Alguns
alunos relataram que "estudar matematica com bolhas de sabdo é mais legal, pois,
dessa forma, ha um significado no aprendizado da matematica”, outro comentou que
atividades como essa “ajudam a compreender mais 0 estudo da geometria com
auxilio de materiais que nem se quer pensava que pudessem ser usados”. Isso
refor¢ca a ideia que trazer a matematica do cotidiano, faz com que a matemética da

sala de aula faca sentido.

Com um pouco de esfor¢co nds professores podemos tornar assuntos que sao
relativamente complexos em brincadeiras de aprendizado, aproximando cada vez

mais os alunos dessa disciplina que para tantos ainda € um desafio entendé-la.
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ANEXOS

ANEXO A - Imagens dos alunos na execu¢do da metodologia.
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