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Resumo

Trata-se de um texto destinado a professores de Matematica da Educagdo Bésica, que
fornece propostas de contextualizar o ensino da Matematica, utilizando como instru-
mento principal a folha de papel, principalmente a folha de papel A4 (A quatro). Este
trabalho contem referéncias e citagdes sobre as normas existentes hoje que padronizam
as dimensdes dos papéis utilizados em desenhos técnicos, na industria grafica e em
outras situagdes. Descreve as caracteristicas dos formatos das folhas de papéis das
séries A, B e C, deduz as medidas destas folhas e aponta os contetidos matematicos
envolvidos nestas séries de formatos, bem como sugere atividades que podem ser apli-
cadas no Ensino Fundamental e no Ensino Médio, explorando a regularidade existente
nestas séries de formatos. Esta regularidade envolve diretamente a V2 como razio de
semelhanca entre estas folhas de papel. Além disso, mostra que a sequéncia das areas
das folhas de cada série forma uma progressdo geométrica, e calcula as taxas de ampli-
acdo e de reducdo de um formato para outro. Por fim, o texto relata uma experiéncia

da autora em sala de aula abordando o tema.

Palavras-chave: Formatos de Papel. Padronizagdo. Sequéncia de Ensino. Ensino

Basico.



Abstract

This is a text aimed at mathematics teachers of Basic Education, which provides pro-
posals to contextualize the teaching of mathematics, using as main tool the sheet of
paper, mainly A4 sheet of paper (A four). This work contains references and quotes
about existing standards today that standardize the dimensions of the papers used in
technical drawings in the graphic industry and in other situations. Describes the charac-
teristics of the leaves of paper formats of the series A, B and C, deducts the measures of
these leaves and points out the mathematical content involved in these series formats,
and suggests activities that can be applied in elementary school and in high school,
exploiting the regularity exists in this series formats. This regularity directly involves
the V2 as similarity ratio between these sheets of paper. Furthermore, it shows that
the sequence of the areas of the sheets of each set form a geometric progression, and
calculates magnification rates and reduction one format to another. Finally, the paper

reports an experience of the author in the classroom about the theme.

Key-words: Paper Sizes. Standardization. Instruction Sequence. Basic Education.
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1 Introducao

O papel ! faz parte do cotidiano da humanidade ha séculos e é um dos produtos
mais consumidos no mundo. E utilizado para imprimir, para escrever e também
para fazer embalagens de diversos produtos comercializdveis. Além disso, existem
papéis para fins sanitarios, para fins de comunicagdo e informacgao entre a maioria das
pessoas; compde livros, jornais, revistas, documentos e cartas e, assim, contribui para a
transmissdo do conhecimento, geragdo ap6s geracgdo, por todos os lugares do mundo.

A histéria da origem do papel estd estreitamente ligada a histéria da escrita, que teve
inicio ha mais de seis mil anos. Inicialmente as palavras eram escritas em tabuleiros
de pedras ou argila e, posteriormente, os egipcios inventaram o papiro. No entanto, a
necessidade de se ter um material mais resistente fez surgir os pergaminhos, feitos de
couro curtido de bovinos. Por fim, na época da dinastia Han Oriental, no ano 105, na
China, T’sai Lun, um funciondrio imperial, inventou o papel®.

Com o passar do tempo o papel foi sendo aperfeicoado e passou a ser utilizado
em larga escala nas relagdes comerciais e residenciais: caixas para transporte de merca-
dorias, embalagens que protegem alimentos e centenas de outros produtos, etiquetas
adesivas, folhas para impressao por computadores, folhas para desenhos técnicos, en-
velopes, etc.

Em meio a essa gama de utilidades que o papel tem e considerando o aumento
do consumo de papel no mundo [14], é necessdria sua producdo dentro de padrdes
sustentdveis, visando a redugdo de custos, minimizando os desperdicios e tornando
cada vez mais prético seu manuseio.

Embora existam variados tipos de papel com diferentes utilidades, este trabalho
trata apenas dos papéis utilizados na industria grafica, em desenhos técnicos, em
maquinas de fotocpias e impressoras. Mais especificamente, trata dos formatos desses
papéis.

Existem varios formatos de papéis, como o papel A4, usado constantemente em
trabalhos administrativos e escolares, os papéis A0 e Al utilizados em desenhos técni-
cos, etc. Todos esses papéis, que sdo fabricados, comercializados e utilizados, tém suas
dimensdes baseadas em sistemas reconhecidos oficialmente por convengdes.

Considerando justamente essas dimensdes, verificando suas especificacOes e as
regularidades existentes entre um formato e outro, propomos este trabalho que tem
como objetivo principal mostrar alguns contetidos matemaéticas basicos observados nos
formatos de papel das séries A, B e C. Dessa forma, estabeleceremos as relacoes e as

regularidades matematicas desses formatos de papéis.

A palavra "papel” vem do latim "papyrus- nome dado a um vegetal da familia "Cepareas".

2 Informacdo retirada de www.bracelpa.org.br.
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Estas séries de formatos de papéis sdo utilizadas diariamente em diferentes setores
e estdo relacionadas entre si por propriedades matematicas. Foram pensadas de modo
a evitar desperdicios na ampliagcdo ou reducdo de fotos, fotocopias e na fabricagdo de
livros. Além disso, esses formatos de papéis, tais como sdo hoje, admitem uma certa
praticidade em seu manuseio, principalmente em méaquinas de xérox e em desenhos
técnicos.

Quando falamos a uma amiga que gostariamos de falar sobre os formatos de papel, a
amiga entdo perguntou: Como assim? Vocés vao fazer formas geométricas com papel?
Na verdade esse tema para nds também era novo. Ficamos deslumbrados quando,
folheando o livro da SBM, "A Geometria em Sala de Aula"[8], lemos o artigo intitulado
"A Matematica na folha de papel A4”, escrito por José Luiz Pastore Mello. Nunca
pensamos que houvesse tanta matemaética envolvida numa folha de papel. Nunca
haviamos nos atentado a essas séries de formatos. Entdo comecamos a imaginar que
poderiamos encontrar outras regularidades envolvidas nessas séries de formatos de
papel.

Principalmente, este tema serve para contextualizar ® contetidos matematicos ensi-
nados na Educagéo Bésica, desde o Ensino Fundamental até o Ensino Médio: fracoes,
areas, perimetros e progressdes geométricas sdo apenas alguns exemplos. Por isso,
procuramos ser didaticos na abordagem dos temas.

No Capitulo 2 apresentaremos as especifica¢des técnicas para os formatos de papéis,
objeto de nosso estudo. Para este capitulo tomamos como base a ISO-216/1975 [4], a
ISO-269/1985 [6] e a NBR 10068/87 [3]. Estas normas técnicas estabelecem as regras
dimensionais para os formatos de papel das séries A, B e C. Veremos que estas normas
sofreram, ao longo dos anos, alteracdes e adequagdes, a fim de atenderem ao progresso
tecnoldgico dos utltimos anos. Estas especificagdes técnicas foram baseadas em propri-
edades matematicas, movidas pela necessidade de ser ter formatos de papéis cada vez
mais praticos de serem utilizados.

Ja no Capitulo 3, utilizaremos propriedades matemaéticas para mostrar as regulari-
dades contidas nestas séries de formatos. A partir dessas propriedades deduziremos
férmulas que mostram os padrdes estabelecidos nas dimensdes desses papéis. Além
dessas férmulas, mostraremos as medidas da largura e do comprimento dessas folhas,
tanto em metro, como em milimetros.

Em seguida, abordaremos, no Capitulo 4, contetidos matematicos relacionados as
dimensdes das séries A, B e C, tais como semelhanca, fra¢des, progressao geométrica,
média geométrica, porcentagem, etc. Provaremos a aplicacdo destes contetidos nos
formatos destas séries e mostraremos de que forma estes contetidos podem ser relacio-
nados entre si.

3 A contextualizagio é sugerida pelos Parametros Curriculares Nacionais [16]
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Serdo citados os contetidos envolvidos, bem como de que forma estes contetdos
aparecem nestes formatos de papel.

No Capitulo 5 elencamos algumas atividades criadas ou adaptadas, que podem
ser desenvolvidas em aulas de matematica do Ensino Fundamental ou do Ensino
Médio. Estas atividades servem para introduzir contetidos matematicos novos ou
contextualizar contetidos matemaéticos ja estudados. Para facilitar a aplicagdo destas
atividades, mostraremos no inicio de cada uma delas os conhecimentos matematicos
que sdo pré-requisitos para os alunos. Além disso, em cada uma delas especificamos o
objetivo principal e o contetido que podera ser explorado no decorrer de sua aplicagéo.
No entanto, queremos deixar claro que estas atividades, tais como foram propostas,
revelam apenas ideias iniciais de abordar os contetidos em questdo, sendo, portanto,
apenas sugestdes. O(A) professor(a) que queira utilizd-las como contribuigdo de seu
trabalho, deve sentir-se livre para adapté-las de acordo com seu objetivo.

Por fim, no Capitulo 6 apresentamos o relato de uma atividade sobre o tema. Este
relato descreve uma experiéncia sobre uma atividade que aplicamos numa turma da
Educacdo Bésica da escola em que trabalha. Neste capitulo elencamos os objetivos de
cada atividade, os contetiddos matematicos envolvidos, os relatos dos alunos, bem como

a analise dos resultados desta aplicagao.



2 Especificacdes técnicas para os formatos de papel

Neste Capitulo mencionaremos os sistemas de padronizacdo existentes no Brasil,
que regularizam os tamanhos de papel utilizados na indtstria grafica, nos desenhos
técnicos, nos impressos caseiros, bem como em envelopes.

Para comegar, mostraremos o que é normalizac¢do e qual a necessidade da padroniza-
¢do de produtos a nivel internacional, além de apresentarmos os organismos internacio-
nais, nacionais e regionais, que tratam da normalizacdo dos formatos de papel. Depois
situaremos estes sistemas historicamente e mostraremos que V2 é, de fato, a razao
apropriada para se ter uma série de formatos de papel, tal como pensou Lichtenberg,

no século XVIII, como mostra sua carta descrita no Apéndice D.

2.1 Normalizacao

Para a melhor compreensao das se¢des posteriores, abordaremos aqui o conceito de
normalizagdo e norma. Essa compreensdo viabilizard o entendimento sobre a necessi-
dade da padronizagdo dos formatos de papel no mundo.

De acordo com a Associagdo Brasileira de Normas Técnicas,

Normalizagio é a atividade que estabelece, em relagdo a problemas exis-
tentes ou potenciais, prescri¢des destinadas a utilizagdo comum e re-
petitiva com vistas a obtengdo do grau 6timo de ordem em um dado
contexto. (ABNT, 2012a, p. 38 [2]).

Uma norma, por sua vez,

é um documento estabelecido por consenso e aprovado por um orga-
nismo reconhecido, que fornece, para uso comum e repetitivo, regras, di-
retrizes ou caracteristicas para atividades ou seus resultados, visando a
obtencdo de um grau 6timo de ordenagdo em um dado contexto (ABNT,
2012a, p. 34 [2]).

Assim, as normas existem na vida didria do cidaddo, embora imperceptiveis, para
aprimorar a vida social. As rela¢des em sociedade seriam muito dificeis sem normas.
Imagine o mundo sem norma para, por exemplo, padronizar produtos de construgdo,
material elétrico ou até sem a padronizagdo na seguranga de equipamentos.

Na verdade, em geral a sociedade desconhece o papel desempenhado pelas normas.
Raramente se oberva que qualquer norma é considerada uma referéncia adequada do
mercado a que se destina. Prova disso é o uso de normas em processos de legislacao,
de metrologia, de certificagdo, de informagdo técnica e de relagdes comerciais entre

clientes e fornecedores.
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Como existem formatos de papel adequados para um trabalho especifico, normali-

zar os tamanhos de papel tem suas vantagens ':

e Evita a produgdo desordenada dos tamanhos de papel e o resultado disso é

economia na matéria-prima na producao;

e Melhora a comunicacgdo entre fabricantes e consumidores, aprimorando a confi-

anga nas relagdes comerciais;

e Protege o consumidor, pois tendo os tamanhos pré-definidos, o consumidor tem

o direito de ter seu pedido atendido conforme solicitado;

e Aumenta o consumo e a comercializacdo de papel no mundo, ja que elimina

barreiras técnicas e comerciais entre os diversos paises.

Essas vantagens parecem consistentes e tém crescido de acordo com o aumento do

consumo de papel no mundo. As empresas e os consumidores de modo geral sentem

cada vez mais a necessidade dessa normaliza¢do que regularizam seus produtos.

No Brasil os sistemas de normalizacdo que definem os formatos de papel sdo:

e 1SO ? - Organizagao Internacional para Padronizacio. E uma entidade de padro-
nizagdo e normatizacdo que foi criada em Genebra, na Suica, em 1947. Para os
formatos de papel, a ISO toma como referéncia o sistema DIN ° - Instituto Alemao
para Padronizagdo, um instituto que regulamenta as normas de padronizagdo na

Alemanha.

e ABNT - Associacgdo Brasileira de Normas Técnicas - é a representante oficial no
Brasil das seguintes entidades internacionais: I1SO, IEC *(Comissdo Eletrotécnica
Internacional); e das entidades de normalizagdo regional COPANT (Comissao
Pan-americana de Normas Técnicas) e a AMN (Associacdo Mercosul de Norma-
lizagdo). A ABNT é responsavel pela normalizagdo técnica no Brasil, fornecendo

a base necessdria ao desenvolvimento tecnoldgico do pais.

Estes sistemas sdo, na verdade, empresas privadas responsaveis por estabelecer

normas que padronizam a utiliza¢do e a comercializacdo de produtos no Brasil e no

mundo, inclusive sobre os formatos de folhas de papel, objeto de estudo deste trabalho.

1

O texto sobre as vantagens elencadas foi retirado e adaptado do Manual de Normalizagdo 2009, do
IPQ [10].

ISO é a sigla de International Organization for Standardization.

A sigla DIN, refere-se a Deutsches Institut fiir Normung.

IEC International Eletrotechnical Comission.
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2.2 Um pouco de histéria

Desde a antiguidade o homem demonstra esfor¢os em estabelecer normas para
padronizar a fabricagdo de produtos e elementos utilizados na sua producdo. Com o
passar do tempo as necessidades de normas foram aumentando em todos os setores
da economia. E com o aumento do consumo de papel no mundo, as normas para
padronizar seus formatos passaram a ser fundamentais.

No decorrer da histéria da humanidade houve muitos padrdes de tamanho de
papel em diferentes locais e épocas [18], até se chegar no padrdo que é adotado hoje.
Destacaremos abaixo, cronologicamente, algumas notas historicas °> que evidenciam
essa necessidade, além de indicarem uma crescente aplicagdo de normas em diferentes

setores da economia.

e As pedras utilizadas para erguer a piramide de Quéops, em 2500 a. C. tinham

medidas iguais;
e Os romanos tinham normas para modelar de tijolos e retirar estacas;

e Em 1790, na Franga, foi aprovada a unificacdo do sistema de medidas. A partir

de entdo o metro passou a ser utilizado como unidade padrdo de comprimento;

e Em 1876 Mevil Dewey desenvolveu uma classificagdo bibliografica decimal para

facilitar a localizac¢do de livros através do assunto que estes abordam;

e Os fabricantes alemas de papel acordaram, em 1883, na criacdo de um "formato

normalizado de papel”;

e O primeiro organismo nacional de normalizacdo, o BESC British Engineering
Standards Committee, é fundado em 1901;

e Surge, na Alemanha, em 1918, a primeira folha de normas "DI -Norm 1", sobre

passadores conicos;

e Em 1928 foi criada Federacao Internacional das Associagdes Nacionais de Norma-

lizagdo - ISA, da qual participaram 16 paises;

e No Brasil, em 1940 foi criada a Associacao Brasileira de Normas Técnicas - ABNT,

que regulamenta a produgdo de diversos materiais e execugdo de vérios servigos.

e Em 1947, na Genebra, Suica, ocorre a fundagdo da ISO-International Organization
for Standardization.

5 Notas selecionadas e adaptadas do Manual de Normalizagdo 2009, do IPQ [10].
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O primeiro registro dos formatos de papel da série A, da qual faz parte o papel A4,
bastante utilizado hoje no meio escolar, aparece em 1786, quando o cientista alemao
Georg C. Lichtenberg (1742 - 1799) escrevia, em uma carta a um amigo, Johann Beck-
mann, as vantagens de se ter um formato de papel retangular no qual a relacdo entre
seus lados fosse V2. (Ver o contetido da carta no Apéndice D na pagina 90.). Dai, a
partir de 1920, o engenheiro alemao e matematico em padronizagdo, Walter Porstmann,
trabalhou na formulagdo de um sistema padronizado para formato de papel. Tanto
que, em 1922, o DIN langa o padrdo desenvolvido por Porstmann. Mais tarde, em 1975,
devido a muitos paises ja usarem o sistema aleméo, a ISO estabeleceu como padrao
estes formatos.

Considerando esse decurso, podemos afirmar que hoje ha basicamente dois siste-
mas em vigor: o sistema internacional definido pela ISO-216, de 1975, adotado na
maioria dos paises, e os formatos adotados nos Estados Unidos e Canad4, como o letter,
conhecido como papel carta e tem 279,4 mm de comprimento e 215,9 mm de largura,

conforme Figura 1.

Figura 1 — Papel Letter x Papel A4.
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Fonte: wiki.ninsaude.com

Com predominancia do formato Letter em vez do papel A4 como o formato padrao
de papel para impressoras a laser, surgiram muitos problemas na troca didria de docu-
mentos internacionais na América do Norte, pois papel o formato Letter é mais largo
e mais curto que o formato A4 que, por sua vez, tem 297 mm de comprimento e 210
mm de largura. As palavras de documentos processados em formato A4 podem ser


wiki.ninsaude.com
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impressas com perda de informagdo nos papéis de formato Letter. Entdo, para evitar
esta perda é necessario que se refaca a formatacgdo do texto. Possivelmente isso leva a

modificagdo no nimero de paginas do documento.

2.3 A padronizacao dos formatos de papel

O Sistema ISO define os tamanhos de papel utilizados em desenhos técnicos, posters,
cartas, revistas, formuldrios, catdlogos, impressoras caseiras, para maquinas copiado-

ras, etc, baseado na norma DIN-476, como mostra o Quadro 1.

Quadro 1: Exemplos de aplica¢des dos formatos ISO

Formatos | Aplicacdes

A0, A1 | desenhos técnicos, posters

A1, A2 | flip charts

A2 desenhos, diagramas, tabelas grandes

A3 desenhos, diagramas, tabelas grandes, jornais

A4 cartas, revistas, formuldrios, catdlogos, impressos caseiros
A5 blocos de anotagdes, livros

Ab cartdes postais, livros

A8 cartas de jogar

B4 jornais

B5, B6 livros

B7 cartoes de identificacdo

B8 cartas de jogar

C4 envelopes para A4 ndo dobrada

C5 envelopes para A4 dobrado uma vez ou para folha A5 ndo
dobrada

Cé6 envelopes para A4 dobrado duas vezes ou para folha A6 ndo
dobrada

Adaptado de http://www.cl.cam.ac.uk
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Na verdade, a diferenga entre o sistema DIN e o da ISO-216 est4 apenas na tolerancia

nas dimensdes da folha, conforme Tabela 1.

Tabela 1 — As tolerancias nas aproximacdes decimais.

Medida DIN- 476 | ISO- 216
Até 150 mm +1 +1,5
Acima de 150 mm +15 +2
Até 600 mm +2 +3

Elaborada pela autora.

Estes sistemas regularizam os tamanhos de papel das séries A, B e C, adotando o
formato A0 (A zero) como formato bésico, no qual se baseiam todos os demais papéis
tipo An. Da mesma forma, mostram que as séries B é derivada da série A e a série C é
constituida de formatos derivados dos formatos das série A e B. Isto justifica a ordem
alfabética destas séries.

No Brasil existe uma norma da ABNT que define questdes relacionadas aos formatos
de papel. Trata-se da NBR 10068/87 ©. Esta NBR, por sua vez, foi inspirada na norma
ISO-216 de 1975, que define os tamanhos de papel que tratamos neste trabalho. Em
particular, nesta NBR é definida a série A. Seu objetivo principal é normalizar os
formatos de papel para desenhos técnicos.

Esta Norma padroniza as caracteristicas dimensionais das folhas em
branco e pré-impressas a serem aplicadas em todos os desenhos técnicos.
(...) O formato basico para desenhos técnicos é o retangulo de drea igual
alm?edelados medindo 841 mm x 1189 mm, isto ¢, guardando entre si
a mesma relagdo que existe entre o lado de um quadrado e sua diagonal.

Deste formato bésico, designado por A0 (A zero), deriva-se a série "A”
pela biparticdo ou pela duplicacdo sucessiva (ABNT, 1987 p. 1-3 [3]).

Assim, o formato de referéncia é o papel A0, com drea medindo 1 m?, cujos lados
medem, aproximadamente, 841 mm e 1189 mm [3]. A razdo entre largura e compri-

mento é . Esta proporgdo tem a caracteristica de que, ao duplicar o lado menor se

vl
obtém um retangulo cujos lados guardam a proporgao inicial (%) . Em consequéncia,
cada formato de uma série resulta de duplicar o lado menor do formato imediatamente
inferior, ou de dividir pela metade o lado maior do formato imediatamente superior.
Isto significa que a relagdo entre as dreas dos formatos consecutivos de uma série sem-
pre vale 2 [11]. Por exemplo, a drea do A0 é o dobro da drea do Al, a drea do Al é
o dobro da drea do A2 e assim por diante. Esta regularidade pode ser visualizada na

Figura 1 na pagina 21.

6

NBR — Norma Brasileira aprovada pela ABNT.
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Na Figura 2 podemos observar que a razdo entre a altura e a largura do papel é igual
V2. E assim serd em qualquer tamanho de papel destas séries. Esta é a mesma razio
que obtemos quando dividimos a medida da diagonal de um quadrado pela medida
do seu lado. Essa razdo é apropriada porque nas relacdes comerciais, um fabricante de
papel poderé cortar um formato desses sem, no entanto, desperdigar as sobras, pois as
essas sobras ainda serdo folhas de papéis comercializaveis. Ademais, pode-se fazer a

reducdo de um impresso, ou desenho técnico, pela metade, sem haver desperdicio de

papel.

Figura 2 — A V2 nos papéis da série A.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Ja a Série B é obtida a partir da série A e preserva a mesma proporg¢do da série do

qual deriva. Fazem parte desta série alguns envelopes como mostra a Figura 3.

Figura 3 — Envelopes da série B.

B5

176 x 250 mm 250 x 353 mm

Fonte: Adaptado de online.officedepot.ch

As alturas e larguras e, portanto, também as superficies dos formatos da série Bsdo a
média geométrica dos valores para o formato correspondente e maior seguinte da série
A [5]. Assim, por exemplo, B0 = 1000 x 1414 mm® = /(841 - 1189) X /(1189 - 1682) mm?,
resultante de A0 (841 x 1189 mm?) e 2A0 (1189 X 1682 mm?) formatos [13]. As deducdes
das dimensdes das folhas papéis da série B encontram-se na Secdo 3.2 deste texto.
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A série C é regulamentada pela ISO-269:1985, com base na norma DIN-678 e se
refere aos formatos de envelopes.

As dimensoes dos papéis da série C sdo obtidas através da média geométrica dos
formatos das série A e B, de modo que a largura do papel Cn é obtida através da média
geométrica das larguras dos papéis An e Bn. Os formatos da série B sdo sempre maiores

do que a série A e da série C encontram-se entre estes [13].



3 As dimensodes das folhas de papel

Neste Capitulo usaremos propriedades matemadticas bdsicas para encontrarmos
uma férmula geral para cada uma das dimensdes dos papéis das séries A, B e C.
Esta ordem é necessaria porque a série A contem os formatos bésicos. Os formatos
de papel da série B sdo obtidos a partir dos formatos da série A. A série C, por sua
vez, é obtida a partir dos formatos das séries A e B, conforme padrdes internacionais
determinados pela ISO-216, regulamentada no Brasil pela NBR 10068/87, descritas no
capitulo anterior. Depois provaremos que estas dimensdes encontradas satisfazem as
especifica¢Oes técnicas para os formatos de papel, estabelecidas pela ISO.

No entanto, antes de aplicar a Matemaética para criar as séries, vamos usar a Mate-
matica para entendermos o porqué de ser V2 a razdo entre o maior e o menor lado de

cada folha de papel em questdo.

Observacao 3.1 Por formalidade, ao citar a palavra largura, estaremos nos referindo ao menor
lado da folha de papel, ao passo que o maior lado chamaremos de comprimento. Adotaremos a
notagdo la, para designar a largura folha de papel An e por ca, para designar o seu comprimento.

Ao pensar numa série de formatos de papel que preserva a razdo entre o compri-
mento e a largura, Georg C. Lichtenberg, em sua carta traduzida no Apéndice D, estava
preocupado em obter uma folha de papel em formato retangular, de tal forma que, di-
vidida ao meio, os dois novos retangulos resultantes mantivessem a mesma proporcao.
O desafio era, portanto, encontrar a razdo entre o comprimento e a largura de cada um
dos dois novos retangulos obtidos.

Consideremos o retangulo ABCD da Figura 4.

Figura 4 — O retangulo ¢ X .

D c c

Elaborada pela autora.
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Seja I a medida da largura e c a medida do comprimento. Sejam M e N os respectivos

pontos médios dos lados CD e AB, mostrados na Figura 5.

Figura 5 — O retangulo ¢ x | dividido ao meio.
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Elaborada pela autora.

Dessa forma, o segmento MN divide o retangulo ABCD exatamente ao meio, pa-
ralelamente a sua largura. Sem perda de generalidade, vamos considerar o retangulo
NBCM. Notemos que CM = BN. Assim, o retangulo NBCM tem largura igual a % e
comprimento /. A ideia agora é mostrar que a razdo entre o comprimento e a largura
de cada um dos retangulos ANMD e NBCM também é % De fato, como por hipétese,
ABCD e NBCM sao semelhantes, temos

med(BC) _ med(CM)

— — (3.1)
med(DC)  med(BC)
Decorre que
I 5 P c , s e o <
E—Tﬁz—iﬁl—i = 2 = E@l—ﬁﬁﬁ—j (32)
27 o= 2 (33)

Este resultado mostra que a razdo entre o comprimento e a largura da folha de papel
deve ser igual a V2. Assim, qualquer folha de papel em formato retangular que tenha
essa razdo poderd ser dividida ao meio, paralelamente a sua largura e ainda assim,
as duas novas folhas obtidas, embora menores, preservardo essa mesma razdo. Isso
inspirou os 6rgdos de normalizagdo para entdo criar e adotar uma série de formatos de

papel com praticidade e economia na sua utilizagao.

3.1 Formatos tipo An

As folhas de papel da série A admitem os seguintes principios:
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(P1) As folhas tém formas retangulares, sdo semelhantes entre si e a razdo entre o

comprimento e largura é constante e igual a V2;
(P2) O formato bésico é a folha A0, que tem area igual a 1 m?;

(P3) A folha A(n+1) é obtida dobrando-se ao meio a folha An, paralelamente a sua
largura.

Estes principios foram pensados de modo a evitar desperdicio na fabricagdo das
folhas de papel e na amplia¢do e/ou reducdo de impressos, pois um formato qualquer
desta série pode ser obtido apenas dobrando um outro imediatamente superior. Note
isso na Figura 6.

Figura 6 — A sequéncia de formatos An.
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Fonte: www.paper-sizes.com

Vamos determinar primeiramente a largura /4o e o comprimento cyy da folha A,
visto que a folha A0 é o formato bésico da série A. Inicialmente sabemos que a razao
entre o comprimento e a largura é V2 e que o produto da largura pelo comprimento é
1,j& que a area do primeiro papel da série tipo An é igual a 1. Entdo devemos resolver
o seguinte sistema:


www.paper-sizes.com
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v - 2
Lao
caolao = 1
Notemos que
Cao V2 CAo Lio - V2 (1)
Lao
i CAo i (1)
caolao = 1 Lao
Segue de (1) e (11) que
1
ZA()' \/E = T (34)
Lao
1
(ao)® = N (3.5)
Mas V2 = 22. Entdo
b1y
()" = (—) (3.6)
22
1
o = (27%) (3.7)
sy = 273 (3.8)
Substituindo o valor de l4, em (1), teremos
Cap = 27421 (3.9)
Chp = 27i%z (3.10)
Scap = 20 (3.11)

Vamos agora encontrar a largura l4, do papel An, sendo n um namero natural

variando de 1 a 10. Lembrando que A, é o maior desta série e 0 Ajp é o menor.

Para isso, vamos usar o Principio (P1) na pagina 28. Este principio afirma que as

A < . ! . <
folhas tém formas retangulares e sdo semelhantes entre si. Tomemos #¢, que é a razdo

lAn

de semelhanca entre estes retangulos. Como a razdo entre as areas de dois poligonos

semelhantes é igual ao quadrado da razdo de semelhanca [7], temos:

2
) _ 0
(lAn) Ay

(3.12)
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Em que g, é a drea da folha An.

Considerando que:

e I, = 273, conforme equacio (3.8);

e 1y =1, de acordo com o Principio (P2), na pagina 28 no inicio desta se¢do;

e 1, forma uma progressdo geométrica de razdo igual a 1, cujo primeiro termo é 1.

Entdo a drea do papel An é - = 27"

Assim, temos:

1
- 3.13
(lAn)2 27" ( )
Dai,
)
=2 (3.14)
(lAn)2
27827 = (I (3.15)
2-i
> = ()’ (3.16)
(2752 = ()’ (3.17)
22t = (3.18)
b = 277 (3.19)
Sl = 27F (3.20)
Agora podemos determinar o comprimento c,4, da folha de papel tipo An. Como
% = \/E, conforme Principio (P1), temos:
CAn 1
2_13 =2 (3.21)
can = 20278 (3.22)
can = 28 (3.23)
Lo = 27 (3.24)

Como no Principio (P1) nos diz que a 4rea da folha A0 é 1m?, os valores obtidos
nas féormulas descritas nas equacdes (3.20) e (3.24) sdo dados em metros. No entanto,

pode-se fazer as conversdes necessdrias para milimetros ou centimetros.
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Tabela 2 — As dimensdes dos papéis tipo An.

An! | LARGURA | COMPRIMENTO | LARGURA | COMPRIMENTO
(metro) (metro) (milimetro) (milimetro)
4A0 || 1,681792... 2,37841... 1682 2378
2A0 || 1,189207... 1,68179... 1189 1682
A0 || 0,84089%6... 1,189207... 840 1189
Al 0,594603... 0,840896... 594 840
A2 || 0,420448... 0,594603... 420 594
A3 || 0,297301... 0,420448... 297 420
A4 | 0,210224... 0,297301... 210 297
A5 | 0,148650... 0,210224... 148 210
A6 || 0,105112... 0,148650... 105 148
A7 || 0,074325... 0,105112... 74 105
A8 || 0,052556... 0,074325... 52 74
A9 || 0,037162... 0,052556... 37 52
A10 || 0,026278... 0,037162... 26 37

Elaborada pela autora.

Considerando essas férmulas, podemos organizar os dados sobre a largura e o
comprimento de cada folha tipo An, como mostra a Tabela 2. Nesta tabela mostramos
as medidas da largura e do comprimento em metros e em milimetros.

Como podemos observar, todas as dimensdes, dadas em metros ou milimetros, sdo
numeros irracionais, ou seja, tém infinitas casas decimais ndo peridédicas. Portanto, as
medidas dadas na Tabela 2 foram aproximadas para milimetros inteiros, conforme de-
terminacdo da ISO-216. Essas aproximagdes decimais obedecem as tolerancias descritas

na Tabela 1, pagina 23.
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3.2 Formatos tipo Bn

As dimensdes (medidas da largura e do comprimento) das folhas da série B sdo
obtidas considerando as dimensdes dos papéis da série A. Pelas normas internacionais
[3], as medidas dos papéis da série B sdo definidas como a média geométrica entre as
respectivas medidas das folhas A(n-1) e An.

A média geométrica entre dois nimeros reais é obtida calculado-se a raiz quadrada
do produto desses dois ntimeros [19]. Nesse caso, nossos nimeros sdo as medidas das
larguras (ou dos comprimentos) de dois formatos consecutivos da série A. Por exemplo,
para obtermos as dimensdes do papel B4, devemos considerar as dimensdes dos papéis
A3 e A4. Assim, os formatos desta série foram pensados de modo que seus tamanhos
fossem intermedidrios entre dois tamanhos consecutivos da série A.

Portanto, essas folhas de papel deveriam ser maiores do que os da série A, ou seja,
o Bn deveria ser maior que An, para todo n natural de 0 a 10, como mostra a Figura
7. Na verdade a ideia era encontrar novos formatos com tamanhos medianos entre a
folha An e a folha A(n-1). Mas apesar de a série B ter medidas diferentes dos papéis
da série A, o principio para se obter todos os formatos de cada uma dessas séries é o
mesmo: a partir do formato bésico, cada folha é obtida dividindo-se ao meio o formato

inferior. Este esquema de divisdo é mostrado na Figura 7.
Figura 7 — Comparando os papéis An e Bn.
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Elaborada pela autora.

Em suma, as condig¢des para se obter a largura de Bn eram:
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® Lan <lpu <lag-1y;
e o fator de aumento de I, para I3, fosse o mesmo de I, para l4(-1).

Conhecendo essas condi¢Oes, vamos estabelecer um padrdo para as medidas da
folha Bn. Dessa forma iremos entender o porqué de a média geométrica ter sido
escolhida.

O fator de aumento de l4, para Ip, é lB"l;nlA" e de Ip, para l(-1) € W.
Queremos que esses fatores sejam iguais. Logo,
Igy — Lan _ Latn=1) = In (3.25)
Lan In
Usn)* = LanIen = Lagu1y - Lan = Lan - I (3.26)
(an)2 = lag-1) " Lan (3.27)

Sl = \/ZA(n—l) “Lan (3.28)

Devemos entdo calcular a média geométrica entre a medida da largura /4, da folha
An e amedida da largura l4(,-1) da folha A(n-1), para entdo obtermos a largura da folha
Bn.

1+2n

Conforme equacdo (3.20) na pagina 30, temos [4, =27 ¢ . Dali,

_ 142(n-1)
I

Iy = (3.29)
ey = 27547 (3.30)
clagery = 27 (3.31)

Calcularemos a média geométrica entre [, e [4(,-1). Assim obteremos /p,:

In = Aflan - lag-) (3.32)

_1+2n 1-2n

lg, = 277 2274 (3.33)
lp, = V2°% (3.34)
gy = V27 (3.35)
Iy = (27") (3.36)

Portanto, a largura da folha de papel formato Bn é

lpy =272 (3.37)

Analogamente, para encontrar seu comprimento, deveriamos ter:
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® Can < CBn < CAMm-1)

e o fator de aumento de cy, para cp, fosse o mesmo de cp, para cap-1).

E, consequentemente,

CBn = VCAm-1) " CAn (3.38)

Entdo o comprimento da folha tipo Bn também é dado pela média geométrica entre

0s comprimentos Ca, € Ca(-1)-
1-2(n-1)

Segue da equacdo (3.24) na pagina 30, que ca(,-1) =2 ¢ . Entdo,

1-2n+2 3-2n

CA(n-1) = 27 = CAn-1) = 2% (339)

Assim, a média geométrica entre ca, € ca-1) € 0 valor de cp,. Desta forma,

1-2 3-2n

gy = N2 .27 (3.40)
o = V25 (3.41)
cgn = V211 (3.42)
g = (2'7") (3.43)
gy = 27 (3.44)

NI—=

Figura 8 — O esquema de papéis da série B.

E:’ B6
B4

B5

Bl

Fonte: www.paper-sizes.com
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Portanto, o comprimento da folha formato tipo Bn é

Con =27 (3.45)

A média geométrica é apropriada porque os formatos Bn tem larguras e comprimen-
tos intermedidrios entre os formatos An e A(n-1), como mostra a Figura 7 (pagina 32).
Consequentemente, sua drea também é intermedidria. Além disso, a média geométrica
preserva a proporcdo entre os lados dos retangulos (Ver Figura 8).

Considerando que as dimensdes de uma folha tipo Bn sdo 271e2'7, (equagdes (3.37)
e (3.45)) podemos fazer n = 0 para encontrarmos a medida da largura e do comprimento

da folha B0, o formato inicial da série B. Sendo assim,

130:2_%:16C30:212;0 =2

Nl

3

Tabela 3 — As dimensdes dos formatos Bn.

Bn || LARGURA | COMPRIMENTO | LARGURA | COMPRIMENTO
(metro) (metro) (milimetro) (milimetro)

BO 1 1,41421... 1000 1414

B1 0,70710... 1 707 1000

B2 0,5 0,70710... 500 707

B3 0,35355... 0,5 353 500

B4 0,25 0,35355... 250 353

B5 0,17677... 0,25 176 250

B6 0,125 0,17677... 125 176

B7 0,08838... 0,125 88 125

B8 0,0625 0,08838... 62 88

B9 0,04419... 0,0625 44 62
B10 0,03125 0,044109... 31 44

Elaborada pela autora.
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A partir dai, podemos calcular as dimensdes das demais folhas da série sem ne-
cessariamente usarmos as medidas da série A, tampouco a média geométrica dessas

medidas. O principios sdo semelhantes aos da série A, descritos na Segao 3.1:

(P4) O formato inicial, BO, é um retangulo (1 X \/E)rn,'

(P5) O formato B(n+1) é obtido dividindo-se a folha Bn ao meio, paralelamente a sua

largura, assim como mostram as Figuras 4 e 5 na pagina 26.

Dessa forma, a sequéncia das folhas Bn também é obtida do mesmo modo que se
obtém a sequéncia das folhas An.

Para os arredondamentos considerou-se os milimetros inteiros e as aproximagdes
utilizadas na Tabela 3 (pagina 35) respeitam as margens de tolerancias descritas na

Tabela 1 na péagina 23.

3.3 Formatos tipo Cn

Os tamanhos dos papéis que fazem parte desse formato sdo utilizados como pastas,
capas de documentos, passepartout, envelopes e algumas fichas. De modo geral, a
medida de um envelope Cn é ligeiramente maior que uma folha An e ligeiramente
menor que uma folha Bn. Na prética, um envelope Cn acomoda uma folha An sem
dobrar, mas uma folha An dobrada ao meio cabe num envelope C(n+1) e dobrada duas

vezes cabe num envelope C(n+2). Compare estas dimensdes na Figura 9.

Figura 9 — Comparando os papéis An, Bn e Cn.

AQ

e T e

—————— — —— — — — — — —— — —— —————

Elaborada pela autora.
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Figura 10 — Aplicacdes de envelopes da série C.

IO e e e (&)
B

114 x 162 mm 114 x 229 mm 162 x 229 min 229 x 324 mm

Fonte: Adaptado de online.officedepot.ch

Observe a Figura 10.

Nesta figura vemos alguns exemplos de envelopes desta série. Notemos que as
dimensdes de cada envelope possibilitam que cada um seja ideal para caber uma folha
de papel A4 dobrada de modo especifico. Por exemplo, o envelope C6 cabe uma folha
A4 dobrada duas vezes em sentidos distintos, jd o C5 cabe uma folha A4 dobrada uma
tnica vez. Notemos que o envelope C5/C6 ndo faz parte da sequéncia de formatos
Co, C1, ---, C10. Trata-se de um envelope com dimensdes mistas: o comprimento do
C5/C6 é igual ao comprimento do envelope C5 e a largura é igual ao comprimento do
envelope C6.

Os principios para obtermos a série C sdo os mesmos para se obter a série B. Para
esta série de formatos pensou-se em obter a folha de papel Cn intermedidria as folhas
An e Bn. Assim, os formatos Cn sdo obtidos através das médias geométricas entre os
formatos An e Bn. Ou seja, a largura I, é a média geométrica das larguras /4, e Ip,, pois
o acréscimo na largura de An para se obtermos Cn deve ser proporcional ao acréscimo
de Cn para Bn. Ademais, podemos perceber que os formatos Cn, assim como os An e

Bn, tém a mesma regularidade, como mostra a Figura 11.

lCn - lAn — an - lCn (346)

lAn lCn
(lCn)2 - lAn : lCn = lAn : an - lAn : lCn (347)
(lCn)2 = lAn : an (348)

N (3.49)

Logo, a média geométrica para os formatos Cn também é apropriada, sendo o

lCn

tamanho da folha Cn intermedidrio entre as folhas An e Bn. Dai, basta substituirmos
os valores das larguras indicadas na equagdo (3.49) da pagina 37, pelas equagdes (3.20)
e (3.37).

lon = V27U .23 (3.50)

low = V2735 (3.51)
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Figura 11 — A regularidade da série C.

.

< C4
C5

Fonte: www.paper-sizes.com

len = N2 (3.52)
low = (27) (3.53)
ey = 2°7°F (3.54)

De modo anélogo, obtemos o comprimento cc, através da média geométrica entre

Can € Cu-

Ccn = VCan " Cpn (355)

ccn = N2 2% (3.56)

Ccn — 2 1—2;1:;2—214 (3 57)

ccn = V25 (3.58)
1

o = (257) (3.59)

ceen = 2% (3.60)

Conhecendo as relagdes descritas nas equagdes (3.54) e (3.60), podemos encontrar

as dimensdes das folhas tipo Cn, mostradas na Tabela 4.


www.paper-sizes.com
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Tabela 4 — As dimensdes dos formatos Cn.

Cn || LARGURA | COMPRIMENTO | LARGURA | COMPRIMENTO
(metro) (metro) (milimetro) (milimetro)

Co 0,91700... 1,29683... 917 1296
C1 0,64841... 0,91700... 648 917

C2 0,45850... 0,64841... 458 648

C3 0,32420... 0,45850... 324 458

C4 0,22925... 0,32420... 229 324

C5 0,16210... 0,22925... 162 229

Ceé 0,11462... 0,16210... 114 162

c7 0,08105... 0,11462... 81 114

C8 0,05731... 0,08105... 57 81

9 0,04052... 0,05731... 40 57
C10 || 0,02865... 0,04052... 28 40

Elaborada pela autora.



4 Alguns conteudos matematicos envolvidos

Apresentamos neste capitulo alguns contetidos matematicos que podem ser ex-
plorados na educagdo bésica, envolvendo os formatos de papel das séries A, B e C.
Além disso, faremos dedugdes que comprovam as propriedades matematicas destes
formatos.

4.1 As areas: progressoes geométricas

Nesta secdo vamos mostrar que as dreas das folhas de papel destas séries estdo em
progressao geomeétrica.

Definigdo 4.1 (Progressio Geométrica) L uma sequéncia de mimeros reais (ou complexos)
em que, cada termo, a partir do segundo, é obtido multiplicando-se o termo anterior por uma
constante chamada razdo [9].

O fato de a razdo entre o comprimento e a largura das folhas ser igual a V2 nao
permite que as duas dimensdes sejam niimeros racionais. No entanto, é possivel que
as dreas sejam numeros racionais.

Primeiramente provaremos que as dreas das folhas da série An, que denotamos por
a,, formam uma progressdo geométrica de razéo 1.

De fato, de acordo com o Principio (P3) na pagina 28, descrito na Secdo 3.1, cada
folha é obtida, dividindo-se a folha anterior ao meio. Assim, a area a,.; € obtida
dividindo a 4rea a, por 2. Ou seja, 4,1 = %” Isso nos mostra que a razao entre a,41 e a,
é 3. Com efeito,

Ap+1 2 _ Ll_n 1 1

-2 _", _ _Z 4.1
a, a, 2 a, 2 (4.1)

Dai, vemos que, se a, é o primeiro termo da sequéncia, entdo o segundo é “7", o

terceiro é %, o quarto é % e assim por diante.

Conforme o Principio (P2) na pégina 28, (Se¢do 3.1 ), a drea do formato inicial da

série A, da folha AQ, é de 1m?. Entdo o primeiro termo é 1, o segundo é %, o terceiro
1

L 2 . . . A s £ <
e E e assim sucessivamente, obtemos a segumte sequencia, que € uma progressao

geométrica, pois a razdo entre dois termos consecutivos é constante:

11 1
(1/ EI ?//?) (42)

Uma outra forma de obter esta sequéncia é considerando as medidas da largura e do
comprimento da folha An, descritas pelas equagdes (3.20) e (3.24). E s6 multiplicarmos
lan por Cay que Obtemos a,, a drea da folha An:
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+2n 21—271 =1-2n+1-2n n
Gy = Lay - Can =275 - 7 =7 = = (4.3)
Portanto,
1
= — 44
an = 5 (4.4)

Esta sequéncia pode ser observada na Figura 12.

Figura 12 — A sequéncia dos papéis da série A.

Elaborada pela autora.

As areas das folhas de papel da série B também estdo em progressdo geométrica.
Para provarmos isto, vamos usar a férmula geral que nos d4 as medidas da largura
e do comprimento da folha formato Bn, obtidas na Segdo 3.2, a saber:

1-n n

Cpn =272 elg, =272

Entdo, a drea da folha de papel Bn, que denotamos por b, é dada por

n —n —n+l-n _ —2n+ Zl
by = gy -cpy =274 2% = 27 2221=2—f1 (4.5)
V2

Notemos que este termo é o termo geral de uma progressdo geométrica de razdo %
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Como
V2 V2
bn = 271 = bn+1 - 21’l+1 (47)
Entao
b 2 _ V2 2o _onenl _ g1 1 (4.8)
b, - V2 T oon+l \/z - - ~h .
27[

. n+1 ~ ~ PN .
Maso quoc1ente b_ nos fornece a razao da progressao geometrlca cujo termo geral

¢ a area da folha de panpel Bn. Desta forma, a sequéncia das dreas dos papéis formatos
Bn, (b,) = (by, by, - - -, b1o), definida por
(e 220

o1 2 o (4.9)

é uma progressdo geométrica de raz&o 3, com termo geral igual a 2—‘5

O mesmo acontece para a sequéncia das dreas das folhas de papel do formato Cn.
Estas formam uma progressdo geométrica de razdo 1, com termo geral igual a
V2
Cp = ?, (410)
de onde provém a sequéncia abaixo:
R R
21722 on

Na Tabela 5 organizamos as rela¢des gerais para se obter a drea de cada folha de

(4.11)

papel das série A, B ou C.

Tabela 5 — As dreas das folhas das séries A, Be C.

Formato | Area

1
An b

V2
Bn 2

2
Cn 2

Elaborada pela autora.
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4.2 A folha A0: um tabuleiro de fracoes

Nesta se¢do faremos generalizagdes sobre as fragdes de uma folha em relagdo a outra.
Estas generalizagoes facilitardo responder perguntas como:

Que fragao da folha A4 é a folha A6?

Quantas folhas A4 cabem exatamente na folha A0?

No esquema da Figura 6, na pagina 28, podemos observar que a folha Al corres-
ponde a 1 da folha A0, que a folha A2 corresponde a 1 da folha Al e que, de um modo
geral a folha A(n+1) corresponde a % da folha An.

De fato, a rea da folha A(n+1) é 515 e da folha An é 5. Assim,

1

1 1 2# 2" " 1
T oon+l = n+1 = on .21 = 2 (4.12)

3
i

2

S

Logo, a folha A(n+1) corresponde a 3 da folha An.

4.2.1 Quantas folhas An (ou Bn ou Cn) cabem na folha A0 (ou BO ou CO0)?

Esta pergunta serd respondida usando o resultado que obtivemos sobre a 4rea de
uma folha de papel formato An.

Notemos que o formato basico desta série tem area 1 e o formato An tem éarea igual
a 3;. Portanto, em uma folha de 4rea 1 cabem 2" folhas do tipo An, j& que 2" - 5. = 1.
Logo, na folha tipo A0 cabem 2" folhas An, significando dizer que a folha An representa
2% da folha A0, ou ainda que, numa folha A0 cabem 2" folhas An.

Com base nessa relagdo podemos descobrir, por exemplo, quantas folhas de papel
formato A7 cabem na folha AO, bastando substituir n = 7 na relagdo 2". Portanto,
chegamos a conclusdo que cabem 27 = 128 folhas A7 na folha AQ.

Seguindo o mesmo raciocinio, encontramos uma generaliza¢do para sabermos quan-
tas folhas Bn cabem na folha BO.

Observando a sequéncia das areas das folhas formatos Bn, na Se¢do 4.1, vemos que
a area do formato bésico desta série, ou seja, do papel B0, é by = V2. Entdo o formato
Bn, com area igual a b, = 2—‘/,? cabe 2" vezes no formato Bn, pois 2" - 2—\/,? =12, que é a
medida da 4rea do papel BO.

Analogamente, c,, a sequéncias das dreas das folhas da série Cn, descrita em 4.11
da secdo 4.1 (pagina 42), nos fornece ¢y = V2 e ? Logo, o formato Cn também cabe 2"

vezes no formato CO0.

4.2.2 E quantas folhas An (ou Bn ou Cn) cabem na folha Am (ou Bm ou Cm) ?

Se m = 0, entdo a pergunta estd respondida no item anterior;
Se, m = n, entdo caberd uma tnica folha An na folha Am;

Se m > n, entdo a folha Am serd menor que a folha An;



CAPITULO 4. ALGUNS CONTEUDOS MATEMATICOS ENVOLVIDOS 44

Mas se, porém, m < n e m # 0, teremos que fazer a seguinte andlise:

A é4rea da folha An é L e da folha Am é --.. Logo, vamos dividir a 4rea -~ em
2 2 om
tamanhos iguais a = para sabermos quantas vezes o tamanho de An cabe no tamanho
2

Am. Assim, teremos:
1112 2
mon gno 1 nm
Portanto, na folha Am cabem 2"~" folhas An. Ou seja, a folha An representa 2,,,%” da

folha Am.

A Tabela 6 mostra quantas vezes uma folha An cabe numa folha Am, e que fracdo

o (4.13)

da folha Am An representa. Podemos notar que, se n < m, entdo a folha An representa
uma fragdo da folha Am. E se n > m, entdo a folha An representa 5. da folha Am.

Os mesmos valores sdo considerados pelas série B e C.

Tabela 6 — O papel An cabe 2" vezes no AO0.

AO | A1 | A2 | A3 | A4 | A5 | A6 | A7 | A8 | A9 | A10

0 1
A0 2 2 22 23 2% 25 26 27 28 29 210

Al || 21 | 20

N I—
N
)
N
&)
N
S
N
531
N
=\
N
N1
N
&)
N
o

A2 || 22 |2t |0 | L ¢ L L L p L L1 1

A3 23 22 21 20 1 1 1 1 1 1 1

21 22 23 24 25 26 27
4 3 2 1 0 1 1 1 1 1 1
Ag |20 | 23|22 |20 |20 | LS| L LX) ]

A5 || 25 |24 | 23|22 |20 |20 | L | L | L L] L

A6 || 26 | 25 | 24 | 23 | 22 | 91 | 0 | 1 | 1 | 1 | 1

A7 |27 |28 | 25|20 |28 |22 |20 |20 L | L] &

A8 || 2% | 27 | 26 | 25 | 24 | 2% |22 |2t |20 L | &

A9 || 20 | 28 | 27 | 26 | 25 | 2% | 23|22 |20 | 20| &

AT0 || 210 29 | 28 | 27 | 26 | 25 | 24 | 23 | 22 | 21 | 20

Elaborada pela autora.
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4.3 Semelhanca de retangulos

Mostraremos nesta se¢do que as folhas das séries A, B e C sdo semelhantes entre
si. Além de que apresentaremos uma sequéncia de folhas de papel que também sdo

semelhantes entre si. Mas antes, definiremos retangulos semelhantes.

Definicao 4.2 (Retangulos Semelhantes) Sejam ABCD e EFGH dois retingulos distintos,
tais que AB e BC sdo, respectivamente, o comprimento e a larqura de ABCD; e EF e GH sdo,
respectivamente, o comprimento e a larqura de EFGH. Dizemos que esses dois retdngulos sdo

semelhantes se existe um niimero real r, tal que

L med(AB) _ med(EF)
med(BC)  med(FG)

4.3.1 As folhas tipo An, Bn e Cn sao retangulos semelhantes entre si

Mostraremos aqui que se tomarmos duas folhas quaisquer de qualquer um dos
formatos An, Bn ou Cn, estas serdo retangulos semelhantes.
Para generalizarmos, vamos considerar uma folha An, dividi-la ao meio. Dessa

forma obteremos a folha A(n+1). Como Iy, = 27"

1-2n
e Cyy = 2%, de acordo com

equacdes (3.20) e (3.24), na pagina 30, obtemos:

1+2(n+1)
- 4

laney = (4.14)
N (4.15)
1-2(n+1)
CA(n+1) = 271 (416)
R (4.17)
A razdo entre o comprimento e a largura da folha An é dada por:
1-2n
CAn 23
“an 4.18
lzﬁn :2__1tfn ( )
2%_(_%) — 21—2;1zl+2n (4.19)
2i = 22 (4.20)
LI 4.21)
lAn
A razdo entre o comprimento e a largura da folha A(n+1) é dada por:
c 274
A(Tl+1) — 2n4+3 (422)
lA(n+1) 2%

—(2n+1)-[-(2n+3)] —2n-1+2n+3
4

= e (4.23)
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2i = V2 (4.24)
CAn
At R /) (4.25)
LA(n+1)
Por (4.21) e por (4.25), temos:
Can _ CA0) _ \fp (4.26)

lAn B lA(n+1)

Concluimos assim, que as folhas da série A sdo semelhantes entre si.

Também sdo semelhantes entre si as folhas da série B, j& que sdo obtidas a partir da
série A, por meio da média geométrica. E a média geométrica preserva a proporcao
entre medida do comprimento e da largura.

De fato, a razdo entre comprimento e largura do papel de formato Bn também é

igual a constante V2, como mostraremos a seguir:

1-n
2

a

w

=
N

o= 3 (4.27)
217 = (4.28)
27 = V2 (4.29)
% = V2 (4.30)

De modo andlogo podemos mostrar que as folhas de papéis da série C também sao
retdngulos semelhantes.
Como visto na Secdo 4.3.1, temos que

3-dn
Ccn 278

2= 4.31
lCn 2_% ( 3 )
2%_(_%) _ 23—4n-§1+4n (432)
25 = 21 (4.33)
L} (4.34)
lCn
Resumindo-se os resultados das equacgdes 4.21, 4.30 e 4.34, obtemos
Can _ CBn _ CCn _ /5 (4.35)

lAn - an - lCn
Isto significa que as folhas An, Bn e Cn sdo retangulos semelhantes entre si, com

razio de semelhanca igual a V2. Essa semelhanca pode ser visualizada na Figura 13.
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Figura 13 — A semelhanga entre as séries A, B e C.

BO
N T T T T T T T T T T T
: \ co
| A0
| Y
| N\
l BL __ ________|
I [ Cl
: : " Al
| |
I | 12 S ——
I | I\\ C2
| | e
[ ' N[N _
| [ | N 9]
| I | | A3

| I\
| I ' 1| | FeT ]
! R =
| | | I [ | |fg
I ' TR
L— | 1 I NN I

Elaborada pela autora.

4.3.2 Usando régua e compasso para obter V2

Podemos obter um retdngulo com a mesma propor¢ao descrita na se¢do anterior a
partir de um quadrado qualquer. Um modo prético, usando régua e compasso, descre-

veremos a seguir. No entanto, estes passos podem ser feitos utilizando o geogebra'.

Figura 14 — Execugédo dos passos 1 e 2.

i 4

Elaborada pela autora.

1. Desenhe um quadrado qualquer de lado a e vértices ABCD (Figura 14);

2. Trace a diagonal AC de medida d (Figura 14);

O geogebra é um software matemadtico livre que pode ser encontrado em http://www.geogebra.
org/download.

1


http://www.geogebra.org/download
http://www.geogebra.org/download
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3. Com centro em A e raio d, trace a circunferéncia a passando por C e com centro

em D e raio d, trace a circunferéncia  passando por B (Figura 15);

4. Marque os pontos E, interseccdo da circunferéncia @ com a semi-reta AB e F,

intersec¢do da circunferéncia  com a semi-reta DC (Figura 15);

Figura 15 — Execugédo dos passos 3 e 4.

Elaborada pela autora.

5. O Retangulo ABEF tera largura medindo a e comprimento medindo d. Qualquer

que seja o valor de a (Figura 16).

Figura 16 — Execugédo do passo 5.

Elaborada pela autora.

: d . .
Temos a garantia de que a razdo — entre os lados de medidas d e a é igual a V2
a

porque d é a diagonal do quadrado de lado medindo a. Assim, d = a V2. Logo,

d_av2_ 5 (4.36)
a a
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4.3.3 E se arazdo nao fosse V2?

Vimos que a razdo de semelhanca entre as folhas destas séries de formatos é V2.
Porém, se esta razao fosse diferente de V2? Veremos que, nesse caso, 0 quociente entre
o comprimento e largura ndo serd constante, ou seja, ndo havera razdo de proporciona-
lidade entre todas essas folhas.

Consideremos uma folha de papel retangular de comprimento celargural, comc > I.
Vamos dividi-la ao meio, paralelamente a sua largura. Assim, obteremos duas novas
folhas, agora com comprimento [ e largura % Faremos essa divisdo sucessivamente e
obteremos uma sequéncia de folhas retangulares com as dimensdes descritas na Tabela
7 e indicadas na Figura 17. Nesta Tabela a coluna nomeada por "Folha” indica a

quantidade de divisoes da folha original.

Tabela 7 — As dimensdes sucessivas do retangulo ¢ X [.

Folha | Comprimento | Largura
0 c /
1 / 5
2 : ;
3 : <
4 i i
5 i ¢
o | ;
2 I S

Elaborada pela autora.

Observando a quantidade n de divisdes da folha original na Tabela 7, podemos
notar a seguinte regularidade nas dimensdes desta sequéncia de divisdes:
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Figura 17 — Divisoes sucessivas.

Elaborada pela autora.

o=

npar = 22
c
Ch =
n 27
c
z ln = n+l
nimpar = 27
!
Chn = .
2'7

Disto decorre que, se 1 é par, entdo a razdo procurada serd

!
1 i
2= (4.37)
n 2%
Se, no entanto, n é impar, entdo
!
ln _ 2?12;l
* = L (4.38)
n Zan
| 2% !
. = — 4.39
st c.2%t .01t (4:39)
l l 21
27171;1—1 = c-2-1 = ? (440)

Notemos que este resultado é para quaisquer c e [, tais que ¢ > . Em especial, se
c

1= V2, teremos c=2 - V2, pois

20 _ 2 (4.41)
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2 V2 _ 2V2
AR (\/5)2 (4.42)
22—\5 = V2 (4.43)

Portanto, se a razdo entre o comprimento e a largura de uma folha retangular c X |

) c 21 .
(com ) ndo for igual \/E, entdo serd alternada entre 7 e ~ conforme a quantidade de

divisdes da folha seja par ou impar, respectivamente.

4.3.4 E se dividirmos em n partes uma folha, qual sera a razao entre comprimento e
largura?

Na Secdo 2.3 mostramos que V2 é a razdo apropriada para uma folha de papel
em formato retangular que, dividida em 2 partes iguais resulta em 2 folhas ainda
semelhantes a original. No entanto, poderiamos estender essas divisdes: ndo dividir
em 2, mas em 3 partes iguais, ou em 4 partes iguais, ou em n partes iguais, sendo n um
numero natural maior que 2. A pergunta entdo é: Existe uma folha de papel em formato
retangular que, dividida em n partes iguais, preserva a razdo entre o comprimento e a
largura? Em caso afirmativo, qual serd a condigdo para que esta proporc¢do aconteca?

Tomemos um retangulo de dimensdes C (comprimento) e L (largura). Vamos dividir
o seu comprimento em 1 partes iguais, sendo n um nimero natural maior que 2. Dessa
forma obteremos 1 novos retangulos de dimensdes L X <. Queremos saber qual devera
ser a razdo £ para que cada um dos 1 retangulos obtidos (menores) sejam semelhantes
ao retangulo de dimensdes C X L.

Devemos ter

c L ¢ ., C\
Z:E:FZL E—n:}(z):n (4.44)

Este resultado mostra que o retangulo existe desde que a razdo entre o comprimento
e a largura seja igual a y/n. Em outros termos, dada uma dimenséo da folha, a outra
dependerd da primeira. Ou seja, se L é a largura, entdo o comprimento C deverd ser
dado por C = [ y/n. Assim, no retangulo C X L da Figura 18, o valor de C deve ser L V3
para que cada um dos retangulos L X § sejam semelhantes ao retangulo original, C X L.

Por exemplo, queremos uma folha de papel com 12,5 cm de comprimento que,
dividida em trés novos retangulos, de modo que a razdo entre o comprimento e a
largura seja preservada. E decorréncia da equagao (4.45) na pagina 51, a largura serd
dada por
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Figura 18 — Divisao do retangulo C X L em 3 novos retangulos semelhantes.

C
3 3 3
L
< c >
Elaborada pela autora.
12
L'5 - V3 (4.46)
12
L= 120 (4.47)

V3

Calculando o valorde V3 com aproximagado de uma casa decimal, obtemos V3=1,7.
Dai, obtemos

S L~76 (4.48)

4.4 Porcentagem

Saber as taxas de redugdo e de ampliacdo de uma folha de papel da série A é
uma questdo de praticidade para quem opera mdquinas fotocopiadoras. Tanto que
esses tipos de maquinas jd vém com comandos previamente programados para esses
casos. Ja vimos que o principal motivo de se criar uma série de formatos de papel era
justamente porque se procurava duplicar ou reduzir pela metade uma folha de papel
sem, contudo, haver desperdicio de papel.

Nesta se¢do faremos alguns calculos que nos levam as taxas de ampliagdo e as taxas
de reducgdo de uma folha de papel de uma das séries A, B ou C. Procuramos generalizar
essas taxas que servem para responder questdes do tipo: Em quantos porcento devo
aumentar cada dimensdo de uma folha de papel A4 para se obter uma folha A3?

Para estas generalizagdes consideramos os resultados obtidos no Capitulo 3, quando
mencionamos as dimensdes série A, bem como quando definimos as folhas Bn e Cn.
Isto é fundamental para entendermos as taxas de ampliagdo e de redugdo equivalentes.
Na Figura 9, pagina 36 é possivel observar que o valor da ampliagdo de:
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e An para A(n-1) é igual ao valor da ampliacdo de Bn para B(n-1) e de Cn para
C(n-1);

e An para Bn é igual ao valor da ampliagdo de Bn para A(n-1);

e An para Cn é igual ao valor da ampliagdo de Cn para Bn.

Observacao 4.1 Afim de simplificar os cdlculos para generalizarmos os resultados, usaremos

as seguintes notagoes:

e Xn é o formato de folha da série X %;

o axX éataxa de ampliagio de um formato da série X para o formato imediatamente superior

da mesma série X.
e ay’ éataxa de ampliagio do formato Xn para o formato Yn.

o rx* éa taxa de redugdo de um formato da série X para o formato imediatamente inferior

da mesma série X.

o rx' éataxa de redugio do formato Xn para o formato Yn.

Tanto para encontrarmos a taxa de ampliagdo, como para encontrarmos a taxa de
redugdo de um formato para outro, vamos analisar a taxa de redimensionamento apenas
da largura, j& que o redimensionamento do comprimento é proporcional ao da largura.
Portanto, as mesmas taxas de redimensionamento servem para os comprimentos.

Conhecendo essas taxas, é possivel redimensionarmos uma folha qualquer de uma

das séries A, B ou C, para obtermos outra folha qualquer destas mesmas séries.

4.41 Taxas de ampliagao

Vamos encontrar, primeiramente, a porcentagem padrdo de ampliacdo das dimen-
sdes de uma folha formato Xn para uma folha formato X(n-1), ja que esta ampliagdo
resulta em folha de papel da mesma série. Depois encontraremos as generalizagdes

para ampliacdo dos formatos de séries distintas.

4.41.1 De Xn para X(n-1)

Do modo como foram definidas estas séries de formatos de papel, é imediato que o
formato Xn é menor que o formato X(n-1). Logo, a alteracdo da folha Xn para se obter
X(n-1) é, de fato uma ampliagdo.

2 No caso deste trabalho estamos considerando as séries A, Be C.
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Para encontrarmos a taxa de ampliacdo dos elementos (largura e comprimento) de
Xn, de modo a se obter X(n-1), devemos saber o valor que devemos acrescentar na
largura (e no comprimento) da folha Xn para se obter a largura da folha X(n-1).

Seja « este acréscimo.

Entao

a= lX(n—l) — Ixn (4.49)
TR ) a
Como, nesse caso, o acréscimo é em Ix,, esta taxa serd dada por T

Xn
Dai, a taxa de ampliacdo de uma folha para um formato superior sera:

Ixtn-1y — 1
X o X(n-1) Xn

== — 4.
ox an ZXn ( 50)
lX(n—l) an ZX("—D
T 45D

Mas ja vimos na Segdo 4.3.1 que a razdo de semelhanca entre uma folha X(n-1) e

uma folha Xn é V2. Segue que

ax* = V2-1=0,4142--- ~ 0,4142 (4.52)

Portanto, a taxa de ampliacdo de uma folha formato Xn para o formato superior,
X(n-1) é de, aproximadamente, 41,42%. Isto significa que uma folha X(n-1) é aproxima-
damente 141% da folha Xn.

4.41.2 De An para Bn (ou de Bn para A(n-1))

Como a série Bn é definida como a média geométrica entre as folhas An e A(n-1)

(Ver Segdo 3.1), a taxa de aumento de An para Bn é a mesma de Bn para A(n-1).

g = b e lse g (4.53)
Lan Ign  lan Lan

Como Iy, =274

e lp, =277, de acordo com a Tabela 11 do Apéndice A, segue que

2_ﬂ
b = 2_];" -1 (4.54)
af o= 27 (4.55)
af o= 27 o (4.56)
Entio,
a8 =2i-1=vV2-1=0,1892--- ~ 0,1892. (4.57)

Portanto, para ampliar uma folha An, de modo que fique com dimensdes iguais as
da folha Bn, devemos aumentar suas dimensdes em aproximadamente 18,92%. Esta

também ¢ a taxa de ampliacdo de uma folha Bn para uma folha A(n-1).
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4.41.3 De An para Cn (ou de Cn para Bn)

Como a folha Cn tem um tamanho intermediario entre An e Bn (Ver Secdo 3.3), a
taxa de ampliacdo de An para Cn é a mesma de Cn para Bn.
Conforme equagdes (3.54), e (3.20), na pégina 38,

L+dn 1420
lCn =273 elAn =2""1

Entédo a taxa de ampliacdo de An para Cn sera

0,C = lon b (4.58)
lAn

len

a,C = i—1 (4.59)
Segue que

2_%
0, = =1 (4.60)

2—7%
aC = 27— (4.61)
aAC — 2—1—4n8+2+4n _ 1 (4_62)

Dai,

a,& = 25 -1 (4.63)
a,C = V2-1 (4.64)
a,¢ = 0,0905--- ~0,0905 (4.65)

Logo, a taxa de aumento nas dimensdes da folha An para a folha Cn é de, aproxi-
madamente, 9,05%. Do mesmo modo, a taxa de ampliacdo de Cn para Bn também é
de, aproximadamente 9,05%.

Estas taxas de ampliagdo calculadas nesta se¢do estdo resumidas na Tabela 8.

4.4.2 Taxas de reducgao

Nesta Se¢ao calcularemos as porcentagens de reducdo nas dimensdes de uma folha
maior para uma folha menor. Como as folhas An, Bn e Cn sdo semelhantes entre si,

generalizaremos os calculos.
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Tabela 8 — Resumo das taxas de ampliagéo.

De | Para | Acréscimo’

An | A(n-1) 41 %

Bn | B(n-1) 41 %

Cn | C(n-1) 41 %

An Bn 19 %

Bn | A(n-1) 19%

Cn Bn 9%

An Cn 9%

Elaborada pela autora.

4.4.2.1 De X(n-1) para Xn

Sendo rx* a taxa de reducdo de uma folha Xn para X(n-1),

Ixt-1) — Lxn Ixn
p X = D) X X g X (4.66)
ZX(n—l) lX(n—l)
1
Mas a razdo entre Ix, e Ix-1) ¢ —. Entdo
V2
1
rxl=1- ﬁ =0,2928--- = 0,2928 (4.67)

Portanto, a diferenca entre as medidas da folha X(n-1) para Xn é de, aproxima-
damente 29,28 %. Isto significa que cada dimensdo da folha Xn é aproximadamente
igual a 71% da folha X(n-1). Por fim, organizamos a Tabela 9, que mostra as taxas de
redimensionamento de formatos da mesma série.

4.42.2 De Bn para An (ou de A(n-1) para Bn)

Agora vamos calcular a taxa de reducdo da folha Bn para An, que é a mesma de
A(n-1) para Bn.

gt = gy = Lan (4.68)
an

rgt = 1—%” (4.69)
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Substituindo os valores das equagdes (3.37) e (3.20), na pagina 33 na tltima igualdade

acima, resulta em

A 27
183} = 1- m
2732
_2n,n
gt = 1-2"4 "
—1-2n+2n
gt o= 1-27 1

Portanto,

1
rgt=1-2"1=1-—=0,1590--- ~ 0,1590.
’ R

4.4.2.3 De Cn para An (ou de Bn para Cn)

(4.70)

(4.71)
(4.72)

(4.73)

Achar a taxa de reducdo de uma folha Cn para uma folha formato An é a mesma de

uma folha Bn para Cn.

_ln n
A lCn A :1_ZA

= — 4.74)
lCn lCn
Tabela 9 — Taxas de redimensionamento da série X.

- X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10
X0 100% 71% 50% 35% 25% 18% | 12,50% | 8,80% 6,20% 4,40% 3,10%
X1 || 141% | 100% | 71% | 50% | 35% | 25% | 18% | 12,50% | 8,80% | 620% | 4,40%
X2 || 200% | 141% | 100% | 71% | 50% | 35% | 25% 18% | 12,50% | 8,80% | 6,20%
X3 || 283% | 200% | 141% | 100% | 71% | 50% | 35% 25% 18% | 12,50% | 8,80%
X4 || 400% | 283% | 200% | 141% | 100% | 71% | 50% 35% 25% 18% | 12,50%
X5 || 566% | 400% | 283% | 200% | 141% | 100% | 71% 50% 35% 25% 18%
X6 || 800% | 566% | 400% | 283% | 200% | 141% | 100% | 71% 50% 35% 25%
X7 || 1131% | 800% | 566% | 400% | 283% | 200% | 141% | 100% | 71% 50% 35%
X8 || 1600% | 1131% | 800% | 566% | 400% | 283% | 200% | 141% | 100% | 71% 50%
X9 || 2263% | 1600% | 1131% | 800% | 566% | 400% | 283% | 200% | 141% | 100% | 71%
X10 || 3200% | 2263% | 1600% | 1131% | 800% | 566% | 400% | 283% | 200% | 141% | 100%

Fonte: Adaptado de www.cl.cam.ac.uk [11].


www.cl.cam.ac.uk
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Substituindo os valores das equagdes (3.54) e (3.20) na pagina 38 na tultima igualdade
acima, resulta em

1+2n

2-
et = 1- p—e (4.75)
;/‘CA — 1 2 1+2n 1+4n (476)
VCA — 1 2—2 —4n+1+4n (4.77)
1
A=1-2%=1-—=0,0829-- ~0,0829 (4.78)

V2
Logo, a taxa de reducdo da folha Cn para a folha An é de, aproximadamente, 8,29%.
Estas taxas de reducdo que encontramos estdo resumidas na Tabela 10 (Valores
Aproximados).

Tabela 10 — Resumo das taxas de reducao.

De Para | Redugdo de
A(n-1) | An 29 %
B(n-1) || Bn 29 %
Cn-1) | Cn 29 %

Bn An 16 %
A(n-1) || Bn 16%

Bn Cn 8%

Cn An 8%

Elaborada pela autora.

4.5 A sequéncia das dimensdes das folhas e as funcées exponenciais

Nesta secdo utilizaremos as férmulas das dimensdes deduzidas no Capitulo 3 e
passaremos a encard-las como leis gerais de formacdo de uma func¢do exponencial.
Isto é uma consequéncia do fato de que essas férmulas tém relagdo com a média
geométrica, que nos fornece acréscimos (ou decréscimos) proporcionais nas dimensdes
de uma folha. No entanto, antes de prosseguirmos, vamos relembrar a definicdo de

funcdo exponencial.
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Definicao 4.3 Chama-se fungdo exponencial a toda fungio f definida de R em R que pode ser
expressa pela lei de formagio f(x) = a*, sendo a um niimero real positivo e diferente de 1.[1].

Podemos observar que as dimensdes das folhas das séries A, B e C sdo poténcias
de 2, conforme Tabela 11 do Apéndice A. Isto era de se esperar, j4 que obtemos estas
sequéncias de folhas através de uma divisdo em exatamente duas partes iguais, como
vimos na Se¢do 3.1. Vimos também que arelacdo l4, = 2= nos dd amedida da largura
da folha An, com n variando de 0 a 10. Nesse caso, nossa varidvel dependente é /,,, e
depende diretamente do valor de 7.

Por outrolado, se considerarmos que n € um ntmero real qualquer, passamos a olhar

20

~ _ 1420 ~ . s . ,
a equagdo l4, = 277+ como uma func¢do exponencial de dominio real. Dai, teremos o

gréfico descrito na Figura 19:

Figura 19 — Grafico da largura do papel An em fungédo de n.

lAn

Elaborada pela autora.

Notemos que o ponto de intersecgdo do grafico de I4, com o eixo das ordenadas é
L
2
ja que n = 0. Note ainda que o valor de l4, é dado em metros, conforme vimos no

o ponto (0; ) Observemos ainda o ponto do gréfico temos a largura do papel AQ,
Capitulo 3. Assim, a medida da largura do papel A0 é aproximadamente igual a 0,841
metros, ou ainda 841 milimetros, de acordo com a Tabela 2, na pagina 31.

O mesmo raciocinio podemos ter com a equagdo do comprimento da folha An e
com as dimensdes dos papéis Bn e Cn, cujos gréficos da largura apresentamos a seguir.

Para o formato Bn, temos:
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'[h]
Figura 20 — Grafico da largura Bn em funcéo de n.
an
5
44 n
lBT! =2z
N
\‘1#\\

ol T

4 -3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 n

Elaborada pela autora.

E para o formato Cn,

Figura 21 — Grafico da largura Cn em funcédo de n.

Elaborada pela autora.



5 Atividades propostas sobre o tema

Apresentaremos aqui neste capitulo algumas atividades que podem ser aplicadas
na educacdo bésica, tanto no Ensino Fundamental, quanto no Ensino Médio. Para
facilitar o trabalho do professor, dividimos estas atividades conforme os contetidos que
podem ser explorados durante sua execugéo.

O(A) professor(a) devera seguir os passos propostos em cada atividade ou, é claro,
usar sua imaginagdo e ir muito além do que o proposto, ou ainda, adequar cada

atividade as particularidades de cada turma.

5.1 Fracoes e area de retangulos

Publico alvo: Alunos do 6° ano do Ensino Fundamental.

Pré-requisitos: Nocoes de area.

Objetivos: Esta atividade pode servir para introduzir o conceito de fragdo e comparar
fragdes. Poderd servir também para que o aluno adquira habilidade no célculo de &rea
de superficies retangulares.

Instrumentos necessdrios: folhas de papel A4, tesoura, régua milimetrada e fita ade-
siva.

Procedimentos: A base para esta atividade serd a folha de papel A4. O(A) professor(a)
poderd seguir os passos listados a seguir, a fim de alcangar os objetivos propostos,

abordando, dessa forma, contetidos matematicos de forma contextualizada.

Passo 1: Mostrar aos alunos as caracteristicas das folhas de papel formato tipo An, apre-
sentando uma folha de papel A4, de modo que o aluno perceba as caracteristicas
da série, conforme mostradas na Se¢ao 3.1;

Passo 2: Dividir a turma em 10 grupos, de maneira que cada grupo reproduza um
tamanho de papel da séria A. Note que os grupos que reproduzirdo as folhas de
papel A0, Al, A2 e A3 precisardo de fita adesiva para unir as folhas de papel
A4 e os grupos que reproduzirdo as folhas de papel A5, A6, A7, A8, A9 e A10

precisardo de tesoura para cortar a folha de papel A4;

Passo 3: Orientar que cada grupo pesquise a utilidade do papel que reproduziu e
exponha para os demais grupos. (Ver Tabela 1 na pagina 22);

Passo 4: O(A) professor(a) devera fazer indaga¢des aos grupos, para que os alunos
cheguem as regularidades obtidas na Secéo 4.2:

1. Quantas folhas de papel A4 o grupo precisou? Alguns grupos, naturalmente,
precisaram de mais de uma folha, enquanto outros grupos precisaram de



CAPITULO 5. ATIVIDADES PROPOSTAS SOBRE O TEMA 62

menos de uma folha. Interessante notar que os grupos que precisaram
fracionar a folha A4 terdo como resposta fragdes proprias, pois precisaram

de menos de uma folha.

2. Para os grupos 5, 6, 7, 8, 9 e 10: Quantas folhas An (para n variando de 5 a
10) cabem, sem superposicdo, na folha de papel A4?

3. Para os grupos 0, 1, 2, 3 e 4: Quantas folhas de papel A4 cabem na folha An
(para n variando de 0 a 4)? (Ver Tabela 6 na pagina 44).

Passo 5: Explicar o conceito de fragdo utilizando as respostas dos alunos as questdes
feitas no Passo 4. E bom comecar mostrando que as folhas A5, A6, ... Al0 sdo
fracoes da folha A4. Por exemplo, para obtermos a folha A5, é preciso dividir a
folha A4 em duas partes iguais. Dai, cada uma dessas partes serd 1 da folha A4,
Analogamente, a folha A6 é obtida dividindo-se a folha A4 em 4 partes iguais.
Assim, a folha A6 é ; da folha A4;

Passo 6: Cada grupo deverd usar régua milimetrada para medir as dimensdes (largura
e comprimento) da folha que o grupo reproduziu e calcular sua drea, com o obje-
tivo de preencher o Quadro 2. Por outro lado, é bom que os alunos aprendam a
escrever em forma de fragdo a 4rea da folha de papel em questdo. Por exemplo, o
Grupo 2 precisara de 4 folhas de papel A4 para montar sua folha. Entdo a folha
de papel A4 ¢ 1 da folha A2. A fim de viabilizar o0 andamento da atividade, o(a)
professor(a) devera reproduzir o Quadro 2 com antecedéncia, num tamanho apro-
priado para visualiza¢do da turma, e solicitar que os grupos a preencham. Note
que cada grupo preencherd as informacdes referentes a sua folha. Importante:
Antes de cada grupo preencher a tabela, o(a) professor(a) deverd constatar se a
informacdo estd correta. Caso o grupo ndo chegue na informagdo correta, o(a)
professor(a) deverd fazer interven¢des para que as diividas sejam esclarecidas.

Quadro 2: Atividade sobre fracoes.

AS DIMENSOES DAS FOLHAS SERIE A
DIMENSOES AD | A1 | A2 | A3 | A4|A5|A6|A7|A8| A9 | Al0
LARGURA (mm)
COMPRIMENTO (mm)
AREA (mm?)
FRACAO DA FOLHA A0

Elaborada pela autora.

Passo 8: Apos a tabela devidamente preenchida, cada grupo fard uma exposicdo oral
sobre as caracteristicas do seu papel, principalmente deverdo falar das proprieda-
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des matemaéticas utilizadas no decorrer da atividade, explicando, principalmente,

a fragdo envolvida na folha de papel que os alunos montaram.

5.2 Semelhanca de retangulos

Publico alvo: Alunos do 7° ano do Ensino Fundamental.

Pré-requisitos: Razdo e proporgéo.

Objetivos: Trata-se de uma atividade para contextualizar o ensino sobre razdo e pro-
porgao.

Instrumentos necessdrios: Para esta atividade os alunos irdo precisar de régua e calcu-
ladora.

Procedimentos: A ideia é que o(a) professor(a) dé as seguintes orienta¢des aos alunos,
para que os alunos descubram a proporcionalidade entre as folhas da série A:

Passo 1: Distribua uma folha de papel A4 para cada aluno, fazendo perguntas que aju-
dem os alunos perceberem que a folha é um retangulo. Explore as caracteristicas

de um retangulo usando a folha de papel como exemplo;

Passo 2: Peca que estes dobrem a folha ao meio, paralelamente a sua largura, de modo
a obter duas novas folhas menores e com medidas iguais a da folha original;

Passo 3: Cada aluno devera medir a largura e o comprimento da folha A4 e do formato

das novas folhas obtidas;

Passo 4: Oriente que os alunos dividam o comprimento pela largura. Isso deve ser

feito para os dois tamanhos de folha. (Ver Secdo 4.3.1);

Passo 5: Cada aluno mostrard o resultado obtido e fard a comparagdo entre os resul-
tados dos colegas. O(A) professor(a) deverd ajudar o aluno que ndo chegou ao

resultado correto;

Passo 6: O(A) professor(a) deverd fazer indagagdes aos alunos, a fim de que estes
compreendam que os dois tamanhos sdo exemplos de retangulos semelhantes,
como se um fosse ampliagdo (ou redugdo) do outro. Além disso, os alunos
deverdo perceber que o nimero encontrado é, na verdade, a razdo de semelhanca
entre esses dois retangulos, ou ainda, que as dimensdes da folha A5 podem ser
obtidas multiplicando-se as dimensdes da folha A4 pela razdo de semelhanca

encontrada;

Passo 7: A atividade pode continuar e se repetir, basta dobrar ao meio a folha A5 para
obter a A6, e depois dobrar a A6 para obter a A7, e assim por diante até chegar
a folha A10. Dessa forma os alunos poderdo obter uma sequéncia de retangulos

semelhantes, com medidas proporcionais. (Ver Tabela 2 na pédgina 31).
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5.3 Numeros irracionais e raiz quadrada aproximada

Publico alvo: Alunos do 8° ou 9° ano do ensino fundamental.

Pré-requisitos: Nog¢do de nimeros racionais e célculo de raiz quadrada aproximada
sem o uso de calculadora.

Objetivos: Contextualizar o ensino de raiz quadrada aproximada.

Instrumentos necessarios: Para esta atividade os alunos irdo precisar de régua milime-
trada.

Procedimentos: A ideia é que o(a) professor(a) lance desafios a turma, relativos a

numeros irracionais e raizes quadradas aproximadas:

Passo 1: Peca que os alunos criem uma folha de papel em formato retangular de modo
que, dividindo esta folha em 3 novas folhas retangulares, cada uma dessas novas
folhas sejam semelhantes a folha original. Espera-se que os alunos consigam
encontrar V3 como razao entre o comprimento e a largura de cada folha, conforme
Segao 4.3.4. Fale sobre ntimeros irracionais citando V3 como exemplo;

Passo 2: Osalunos deverdo ser instigados a fornecerem as dimensdes dessas folhas sem
usar calculadora. Eles deverdo perceber que uma das dimensdes serd arbitraria,
mas a outra serd calculada, pois dependerd da primeira. Comente com os alunos
que, nesse caso, isso acontece porque as medidas dessas dimensdes devem ser
proporcionais. Este é o momento ideal para relembrar o conceito e o significado

prético de proporcionalidade;

Passo 3: Conhecendo as medidas da largura e do comprimento da folha criada, esti-
mule os alunos a reproduzirem esta folha usando uma folha qualquer de papel,
com tamanhos adequados para esta reproducdo. O fato de a largura ou o compri-
mento dessa folha dependerem de V3 sera um empecilho para essa reproducao,
ja que \/5 é um nimero irracional, portanto, com infinitas casas decimais. Mas o

caso se resolve quando calculamos a raiz quadrada aproximada;

Passo 4: Mostre como calcular raiz quadrada aproximada de um ndmero natural, sem

o uso da calculadora. [15, 17];

Passo 5: Peca que os alunos criem novas folhas com as mesmas caracteristicas, mas
que sejam divididas em 4, 5, 6, ... novas folhas. Espera-se que os alunos cheguem

a regularidade descrita na Segao 4.3.4.

5.4 Progressao geométrica

Pablico alvo: Alunos do 3° ano do Ensino Médio.
Pré-requisitos: Calculo de dreas e no¢des de progressdao geométrica.
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Objetivos: Contextualizar o ensino sobre progressdao geométrica.

Procedimentos: A Proposta desta atividade é que o aluno prove, através de proprieda-
des matematicas adequadas, que as areas das folhas de papel da série A formam uma
progressdo geométrica e calcule sua razdo, tal como foi feito na Se¢do 4.1. No entanto,
antes de propor a atividade escrita aos alunos, o(a) professor(a) devera apresentar os
formatos de papéis da série A de acordo com as regularidades que esta série apresenta,

como mostra a Secao 3.1.

Passo 1: Apresentar aos alunos as regularidades dos formatos de papel da série A

abordadas na Secéo 3.1;
Passo 2: Ap6s o entendimento dos alunos acerca das regularidades desses formatos de
papéis, o(a) professor(a) deverd langar-lhes as seguintes questdes escritas:
Os formatos de papel da série A obedecem aos seguintes principios, de acordo com as
normas técnicas estabelecidas por convengoes (Capitulo 2):
1. As folhas tém formas retangulares, sdo semelhantes entre si e a razdo entre o compri-
mento e largura é constante e igual a V2;
2. O formato bdsico é a folha A0, que tem drea igual a 1 m?;

3. Afolha A(n+1) é obtida dobrando-se ao meio a folha An, paralelamente a sua larqura.
Por exemplo, a folha A1 é obtida dobrando-se a folha A0 ao meio; a folha A2 é obtida

dobrando-se a folha A1 ao meio, e assim por diante.

Com base nessas informagoes, responda ds seguintes questoes:

Questdo 1: Calcule a largura e o comprimento do papel A0, considerando as dimensoes

indicadas na Figura 22 na pdgina 65.

Figura 22 — A folha AO.
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A
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Elaborada pela autora.
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Questdo 2: Escreva uma sequéncia formada pelas dreas das folhas A0, A1, ---, A10.
Questdo 3: Escreva o termo geral para a sequéncia definida na questdo 2.

Questao 4: Prove que esta sequéncia é uma progressio geométrica e calcule sua razdo.
Questdo 5: Qual a drea da unido, sem sobreposigdo, das folhas A1, A2, A3 e A4?

Questdo 6: Para unir, sem sobreposi¢do, uma folha de cada formato da série A (folhas
Al, A2, ---, A10), qual seria a drea ocupada?

Questdo 7: Escreva a sequéncia das dreas das folhas da série B, sabendo que a drea da
folha BO é by = V2 e a da folha Bn é 2 (Conforme equagdo (4.6) na pdgina 41).

2"1
Questdo 8: Com base no raciocinio da questdo anterior, encontre uma férmula para a
drea da unido, sem sobreposicdo, das folhas An e Bn.

Passo 3: Apo6s os alunos responderem, individual ou coletivamente, o(a) professor(a)
devera trazer a discussdo pra turma e pedir que os alunos justifiquem suas res-
postas.

Note que as questdes 5 e 6 podem ser rapidamente respondidas se for usada a

férmula da soma de uma progressdo geométrica.

5.5 Perimetros e areas de retangulos

Esta atividade foi traduzida e adaptada do Grupo Académico "Mathematics & Mathe-
matics Education !
trabalho.

Publico alvo: Alunos do 6° ao 9° ano do Ensino Fundamental.

". As alteracOes foram feitas de modo a se adequar ao objetivo deste

Pré-requisitos: Calculo de areas e de perimetros.

Objetivos: Usar as regularidades das folhas de papel tipo An para despertar o espirito
investigativo acerca de perimetros e dreas de retangulos.

Instrumentos necessdrios: tesouras, uma folha de papel A3 (branca) ?, duas folha de
papel A4 (azul), uma folha de papel A4 (verde), uma folha de papel A5 (amarelo),
uma folha de papel A6 (cor-de-rosa), fita adesiva para colocar papéis no quadro ou na

parede, régua e calculadora.

Observacdo 5.1 As folhas A3, A5, e A6 poderdo ser obtidas a partir de diferentes folhas de
papel A4. Para isso, observe o esquema na Figura 6 na pdgina 28.

Procedimentos: Sugerimos uma atividade em grupo de, no maximo, quatro compo-
nentes. As seguintes orienta¢des devem ser dadas aos alunos e estes deverdo ter a

ajuda do(a) professor(a) para fazer as descobertas que objetivamos com esta atividade.

1
2

Econtrada no link: math.nie.edu.sg/bwjyeo/resources/PaperSize.doc.
As diferentes cores de papéis servem para ajudar na identificacdo das folhas.


math.nie.edu.sg/bwjyeo/resources/PaperSize.doc

CAPITULO 5. ATIVIDADES PROPOSTAS SOBRE O TEMA 67

Para o suporte do(a) professor(a) nesta atividade, sugerimos consultar a Se¢do 3.1 deste
trabalho.

Passo 1: Pegue uma folha de papel A3 (branca) e uma folha de papel A4 (azul). Tente
descobrir e anote as relacbes matematicas existentes entre esses dois formatos.
(Espera-se que o aluno conclua que os retangulos sdo semelhantes e que a medida
da largura do papel A4 é exatamente metade da medida do comprimento do
formato A3).

Passo 2: Mega o comprimento e a largura das folhas A3 e A4 e registre suas observagdes
na Tabela 3 que segue. Calcule e registre a relacdo entre comprimento e largura
para estes formatos de papel. Escreva as medidas com aproximagdes de 1 casa
decimal. (Objetivamos que os alunos cheguem as medidas descritas no Quadro

2 na pagina 31).

Quadro 3: A série A: comprimento x largura.

Papel || Comprimento | Largura | Area | Perimetro

(cm) (cm) |(cm?) | (cm)

Al

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

A9

A10

Elaborada pela autora.

Passo 3 : Pegue outra folha de papel A4 (verde), dobre-a em duas metades iguais ao
longo da linha pontilhada, como mostrado na Figura 23 que segue. Corte na
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linha pontilhada. Cada metade é chamada de papel A5. Meca o comprimento e
a largura do papel A5 e calcule sua drea e seu perimetro com aproximagdo de 4

casas decimais. Registre suas observa¢des no Quadro 3 na pagina 67.

Figura 23 — Divisdo de uma folha ao meio.

Elaborada pela autora.

Passo 4 Use a folha de papel A5 (amarelo), dobre-a em duas metades iguais ao longo
da linha pontilhada, como mostrado na Figura 23. Corte na linha pontilhada.
Cada metade é chamada de papel A6. Repita as mesmas medicdes, cdlculos e

registros solicitado no item anterior.

Passo 5 : Considerando a folha de papel A6 (cor-de-rosa), corte fora uma folha A7 e
repita as mesmas medigdes, cdlculos e registros. 6. Organize os formatos A4, A5,
A6 e A7 no papel A3, de acordo com o diagrama abaixo (Figura 24). O maior
retangulo ilustrado no diagrama é o papel A3.

Figura 24 — A folha A3.

A4

A7
A6

Elaborada pela autora.

Passo 6: Usando orestante papel A5 (verde), A6 papel (amarelo) e um papel A7 (cor-de-
rosa), corte fora uma folha A8 (verde), uma A9 (amarelo) e uma A10 (cor-de-rosa).
Repita as mesmas medigdes, cdlculos e registros no Quadro 3 na pagina 67.
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Passo 7: Organize as folhas de papel A8, A9 e A10 no mesmo padrdo como o diagrama
da Figura 25.

Figura 25 — Da folha A3 até a folha A10.

A5

Ad

9
AR A

A6
A7

Elaborada pela autora.

Passo 8: Ha outras maneiras de organizar os papéis. Vocé pode organizéd-las "em
espiral” para dentro? Caso afirmativo, desenhe abaixo esse modo.

Passo 9: Observe as dreas no quadro acima (Quadro 3). O que vocé percebe?
Passo 10: Observe os perimetros no quadro acima (Quadro 3). O que vocé percebe?

Passo 11: Vamos olhar para o problema de outro angulo. O grande retangulo ilustrado
no diagrama é A4, e cada metade é A5. A questdo é: por que motivo é o
comprimento do papel A4 duas vezes a largura do papel A5?

Passo 12: Use uma calculadora, complete o restante do Quadro 3.

5.6 Porcentagem

Publico alvo: Alunos do 7° ou do 8° ano do Ensino Fundamental ou do 2° ano do
Ensino Médio.

Pré-requisitos: Céalculo de taxas percentuais.

Objetivos: Contextualizar o ensino de porcentagem calculando taxas percentuais.
Instrumentos necessarios: Régua milimetrada e calculadora.

Procedimentos: A atividade consiste de uma lista de problemas contextualizados
envolvendo taxas percentuais das ampliagdes e das redugdes das dimensdes das folhas
de papel da série A.

Questdo 1: A fim de economizar papel em fotocopiadora, as vezes a gente pode foto-
copiar duas pdginas A4 a uma tnica pagina A4, como mostra a Figura 26. Qual
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é a percentagem de redugado que vocé precisa para configurar a maquina de xe-
rox? Note que a percentagem de reducao refere-se a reducdo do comprimento ou

largura, ndo da érea.

Figura 26 — A reducdo do A3 a duas folhas A4.

A4 — A4

A4

Elaborada pela autora.

Questao 2: Pode-se ampliar um tamanho A4 para uma folha de tamanho A3. Para
fazer isso numa maéquina copiadora, qual é a percentagem da ampliacdo, que

vocé precisa para configurar esta maquina?

Figura 27 — Divisdo da folha A4.

AS — AS

AS

Elaborada pela autora.

Questao 3: Considere as dimensdes de uma folha de papel A4. Dobre esta folha ao
meio, paralelamente ao seu menor lado, conforme indica a Figura 27. Desta forma
vocé obtém duas folhas de papel formato A5. Repita 0 mesmo procedimento com
a folha A5 e obtenha a folha A6. Use uma régua e meca a largura da folha A6.
Quantos porcento a largura da folha A6 é menor que a largura da folha A4? E o

comprimento? Compare as duas taxas percentuais obtidas.



6 Relato de uma experiéncia envolvendo o tema

Neste capitulo faremos o relato de uma sequéncia de ensino que apresentamos em
sala de aula, numa turma do 9° ano do Ensino Fundamental da Escola Municipal de
Ensino Fundamental Cecilia Merelles, na Vila Aratati, no Municipio de Pacaja-PA. Na
verdade esta sequéncia é uma unido adaptada das atividades descritas nas Se¢des 5.1,
5.2 e 5.5 deste trabalho.

Contetdos Abordados: Fracoes, Perimetro, Area, Semelhanca e Proporcionalidade em

Geometria.
Objetivos: Evidenciar a Matematica nas folhas de papel A4.

Instrumentos utilizados: Folhas de Papel A4, Data show ! fita adesiva, tesoura, régua
milimetrada e calculadora.

Condig¢des da Turma: A turma é formada por 18 alunos provenientes do 8° ano e 1
aluna repetente do 9° ano. Esta foi a primeira aula de Matemaética dos alunos este
ano e foi numa sala improvisada pois a comunidade escolar espera a construgao

de salas de aulas definitivas.

Durag¢do da aula: A aula ocorreu no dia 10 de fevereiro de 2015. Neste dia esta turma
teve somente esta aula, com duracdo de, aproximadamente, cinco horas, incluindo

intervalo para recreio.

6.1 Descricao da atividade

Nesta atividade a professora aplicadora fez uma aula dialogada e investigativa,
com apresentacdo de slides (Disponiveis no Apéndice B.) e os alunos realizaram uma
atividade prética orientada pela professora. A seguir descreveremos os passos desen-

volvidos na sala de aula durante a aplicacdo da atividade:

Passo 1: A professora mostrou uma folha de papel A4 e indagou sobre o nome do
papel A4. As repostas foram: Chamequinho, Chamex, Oficio, Papel sem pauta.
A professora mostrou entdo a embalagem de uma resma do papel que foi dada
a turma (Ver Figura 28). Alguns insistiram que era chamex, mas um aluno
respondeu que onome do papel era A4. Ap6s dialogar um pouco sobre a utilidade
desse papel, a professora indagou sobre o significado do "A" e o do "4" no nome
desse papel. Obviamente, como se esperava, ninguém sabia responder. Mas a
resposta ndo lhes foi dada neste momento.

! O Data Show serviu para a professora apresentar os slides mostrados no Apéndice B.
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Figura 28 — Embalagem do papel A4.
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Fonte: Eliane de Paula.

Passo 2: A professora distribuiu uma folha de papel A4 a cada um dos alunos (Ver
Figura 29). As perguntas agora eram sobre a forma da folha. Os alunos nao
hesitaram em responder "quadrada” ou "retangular”. Esta foi uma 6tima oportu-
nidade para esclarecer sobre as semelhancas e diferencas entre um quadrado e
um retangulo, pois a professora fez os alunos refletirem sobre as caracteristicas
de um retingulo e de um quadrado, revisando contetido ja trabalhado pela pro-
fessora no ano anterior. Passaram entdo a refletir agora sobre as vantagens desta
forma. A questdo foi: "Quais as vantagens de se ter uma folha em forma de um
retangulo?”. Os alunos falaram de beleza, de costume e de facilidade para cortar
a folha.

Passo 3: A professora pediu pra cada aluno medir as dimensdes da folha A4, usando
régua milimetrada. Alguns tiveram dificuldades e outros rapidamente falaram a
resposta em centimetros. A professora pediu entdo que fizessem as conversdes
para milimetros. Um aluno percebeu que, com a régua ndo daria para medir
exatamente. Foi a oportunidade que a professora teve para falar de ntiimeros
racionais e irracionais. Ali os alunos viram na pratica uma medida ndo-exata.
Essas medidas sdo inexatas porque sdo nimeros irracionais?. A professora co-
mentou que falaria sobre as propriedades do ntimero obtido mais a frente, pois
o momento era para calcularem a drea e o perimetro da folha. A confusdo de

se multiplicar largura pelo comprimento ou somar o contorno reaparece >. A

Note que nem toda medida ndo-exata corresponde a um niimero irracional, mas é certeza que todo
numero irracional corresponde a uma medida ndo-exata.

A professora se depara frequentemente com esta divida dos alunos: “Pra calcular drea, soma ou
multiplica?”
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Figura 29 — Distribuicdao do papel A4.

Fonte: Eliane de Paula.

professora tenta esclarecer (novamente) essa confusao.

Passo 4: As indagag¢des continuaram: "Por que este valor é aproximado e nao exato?
Porque esta folha tem este tamanho? Como surgiu a folha de papel A4?" Esta
é a hora de falar da série A, da qual pertence o papel A4, da sua origem e dos
sistemas de padronizagdo sobre estes formatos de papel, da qual faz parte a ISO
e a ABNT. (Ver Capitulo 2).

Passo 5: Atividade Pratica: A professora dividiu a turma de modo que cada aluno
fosse responsédvel para reproduzir um formato da série A. Como havia apenas
16 alunos neste dia, teve aluno que ficou s6 e outros formaram duplas. Sob
orientagdo da professora, cada "dupla" reproduziu um formato de papel (Ver
Figura 30). Os que reproduziram as folhas menores que a folha A4 (A5, A6, ...,
A10) apenas dobram e cortaram; ja os que reproduziram as folhas maiores que a
A4 (A3, A2, Al e AQ) precisaram de fita adesiva para unir as folhas de papel A4.
Durante este passo foram surgindo especulagdes de quantas folhas seria preciso
parareproduzir o AQ. Os palpites eram diversos: 8,10, 16, 24. Uns s6 imaginavam,
alguns contavam e outros faziam desenhos. Somente ap6s a reproducdo da folha
A1 os alunos conseguiram perceber que numa folha A0 cabem, sem sobreposicao,
16 folhas A4. Apés a reproducdo de todas as folhas, desde a folha A10 até a folha
AQ, afixamos sequencialmente estas folhas numa parere do lado de fora da sala
de aula*, conforme Figura 31 na pédgina 75, de modo que os alunos percebessem
a regularidade destes formatos.

* A sala de aula era improvisada e ndo havia parede livre para fazer isso do lado de dentro, mas isso

ndo comprometeu a continuagdo dos trabalhos.
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Figura 30 — Reproducéo das folhas de papel pelos alunos.
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Fonte: Eliane de Paula.

Passo 6: Agora chegou o momento de explorar os contetidos matemaéticos contidos
na série A, como mostra a Figura 32. O Primeiro contetido abordado foi fragdes.
A professora indagou: "De quantas folhas de papel A4 vocé precisa para obter a
folha A3? Entdo que fracdo da folha A3 é a folha A4"E que fracdo da folha A7 éa
folha A8? Que fragdo da folha A2 é a folha A4? E assim, os alunos observavam as
perguntas, contavam as folhas A4 contidas em cada formato para respondé-las. E
assim, a professora foi fazendo diversas perguntas reflexivas desse tipo e mostrou
aos alunos que eles estavam comparando as dreas destas folhas.

Passo 7: A professora solicitou que cada "dupla"descobrisse as dimensdes da folha
reproduzida e anotasse o resultado. Todos queriam usar régua para medir, mas
a professora fez os alunos compreenderem que, a partir das medidas da folha
A4, era possivel encontrar as dimensdes de todas as folhas da série. Alguns
entenderam e outros ndo. Preferiram usar a régua. Apds encontrar as dimensdes
os alunos calcularam a area e o perimetro de cada folha, utilizando as medidas
em milimetros.
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Figura 31 — A sequéncia das folhas reproduzidas pelos alunos.

Fonte: Eliane de Paula.

Passo 8: E hora de trabalhar com razdo e proporcionalidade em geometria. "Lem-
bram o que é uma razdo?" Foi unanimidade os alunos responderem que nao. A
professora entdo explicou, tendo éxito no resultado. "Agora calculem a razdo
entre o comprimento e largura de cada folha. Podem usar a calculadora”. Uns
encontraram 1,4142..., outros encontraram 1,4182... Perceberam que eles sdo va-
lores aproximados? A professora explicou que os valores obtidos nas divisdes
deveriam ser todos iguais a 1,4142... O erro nas aproximagodes fica por conta dos
arredondamentos ao se medir as dimensdes das folhas. Os nimeros obtidos sdo
racionais ou irracionais? Usando a calculadora os alunos calcularam V2 e perce-
beram que tratava-se da mesma constante real. "Sabem o que isso significa?" Foi
o momento de falar da proporcionalidade entre retangulos, da V2, como razio
de semelhanca entre os retingulos que estdo sendo estudados. A professora
mostrou a Figura 2 na pdgina 24 para explicar que podemos obter esta razdo em
qualquer retangulo se o comprimento for a medida da largura multiplicada por
V2. Esta é um razdo que ficou definda quando se pensou nos formatos destas
folhas de papel.

6.2 O relato de cada aluno

Ao final da aula, a professora pediu que cada aluno fizesse uma exposicdo, por
escrito, do que aprendeu. Infelizmente os relatos ndo sdo totalmente claros, visto que
os alunos apresentaram dificuldades em expressar suas idéias por escrito. Ainda assim

transcreveremos tais relatos a seguir:

Aluno 1 "A professora Andréa Feitosa apresentou uma aula para a turma do 9° ano
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Figura 32 — Mostrando a Matemadtica nas folhas de papel.

Fonte: Eliane de Paula.

sobre os tipos e as dimensdes dos papéis da série A, que vao do A0 ao A10.
Aprendemos que existem vdarios tamanhos de papel. Na série A a folha A0 é a
maior de todas e a folha A10 é a menor. Em cada uma dessas folhas, se estudar-
mos suas medidas, encontramos fragdes, multiplica¢des e até mesmo radiciagao.
Aprendemos que a raiz quadrada de dois é igual a divisdo do comprimento pela
largura nos papéis da série A, que a folha A0 pode ser formada com 16 folhas A4.
Também podemos formar a folha A0 com duas folhas Al. Além das folhas de
papel da série A, também existem outras séries de folhas, como a série B e a série
C que sdo bastante usadas na producado de envelopes de todos os tamanhos, para
caber as folhas das outras séries."

Aluno 2 "Aprendi que, além da folha A4, existem vdrias outras formas, como a folha
A5, A10 e outras. Com a folha A4 podemos fazer outras. Com uma folha A4
podemos fazer outras, como a folha A5 até A10. Para formar o A0 precisamos
de 16 folhas A4, conhecidas como chamex. A professora explicou que a folha
A4, dividida ao meio forma o A5, e a A5 forma a A6 e assim sucessivamente.
Medimos também a altura e o comprimento, dividimos ele e multiplicamos. Na
divisdo da folha A4 deu 1,4142..., que é raiz quadrada de dois. Depois colocamos
tudo na parede da escola. Além da série A4 existe a série B4, C4 e outras."

Aluno 3 "O trabalho foi sobre folha. Eu pude observar uma técnica muito importante
que eu ndo sabia. A professora explicou da folha AO. E na série A tem A0, Al,
... A10. E entdo que pude observar que se a gente pegar uma folha A0, dividir
ao meio, eu vou obter a folha Al e assim se vocé faz com todas elas, vai obter
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sempre a metade da folha anterior. E também tem uma forma interessante: se a

"

gente pegar a altura e dividir pela largura, sempre vai obter o valor da V2.

Aluno 4 "A aula de hoje foi falando sobre as folhas da série A. Vimos como produzir
essas folhas e como sdo divididas por tamanhos: Ex.: Al, A2, ..., A10. O que eu
aprendi foi como descobrir sua largura e comprimento em milimetros e centime-
tros e que a folha do modelo A0 é maior que as outras folhas da série A. A folha
AQ é dobrada em uma vez ao meio para formar a folha Al; e a folha Al é dobrada

ao meio para formar a A2 e assim sucessivamente."

Aluno 5 "A aula de hoje foi falando sobre as folhas que sdo retangulos. A professora
explicou sobre a série A. Os tipos sdo A0, Al, ... A10. Eu também aprendi que
comeca com o0 AQ e vai até o A10. Vai formando uma escada. O A0 é o maior. E
também eu pude ver que cada um é a metade do outro. Olhando pra cada uma
delas a gente forma uma fragdo. Também tem outras série: série B, C e assim vai.
E eu pude ver também que até nas folhas tem matematica e também é uma raiz
quadrada de 2 V2."

Aluno 6 "Aprendi que de um tipo de folha s6, a gente pode fazer varias outras; que
a matemadtica é muito importante para nés. Tudo é matemética. Eu achava que
a folha A10 era maior que a A0, mas o A0 é maior que A10 e também que existe
varias formas de se fazer. Aprendi também que a folha mais usada é a folha
A4, da série A, e tudo vira matemadtica. Aprendi a tirar as medidas das folhas, e

também o tamanho de cada folha."

Aluno 7 "O papel sulfite A4 é um papel muito utilizado em quase todo o mundo,
menos nos Estados Unidos e Canada. Além do papel A4 também tem varios
tipos como A0, Al, ..., A10. Tem o papel A0 e os outros tipos de papel. O Al é
metade do AQ e assim etc... e muitas outras coisas. N6s também aprendemos a
série A5, A6, etc."

Aluno 8 "Eu aprendi muitas coisas que eu nem imaginava que as folhas tivessem uma
grande coisas para se aprender. Sobre papel da série A, principalmente da folha
A4. Sobre V2, 1,4142..., que dé& para fazer. Vérias formas de se fazer A0, Al, ...,
A10. E isso que aprend.”

Aluno 9 "No6s estudamos sobre as formas da folhas série A e entre elas tem AQ, Al, ...,
A10. A folhas A0 é maior do que todas as outras folhas do Al até A10. Eo AOéo
dobro do A1, 0 Al é o dobro do A2 e assim sucessivamente, e que todas elas sdo

semelhantes."

Aluno 10 "Hoje nés estudamos sobre as formas das folhas. Muito bom nés aprender-
mos sobre as formas das folhas que sdo a A4, que é a folha normal da série A.
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Entre ela tem AO, Al, ..., A10. A maior de todas é a A0 e a menor é a A10. Nés
pensavamos que a A10 era maior, pois o nimero é maior, mas estdvamos errados,
pois A0 é maior e em seguida vem forma decrescente. A0 é o dobro da Al, a Al
é o dobro da A2, ..., A10 é metade da A9. Entre a série A tem a série B, a C e etc.
Enfim, a aula foi muito boa. A professora Andréa Feitosa estd de parabéns e que
ela seja feliz com o trabalho dela."

Aluno 11 "A professora veio ensinar um pouco sobre folhas de papel. Eu entendi que
nés usamos o tipo de folha que é retangular, a folha A4, que é formada da folha
A3, a A3 é formada da folha A2, que com as folhas nés trabalhamos matematica.
Podemos saber a largura e a altura de uma folha. Também podemos saber que
tem porcentagem no meio, que A5 é a metade do A4, que também A4 é uma
fracdo do A0, que também a raiz quadrada de 2 é 1,4142, ..."

Aluno 12 "A professora Andréa explicou sobre as propor¢des da folha A4. Para formar
a folha A0 foi preciso 16 folhas A4, para formar a Al foi preciso 8 folhas A4 e
assim por diante. Eu aprendi que essas folhas sdo usadas em todos os paises,
menos nos Estados Unidos e Canadd, por usar uma folha menor do que a A4, e
também tem outra forma, a B0, etc., como CO, etc. A folha A4 é uma das folhas

mais utilizadas no mundo."

Aluno 13 "Eu aprendi com a aula de hoje a encontrar o valor de uma folha A0 e
também de uma folha A10. E também como se encontra a medida das &reas de
cada folha. Aprendemos a encontrar a medida da largura e do comprimento,
tanto por centimetros (cm), como por milimetros. A nossa professora Andréa,
ela nos mostrou vdrias folhas de varios tamanhos na nossa aula. N6s usamos
os papéis da série A. Aprendemos a dividir a largura pelo comprimento para

encontrarmos a \/E, que é um ntmero irracional."

Aluno 14 "A aula foi super interessante, pois aprendi muitas coisas de matematica.
Aprendi sobre A0, Al, ..., A10. A professora Andréa explicou tudo como se faz e
falou sobre as folhas e explicou como é cada uma da série A. O A0 é maior que o
A10 e também que existe vérias formas de se fazer a folha. Eu aprendi também
que a folha A4 é a mais usada e tudo vira matemdtica. Aprendi tirar as medidas

também."

Aluno 15 "Eu aprendi sobre papel A4. Ele tem vérias formas de fazer. Fizemos uma
escada comecando com o A10. Aprendi como se dobra pra dar o formato de uma
carta, de um jornal e de uma carta. A folha A2 é um jornal. Falou da divisdo do
comprimento pela largura, que é igual a raiz quadrada de 2. Com a folha A5, A7

e também juntando 16 folhas A4, tem como fazer A0 e assim tem como fazer uma
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escada diferente de cada um. As séries de B4 e C4 também fazem parte desta lista

e podemos manuseé-las normalmente como fizemos com a série A4."

Aluno 16 "Nesta aula n6s aprendemos sobre os papéis da série A. Foi falado da folha
AQ, da folha A4 e outras. Aprendi que a folha A0 é maior do que a folha A10, pois

a folha A10 é menor. Existe varias formas de medir os mm em cm de cada folha."

6.3 Analise dos resultados

Durante a aplicacdo da atividade observamos a profunda atenc¢do dos alunos, a
admiragdo por ver a aplicacdo da Matemética de modo nunca antes visto. Nos co-
mentdrios, na expressao facial e na atitude dos alunos em participarem e colaborarem,
vimos que o tema despertou muito o interesse. No relatério final, 31% dos alunos co-
mentaram a ideia de que nas folhas de papéis ha muita matemética para ser explorada.
Todos comentaram sobre, pelo menos, um contetido matemético que lhes chamou a
atencdo: Comparacdo de areas, unidades de medidas, fragdo, radiciacdo,célculo de
areas, divisibilidade, multiplicidade, razdo, proporcado, porcentagem e geometria.

Os contetidos foram apresentados, mas ndo aprofundados. No entanto, podemos
notar que o contexto no qual foram apresentados levou a maior fixagdo destes contetidos.
Embora no tenha sido o primeiro contato dos alunos com o valor da V2 e o calculo de
areas, notou-se naquela aula que os alunos viam uma razao para se saber tais contetidos.

Perguntas do tipo "Pra calcular a area, soma ou multiplica?" Sdo comuns nas aulas
de matematica, de acordo com a experiéncia da professora aplicadora. No entanto, o
cdlculo da drea de cada formato de papel da série A serviu para que os alunos treinassem
mais este cdlculo. Isso foi um ponto positivo até a professora pedir que se calculasse o
perimetro (no qual hd a soma das medidas dos lados, e ndo a multiplicagao).

O ponto negativo se deu porque os contetidos que causavam confusdo (drea e peri-
metro) se misturaram novamente. Portanto, pensamos que devemos criar estratégias
para sanar essa confusdo. Uma ideia seria que, quando usar as folhas de papel para
trabalhar um contetido, ndo trabalhar o outro. Com isso, esperamos que os alunos
lembrem do contetido associado ao uso das folhas. Mas diante de varias tentativas, a
professora pensa que esta é uma questdo cognitiva dos alunos, falta de treino pessoal
e ndo é nosso objetivo falar sobre este ponto.

O uso da régua milimetrada para medir a largura e o comprimento dos papéis era
previsto, mas ndo se esperava a reacao, tal como do Aluno 14: "Aprendi tirar as medidas
também”. Durante a aula, vimos a ignorancia no assunto. Tanto que a professora se
sentiu fracassada por ndo ter feito isso no ano anterior, por pensar que todos ja teriam
aprendido isso.

Outro ponto inesperado é o fato do Aluno 9 mencionar a ideia de dobro: "o A0 é
o dobro do A1, o Al é o dobro do A2...". De fato, é visivel que a 4drea da folha A(n-1)
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é o dobro da 4rea da folha An. A surpresa estd no uso da palavra, pois a construcdo
da série A foi feita por divisdo e ndo por multiplicacdo, como mostra o principio (P3),
descrito na pagina 28. A nocdo de dobro tem a ver com multiplicidade. Dai surge a
ideia de propor aos professores das séries iniciais a usarem folhas de papel ou qualquer
material concreto que envolva, ndo apenas quantidade, mas dimensdes, ao abordarem
a noc¢do de dobro, ou mesmo explorar as folhas de papel no ensino de divisibilidade,
que é contetdo do 6° ano do fundamental.

Ja a ideia de proporcdo quase ndo foi comentada. Apenas o Aluno 12 citou: "A
professora Andréa explicou sobre as propor¢des da folha A4". Isso se justifica porque o
assunto nao foi aprofundado. Proporcdo é contetdo introduzido, em geral, no 7° ano
e aprofundado dentro da geometria no 9° ano, antes de abordar o Teorema de Tales.
Portanto, os alunos terdo oportunidade de ter este assunto mais detalhado, usando
folhas de papel.

No que se refere ao estudo de fragdes, 50% dos alunos mencionaram algo que
envolve este contetido. O Aluno 1 comentou: "Em cada uma dessas folhas, se estudarmos
suas medidas, encontramos fragoes.”.

O estudo de frag¢oes é aprofundado geralmente no 6° ano. Logo, o aluno do 9° ano
ja deveria conhecer tal conteido. Mas sabemos que, por um motivo ou outro, isso
raramente acontece, por isso, foi relevante mostrar as fra¢des envolvidas nas folhas
de papel. Nesse momento os alunos viram fra¢des e mais fra¢cdes em todas as folhas,
como citou o Aluno 11: "Ab é a metade do A4, que também A4 é uma fracio do AO". Assim,
o contetudo foi relembrado e os alunos foram mencionando vaérias fracdes das folhas
que estavam na parede da escola, como mostra a Figura 31 na pagina 75. A grande
participagdo dos alunos revela a compreensao do contetido inserido no tema.

Tendo em vista que o objetivo principal era mostrar a Matematica envolvida nas
folhas de papel, percebendo a atencdo e a participacdo dos alunos durante a execugao
desta atividade e, ainda, tendo em vista o qué os alunos escreveram no relatério final,
consideramos o resultado foi satisfatério. No entanto, reconhecemos que poderia ser
melhor. A Professora poderia ter dado uma atividade individual para melhor avaliar a
desempenho dos alunos. Outra melhoria que pudemos observar é o retorno e o didlogo
sobre os itens que ndo ficaram muito claro para os alunos, como a diferenca entre um
formato e uma série de formatos. Isto pode-ser observado no cometario do Aluno 15,

por exemplo. Portanto, deixamos aqui nossa sugestao.



Consideracoes finais

Este trabalho mostrou que existe muita Matemaética basica envolvida nos formatos
de papel. Seu contetido pode ser explorado em aulas de Matemética dos Ensinos
Fundamental e Médio, de modo a dinamizar e contextualizar o ensino desta ciéncia.

Razdo e semelhanga foram os contetidos primordiais na origem dos formatos de
papel da série A. A progressdo geométrica, vista na organizagdo desta sequéncia, a divi-
sdo de uma folha de papel ao meio, para se obter outra, as taxas de redimensionamento
das folhas, sdo fatores que mostram as relacdes matemadticas inseridas nas folhas de
papel das séries A, Be C.

Nao podemos negar que o tema, embora singelo, é rico em contetidos perfeitamente
possiveis de se compreender na Educagdo Bésica. Isso é mostrado na atividade aplicada,
relatada no Capitulo 6.

Com esta atividade aprendemos que a escolha do tema de uma aula é um fator
importante para que o professor possa ter a atengdo dos alunos. Esse tema deve
envolver algo da vivéncia dos alunos. Isto ajuda na motivacdo tanto do aluno, quanto
do professor.

Também aprendemos que nao é necessdrio explorarmos contetidos de forma isolada,
até mesmo porque, na vida prética, isso ndo existe. Mesclar o ensino de dreas com o
estudo de fragOes é estratégico, pois, visivelmente é mais facil compreender o conceito
de fragdo utilizando algo concreto, palpavel, do que somente mostrar a representagao
de uma fragdo através de desenhos ou simbolos.

Abordando as dimensdes das folhas de papel, ndo tem como deixar de usar as uni-
dades de medidas de comprimento, tais como milimetros e centimetros, por exemplo.
Somente percebemos isso na aplicacdo da atividade, quando analisamos as duvidas e
as insegurancas dos alunos ao medir o comprimento e a largura das folhas.

Por fim, tendo em vista a abrangéncia do tema no ensino bésico, a facilidade na acei-
tacdo dos alunos e a beleza nas regularidades matematicas envolvidas nestas sequén-
cias de papéis, que foram pensadas para atender a necessidades da industria gréfica,
sentimo-nos impelidos a continuar buscando mais sobre o assunto e a aplicar, posteri-

ormente, as sequéncias de ensino sugeridas no Capitulo 5 deste trabalho.
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APENDICE A - Tabela das dimensdes dos formatos An,

Bn e Cn.

Tabela 11 — Férmulas Gerais das Dimensoes

Série | Formato | Largura | Medida | Comprimento | Medida
(Notagao) (Notagao)
A(n-1) Lagn-1 25" CA(-1) e
A An Lan 2 Can 21
A(n+1) L) 2% CA(n+1) 2
B(n-1) Ip(n-1) 27 CB(n-1) 2%
B Bn Iy 273 Chn 25"
B(n+1) IB(ns1) 27 % CB(n+1) 271
C(n-1) lew-1) 2% CC(n-1) 25"
C Cn len - Con o3
C(n+1) Loy 2% CC(n+1) 2"

Elaborada pela autora.



APENDICE B — Slides da atividade aplicada

Figura 33 — Slides de 1 a 4.

PROPRIEDADES MATEMATICAS DA
A FOLHA DE PAPEL A4 FOLHA A4

Trata-se de uma folha muito utilizada na escola nos
trabalhos administrativos e nas atividades
impressas para os alunos comunicados, textos
diversos e provas.

PROPRIEDADES MATEMATICAS DA PROPRIEDADES MATEMATICAS DA
FOLHA A4 FOLHA A4

Qualis as caracteristicas de um

Qual a forma da folha? A 5
retangulo?
- Quadnlatero
- Lados opostos congruentes
- Angulos retos

. Asdiagonais se encontram no ponto médio

Elaborada pela autora.
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Figura 34 — Slides de 5 a 12

PROPRIEDADES MATEMATICAS DA
FOLHA A4

Quais as vantagens de se ter uma
folha em forma de um retangulo?

Vocé imagina uma folha de papel
com outra forma para fazer suas
atividades escolares?

PROPRIEDADES MATEMATICAS DA
FOLHA A4

Quais as dimensdes desta folha de

papel?

Largura: =210 mm = 21,0 cm
Comprimento: = 297 mm = 29,7 cm

PROPRIEDADES MATEMATICAS DA
FOLHA A4

Qual a area desta folha de papel?

A ORIGEM DA FOLHA DE PAPEL A4

- A folha de papel A4 faz parte de uma série de
formatos que come¢a com o papel Al e vaiatéo

A10;

< Os tipos de papéis desta série surgiram com a
necessidade de se ter folhas de papel que,
dobradas ao meio, preservam a razao entre
comprimento e largura;

< Os primeiros registros sobre estes formatos
datam de 1763, numa carta do cientista alemio
Georg C. Lichtenberg (1742 - 1799) ao seu amigo,
Johann Beckmann.

ATIVIDADE PRATICA

Sabendo-se que o papel A4 faz parte de uma série
de formatos que comeca com o papel Al e termina
no papel A10, utilize folhas de papel A4 para
reproduzir todas as folhas desta série

Importante

~ A folha de papel Al é obtida dobrando-se o papel
A0 ao meio uma vez,

~ A folha de papel A2 é obtida dobrando-se o papel
A0 a0 meio duas vez,

~ A folha de papel A3 é obtida dobrando-se o papel
AU ao meio trés vez;

v

ATIVIDADE PRATICA

Vamos preencher a tabela a seguir

das folhac Qe A

onsENs dEY o (A0 |23 | Ao | Ae (A2 | ae |45 (23 [ A | e

| LArC O (memd

| COAPRBIENTD (remd.

AMES (mm)

FEERVETED (om)

ILA230 ENTEE COMPRIMENTO E LASCUT A

Elaborada pela autora.
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Figura 35 — Slides de 11 a 16.

ATIVIDADE PRATICA

- O que vocé observa na sequéncia das
folhas desta série?

- De AD até A10 as folhas as
dimensdes das folhas aumentam ou
diminuem?

- O que acontece com as areas?

- Ao dividir o comprimento pela
largura de cada folha, obtivemos que
valor?

NAO E MERA COINCIDENCIA

Estas folhas de papel tem caracteristicas pré-
definidas e bem pensadas, de modo a facilitar seu

uso e manuselo.

As caracteristicas dimensionais destes formatos de
papel obedecem a regularidades matematicas
precisas e muito bem pensadas

AS CARACTERISTICAS DA SERIE A

Esta série de formatos de papel segue trés
principios:

(P1) A folhas a0 retingulos semelhantes entre si,
com razao de semelhanga igual a v/2;

(P2) O formato basico (inicial) é 0 A0, com 1in? de
area;

(P3) Cada formato seguinte é obtido dobrando-se a
folha ao meio, paralelamente a sua largura.

SEMELHANGA DE RETANGULOS

COMO OBTER UMA FOLHA COM RAZAO /27

Olhe ao seu redor e me diga:

Onde a Mutemdatica ndo esta?

Professora Andréa
Obrigada'

Elaborada pela autora.



APENDICE C — Termo de autorizagéo de uso das fotos e
participacao na pesquisa-MODELO

A
AA
A A
AAAA
Universidade Federal do Oeste do Para - UFOPA PROFMAT
Instituto de Ciéncias da Educagdo - ICED
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT
Neste ato, , nacionalidade
estado civil portador da Cédula de identidade RG n°
inscrito no CPF sob n° residente a Av/Rua
n°® municipio de Pacaja/Pard. AUTORIZO o uso das fotos do menor

aluno da Escola Municipal de Ensino Fundamental
Cecilia Merelles, bem como AUTORIZO a participagdo deste menor na pesquisa. A presente autoriza¢do
é concedida a titulo gratuito, abrangendo o uso da imagem acima mencionada e da pesquisa referente
ao Trabalho de Conclusdo do Curso de Andréa Feitosa Reis, aluna da Universidade Federal do Oeste
do Para. O trabalho tem como titulo A Matemdtica nos Formatos de Papel e serd entregue a biblioteca
desta instituicdo. E um pré-requisito para a conclusdo do Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional PROFMAT. Por esta ser a expressdo da minha vontade declaro que autorizo o uso acima
descrito sem que nada haja a ser reclamado a titulo de direitos conexos a imagem do menor acima citado,
ou a qualquer outro, e assino a presente autoriza¢do em 02 vias de igual teor e forma.

Vila Arataui-Pacaja/PA, de fevereiro de 2015.

Nome da criancga:
Por seu Responsavel Legal:

Telefone p/ contato:

Assinatura do Responséavel Legal



APENDICE D — Carta de Lichtenberg a Johann
Beckmann

A carta a seguir', escrita na Alemanha, em 1786 pelo professor de fisica Georg Christoph Lichtenberg
(1742-1799), da Universidade de Gottingen, para Johann Beckmann, parece ser a mais antiga referéncia
escrita preservada para a idéia de usar V2, como uma relacdo de aspecto de formatos de papel, como é
feito hoje para o papel A4.

Para Johann Beckmann
Vossa Senhoria

Posso agora lhe informar com certeza (por ter ouvido eu mesmo de HE. Deluc) que Londres estd
coberta parcialmente em basalto e parcialmente em granito. O primeiro vem da Escdcia, mas o tiltimo
vem das ilhas de Jersey e Guernsey.

Pode V.Sa. dizer-me onde siio produzidos os formatos utilizados por nossos fabricantes de papel, ou
se eles, o que eu duvido, produzem os seus proprios? Espero que o motivo deste questionamento
ndo seja desconfortdvel para V.Sa. Uma vez dei um exercicio para um jovem inglés, a quem eu
ensinei Algebra, para encontrar uma folha de papel, para a qual todos os formatos “forma patens”,
“folio”, “4to”, 8", “16”, fossem semelhantes uns com os outros. Tendo encontrado tal razdo, eu quis
aplicd-la, com o auxilio de tesouras, em um papel comum de escrita, mas descobri com prazer, que o
papel jd tinha tal razio.

E este papel no qual escrevo esta carta, mas por ter sido cortado e seu formato original ter sido perdido,
eu inclui um original ndo cortado. O lado menor do retdngulo deve estar para o lado maior assim
como 1 estd para N2, ou como o lado de um quadrado estd para sua diagonal.

Este formato tem algo de agraddvel e distinto comparado ao formato comum. Estas regras foram
dadas aos fabricantes de papel ou tém sido difundidas por tradicio? De onde vem este formato, que
parece ndo surgir por acidente?

Perdoe-me V.Sa. por esta liberdade.

Gottingen, 25 de outubro de 1786.

GClLichtenberg

Fonte: http://www.cl.cam.ac.uk/~mgk25/1ichtenberg-letter.html

(traducdo nossa).

1 Pode ser encontrada, no idioma original no livro "Correspondéncia” [12], nas paginas 274 e 275.


http://www.cl.cam.ac.uk/~mgk25/lichtenberg-letter.html
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