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RESUMO

NESTE trabalho, estudaremos as funções seno e cosseno definidas no conjunto dos números
complexos, com o objetivo de mostrar aos professores do ensino médio a existência de

valores de seno e cosseno maiores que 1 (um). Para isso, faremos estudos sobre trigonometria
e sobre os números complexos. Para definirmos as funções trigonométricas complexas, fare-
mos uso dos conhecimentos da série de MacLaurin e da exponencial complexa. Além disso,
mostraremos que as funções trigonométricas complexas gozam das mesmas propriedades que
as funções trigonométricas reais, e veremos que existem valores de seno e cosseno maiores que
1 (um), sendo que nenhum deles é real.

Palavras-chave: Função seno complexa, função cosseno complexa, números complexos, ex-
ponencial complexa.



ABSTRACT

IN this work, we study the sine and cosine functions defined in the set of complex numbers,
with the aim of showing high school teachers for values of sine and cosine greater than 1

(one). To do so, we studies on trigonometry and complex numbers. To define the complex
trigonometric functions, we use the knowledge of the MacLaurin series and complex exponen-
tial. Furthermore, we show that the complex trigonometric functions enjoy the same properties
as real trigonometric functions, and we will see that there are values of sine and cosine greater
than 1 (one), none of which is real.

Keywords: Complex sine function, complex cosine function, complex numbers and complex
exponential.
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INTRODUÇÃO

QUANDO analisamos o conteúdo de matemática no ensino básico, geralmente, constatamos
que duas características são bastante evidentes e contraditórias. A primeira característica

a ser observada se refere a importância do conhecimento da área de matemática, e a segunda
trata da insatisfação quanto aos resultados negativos em relação à sua aprendizagem.

O que fundamenta a ideia de importância da matemática, diz respeito ao seu papel deci-
sivo, pois possibilita a resolução de problemas da vida cotidiana, possui inúmeras aplicações
na esfera do trabalho e funciona como instrumento indispensável para a construção de conhe-
cimentos em outras áreas.

Em contra partida, a insatisfação traz à tona alguns problemas que devem ser enfrentados,
entre eles se destacam: o ensino centrado em procedimentos mecânicos, que na maioria das ve-
zes, são desprovidos de significados para os alunos. Há portanto, uma necessidade em caráter
emergencial para reformular os objetivos, rever conteúdos e buscar metodologias compatíveis
com a formação que a sociedade reclama.

Frente a essa realidade, o ensino das funções seno e cosseno surgem com inúmeras possi-
bilidades de alcançar tais contradições, pois possuem um campo vasto de aplicações. Porém,
quando essas funções são trabalhadas no ensino médio, temos apenas o enfoque da sua de-
finição no conjunto dos números reais, fazendo com o que os alunos pensem apenas nessa
realidade, ou seja, mostra-se que as funções seno e cosseno são limitadas em um intervalo de
números reais fechado com extremos nos números −1 (menos um) e +1 (mais um).

Além disso, temos o auxílio da internet, que por sua vez, possibilita uma busca mais rápida
por aplicações das funções seno e cosseno nas diversas áreas do conhecimento. Entretanto,
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nessas buscas podemos encontrar situações em que valores de seno e cosseno são maiores
que 1. E essa informação pode ser surpreendente para muitos, pois se definirmos as funções
seno e cosseno no conjunto dos números complexos, veremos que essas funções não são mais
limitadas.

Um dos primeiros a tratar as funções seno e cosseno no conjunto dos números complexos,
foi Euler (ver, [12]). Ao considerar um círculo S1 como um subconjunto

S1 = {z ∈ C; | z |= 1}

do plano complexo, observou-se que a aplicação E : R → S1 ⊂ C toma a forma E(x) =

cos(x) + isen(x), pois R2 é visto como C. Utilizando as fórmulas de arco soma do seno e do
cosseno de números reais podemos notar que

E(x + y) = cos(x + y) + isen(x + y)
= (cosx + isenx)(cosy + iseny)
= E(x) · E(y).

Portanto, Euler concluiu que E é uma função complexa comportando-se como uma expo-
nencial. Isto o levou a propor a seguinte equação:

eix = cos(x) + isen(x).

Esta equação fez com que várias controvérsias aparecessem, principalmente por levar a
conclusões inesperadas como eiπ = −1. Além disso, podemos reescrever essa conclusão da
seguinte forma: eiπ + 1 = 0. Esta igualdade é uma das mais expressiva na matemática, pois
relaciona os principais símbolos matemáticos em uma única igualdade.

Com o avanço dos conhecimentos das funções complexas, verificou-se que a equação de
Euler é a única possível se quisermos manter para os complexos as propriedades válidas nos
reais.

Sendo assim, as funções seno e cosseno poderam ser estendidas ao conjunto dos números
complexos de modo que:

sen(x) =
eix − e−ix

2i
e

cos(x) =
eix + e−ix

2
.
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É importante ressaltar que estas relações são frutos da série de Maclaurin, que é um caso espe-
cial da série de Taylor e através delas conseguimos mostrar a existência de valores de seno e de
cosseno maiores que 1 (um) (ver, [37]).

Sendo assim, este trabalho tem como objetivo principal mostrar aos professores do ensino
médio, que existe a possiblidade das funções seno e cosseno terem valores maiores que 1. Com
isso, mudarmos a forma de apresentar a definição das funções seno e cosseno, ou seja, deixar
claro ao aluno que, se estendermos a definição das funções seno e cosseno ao conjunto dos
números complexos, teremos valores de seno e cosseno maiores que 1.

Preocupados com esta temática, podemos notar que alguns livros didáticos do ensino mé-
dio [4, 3, 16, 19, 22], tratam as funções trigonométricas apenas no conjunto dos números reais,
e nenhum deles aborda, nem a nível de informação, a possibilidade da existência de valores
para o seno e para o cosseno no conjunto dos complexos.

Um outro fator importante, é a necessidade dos professores estarem buscando se aprimo-
rar, a fim de que os alunos tenham condições de compreender as funções trigonométicas em
um sentido mais amplo para que possam progredir em seus estudos posteriores. Em se tra-
tando de quais são os conhecimentos de matemática necessários para ensinar Shulman [31, 32]
define categorias do conhecimento básico, incluindo conhecimento do conteúdo, considerado
fundamental para a atividade docente.

Além disso, diversas publicações (Cury [13]; Lellis [20]; Moreira e Soares [24]; D’Ambrosio
[14]) nos mostram que o conhecimento dos conteúdos é um dos pilares da autonomia e da
autoconfiança do docente, tanto na reconstrução do currículo quanto para organizar as práticas
didáticas interativas. Segundo Fiorentini et. al. [34] e Fiorentini [17] um dos principais desafios
enfrentados pelos professores, se refere a possuirem uma atitude investigadora e crítica em
relação à prática pedagógica e aos saberes e, também, a participação na produção de saberes e
no desenvolvimento curricular da escola.

Sendo assim, é de suma importância que os professores do ensino médio possuam condi-
ções necessárias para desenvolverem os seus trabalhos em sala de aula, visto que o domínio
do que ensina é fundamental ao desenvolvimento dos trabalhos. Por isso, quando tratarmos
de funções trigonométricas devemos estar atentos a todas as possibilidades de abordagem,
inclusive considerando um domínio de números complexos.

O presente trabalho é estruturado em três capítulos como segue:
No capítulo 1, será apresentada a trigonometria no triângulo retângulo, onde será abor-

dado o teorema de Pitágoras, as razões de seno, cosseno e tangente, além disso, a extensão
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dessas funções ao conjunto dos números reais. Serão ainda demonstradas algumas de algu-
mas propriedades referentes as funções seno e cosseno, e também a relação fundamental da
trigonometria.

No capítulo 2, seguindo o mesmo raciocínio da primeira seção, serão abordados os concei-
tos básicos de números complexos, um pouco do contexto histórico e demonstrações de algu-
mas propriedades consideradas importantes para o desenvolvimento do tema. Ainda nesta
abordagem, será apresentada a função exponencial, que servirá de pré-requisito para alcançar
o objetivo deste trabalho.

No capítulo 3, trabalharemos as funções seno e cosseno definidas no conjunto dos números
complexos, mostrando a existência do seno e cosseno maiores que 1 e as demonstrações de pro-
priedades referentes as essas funções. Além disso, serão comparadas as funções seno e cosseno
definidas no conjunto dos números reais e as definidas no conjunto dos números complexos.
Dessa forma, iremos alcançar o objetivo principal do trabalho.

Nas considerações finais, apresentaremos nossas conclusões a respeito da existência de va-
lores de seno e cosseno maiores que 1.
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CAPÍTULO 1

TRIGONOMETRIA

OEstudo da trigonometria se deu pela necessidade de resolver problemas das civilizações
antigas, motivando o desenvolvimento de ciências como Agrimensura, Navegação e As-

tronomia, pois as dimensões do universo sempre fascinaram os cientistas, e com isso, o estudo
da trigonometria avançou para acompanhar as necessidades de tais ciências. O astrônomo
grego Aristarco de Samos (310 a.C. - 230 a.C.) foi um dos primeiros a calcular as distâncias que
separam a Terra, a Lua e o Sol. Para tal feito, ele fez uso de relações entre as medidas dos lados
dos triângulos retângulos com seus ângulos internos [12].

Em se tratando de trigonometria como ciência, alguns relatos mostram que a trigonometria
nasceu com o astrônomo grego Hiparco de Nicéia (190 a.C. - 125 a.C.), que também é conhecido
como o Pai da Trigonometria por ter estudado e sistematizado algumas relações entre elementos
de um triângulo [12].

As relações entre as medidas dos lados de um triângulo com as medidas de seus ângu-
los é de grande utilidade na medição de distâncias inacessíveis ao homem, como a altura de
montanhas, torres e árvores, ou largura de rios e lagos. Além dessas aplicações, a trigonome-
tria também possui aplicações na Engenharia, na Mecânica, na Eletricidade, na Acústica, na
Medicina e até na Música [21, 27, 29].
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1.1 Teorema de Pitágoras

Antes de falarmos do teorema de Pitágoras, iremos definir alguns elementos importantes
do triângulo retângulo. Em trigonometria, os lados dos triângulos retângulos assumem nomes
particulares, apresentados na Figura 1.1. O lado de maior comprimento, oposto ao ângulo reto
θ, chama-se hipotenusa; os lados restantes, ligados ao ângulo reto, chamam-se catetos.

Figura 1.1: Um triângulo retângulo.

O geômetra grego Pitágoras (570-501 a.C.) formulou o seguinte teorema, que tem hoje o seu
nome, e que relaciona a medida dos diferentes lados do triângulo retângulo: a soma do quadrado
dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa. Ou seja, se x e y forem o comprimento dos dois
catetos e h o comprimento da hipotenusa, teremos:

x2 + y2 = h2.

Demonstração.
Observando a Figura 1.2, temos que o triângulo retângulo tem seus catetos de comprimento

x e y. Como a área de um triângulo é dada pela metade do produto do comprimento da base
pelo comprimento da altura, temos que a área deste triângulo é xy

2 . Observando a Figura 1.2,
temos que o quadrado de lado h foi construído de forma que, pudéssemos ter "copiado"e "co-
lado"o triângulo de tal maneira que a hipotenusa do triângulo fosse o lado do quadrado. Sendo
assim, a área do quadrado é, naturalmente, h2. Com essa construção, temos uma nova figura,
um quadrado, no qual se inscrevem o quadrado e os triângulos - o "original"e as "cópias". Este
novo quadrado tem lado de comprimento x + y como mostra a Figura 1.2.
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Figura 1.2: Demonstração do Teorema de Pitágoras.

Neste caso, a área do novo quadrado é (x + y)2, ou seja, x2 + 2xy + y2. Por outro lado, a
área deste novo quadrado é igual ao espaço ocupado pelas figuras anteriores (o quadrado e os
quatro triângulos). Estas cinco figuras têm áreas dadas por h2 e xy

2 . Como temos quatro triân-
gulos, a área que todos eles ocupam é 4xy

2 = 2xy. Então, as cinco figuras dentro do quadrado
maior ocupam uma área que totaliza h2 + 2xy. Mas esta área é igual à do quadrado maior,
como se vê na Figura 1.2. Portanto, temos

x2 + 2xy + y2 = h2 + 2xy

x2 + y2 = h2,

que é justamente a fórmula para o teorema de Pitágoras.

1.2 Relações Trigonométricas de Ângulos

Na maioria das aplicações trigonométricas, relacionam-se os comprimentos dos lados de
um triângulo recorrendo a determinadas relações dependentes de ângulos internos. Neste
sentido serão apresentadas algumas relações trigonométricas, para isso, considere a Figura 1.1.

1.2.1 Seno de α

É o quociente do comprimento do cateto oposto ao ângulo α pelo comprimento da hipote-
nusa do triângulo (ver Figura 1.1):

sen(α) =
y
h

.
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1.2.2 Cosseno de α

É o quociente do comprimento do cateto adjacente ao ângulo α pelo comprimento da hipo-
tenusa do triangulo (ver Figura 1.1):

cos(α) =
x
h

.

1.2.3 Tangente de α

É o quociente dos comprimentos do cateto oposto pelo cateto adjacente (ver Figura 1.1):

tg(α) =
y
x

.

Pode ser definida também como sendo o quociente do seno pelo cosseno, ou seja,

tg(α) =
sen(α)
cos(α)

=
y
h
x
h
=

y
h
· h

x
=

y
x

.

1.3 Relação Fundamental da Trigonometria

A fórmula fundamental da trigonometria surge como um caso particular do teorema de
Pitágoras,

x2 + y2 = h2.

Como a hipotenusa é diferente de zero, podemos dividir ambos os membros desta igualdade
por h2, ou seja,

x2

h2 +
y2

h2 = 1(x
h

)2
+
(y

h

)2
= 1,

usando as definições de seno e cosseno, acima definidas, temos,

(sen(α))2 + (cos(α))2 = 1,

isto é,
sen2(α) + cos2(α) = 1.

Portanto, sen2(α) + cos2(α) = 1 é a fórmula fundamental da trigonometria.
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1.4 Seno, Cosseno e Tangente como Funções Reais de Variável
Real

Inicialmente definimos as funções seno, cosseno e tangente de forma a atender as condi-
ções implicitas no triângulo retângulo, ou seja, atendendo a que seus argumentos, o ângulo α,
estivesse entre 0◦ e 90◦, pois caso contrário não teriamos um triângulo retângulo.

Façamos algumas análises:

(1) se o ângulo α for igual a zero grau, teríamos um segmento de reta;

(2) se o ângulo α for igual a noventa graus, teríamos duas semi-retas com os pontos de ori-
gem ligados por um segmento de reta, com o qual são perpendiculares.

Temos, pois, que as funções trigonométricas, tal como anteriormente definidas para o triângulo
retângulo, têm o domínio restringido a 0◦ < α < 90◦, ou se usarmos radianos, 0 < α < π

2 .
Para que possamos ter as funções trigonométricas definidas em toda reta real, devemos re-

correr ao círculo trigonométrico. Ele é definido por uma circunferência de raio unitário centrada
na origem dos eixos coordenados.

Figura 1.3: O círculo trigonométrico e um ponto P sobre ele.

Observando a Figura 1.3, notamos o triângulo retângulo OPx. Como o raio (r) da circunfe-
rência é igual a 1 (um), todos os pontos da circunferência distam da origem da mesma distância,
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r = 1. Sendo assim, o segmeto de reta com extremidades nos pontos O e P tem comprimento
igual a 1 (um), ou seja, OP = 1.

Usando o triângulo OPx, temos que:

sen(α) =
y
r

e
cos(α) =

x
r

,

sendo que r é a hipotenusa. Dessa forma, podemos definir o seno e o cosseno do ângulo α, para
todos os valores de α, e não somente para aqueles entre 0◦ (ou 0 radiano) e 90◦ (ou π

2 radianos),
definidos anteriormente. Como no círculo trigonométrico o raio é r = 1, temos então que as
coordenadas do ponto P podem ser escritas como

y = sen(α)

e
x = cos(α),

ou seja,
P(x, y) = P(cos(α), sen(α)).

Analisando algumas situações na Figura 1.3, temos:

(1) sen(π
2 ) = 1 e cos(π

2 ) = 0

(2) se o ângulo α for igual a π radianos (meia-volta no cículo trigonométrico), temos

sen(π) = 0

e
cos(π) = −1,

obtemos o ponto P(x, y) = (0,−1).

(3) quando temos α = 2π radianos (uma volta completa no círculo, começando em α = 0),
voltamos a ter o ponto (0, 1). Portanto, sen(2π) = 0 e cos(2π) = 1.
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Continuando com este raciocínio e caminhando com o ponto P sobre o círculo trigonomé-
trico, verificamos que as funções se repetem cada vez que adicionamos 2π radianos ao ar-
gumento (ângulo), isto é, são periódicas. Definimos assim, as funções seno e cosseno para
os ângulos positivos, sendo que os ângulos positivos são construídos no sentido anti-horário.
Para completar o domínio na reta real, basta raciocinar de forma análoga ao caso dos ângulos
positivos considerando a construção dos ângulos no sentido horário. As duas funções ficam
então definidas para todos os valores da reta real.

Para definirmos a função tangente em toda a reta real, vamos considerar a Figura 1.4. Re-
cordemos que a definição de tangente é:

tg(α) =
y
x

.

Fazendo análise dos triângulos OPx e OP′x′, temos que estes são semelhantes pois o ân-
gulo α é comum a ambos os triângulos; como os lados Px e P′x′ são paralelos, os ângu-
los formados com o eixo dos x são iguais; e consequentimente os ângulos dos vértices P e
P′ são iguais. Dessa forma, os triângulos são semelhantes pelo caso AAA. Portanto, pode-
mos definir a tangente do angulo α da forma anterior, sendo x e y as coordenadas do ponto
P(x, y) = (x, y) = (cos(α), sen(α)). Recordamos que estamos trabalhando com uma circufe-
rência de raio r = 1.

Figura 1.4: O círculo trigonométrico, um ponto P sobre ele e um ponto P’.
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A tangente do ângulo α é assinalada pela "altitude"do ponto P′, ou seja, a sua ordenada.
Ora, o ponto P′ tem coordenadas P′ = (1, tg(α)). Usando o fato de que os triângulos são
semelhantes e, além disso, possuem os lados proporcionais. Portanto, temos que é igual o
quociente de comprimentos dos lados para os dois triângulos. Observando o triângulo contido
na circunferência, temos que tg(α) = y

x , e dentro da circunferência temos −1 ≤ x ≤ 1. Ora, o
ponto P′ no segundo triângulo tem abscissa x = 1, pois situa-se sobre a reta vertical que passa
por x = 1 no eixo X. Sendo x = 1, temos então y = x · tg(α). Para ângulos tais que y > x,
temos que tg(α) > 1. Como x = 1 em P′, segue:

tg(α) > 1⇒ x · tg(α) > 1⇒ y = x · tg(α) > 1.

Nesse caso, a "altura"do ponto P′ nos dá uma medida de tg(α). O mesmo raciocínio é utilizado
para definirmos os valores negativos.

É importante observar que esta função não pode ser definida para todos os valores da reta
real. De fato, quando α = π

2 , a "altura"de P′ é infinita (ou seja, tg(α) = ∞), e nesse caso a função
não fica bem definida nesse ponto. O mesmo se passa para 3π

2 , 5π
2 e assim por diante, ou seja,

para qualquer ângulo da forma α = π
2 + kπ, sendo k um número inteiro. Portanto, o domínio

desta função deve necessariamente excluir todos estes pontos em que a função não fica bem
definida; os restantes dos pontos são permitidos.

1.5 Algumas Propriedades das Funções Trigonométricas

Usando as definições dadas acima, podemos deduzir a maioria das fórmulas que usual-
mente aparecem na trigonometria e algumas das propriedades das funções trigonométricas
são enunciadas na proposição a seguir. Para a demonstração desta proposição, utilizaremos o
fato das funções seno, cosseno e tangente serem periódicas nas quais seno e cosseno possuem
período 2π e a tangente tem o período dado por π.

Proposição 1.1. Para quaisquer α, β ∈ R, temos:

(1) sen(−α) = −sen(α).

(2) cos(−α) = cos(α).

(3) cos(α + β) = cos(α)cos(β)− sen(α)sen(β).
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(4) sen(α + β) = sen(α)cos(β) + sen(β)cos(α).

(5) cos(2α) = cos2(α)− sen2(α).

(6) sen(2α) = 2sen(α)cos(α).

Demonstração:

Figura 1.5: Acerca das propriedades das funções trigonométricas.

(1) Seja α = −β, isto é, α =| β |, e β = − | α |= −α. Ora, sen(α) = y
r . Projetando o ângulo β

sobre o eixo dos Y, então vem que sen(β) = y′
r < 0, pois y′ < 0 (Figura 1.5). Observemos

que, sen(β) = y′
r e por conseguinte

sen(α) =
y
r
= −y′

r
= −sen(β) = −sen(−α)

sen(α) = −sen(−α)

sen(−α) = −sen(α)

Portanto, sen(−α) = −sen(α).
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(2) Seja α = −β. Ora, cos(α) = x
r e cos(β) = x′

r . Na projeção feita na Figura 1.5, observamos
que x = x′. Sendo assim,

cos(α) =
x
r
=

x′

r
= cos(β) = cos(−α)

cos(α) = cos(−α).

Portanto, temos que a função cosseno satisfaz esta propriedade.

Figura 1.6: Círculo trigonométrico, de raio r = 1.

(3) Para demonstrar este item, usaremos o conhecimento de produto interno que pode ser
encontrado em [36]. Sejam

−→
OA e

−→
OB dois vetores com origem no ponto O e extremi-

dade no ponto A e B e que fazem ângulo α e β com o eixo dos X, respectivamente. Pela
definição de produto interno de dois vetores, temos que

−→
OA · −→OB =‖ −→OA ‖ . ‖ −→OB ‖ .cos(β− α),

e β − α é um ângulo que
−→
OB faz com

−→
OA. O ponto A, pela Figura 1.6, tem coordena-

das (cos(α), sen(α)), e o ponto B tem coordenada (cos(β), sen(β)). Visto que os vetores
possuem origem no ponto O = (0, 0), as coordenadas dos vetores coincidirão com as
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coordenadas dos pontos A e B. Com isto em mente, o produto interno dos dois vetores
pode ainda ser escrito como:

(cos(α), sen(α)) · (cos(β), sen(β)) = cos(α) · sen(β) + sen(α) · cos(β)

Fazendo equivaler as duas expressões para o produto interno dos dois vetores, e notando
que ‖ −→OA ‖=‖ −→OB ‖= 1 (visto que o círculo trigonométrico tem raio r = 1), temos
finalmente:

cos(β− α) = cos(α)sen(β) + sen(α)cos(β).

Fazendo agora,

cos(β + α) = cos(β− (−α)) = cos(−α)sen(β) + sen(−α)cos(β).

Usando o fato de que sen(−α) = − sen(α) e cos(−α) = cos(α), demonstrado anterior-
mente, temos:

cos(β + α) = cos(α)sen(β) + (−sen(α))cos(β)

cos(β + α) = cos(α)sen(β)− sen(α)cos(β).

Portanto, mostramos que cos(α + β) = cos(α)sen(β)− sen(α)cos(β) é válida.

(4) Para demonstrar esta relação, partiremos da ideia de sen(β − α). Para isso, iremos fa-
zer uso da definição de dois ângulos complementares (isto é, cuja soma é π

2 radianos).
Observando a Figura 1.7, temos que o seno de um ângulo é igual ao cosseno do ou-
tro ângulo. Supondo h = 1, o comprimento do cateto adjacente a α é cos(α). O ca-
teto adjacente ao ângulo α é simultaneamente o cateto oposto ao ângulo β. Portanto,
cos(α) = sen(β). Igualmente, sen(α) = cos(β), como se vê na Figura 1.7. Fazendo uso da
relação sen(β) = cos(π

2 − β), temos que:

sen(β− α) = cos(
π

2
− (β− α))

= cos(α− (β− π

2
))

= cos(α) · cos(β− π

2
) + sen(α) · sen(β− π

2
)

= cos(α) · [cos(β) · cos(
π

2
) + sen(β)sen(

π

2
)] + sen(α) · sen(β− π

2
).
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Figura 1.7: Relações trigonométricas para dois ângulos suplementares, α e β.

Ora, cos(π
2 ) = 0 e sen(π

2 ) = 1. O seno tem período 2π (isto é, sen(θ) = sen(θ + 2π)),
e por conseguinte sen(β− π

2 ) = sen(β + 3π
2 ). Usando o recurso de redução ao primeiro

quadrante, temos: sen(π
2 ) = sen(β + 3π

2 ) = −cos(β).

Assim,
sen(β− α) = cos(α) · [cos(β) · 0 + sen(β) · 1] + sen(α)(−cos(β))

sen(β− α) = cos(α)sen(β)− sen(α)cos(β)

Para concluir a demonstração, basta fazer:

sen(β + α) = sen(β− (−α))

sen(β + α) = cos(−α)sen(β)− sen(−α)cos(β)

sen(β + α) = cos(α)sen(β) + sen(α)cos(β)

Portanto, sen(α + β) = sen(α)cos(β) + sen(β)cos(α).

(5) Neste caso, basta fazer α = β e utilizar a igualdade provada no item (3). Para o arco
α + β = 2α, temos:

cos(2α) = cos(α)cos(α)− sen(α)sen(α)

cos(2α) = cos2(α)− sen2(α).
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(6) Usando o mesmo raciocínio do item anterior e usando a igualdade do item (4), temos:

sen(2α) = sen(α)cos(α) + sen(α)cos(α)

sen(2α) = 2sen(α)cos(α).

No próximo capítulo, iremos realizar um estudo a respeito de alguns conceitos básicos de
números complexos, que será de suma importância ao desenvolvimento das funções trigono-
métricas de variável complexa, as quais mostraremos a existência de valores de seno e cosseno
maiores que 1.
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CAPÍTULO 2

NÚMEROS COMPLEXOS

2.1 Origem dos Números Complexos

ODesenvolvimento dos números se deu ao longo da história de forma gradativa, de ma-
neira a atender as necessidades da época. O que não é diferente para os números com-

plexos. Em algumas situações em que envolviam equações do 2o grau, como x2 + 1 = 0, os
matemáticos diziam que tais equações não possuiam solução, pois até então não se admitia
raiz quadrada de números negativos. Essas conclusões ocorreram até o século XVI.

Entretanto, a principal motivação dos números complexos foi a equação do 3o grau, pois ao
trabalhar com essas equações, alguns matemáticos observaram que os números reais não eram
suficientes para resolve-las, daí a necessidade de novos números. Para solucionar tais necessi-
dades, alguns matemáticos europeus, principalmente os italianos, desenvolveram pesquisas, e
até realizaram disputas.

Antes das disputas realizadas entres os matemáticos, alguns pesquisadores já realizavam
estudos a cerca das resoluções de problemas envolvendo equações do 3o grau, porém, muitos
não publicavam seus trabalhos. Esse tipo de comportamento pode ser observado de duas ma-
neiras: alguns matemáticos não publicavam seus estudos para desafiar os outros matemáticos,
para se mostrar algumas vezes mais inteligentes; ou não publicavam seus estudos devido ao
medo, pois se outro matemático encontrasse algum erro em sua teoria, colacaria em risco a
notoriedade da teoria.

Dessa forma, alguns estudos avançaram no intuito de resolver a problemática das equações
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do 3o grau, e nesse contexto, o jovem Niccolò Fontana, conhecido como Tartaglia, foi desafi-
dado a resolver várias equações do 3o grau. Para surpresa, Tartaglia conseguiu resolver todos
os problemas, com muita dedicação e esforço, e, além disso, criou um método para a resolução
de equações desse tipo. Tartaglia venceu todas as disputas propostas a ele.

Um fato interessante dentro da história dos números complexos, deve-se a esta descoberta
de Tartaglia. A famosa "Fórmula de Cardano", é fruto dos trabalhos de Tartaglia, pois ao saber
que Tartaglia tinha conseguido resolver as equações de 3o grau, Girolamo Cardano insistiu
para que Tartaglia lhe desse a fórmula de resolução. Depois de muita insistência, Tartaglia
resolveu revelar a solução para Cardano, sendo que Cardano jurava que não iria divulgar o
resultado. Porém, Cardano não cumpriu o acordo, e publicou a resolução de uma equação do
2o grau usando de maneira similar a resolução de Tartaglia, e apenas mencionou, de maneira
bem simples, o nome de Tartaglia em sua publicação. E assim, tal método de resolução ficou
conhecido como "Fórmula de Cardano".

Após esse grande embate, tem-se um novo problema inquietante trazido por Cardano, que
na época, era conhecido como números "sofisticados", ou seja, as raízes quadradas de números
negativos. Cardano chegou a concluir que tais números seriam um número "tão sutil quanto
inútil". Com o desenvolvimento de estudos posteriores, conseguiu-se provar que estes núme-
ros não eram tão inúteis como Cardano achava (ver,[5]).

Com a utilização dos números complexos, fez-se necessário a simplificação da sua escrita.
Esta simplificação deve-se as contribuições de Leonhard Euler, que criou o símbolo i para re-
presentar a raiz quadrada de −1. Uma outra contribuição dada por Euler, é que os números
complexos também possuiam uma parte real, ou seja, um número complexo seria do tipo:
z = a+ ib, onde a e b são números reais e i2 = −1. Porém, esta contribuição só foi aceita depois
que Gauss a apresentou. Além disso, Euler mostrou que os números complexos são um corpo
fechado, pois, como veremos a seguir, as operações de soma e multiplicação realizadas com os
elementos deste conjunto, resultam em elementos do próprio conjunto (ver, [5, 18]).

Além dos estudos a cerca das manipulações algébricas, também foram desenvolvidos tra-
balhos buscando representar os números complexos de forma geométrica. Os trabalhos publi-
cados por Jean Argand já faziam uma correspondência objetiva entre os números compelxos
e os pontos do plano. Mas só depois das contribuições de Gauss é que foi aceita a represen-
tação geométrica, pois Gauss pensou nos números a + b

√
−1 como coordenadas de um ponto

do plano cartesiano, tendo assim a representação do número complexo a + b
√
−1 = (a, b).

Além disso, deu uma intrepetação geométrica para a adição e multiplicação dos símbolos. É
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importante lembrarmos que, a expressão números complexos foi utilizada a partir de Gauss
em 1832.

2.2 Números Complexos

A definição dos números complexos adotada aqui será a do matemático irlandês William R.
Hamilton de 1837, embora muito anteriormente vários matemáticos já houvessem trabalhado
com os números complexos como pontos no plano (ver, [35]).

2.2.1 Definição

Um número complexo z é um par ordenado de números reais z = (x, y) satisfazendo as seguintes
regras de manipulação para a soma e o produto:

(1) z1 + z2 = (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2).

(2) z1z2 = (x1, y1)(x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2).

Estas duas operações, a da soma e a do produto, gozam das seguintes propriedades:

(3) comutatividade: z1 + z2 = z2 + z1 e z1z2 = z2z1.

(4) associatividade: (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) e (z1z2)z3 = z1(z2z3).

(5) (0, 0) é o elemento neutro aditivo: z + (0, 0) = z para todo z complexo.

(6) (1, 0) é a identidade multiplicativa: z(1, 0) = z para todo z complexo.

(7) todo z = (x, y) tem um simétrico aditivo, −z = (−x,−y), ou seja, (x, y) + (−x,−y) =

(0, 0).

(8) todo z = (x, y) 6= (0, 0) tem um inverso multiplicativo, o número
(

x
x2+y2 , −y

x2+y2

)
, ou seja,

(x, y)
(

x
x2+y2 , −y

x2+y2

)
= (1, 0).

(9) distributividade do produto em relação à soma: z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3.

Todas essas propriedades decorrem de (1), (2) e do fato de que elas são válidas para a
soma e o produto de números reais. Um conjunto munido de uma soma e de um produto para
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os quais valem (3) a (9) é chamado de corpo. Concluímos assim, que os números complexos
formam um corpo, que é representado pelo símbolo C.

Ao observarmos os números complexos da forma a + i0, percebemos que eles se compor-
tam, com relação à adição e à multiplicação, do mesmo modo que os números reais a; em outras
palavas, fazendo corresponder o número complexo a + i0 ao número real a, então a soma a + b
corresponderá (a + b) + i0, que é o mesmo que (a + i0) + (b + i0); e ao produto ab corres-
ponderá ab + i0, que é o mesmo que (a + i0)(b + i0). Isso quer dizer que somar e multiplicar
números reais equivale, pela correspondência a 7−→ a + i0, a somar e multiplicar, respectiva-
mente, os números complexos correspondentes, o que nos permite identificar o número real
a com o número complexo a + i0, já que, do ponto de vista da adição e da multiplicação, seu
comportamento é o mesmo. Deste modo, os números complexos se apresentam como uma
extensão natural dos números reais. Portanto, o corpo R dos números reais é visto como um
subcorpo de C.

O número complexo (0, 1) é chamado de unidade imaginária e representado pelo símbolo i.
A propriedade notável que o número i satisfaz é a seguinte:

i2 = ii = (0, 1)(0, 1) = (0 · 0− 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = (−1, 0)

e nesse sentido podemos escrever i =
√
−1. Agora, (y, 0)(0, 1) = (0, y) e daí,

z = (x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (y, 0)(0, 1),

isto é, podemos representar z = x + yi. Assim todo número complexo z = (x, y) também pode
ser escrito como z = x + iy. Ambas as notações serão adotadas de agora em diante.

2.2.2 O Plano Complexo

Dado um número complexo z = x + iy, sua parte real x é denotada por Re(z), e sua parte ima-
ginária y, por Im(z). O plano complexo é o conjunto das representações de todos os números
complexos z = x + iy pelos pontos P = (x, y) do plano. Além disso, o eixo das abscissas passa
a ser tratado como eixo real e o eixo das ordenadas como sendo eixo imaginário.

A representação dos números complexos por pontos do plano é muito útil e de uso fre-
quente. Por meio dela, o número complexo z = x + iy é identificado com o ponto (x, y), ou
com o vetor Oz de componentes x e y (Figura 2.1). As conhecidas regras do paralelogramo
para a soma e subtração de vetores se aplicam, então, no caso de soma e subtração de números
complexos ( vide Figura 2.2(a) e 2.2(b)).
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Figura 2.1: Representação de número complexo no plano.

2.2.3 Módulo e Complexo Conjugado

Definimos o módulo, valor absoluto ou norma de um número complexo z = x+ iy como sendo
o número não-negativo | z |=

√
x2 + y2. Como se vê, ele é a distância do ponto z à origem,

como observamos na Figura 2.3.
O complexo conjugado de z = x + iy é definido como sendo z̄ = x− iy. A Figura 2.4 ilustra

exemplos de complexos conjugados.
Em termos do módulo e do conjugado, temos as seguintes propriedades:

zz̄ = (x + iy)(x− iy) = (x2 + y2) + i(−xy + yx) = x2 + y2,

isto é, zz̄ =| z |2. Esta propriedade permite calcular o quociente z = z1/z2 de dois números
complexos z1 e z2, z2 6= 0, que é definido pela condição zz2 = z1. Para isso, basta multiplicar
o numerador e o denominador pelo complexo conjugado do denominador. Em geral, com
z1 = x1 + iy1 e z2 = x2 + iy2, temos:

z1

z2
=

z1z̄2

z2z̄2
=

x1x2 + y1y2 + i(y1x2 − x1y2)

x2
2 + y2

2
.

Além disso, temos:

(1) | z |=| z |
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(a) (b)

Figura 2.2: Regra do paralelogramo: (a) soma e (b) subtração.

(2) Re(z) = z+z
2

(3) Im(z) = z−z
2i

(4) z1 + z2 = z1 + z2

(5) z1z2 = z1z2

Usando a última dessas igualdades obtemos

| z1z2 |2= z1z2z1z2 = z1z2z1z2 = z1z1z2z2 =| z1 |2| z2 |2

ou seja,
| z1z2 |=| z1 || z2 | .

Demonstração.

(1) De fato, considerando z = x + iy e z = x− iy, temos que por definição

| z |=
√

x2 + y2

e
| z̄ |=

√
x2 + (−y)2 =

√
x2 + y2.

Portanto, | z |=| z | .
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Figura 2.3: Representação do módulo de um número complexo.

(2) Observando um número complexo z = x + iy qualquer, temos que sua parte real é dada
por x. Sendo assim, façamos:

z + z
2

=
x + iy + (x− iy)

2
=

x + iy + x− iy
2

=
2x
2

= x = Re(z).

Portanto, temos que a parte real de um número complexo z pode ser escrita por z+z
2 .

(3) Observando um número complexo z = x + iy qualquer, temos que sua parte imaginária
é dada por y. Sendo assim, façamos:

z− z
2i

=
x + iy− (x− iy)

2i
=

x + iy− x + iy
2i

=
2iy
2i

= y = Im(z).

Portanto, temos que a parte imaginária de um número complexo z pode ser escrita por
z−z
2i .

(4) Considerando agora z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, z1 = x− iy e z2 = x2 − iy2, temos que

z1 + z2 = x1 + iy1 + (x2 + iy) = (x1 + x2) + i(y1 + y2) =

= (x1 + x2)− i(y1 + y2) = x1 − iy1 + x2 − iy1 = z1 + z2.

Portanto, z1 + z2 = z1 + z2.
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Figura 2.4: Exemplos de complexos conjugado.

(5) z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2) = x1x2 − y1y2 − i(x1y2 +

y1x2) = x1x2 + y1y2i2 − ix1y2 − iy1x2 = (x1 − iy1)(x2 −−iy2) = z1z2.

Portanto, z1z2 = z1z2.

2.2.4 Representação Polar

Como um número complexo é definido por um par ordenado de números reais, temos
imediatamente que um tal número está identificado com um ponto do plano cartesiano.

Uma outra identificação, muito útil, é obtida através das coordenadas polares (r, θ). Consi-
derando um ponto (x, y) 6= (0, 0) do plano, então a coordenada r desse ponto é sua distância
à origem e a coordenada θ é o ângulo determinado pelo segmento de reta que une o ponto à
origem e o semi-eixo positivo dos x, medido no sentido anti-horário (medida do ângulo em
radianos).

Pelas relações trigonométricas do triângulo retângulo, as coordenadas cartesianas e polares
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estão relacionadas por (veja a Figura 2.5):

sen(θ) =
y
r

e
cos(θ) =

x
r

,

ou seja,
y = rsen(θ)

x = rcos(θ)

Logo, um número complexo não nulo z = x + yi = (x, y) se escreve

Figura 2.5: Representação Polar.

z = rcos(θ) + irsen(θ) = r(cosθ + isenθ),

sendo que r =
√

x2 + y2 =| z |. Esta é a chamada representação polar ou forma polar ou forma
trigonométrica de um número complexo.

Qualquer valor de θ para o qual a igualdade acima se verifica é chamado um argumento de
z e usaremos a notação θ = arg(z). Observemos que θ não é único já que, se a igualdade é
verdadeira para um valor de θ, também o é para θ + 2kπ, k um número inteiro arbitrário, pois
as funções seno e cosseno são periódicas de mesmo período, e a soma de funções periódicas de
mesmo período também é periódica. Mas podemos determinar θ de maneira única exigindo,
por exemplo, que 0 ≤ θ < 2π ou que −π < θ ≤ π.
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2.2.5 Fórmulas do Produto e do Quociente

De posse da representação polar, vamos deduzir uma regra muito conveniente para a mul-
tiplicação. Sejam

z1 = r1(cos(θ1) + isen(θ1))

e
z2 = r2(cos(θ2) + isen(θ2))

dois números complexos quaisquer. Então,

z1z2 = r1r2(cos(θ1) + isenθ1)(cos(θ2) + isen(θ2))
= r1r2[(cos(θ1)cos(θ2)− sen(θ1)sen(θ2)) + i(sen(θ1)cos(θ2) + cos(θ1)sen(θ2))],

isto é,
z1z2 = r1r2[cos(θ1 + θ2) + i(sen(θ1 + θ2))].

(usando as fórmulas de adição para seno e o cosseno).
Vemos assim que o produto de dois números complexos é o número cujo módulo é o produto dos

módulos dos fatores e cujo argumento é a soma dos argumentos dos fatores.
Vamos deduzir agora, um resultado análogo para a divisão. Como

1
cos(θ) + isen(θ)

=
cos(θ)− isen(θ)

(cos(θ) + isen(θ))(cos(θ)− isen(θ))

=
cos(θ)− isen(θ)

cos2(θ) + sen2(θ)

= cos(θ)− isen(θ),

temos:

z1

z2
=

r1

r2
· cos(θ1) + isen(θ1)

cos(θ2) + isen(θ2)

=
r1

r2
(cos(θ1) + isen(θ1))(cos(θ2)− isen(θ2))

=
r1

r2
[(cos(θ1)cos(θ2) + sen(θ1)sen(θ2)) + i(sen(θ1)cos(θ2)− cos(θ1)sen(θ2))]

Portanto, usando as fórmulas de subtração de seno e cosseno, temos:

z1

z2
=

r1

r2
[cos(θ1 − θ2) + i(sen(θ1 − θ2))],

isto é, para dividir números complexos basta fazer o quociente dos módulos e a diferença dos argumentos.
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2.3 A Exponencial

Nesta seção iremos obter a exponencial ez de um número complexo z e apresentaremos
algumas de suas propriedades.

Para definirmos a exponencial complexa iremos, inicialmente, definir a série de Taylor e a
série de MacLaurin. Essas definições serão feitas de modo que possamos estabelecer as relações
que nos possibilite desenvolver a exponencial no caso complexo, portanto, não iremos tratar
das condições inerentes ao cálculo de séries. Para um estudo mais aprofundado das séries ver
[37].

2.3.1 Série de Taylor e série de MacLaurin

Definição 2.1. Sejam I um intervalo real e f : I ⊂ R → R uma função de classe Cn em I, isto é,
uma função que possui como sua enésima derivada em I, uma função contínua, e n ∈ N. Seja x0 ∈ I.
Sabemos que

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x− x0) + f ′′(x0)
(x− x0)

2

2!
+ · · ·+ f (n−1)(x0)

(x− x0)
(n−1)

(n− 1)!
+ Rn(x),

onde Rn(x) = f (n)(x0 + θ(x− x0))
(x−x0)

n

n! , sendo 0 < θ < 1. É a fórmula de Taylor de f , de ordem n,
com resto de Lagrange, em torno do ponto x0.

Suponhamos que f ∈ C∞(I). Chama-se série de Taylor de f em x0 à série de potências

∞

∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n.

Se x0 = 0 ∈ I, a série de Taylor designa-se por série de MacLaurin e escreve-se

∞

∑
n=0

f (n)(0)
n!

xn.

De posse do conhecimento das funções trigonométricas, da função exponencial ex e, além
disso, dos conhecimentos dos fundamentos do cálculo diferencial e integral e em especial das
séries de MacLaurin, podemos estabelecer a definição da exponencial complexa.

Temos que a expansão dessas funções em série de MacLaurin, válidos para todos os valores
reais da variável x é:

ex =
∞

∑
n=0

xn

n!
= 1 + x +

x2

2!
+

x3

3!
+ . . . ;
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cos(x) =
∞

∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ . . . ;

sen(x) =
∞

∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n + 1)!
= x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ . . . .

A constante de Euler e, que é um número irracional compreendido entre 2 e 3 (e ≈ 2, 71828 . . .),
é dada pela série

e =
∞

∑
n=0

1
n!

= 1 + 1 +
1
2!

+
1
3!

+ . . . ,

que se obtém da primeira igualdade acima, fazendo x = 1.
Para calcularmos a exponencial complexa, tomaremos como base a função ex. Para isso,

iremos substituir x por iy (y ∈ R) e realizando as operações necessárias (sem nos preocuparmos
com qualquer significado preciso de convergência), obtemos:

eiy = 1 + iy− y2

2!
− i

y3

3!
+

y4

4!
+ . . .

Reagrupando os termos desta série, de tal forma que os termos reais fiquem agrupados em um
parêntese e os imáginarios em outro, obtemos:

eiy =

(
1− y2

2!
+

y4

4!
− y6

6!
+ . . .

)
+ i
(

y− y3

3!
+

y5

5!
− y7

7!
+ . . .

)
.

Em vista das igualdades do seno e cosseno definidas acima, temos:

eiy = cosy + iseny.

Este resultado da exponencial é apenas para o caso particular, o caso de expoente pura-
mente imaginário iy. Por outro lado, o cálculo da exponencial no caso de um expoente qual-
quer z = x + iy, é dada de maneira a manter a propriedade aditiva da exponencial real:

ex1+x2 = ex1ex2 .

Assim a exponencial ez, para um número complexo qualquer z = x + iy, mediante é dada
por

ez = ex+iy = exeiy = ex(cosy + iseny).
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2.3.2 Propriedades da exponencial

De acordo com a definição que acabamos de construir da exponencial, e das propriedades
das funções reais senx, cosx e ex, decorrem as seguintes propriedades da exponencial complexa:

(1) ez1ez2 = ez1+z2 ;

(2) e−z = 1
ez ;

(3) (ez)n = enz, n inteiro;

(4) | ez |= eRe(z);

(5) ez 6= 0 para todo z;

(6) ez é uma função periódica de período 2kπi, k ∈ Z, isto é, ez+2kπi = ez, para todo k ∈ Z;

(7) ez = 1⇔ z = 2kπi, k inteiro.

Demonstração:

(1) Com a notação usual,
z1 = x1 + iy1

e
z2 = x2 + iy2,

obtemos, em vista da definição da exponencial, ez = ex(cosy + iseny),

ez1ez2 = ex1(cosy1 + iseny1) · ex2(cosy2 + iseny2)
= ex1+x2 [(cosy1cosy2 − seny1seny2) + i(seny1cosy2 + cosy1seny2)]

= ex1+x2 [cos(y1 + y2) + isen(y1 + y2)].

Observando esta igualdade e a definição ez = ex+iy = ex(cosy + iseny) com x = 0 (pois, a
expressão entre cochetes acima é o caso particular da exponencial complexa), concluímos
que

ez1ez2 = ex1+x2ei(y1+y2) = ex1+x2+i(y1+y2) = ez1+z2 ,

o que completa a demonstração.
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(2) Temos, com z = x + iy,

e−z = e−xe−iy =
1
ex [cos(−y) + isen(−y)]

=
1
ex (cosy− iseny) =

1
ex(cosy + iseny)

= 1
ex+iy = 1

ez .

(3) A fórmula (ez)n = enz, n inteiro, é imediata nos casos n = 0 e n = 1. Para n = 2, segue
facilmente de ez1ez2 = ez1+z2 ; e em geral, para n > 0, é estabelecida por indução. Para
isso, a equação é válida para n = 0, basta mostrar que o fato de ser válida para n = k
segue-se que é válida também para n = k + 1, k ≥ 0. Supomos, então, que

(ez)k = ekz.

Em consequência,

(ez)k+1 = (ez)k(ez) = ekzez = ekz+z = e(k+1)z.

O caso n < 0 reduz-se facilmente ao caso n > 0. De fato, supondo n < 0, temos

(ez)n =
1

(ez)−n ;

mas −n > 0, logo (ez)−n = e−nz, portanto,

(ez)n =
1

e−nz = enz.

Isto completa a demonstração.

(4) Seja z = x + iy um número complexo qualquer, temos que:

ez = ex+iy

= ex(cosy + iseny)

| ez | = | ex(cosy + iseny) |
= | ex || cosy + iseny |

= ex
√

cos2x + sen2y

= ex
√

1
= ex.

Portanto, | ez |= eRe(z).
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(5) Da propriedade (4), temos que qualquer que seja o número complexo z = x + iy, temos
que ez 6= 0, pois eRe(z) > 0.

(6) Suponhamos que ez+w = ez, para todo z ∈ C, isto é, ew = 1, sendo w = s + it, s, t ∈ R,
temos por definição que:

ew = escost + iessent = 1

⇔
{

escost = 1
essent = 0

⇔
{

es = 1
sent = 0

⇔
{

s = 0
t = 2kπ, k ∈ Z.

Assim w = 2kπi, k ∈ Z, ou seja, o período de ez é 2kπi, k ∈ Z.

(7) (⇐) Se z = 2kπi, então ez = e0(cos2kπ + isen2kπ) = 1. Pois, os arcos são múltiplos
de 2π, e daí, temos que o cosseno será sempre igual a 1 (um), e o seno igual a 0 (zero).
Portanto, ez = 1.

(⇒) Se ez = 1⇔ ez+z′ = ez′ , ∀z′ ∈ C⇒ z = 2kπi, por 6, k ∈ Z.

Com esse estudo prévio, temos condições suficientes para generalizar o conceito da funções
seno e cosseno no conjunto dos números complexos.
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CAPÍTULO 3

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS COMPLEXAS

DE acordo com o estudo feito nos Capítulos 1 e 2, iremos iniciar agora o estudo das funções
trigonométicas complexas de uma variável complexa, isto é, das funções f : D → C cujo

domínio D está contido em C. Essas funções trigonométricas fazem parte do objeto principal
da Análise Complexa em uma variável.

Inicialmente iremos apresentar o conceito de funções de variável complexa, assim como
algumas noções básicas associadas as essas funções. Em seguida, trataremos de forma espe-
cial as funções trigonométicas complexas, com o objetivo de mostrar as existência de seno e
cosseno maiores que 1. Além disso, serão trabalhadas as propriedades referentes as funções
trigonométricas.

3.1 Funções de Variável Complexa

Para definirmos funções de uma variável complexa, consideremos uma função do tipo f :
D → C cujo domínio D é um subconjunto de C. Estas funções são chamadas de funções
complexas de variável complexa. De agora por diante, sempre que considerarmos funções
f : D → C assumiremos implicitamente que D ⊂ C, a menos que se diga explicitamente o
contrário.

Sendo assim, seja D um conjunto de números complexos e seja f uma lei que faz corres-
ponder, a cada elemento z do conjunto D, um único número complexo, que denotamos por
f (z). Nestas condições, diz-se que f é uma função com domínio D. O conjunto I dos valores
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w = f (z), correspondentes a todos os valores de z em D, é chamado a imagem de D pela função
f ; z é chamada variável independente, e w, a variável dependente.

Um fato importante é que uma função de variável complexa z pode assumir valores pura-
mente reais. Por exemplo,

f (x) =| z |=
√

x2 + y2, z = x + iy,

é uma função real da variável complexa z.
Muitas vezes é conveniente expressarmos uma função f : D → C em termos de sua parte

real e de sua parte imaginária, isto é, representarmos f na forma

f = u + iv,

onde
u(z) = Re[ f (z)]

e
v(z) = Im[ f (z)](z ∈ D).

É importante observar que as funções u e v são funções reais em D. Se escrevermos z = (x, y)
com x, y ∈ R, podemos considerar u e v como funções reais de duas variáveis reais:

u(z) = u(x, y)

e
v(z) = v(x, y).

Por exemplo, se f : C → C é dada por f (z) = z + 1, então as partes real e imaginária de f são
u(z) = u(x, y) = x + 1 e v(z) = v(x, y) = y.

Para que uma função complexa f : D → C seja limitada em um conjunto S de D, deve
existir uma constante M > 0 tal que

| f (z) |≤ M

para todo z ∈ S. Por exemplo, a função f : C → C dada pela expressão f (z) = z2 é limitada
em {z ∈ C; | z |≤ 1}, mas não é limitada em C.
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3.2 Função Exponencial Complexa

Nesta seção iremos abordar sobre algumas características entre a função exponencial com-
plexa e a função exponencial real.

Relembremos do Capítulo anterior que a definição da função exponencial complexa é: e :
C→ C dada por:

ez = ex+iy = ex(cosy + iseny).

Observemos que no caso particular de z ser um número real (y = 0), segue que

ez = ex+0i = ex(cos0 + isen0) = ex(1 + 0) = ex

o que mostra que, quando o expoente é real, a exponencial complexa coincide com a exponen-
cial real. Por outro lado,

| z |= ex
√
(cosy)2 + (seny)2 = ex

para todo z ∈ C. Como ex > 0 obtemos ez 6= 0.
Agora, recordando a representação polar

ez1ez2 = ex1(cosy1 + iseny1)ex2(cosy2 + iseny2)
= ex1ex2(cos(y1 + y2) + isen(y1 + y2))

= ex1+x2(cos(y1 + y2) + isen(y1 + y2))

= ez1+z2

e

1
ez =

1
ex(cosy + iseny)

=
1
ex (cosy− iseny)

= e−x(cos(−y) + isen(−y))
= e−z.

Por essas duas últimas propriedades, temos:

ez1

ez2
= ez1e−z2 = ez1−z2

Invocando as duas primeiras propriedades e usando indução

(ez)n = enz
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qualquer que seja n ∈ Z.
Até agora, as propriedades da exponencial complexa coincidiram com as da exponencial

real. Dentre as diferenças entre a exponencial real e exponencial complexa, uma supreendente
é que a exponencial complexa é periódica, de período imaginário 2πi, pois

ez+2πi = ex(cos(y + 2π) + isen(y + 2π)
= ex(cosy + iseny)
= ez.

Ainda destacamos a propriedade da conjugação. Sendo assim, temos:

ez = ex(cosy + iseny)
= ex(cosy− iseny)
= ex(cos(−y) + isen(−y))
= ez

e portanto
| ez |2= ezez = ezez.

3.3 Funções Cosseno e Seno Complexas

Como vimos a função exponencial é dada por

ez = ex(cosy + iseny), z = x + iy.

Agora se z = iy, temos que

eiy = e0(cosy + iseny) = cosy + iseny

e se z = −iy, ficamos com

e−iy = e0(cos(−y) + isen(−y)) = cosy− iseny.

Segue que

seny =
eiy − e−iy

2i
e

cosy =
eiy + e−iy

2
.
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A extensão das funções trigonométricas reais ao plano complexo é feita de forma natural
usando as relações acima. Assim definimos

sen(z) =
eiz − e−iz

2i

e

cos(z) =
eiz + e−iz

2
.

É importante observar que as outras funções trigonométricas, são definidas em termos das
funções seno e cosseno pelas relações usuais.

Observemos também que, se z for um número real, as funções seno e cosseno complexas
transformam-se nas funções seno e cosseno reais, visto que, se z = x, com x real, segue que

senz =
eiz − e−iz

2i
=

eix − e−ix

2i
= senx

e

cosz =
eiz + e−iz

2
=

eix + e−ix

2
= cosx

o que mostra que, quando z for real, as funções seno e cosseno complexa coincidem com as
funções seno e cosseno reais, mostrando assim, que as funções estão bem definidas.

Em relação as identidades trigonométricas, a maioria das propriedades válidas para as fun-
ções trigonométricas reais permanecem válidas no caso complexo. Por exemplo, temos a se-
guinte

Proposição 3.1. Para quaisquer z, w ∈ C, temos:

(1) sen2z + cos2z = 1.

(2) sen(−z) = −sen(z).

(3) cos(−z) = cos(z).

(4) sen(z + w) = sen(z)cos(w) + sen(w)cos(z).

(5) cos(z + w) = cos(z)cos(w)− sen(z)sen(w).

(6) sen(2z) = 2sen(z)cos(z).

(7) cos(2z) = cos2(z)− sen2(z).
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Demonstração:

(1) De fato,

cos2z + sen2z =

(
eiz + e−iz

2

)2

+

(
eiz − e−iz

2i

)2

=
e2iz + 2eize−iz + e−2iz

4
− e2iz − 2eize−iz + e−2iz

4
= 1.

Portanto, sen2z + cos2z = 1.

(2) De acordo com a definição da função seno complexa, temos:

sen(−z) =
e−iz − eiz

2i
= (−1)

eiz − e−iz

2i
= −sen(z).

Sendo assim, sen(−z) = −sen(z).

(3) Utilizando a definição da função cosseno complexa, temos:

cos(−z) =
e−iz + eiz

2
=

eiz + e−iz

2
= cos(z)

Concluímos assim, que cos(−z) = cos(z).

(4) Para demonstrar esta igualdade, usaremos sen(z)cos(w)+ sen(w)cos(z) para obter sen(z+
w). Sendo assim, temos:

sen(z)cos(w) + sen(w)cos(z) =
1
4i
[(eiz − e−iz)(eiw + e−iw) + (eiw − e−iw)(eiz + e−iz)]

=
1
4i
[ei(z+w) − e−i(z−w) + ei(z−w) − e−i(z+w)+

+ ei(z+w) − ei(z−w) + e−i(z−w) − e−i(z+w)]

=
1
2i
[ei(z+w) − e−i(z+w)]

= sen(z + w)

Portanto, sen(z + w) = sen(z)cos(w) + sen(w)cos(z).
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(5) Seguindo o mesmo racíocinio da demonstração anterior, temos:

cos(z)cos(w)− sen(z)sen(w) =
1
4
[(eiz + e−iz)(eiw + e−iw) + (eiz − e−iz)(eiw − e−iw)]

=
1
4
[ei(z+w) + e−i(z−w) + ei(z−w) + e−i(z+w)+

+ ei(z+w) − e−i(z−w) − ei(z−w) + e−i(z+w)]

=
1
2
[ei(z+w) + e−i(z+w)

= cos(z + w).

O que mostra que cos(z + w) = cos(z)cos(w)− sen(z)sen(w).

(6) Para demonstrar esta igualdade, basta substituir w por z em (4). Sendo assim, temos:

sen(z + z) = sen(2z) = sen(z)cos(z) + sen(z)cos(z) = 2sen(z)cos(z).

O que mostra a igualdade (pois o item (4) já foi demonstrado).

(7) Semelhante a demonstração anterior, substituindo w por z em (5), temos:

cos(z + z) = cos(2z) = cos(z)cos(z)− sen(z)sen(z) = cos2z− sen2z.

Mostrando que a igualdade é válida (pois o item (5) já foi demonstrado).

Uma outra forte analogia entre as funções seno e cosseno complexas e as funções seno
e cosseno reais é que ambas são periódicas de período 2π, o que pode ser justificado pelas
igualdades:

sen(z + 2π) =
ei(z+2π) − e−i(z+2π)

2i

=
eiz+2πi − e−iz−2πi

2i

usando o fato de que a função exponencial é periódica de período 2πi, ou seja, ez+2πi = ez,
como visto na seção anterior. Com isso, temos:

sen(z + 2π) =
eiz+2πi − e−iz−2πi

2i

=
eiz − e−iz

2i
= sen(z).
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e

cos(z + 2π) =
ei(z+2π) + e−i(z+2π)

2

=
eiz+2πi + e−iz−2πi

2

novamente usando o fato de que a função exponencial é periódica de período 2πi, temos:

cos(z + 2π) =
eiz+2πi + e−iz−2πi

2

=
eiz + e−iz

2
= cosz.

Apesar dessas analogias, as funções seno e cosseno complexas também possuem grandes
diferenças em relação às funções seno e cosseno reais. Uma das mais marcantes é que as fun-
ções seno e cosseno complexas são ilimitadas, ao contrário das funções seno e cosseno reais
que cumprem as condições:

−1 ≤ sen(x) ≤ 1

e
−1 ≤ cos(x) ≤ 1

para todo x real. Para demonstrarmos esta diferença, inicialmente verificaremos as seguintes
igualdades:

Considerando um número complexo z = x + iy, e que senh e cosh significam, respectiva-
mente, seno hiperbólico e cosseno hiperbólico, temos:

(1) cos(z) = cos(x)cosh(y)− isen(x)senh(y);

(2) sen(z) = sen(x)cosh(y) + icos(x)senh(y);

(3) | cos(z) |2= cos2(x) + senh2(y);

(4) | sen(z) |2= sen2(x) + senh2(y).

Demonstração:
Para essas demonstrações usaremos as seguntes definições:

cosh(y) =
e−y + ey

2
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e

senh(y) =
ey − e−y

2
.

(1) Como x é a parte real e y a parte imaginária, temos:

cos(z) =
eiz + e−iz

2

=
e−y+ix + ey−ix

2

=
e−y(cosx + isenx) + ey(cosx− isenx)

2

=
e−ycosx + eycosx + ie−ysenx− ieysenx

2

=
e−y + ey

2
cosx− i

ey − e−y

2
senx

= cosh(y)cos(x)− isenh(y)sen(x).

(2) Como x é a parte real e y a parte imaginária, temos:

sen(z) =
eiz − e−iz

2i

=
e−y+ix − ey−ix

2i

=
e−y(cosx + isenx)− ey(cosx− isenx)

2i

=
e−ycosx− eycosx + ie−ysenx + ieysenx

2i

=
e−y − ey

2i
cosx + i

ey + e−y

2i
senx

=
ey + e−y

2
senx + i

ey − e−y

2
cosx

= cosh(y)sen(x) + isenh(y)cos(x).

(3) Do item (1) obtemos:

| cos(z) |2 = cosh2(y)cos2(x) + senh2(y)sen2(x)
= cosh2(y)cos2(x) + senh2(y)(1− cos2(x))
= cosh2(y)cos2(x) + senh2(y)− senh2(y)cos2(x)
= (cosh2(y)− senh2(y))cos2(x) + senh2(y)
= cos2(x) + senh2(y).
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(4) Do item (2) segue:

| sen(z) |2 = cosh2(y)sen2(x) + senh2(y)cos2(x)
= cosh2(y)sen2(x) + senh2(y)(1− sen2(x))
= cosh2(y)sen2(x) + senh2(y)− senh2(y)sen2(x)
= (cosh2(y)− senh2(y))sen2(x) + senh2(y)
= sen2(x) + senh2(y).

Sendo assim, podemos demonstrar que as funções seno e cosseno não são limitadas em C.
De fato, dizemos que uma função f definida num subconjunto D de C é limitada se exitir
K > 0 tal que | f (z) |≤ K para todo z ∈ D. Usando as igualdades (3) e (4) acima, com
z = ni, n = 1, 2, 3, . . ., vemos que

| cos(z) |2 = cos2(x) + senh2(y)
= cos2(0) + senh2(y)
= 1 + senh2(y)
= cosh2(y)− senh2(y) + senh2(y)
= cosh2(y)

Portanto, podemos escrever que

| cos(z) |=| cosh(y) | .

Sendo assim, temos que

| cos(z) | = | cosh(y) |

= | e−y + ey

2
|

=
e−y + ey

2
→ +∞

quando y→ +∞.
Em relação a função seno, temos:

| sen(z) |2 = sen2(x) + senh2(y)
= sen2(0) + senh2(y)
= 0 + senh2(y)
= senh2(y)
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Portanto, podemos escrever que

| sen(z) |=| senh(y) | .

Sendo assim, temos que

| sen(z) | = | senh(y) |

= | ey − e−y

2
|

≥ ey − e−y

2
→ +∞

quando y→ +∞.
Dessa forma, mostramos que as funções seno e cosseno não são limitadas no conjunto dos

números complexos.
Como exemplo de que o cosseno pode ser maior que 1, observemos:

cos(i) =
eii + e−ii

2

=
ei2 + e−i2

2

=
e−1 + e

2
∼=

0, 3678794409628968 + 2, 71828183
2

∼=
3, 0861612709628968

2
∼= 1, 5430806354814484.

Portanto, cos(i) ∼= 1, 5431.
Dessa forma, temos um exemplo de cosseno maior que 1!
Vamos agora, verificar uma situação para o seno. Sempre que nos deparamos com uma

equação do tipo sen(z) = 4, afirmamos que tal equação não possui solução real. No entanto,
no campo dos complexos:

sen(z) = 4 ⇔ eiz − e−iz

2i
= 4

⇔ eiz − e−iz = 8i
⇔ eiz − 1

eiz − 8i = 0

⇔ e2iz − 1− 8ieiz = 0
⇔ (eiz)2 − 8ieiz − 1 = 0
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que é uma equação quadrática em eiz. Para resolver esta equação, usaremos a fórmula conhe-
cida como fórmula de Bhaskara. Dessa forma, temos:

∆ = (−8i)2 − 4(1)(−1) = 64i2 + 4 = −60

eiz =
8i±
√
−60

2(1)

=
8i
√

60i2

2

=
8i±
√

22 · 15i2

2

=
8i± 2i

√
15

2
= 4i± i

√
15

= (4±
√

15)i.

Assim, escrevendo z = x + iy, sendo x e y reais, temos:

eiz = ei(x+iy)

= e−y+ix

= e−y(cosx + isenx)

e−y(cosx + isenx) =

{
(4 +

√
15)i

(4−
√

15)i

Na equação,
e−y(cosx + isenx) = (4 +

√
15)i,

como (4 +
√

15)i é um número imaginário puro e 4 +
√

15 > 0, segue que

e−y = 4 +
√

15

e
x =

π

2
+ 2kπ, k ∈ Z.

Portanto,
y = −ln(4 +

√
15)
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e
x =

π

2
+ 2kπ, k ∈ Z.

Conclusão:
z =

(π

2
+ 2kπ

)
− i[ln(4 +

√
15)], k ∈ Z.

Procedendo de modo análogo para a equação

e−y(cosx + isenx) = (4−
√

15)i,

segue que as outras soluções são:

z =
(π

2
+ 2kπ

)
− i[ln(4−

√
15)], k ∈ Z.

Isso mostra que, no campo dos números complexos, a equação sen(z) = 4 possui infinitas
soluções. Na próxima seção, iremos esboçar alguns gráficos relacionados as funções seno e
cosseno complexas.

3.3.1 Visualização gráfica

Os gráficos apresentados nesta seção foram plotados utilizando o software Matlab c©2011
através do comando cplxmap.

A Figura 3.1(a) descreve um caso particular da função cosseno complexa onde são apresen-
tados valores de cossenos de números complexos imaginários puros no intervalo [−1, 1]. Neste
gráfico podemos observar que, a função possui um eixo de simetria em x = 0, pois cos(z) =

cos(−z), e possui ponto mínimo em x = 0 o qual representa o valor y = cos(i0) = cos(0) = 1.
A Figura 3.1(b) descreve comportamento da função cosseno complexa no par ordenado (x, y)
plotado no intervalo [−1, 1]× [−1, 1].

Ainda podemos analisar que, vários números complexos, dentro do domínio definido an-
teriormente, possuem valores de cosseno maiores que 1, não apenas números puramente ima-
ginários.

De forma similar às análises anteriores, iremos plotar o gráfico da função seno complexa.
A Figura 3.2(a), descreve somente a parte imaginária da função sen(z), cujo domínio é o in-
tervalo [−1, 1]. Podemos notar que no intervalo [−1, 1] a imagem do seno transcede o valor 1.
Já na Figura 3.2(b) plotamos o gráfico da função sen(z) novamente considerando o intervalo
[−1, 1]× [−1, 1].
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(a) (b)

Figura 3.1: (a) cos(ix) e (b) cos(z).

(a) (b)

Figura 3.2: (a) sen(ix) e (b) sen(z).
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CONCLUSÃO

NESTE trabalho apresentamos uma introdução a respeito das funções seno e cosseno pos-
suírem valores maiores que 1 (um) e abordamos a inexistência dessas informações em

alguns livros didáticos e a importância que os professores do ensino médio precisam dar so-
bre esta temática, a fim de que os discentes possam ter um aprendizado mais amplo. Em
seguida, fizemos um estudo acerca das funções trigonométricas reais e dos números comple-
xos, para que finalizássemos com a apresentação das funções trigonométricas complexas, onde
mostramos a existência dos valores de seno e cosseno maiores que 1 apresentando exemplos e
experimentos numéricos.

De acordo com o estudo feito, acreditamos que seja possível, com algumas ponderações
a respeito dos conteúdos do cálculo diferencial, que os professores do ensino médio, possam
abordar os conceitos de trigonometria no conjunto dos números complexos. Neste sentido os
alunos poderão perceber a possibilidade de valores de seno e cosseno maiores que 1. Através
deste estudo, percebemos também que tanto as funções seno e cosseno reais quanto as funções
seno e cosseno complexas possuem várias propriedades em comum e poucas diferenças. Além
disso, resolvemos alguns exemplos e plotamos gráficos dos senos e cossenos no conjunto dos
números complexos. As aplicações demonstraram que as funções seno e cosseno são ilimitadas
neste conjunto.

Sabendo da possibilidade de progressão dos alunos em seus estudos, principalmente na
graduação, é importante que seja abordado essa temática de forma que os alunos possam de-
senvolver seus conhecimentos e possam desenvolver o seu potencial crítico e investigativo
dentro da matemática. Neste sentido, futuros trabalhos poderão ser elaborados no intuito de
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mostrar que quando trabalhamos com funções definidas no conjunto dos números complexos,
algumas características não são mais válidas, como exemplo de logaritmo de número negativo.

Em virtude do que foi abordado neste trabalho, o estudo acerca das funções seno e cosseno
complexas pode ser realizado no ensino médio, pois são assuntos acessíveis neste nível de
ensino, levando em consideração os assuntos do cálculo diferencial, é claro. Além do mais,
é de suma importância para que os alunos desmistifiquem que o seno e cosseno só possuem
valores entre −1 (menos um) e +1 (mais um).
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