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RESUMO

ESTE trabalho, estudaremos as fung¢des seno e cosseno definidas no conjunto dos ntimeros
N complexos, com o objetivo de mostrar aos professores do ensino médio a existéncia de
valores de seno e cosseno maiores que 1 (um). Para isso, faremos estudos sobre trigonometria
e sobre os nimeros complexos. Para definirmos as fungdes trigonométricas complexas, fare-
mos uso dos conhecimentos da série de MacLaurin e da exponencial complexa. Além disso,
mostraremos que as fung¢des trigonométricas complexas gozam das mesmas propriedades que
as fungdes trigonomeétricas reais, e veremos que existem valores de seno e cosseno maiores que
1 (um), sendo que nenhum deles é real.

Palavras-chave: Fungdo seno complexa, fungdo cosseno complexa, niimeros complexos, ex-
ponencial complexa.



ABSTRACT

N this work, we study the sine and cosine functions defined in the set of complex numbers,
I with the aim of showing high school teachers for values of sine and cosine greater than 1
(one). To do so, we studies on trigonometry and complex numbers. To define the complex
trigonometric functions, we use the knowledge of the MacLaurin series and complex exponen-
tial. Furthermore, we show that the complex trigonometric functions enjoy the same properties
as real trigonometric functions, and we will see that there are values of sine and cosine greater
than 1 (one), none of which is real.

Keywords: Complex sine function, complex cosine function, complex numbers and complex
exponential.
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INTRODUCAO

UANDO analisamos o contetido de matematica no ensino basico, geralmente, constatamos

que duas caracteristicas sdo bastante evidentes e contraditérias. A primeira caracteristica

a ser observada se refere a importancia do conhecimento da drea de matematica, e a segunda
trata da insatisfagdo quanto aos resultados negativos em relagdo a sua aprendizagem.

O que fundamenta a ideia de importancia da matematica, diz respeito ao seu papel deci-
sivo, pois possibilita a resolu¢do de problemas da vida cotidiana, possui inimeras aplica¢des
na esfera do trabalho e funciona como instrumento indispensavel para a construc¢do de conhe-
cimentos em outras areas.

Em contra partida, a insatisfagdo traz a tona alguns problemas que devem ser enfrentados,
entre eles se destacam: o ensino centrado em procedimentos mecénicos, que na maioria das ve-
zes, sdo desprovidos de significados para os alunos. H4 portanto, uma necessidade em caréter
emergencial para reformular os objetivos, rever contetidos e buscar metodologias compativeis
com a formagédo que a sociedade reclama.

Frente a essa realidade, o ensino das fun¢des seno e cosseno surgem com intimeras possi-
bilidades de alcangar tais contradi¢des, pois possuem um campo vasto de aplicagdes. Porém,
quando essas fungdes sdo trabalhadas no ensino médio, temos apenas o enfoque da sua de-
finicdo no conjunto dos ntimeros reais, fazendo com o que os alunos pensem apenas nessa
realidade, ou seja, mostra-se que as fung¢des seno e cosseno sdo limitadas em um intervalo de
numeros reais fechado com extremos nos niimeros —1 (menos um) e +1 (mais um).

Além disso, temos o auxilio da internet, que por sua vez, possibilita uma busca mais rédpida

por aplica¢des das fungdes seno e cosseno nas diversas areas do conhecimento. Entretanto,

12



nessas buscas podemos encontrar situagdes em que valores de seno e cosseno sdo maiores
que 1. E essa informagdo pode ser surpreendente para muitos, pois se definirmos as func¢des
seno e cosseno no conjunto dos niimeros complexos, veremos que essas fungdes ndo sdo mais
limitadas.

Um dos primeiros a tratar as fun¢des seno e cosseno no conjunto dos nameros complexos,

foi Euler (ver, [12]]). Ao considerar um circulo S! como um subconjunto
S'={zeC|z|=1}

do plano complexo, observou-se que a aplicagio E : R — S! C C toma a forma E(x) =
cos(x) + isen(x), pois R? é visto como C. Utilizando as férmulas de arco soma do seno e do

cosseno de niimeros reais podemos notar que

cos(x +y) +isen(x +vy)
(cosx + isenx)(cosy + iseny)

— E(x)-E(y).

E(x+y)

Portanto, Euler concluiu que E é uma fun¢do complexa comportando-se como uma expo-

nencial. Isto o levou a propor a seguinte equagao:
e’ = cos(x) + isen(x).

Esta equacdo fez com que varias controvérsias aparecessem, principalmente por levar a
conclusdes inesperadas como ¢ = —1. Além disso, podemos reescrever essa conclusdo da
seguinte forma: ¢ +1 = 0. Esta igualdade é uma das mais expressiva na matematica, pois
relaciona os principais simbolos matematicos em uma tinica igualdade.

Com o avango dos conhecimentos das fungdes complexas, verificou-se que a equagao de
Euler é a tinica possivel se quisermos manter para os complexos as propriedades validas nos
reais.

Sendo assim, as fung¢des seno e cosseno poderam ser estendidas ao conjunto dos ntimeros

complexos de modo que:

ez’x _ efix
sen(x) = 5
e , ,
elx _|_e—1x
cos(x) = —
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E importante ressaltar que estas relacdes sao frutos da série de Maclaurin, que é um caso espe-
cial da série de Taylor e através delas conseguimos mostrar a existéncia de valores de seno e de
cosseno maiores que 1 (um) (ver, [37]).

Sendo assim, este trabalho tem como objetivo principal mostrar aos professores do ensino
médio, que existe a possiblidade das fun¢des seno e cosseno terem valores maiores que 1. Com
isso, mudarmos a forma de apresentar a definicdo das fungdes seno e cosseno, ou seja, deixar
claro ao aluno que, se estendermos a definicdo das fun¢des seno e cosseno ao conjunto dos
nimeros complexos, teremos valores de seno e cosseno maiores que 1.

Preocupados com esta temética, podemos notar que alguns livros didaticos do ensino mé-
dio [4, 3,16, 19, 22|, tratam as fung¢des trigonométricas apenas no conjunto dos ntimeros reais,
e nenhum deles aborda, nem a nivel de informacao, a possibilidade da existéncia de valores
para o seno e para o cosseno no conjunto dos complexos.

Um outro fator importante, é a necessidade dos professores estarem buscando se aprimo-
rar, a fim de que os alunos tenham condi¢des de compreender as fungdes trigonométicas em
um sentido mais amplo para que possam progredir em seus estudos posteriores. Em se tra-
tando de quais sdo os conhecimentos de matemdtica necessérios para ensinar Shulman [31}32]
define categorias do conhecimento bésico, incluindo conhecimento do contetido, considerado
fundamental para a atividade docente.

Além disso, diversas publica¢des (Cury [13]; Lellis [20]; Moreira e Soares [24]; D’ Ambrosio
[14]) nos mostram que o conhecimento dos contetidos é um dos pilares da autonomia e da
autoconfianca do docente, tanto na reconstrucdo do curriculo quanto para organizar as préaticas
didéaticas interativas. Segundo Fiorentini et. al. [34] e Fiorentini [17] um dos principais desafios
enfrentados pelos professores, se refere a possuirem uma atitude investigadora e critica em
relacdo a préatica pedagodgica e aos saberes e, também, a participa¢do na produgdo de saberes e
no desenvolvimento curricular da escola.

Sendo assim, é de suma importancia que os professores do ensino médio possuam condi-
¢Oes necessdrias para desenvolverem os seus trabalhos em sala de aula, visto que o dominio
do que ensina é fundamental ao desenvolvimento dos trabalhos. Por isso, quando tratarmos
de fungdes trigonométricas devemos estar atentos a todas as possibilidades de abordagem,
inclusive considerando um dominio de ntiimeros complexos.

O presente trabalho é estruturado em trés capitulos como segue:

No capitulo 1, serd apresentada a trigonometria no tridngulo retangulo, onde serd abor-

dado o teorema de Pitégoras, as razoes de seno, cosseno e tangente, além disso, a extensao
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dessas fungdes ao conjunto dos ntimeros reais. Serdo ainda demonstradas algumas de algu-
mas propriedades referentes as fungdes seno e cosseno, e também a relacdo fundamental da
trigonometria.

No capitulo 2, seguindo 0 mesmo raciocinio da primeira segao, serdo abordados os concei-
tos basicos de niimeros complexos, um pouco do contexto histérico e demonstra¢des de algu-
mas propriedades consideradas importantes para o desenvolvimento do tema. Ainda nesta
abordagem, serd apresentada a fungdo exponencial, que servira de pré-requisito para alcancar
o objetivo deste trabalho.

No capitulo 3, trabalharemos as fung¢des seno e cosseno definidas no conjunto dos ntiimeros
complexos, mostrando a existéncia do seno e cosseno maiores que 1 e as demonstrag¢des de pro-
priedades referentes as essas fun¢des. Além disso, serdo comparadas as fungdes seno e cosseno
definidas no conjunto dos nimeros reais e as definidas no conjunto dos ntiimeros complexos.
Dessa forma, iremos alcangar o objetivo principal do trabalho.

Nas consideragdes finais, apresentaremos nossas conclusdes a respeito da existéncia de va-

lores de seno e cosseno maiores que 1.
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CAPITULO 1

TRIGONOMETRIA

Estudo da trigonometria se deu pela necessidade de resolver problemas das civiliza¢oes
O antigas, motivando o desenvolvimento de ciéncias como Agrimensura, Navegacdo e As-
tronomia, pois as dimensdes do universo sempre fascinaram os cientistas, e com isso, o estudo
da trigonometria avangou para acompanhar as necessidades de tais ciéncias. O astronomo
grego Aristarco de Samos (310 a.C. - 230 a.C.) foi um dos primeiros a calcular as distancias que
separam a Terra, a Lua e o Sol. Para tal feito, ele fez uso de relagdes entre as medidas dos lados
dos tridngulos retangulos com seus dngulos internos [12].

Em se tratando de trigonometria como ciéncia, alguns relatos mostram que a trigonometria
nasceu com o astronomo grego Hiparco de Nicéia (190 a.C. - 125 a.C.), que também é conhecido
como o Pai da Trigonometria por ter estudado e sistematizado algumas relacdes entre elementos
de um tridngulo [12]].

As relagdes entre as medidas dos lados de um tridngulo com as medidas de seus angu-
los é de grande utilidade na medicdo de distancias inacessiveis ao homem, como a altura de
montanhas, torres e drvores, ou largura de rios e lagos. Além dessas aplicagdes, a trigonome-
tria também possui aplicagdes na Engenharia, na Mecanica, na Eletricidade, na Actstica, na
Medicina e até na Musica [21}, 27, 29].
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1.1 Teorema de Pitagoras

Antes de falarmos do teorema de Pitdgoras, iremos definir alguns elementos importantes
do tridngulo retangulo. Em trigonometria, os lados dos tridngulos retingulos assumem nomes
particulares, apresentados na Figura O lado de maior comprimento, oposto ao angulo reto

8, chama-se hipotenusa; os lados restantes, ligados ao angulo reto, chamam-se catetos.

cateto hipotenusa

Y

Figura 1.1: Um triangulo retangulo.

O geometra grego Pitdgoras (570-501 a.C.) formulou o seguinte teorema, que tem hoje o seu
nome, e que relaciona a medida dos diferentes lados do tridngulo retangulo: a soma do quadrado
dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa. Ou seja, se x e y forem o comprimento dos dois

catetos e i o comprimento da hipotenusa, teremos:
24yt =

Demonstracdo.

Observando a Figura|l.2} temos que o tridngulo retangulo tem seus catetos de comprimento
x e y. Como a area de um triangulo é dada pela metade do produto do comprimento da base
pelo comprimento da altura, temos que a 4rea deste tridngulo é %. Observando a Figura
temos que o quadrado de lado / foi construido de forma que, pudéssemos ter "copiado'e "co-
lado"o tridngulo de tal maneira que a hipotenusa do tridngulo fosse o lado do quadrado. Sendo
assim, a drea do quadrado é, naturalmente, h2. Com essa construgdo, temos uma nova figura,
um quadrado, no qual se inscrevem o quadrado e os tridngulos - o "original"e as "c6pias". Este

novo quadrado tem lado de comprimento x + v como mostra a Figura
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h

Figura 1.2: Demonstragdo do Teorema de Pitagoras.

Neste caso, a drea do novo quadrado é (x + )2, ou seja, x> + 2xy + y>. Por outro lado, a
area deste novo quadrado é igual ao espaco ocupado pelas figuras anteriores (o quadrado e os
quatro tridngulos). Estas cinco figuras tém 4reas dadas por h? e 7. Como temos quatro trian-
gulos, a drea que todos eles ocupam é 4% = 2xy. Entdo, as cinco figuras dentro do quadrado
maior ocupam uma 4rea que totaliza h? + 2xy. Mas esta drea é igual a do quadrado maior,

como se vé na Figura[l.2] Portanto, temos
X2 4 2xy 4 y* = h? + 2xy
2P =12

que é justamente a férmula para o teorema de Pitdgoras.

1.2 Relagdes Trigonométricas de Angulos

Na maioria das aplicagdes trigonométricas, relacionam-se os comprimentos dos lados de
um tridngulo recorrendo a determinadas rela¢des dependentes de angulos internos. Neste
sentido serdo apresentadas algumas relagdes trigonométricas, para isso, considere a Figura

1.2.1 Seno de«

E o quociente do comprimento do cateto oposto ao angulo & pelo comprimento da hipote-
nusa do tridngulo (ver Figura [L.1):
sen(a) =

SR
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1.2.2 Cosseno de «

E o quociente do comprimento do cateto adjacente ao angulo & pelo comprimento da hipo-
tenusa do triangulo (ver Figura[L.1)):
cos(a) =

=R

1.2.3 Tangente de «

E o quociente dos comprimentos do cateto oposto pelo cateto adjacente (ver Figura :

t(a) = 2.

Pode ser definida também como sendo o quociente do seno pelo cosseno, ou seja,

to(a) = sen(a) _

cos(a)

TR|=<

v.
h

Rl

_Y
.

1.3 Relacao Fundamental da Trigonometria

A férmula fundamental da trigonometria surge como um caso particular do teorema de
Pitagoras,
24yt =
Como a hipotenusa é diferente de zero, podemos dividir ambos 0os membros desta igualdade
por 12, ou seja,
2 2
h? k2
X\2 (Y2
z 7V =1,
)+ ()
usando as defini¢des de seno e cosseno, acima definidas, temos,
(sen(a))? + (cos(n))? =1,
isto é,
sen®(a) + cos*(a) = 1.

Portanto, sen’(a) + cos?(a) = 1 é a férmula fundamental da trigonometria.
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1.4 Seno, Cosseno e Tangente como Fun¢des Reais de Varidvel
Real

Inicialmente definimos as fung¢des seno, cosseno e tangente de forma a atender as condi-
¢oes implicitas no tridangulo retdngulo, ou seja, atendendo a que seus argumentos, o angulo «,
estivesse entre 0° e 90°, pois caso contrario ndo teriamos um triangulo retangulo.

Facamos algumas analises:

(1) se o angulo « for igual a zero grau, teriamos um segmento de reta;

(2) se o angulo « for igual a noventa graus, terfamos duas semi-retas com os pontos de ori-

gem ligados por um segmento de reta, com o qual sdo perpendiculares.

Temos, pois, que as fungdes trigonomeétricas, tal como anteriormente definidas para o tridngulo

retingulo, tém o dominio restringido a 0° < & < 90°, ou se usarmos radianos, 0 < a < 7.
Para que possamos ter as fungdes trigonométricas definidas em toda reta real, devemos re-

correr ao circulo trigonométrico. Ele é definido por uma circunferéncia de raio unitdrio centrada

na origem dos eixos coordenados.

Bl - - = =

Figura 1.3: O circulo trigonométrico e um ponto P sobre ele.

Observando a Figura notamos o tridngulo retangulo OPx. Como o raio (r) da circunfe-

réncia éiguala 1 (um), todos os pontos da circunferéncia distam da origem da mesma disténcia,
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r = 1. Sendo assim, o segmeto de reta com extremidades nos pontos O e P tem comprimento
igual a 1 (um), ou seja, OP = 1.
Usando o triangulo OPx, temos que:

sen(a) =

=<

cos(a) = ;,

sendo que r é a hipotenusa. Dessa forma, podemos definir o seno e o cosseno do dngulo «, para
todos os valores de &, e ndo somente para aqueles entre 0° (ou 0 radiano) e 90° (ou 7 radianos),
definidos anteriormente. Como no circulo trigonométrico o raio é r = 1, temos entdo que as

coordenadas do ponto P podem ser escritas como

y = sen(w)

x = cos(w),

ou seja,
P(x,y) = P(cos(a),sen(a)).

Analisando algumas situa¢des na Figura|1.3} temos:
(1) sen(%) =1lecos(3) =0
(2) se o angulo « for igual a 77 radianos (meia-volta no ciculo trigonométrico), temos

sen(rt) =0

obtemos o ponto P(x,y) = (0, —1).

(3) quando temos & = 27 radianos (uma volta completa no circulo, comegando em & = 0),

voltamos a ter o ponto (0, 1). Portanto, sen(27r) = 0 e cos(27t) = 1.
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Continuando com este raciocinio e caminhando com o ponto P sobre o circulo trigonomé-
trico, verificamos que as fungdes se repetem cada vez que adicionamos 27t radianos ao ar-
gumento (angulo), isto é, sdo periddicas. Definimos assim, as fungdes seno e cosseno para
os angulos positivos, sendo que os angulos positivos sdo construidos no sentido anti-horério.
Para completar o dominio na reta real, basta raciocinar de forma analoga ao caso dos angulos
positivos considerando a constru¢do dos angulos no sentido horario. As duas fung¢des ficam
entdo definidas para todos os valores da reta real.

Para definirmos a funcdo tangente em toda a reta real, vamos considerar a Figura Re-

cordemos que a defini¢do de tangente é:

tg(a) = %

Fazendo analise dos tridngulos OPx e OP’x’, temos que estes sdo semelhantes pois o an-
gulo &« é comum a ambos os tridngulos; como os lados Px e P'x’ sdo paralelos, os angu-
los formados com o eixo dos x sdo iguais; e consequentimente os angulos dos vértices P e
P’ sdo iguais. Dessa forma, os tridangulos sdao semelhantes pelo caso AAA. Portanto, pode-
mos definir a tangente do angulo a da forma anterior, sendo x e y as coordenadas do ponto
P(x,y) = (x,y) = (cos(a),sen(a)). Recordamos que estamos trabalhando com uma circufe-

réncia de raior = 1.

i

Yl-—-=======

Q
i I
b

Figura 1.4: O circulo trigonométrico, um ponto P sobre ele e um ponto P’.
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A tangente do angulo « é assinalada pela "altitude"do ponto P/, ou seja, a sua ordenada.
Ora, o ponto P’ tem coordenadas P’ = (1,tg(a)). Usando o fato de que os tridngulos sdo
semelhantes e, além disso, possuem os lados proporcionais. Portanto, temos que é igual o
quociente de comprimentos dos lados para os dois tridngulos. Observando o tridngulo contido
na circunferéncia, temos que tg(a) = £, e dentro da circunferéncia temos —1 < x < 1. Ora, o
ponto P’ no segundo tridangulo tem abscissa x = 1, pois situa-se sobre a reta vertical que passa
por x = 1 no eixo X. Sendo x = 1, temos entdo y = x - fg(a). Para angulos tais que y > x,
temos que tg(a) > 1. Como x = 1 em P/, segue:

tg(a) >1=x-tg(a) >1=y=ux-tg(a) > 1.

Nesse caso, a "altura"do ponto P’ nos d4 uma medida de tg(«). O mesmo raciocinio é utilizado
para definirmos os valores negativos.

E importante observar que esta fungdo nao pode ser definida para todos os valores da reta
real. De fato, quando & = 7, a "altura"de P’ é infinita (ou seja, tg() = o0), e nesse caso a fungéo
ndo fica bem definida nesse ponto. O mesmo se passa para 37”, 57” e assim por diante, ou seja,
para qualquer angulo da forma &« = 7 + k7, sendo k um niimero inteiro. Portanto, o dominio
desta fungdo deve necessariamente excluir todos estes pontos em que a funcdo nao fica bem

definida; os restantes dos pontos sdo permitidos.

1.5 Algumas Propriedades das Fun¢des Trigonométricas

Usando as defini¢des dadas acima, podemos deduzir a maioria das férmulas que usual-
mente aparecem na trigonometria e algumas das propriedades das funcdes trigonométricas
sdo enunciadas na proposi¢do a seguir. Para a demonstracdo desta proposigdo, utilizaremos o
fato das fungdes seno, cosseno e tangente serem periddicas nas quais seno e cosseno possuem

periodo 27T e a tangente tem o periodo dado por 7.
Proposicao 1.1. Para quaisquer a, B € R, temos:

(1) sen(—a) = —sen(a).

(2) cos(—a) = cos(a).

(3) cos(a+ B) = cos(a)cos(B) — sen(a)sen(p).
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(4) sen(a+ B) = sen(a)cos(pB) + sen(B)cos(a).
(5) cos(2a) = cos?(x) — sen?(x).
(6) sen(2u) = 2sen(w)cos().

Demonstragdo:

Figura 1.5: Acerca das propriedades das fungdes trigonométricas.

(1) Sejaw = —B,istoé,a =| B |,ep=—|a|= —a. Ora, sen(a) = £. Projetando o angulo B
sobre o eixo dos Y, entdo vem que sen(B) = £ < 0, pois y’ < 0 (Figura|l.5). Observemos
que, sen(B) = L e por conseguinte

/

sen(a) = % = _]/7 = —sen(p) = —sen(—u)
sen(a) = —sen(—a)
sen(—wa) = —sen(a)
Portanto, sen(—a) = —sen(a).
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(2) Sejaaw = —p. Ora, cos(w) = X e cos(p) = "7/ Na projecdo feita na Figura observamos

-
que x = x’. Sendo assim,

cos(a) = ; = x7’ = cos(B) = cos(—«a)
cos(a) = cos(—a).

Portanto, temos que a fungdo cosseno satisfaz esta propriedade.

A
Y

Figura 1.6: Circulo trigonométrico, de raio r = 1.

(3) Para demonstrar este item, usaremos o conhecimento de produto interno que pode ser
encontrado em [36]. Sejam OA e OB dois vetores com origem no ponto O e extremi-
dade no ponto A e B e que fazem angulo « e B com o eixo dos X, respectivamente. Pela
defini¢do de produto interno de dois vetores, temos que

OA-OB =|| OA || .|| OB | .cos(p — ),

e p—a é um angulo que O? faz com O—A> O ponto A, pela Figura tem coordena-
das (cos(w),sen(a)), e o ponto B tem coordenada (cos(B),sen(B)). Visto que os vetores
possuem origem no ponto O = (0,0), as coordenadas dos vetores coincidirdo com as
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coordenadas dos pontos A e B. Com isto em mente, o produto interno dos dois vetores

pode ainda ser escrito como:

(cos(a),sen(a)) - (cos(B),sen(B)) = cos(a) - sen(B) + sen(a) - cos(B)

Fazendo equivaler as duas expressdes para o produto interno dos dois vetores, e notando
—
que || OA ||=|| OB |= 1 (visto que o circulo trigonométrico tem raio r = 1), temos

finalmente:
cos(B — a) = cos(a)sen(p) + sen(a)cos(p).

Fazendo agora,

cos(B+wa) = cos(p — (—a)) = cos(—a)sen(B) + sen(—a)cos(B).

Usando o fato de que sen(—a) = —sen(a) e cos(—a) = cos(a), demonstrado anterior-

mente, temos:
cos(B+ a) = cos(a)sen(p) + (—sen(a))cos(B)
cos(B + a) = cos(a)sen(B) — sen(a)cos(p).

Portanto, mostramos que cos(a + ) = cos(a)sen(B) — sen(a)cos(p) é valida.

Para demonstrar esta relagdo, partiremos da ideia de sen(f — «). Para isso, iremos fa-
zer uso da definicdo de dois angulos complementares (isto é, cuja soma é 7 radianos).
Observando a Figura [1.7} temos que o seno de um angulo é igual ao cosseno do ou-
tro angulo. Supondo & = 1, o comprimento do cateto adjacente a « é cos(a). O ca-
teto adjacente ao angulo a é simultaneamente o cateto oposto ao angulo B. Portanto,
cos(a) = sen(p). Igualmente, sen(a) = cos(B), como se vé na Figura[l.7} Fazendo uso da
relagdo sen(pB) = cos(5 — fB), temos que:

sen(p—a) = cos(z — (B—a))
os(x— (B— 7))
(
(

I
aQ

= cos(a) - cos(ﬁ—%)—i-sen( w) - sen( _g)

= cos(a) - [cos(B) - cos(g) +sen(ﬁ)sen(g)] +sen(a) - sen(B — g)
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sen(a) = cos(f)

cos(a) = sen()

Figura 1.7: Relag¢des trigonométricas para dois angulos suplementares, a e .

Ora, cos(5) = 0 esen(%)

1. O seno tem periodo 27 (isto é, sen(0) = sen(8 + 2m)),

ISR

) = sen(B + 3fF). Usando o recurso de redugdo ao primeiro
s

en(p + ) = —cos(p).

e por conseguinte sen (B —
quadrante, temos: sen(7%)

Assim,

sen(B —wa) = cos(a) - [cos(B) - 0+ sen(P) - 1] + sen(a)(—cos(B))
sen(B —a) = cos(a)sen(B) — sen(a)cos(p)
Para concluir a demonstracao, basta fazer:
sen(B+a) =sen(f — (—a))
sen(B + a) = cos(—a)sen(B) — sen(—a)cos(B)
sen(p+ a) = cos(a)sen(p) + sen(a)cos(p)
Portanto, sen(a + B) = sen(a)cos(B) + sen(p)cos(w).

Neste caso, basta fazer « = f e utilizar a igualdade provada no item (3). Para o arco
a4 B = 2u, temos:

cos(2a) = cos(a)cos(a) — sen(a)sen(a)

cos(20) = cos*(«) — sen?(a).
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(6) Usando o mesmo raciocinio do item anterior e usando a igualdade do item (4), temos:
sen(2a) = sen(a)cos(a) + sen(a)cos(w)
sen(2a) = 2sen(w)cos(a).

No préximo capitulo, iremos realizar um estudo a respeito de alguns conceitos basicos de
nuimeros complexos, que serd de suma importancia ao desenvolvimento das fungdes trigono-
métricas de varidvel complexa, as quais mostraremos a existéncia de valores de seno e cosseno

maiores que 1.
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CAPITULO 2

NUMEROS COMPLEXOS

2.1 Origem dos Numeros Complexos

Desenvolvimento dos nimeros se deu ao longo da histéria de forma gradativa, de ma-
O neira a atender as necessidades da época. O que ndo é diferente para os niimeros com-
plexos. Em algumas situacdes em que envolviam equagdes do 2° grau, como x> +1 = 0, os
matematicos diziam que tais equagdes ndo possuiam solugdo, pois até entdo ndo se admitia
raiz quadrada de ntimeros negativos. Essas conclusdes ocorreram até o século XVI.

Entretanto, a principal motivagdo dos nimeros complexos foi a equagdo do 3° grau, pois ao
trabalhar com essas equacdes, alguns matematicos observaram que os ntimeros reais ndo eram
suficientes para resolve-las, dai a necessidade de novos ntimeros. Para solucionar tais necessi-
dades, alguns matemadticos europeus, principalmente os italianos, desenvolveram pesquisas, e
até realizaram disputas.

Antes das disputas realizadas entres os matematicos, alguns pesquisadores ja realizavam
estudos a cerca das resolucdes de problemas envolvendo equagdes do 3° grau, porém, muitos
ndo publicavam seus trabalhos. Esse tipo de comportamento pode ser observado de duas ma-
neiras: alguns matematicos ndo publicavam seus estudos para desafiar os outros matematicos,
para se mostrar algumas vezes mais inteligentes; ou ndo publicavam seus estudos devido ao
medo, pois se outro matemdtico encontrasse algum erro em sua teoria, colacaria em risco a
notoriedade da teoria.

Dessa forma, alguns estudos avancaram no intuito de resolver a problemaética das equagdes

29



do 3° grau, e nesse contexto, o jovem Niccold Fontana, conhecido como Tartaglia, foi desafi-
dado a resolver vérias equagdes do 3° grau. Para surpresa, Tartaglia conseguiu resolver todos
os problemas, com muita dedicagdo e esforco, e, além disso, criou um método para a resolugao
de equagdes desse tipo. Tartaglia venceu todas as disputas propostas a ele.

Um fato interessante dentro da histéria dos ntimeros complexos, deve-se a esta descoberta
de Tartaglia. A famosa "Férmula de Cardano", é fruto dos trabalhos de Tartaglia, pois ao saber
que Tartaglia tinha conseguido resolver as equagdes de 3° grau, Girolamo Cardano insistiu
para que Tartaglia Ihe desse a férmula de resolucdo. Depois de muita insisténcia, Tartaglia
resolveu revelar a solugdo para Cardano, sendo que Cardano jurava que ndo iria divulgar o
resultado. Porém, Cardano ndo cumpriu o acordo, e publicou a resolugdo de uma equacgado do
2° grau usando de maneira similar a resolucdo de Tartaglia, e apenas mencionou, de maneira
bem simples, o nome de Tartaglia em sua publicacdo. E assim, tal método de resolugdo ficou
conhecido como "Férmula de Cardano".

Apos esse grande embate, tem-se um novo problema inquietante trazido por Cardano, que
na época, era conhecido como ntimeros "sofisticados", ou seja, as raizes quadradas de niimeros
negativos. Cardano chegou a concluir que tais ntimeros seriam um ntamero "tdo sutil quanto
inttil". Com o desenvolvimento de estudos posteriores, conseguiu-se provar que estes nime-
ros ndo eram tao intteis como Cardano achava (ver,[5]).

Com a utilizagdo dos ntimeros complexos, fez-se necessdrio a simplificagdo da sua escrita.
Esta simplificacdo deve-se as contribui¢des de Leonhard Euler, que criou o simbolo i para re-
presentar a raiz quadrada de —1. Uma outra contribui¢cdo dada por Euler, é que os ntimeros
complexos também possuiam uma parte real, ou seja, um ntimero complexo seria do tipo:
z = a+ib, onde a e b sio ntimeros reais e i2 = —1. Porém, esta contribuicdo sé6 foi aceita depois
que Gauss a apresentou. Além disso, Euler mostrou que os niimeros complexos sdo um corpo
techado, pois, como veremos a seguir, as opera¢des de soma e multiplica¢do realizadas com os
elementos deste conjunto, resultam em elementos do préprio conjunto (ver, [5, 18]).

Além dos estudos a cerca das manipulagdes algébricas, também foram desenvolvidos tra-
balhos buscando representar os ntimeros complexos de forma geométrica. Os trabalhos publi-
cados por Jean Argand ja faziam uma correspondéncia objetiva entre os niimeros compelxos
e os pontos do plano. Mas s6 depois das contribui¢des de Gauss é que foi aceita a represen-
tagdo geométrica, pois Gauss pensou nos ntimeros a + by/—1 como coordenadas de um ponto
do plano cartesiano, tendo assim a representacio do ntimero complexo a + by/—1 = (a,b).
Além disso, deu uma intrepetacdo geométrica para a adicdo e multiplicagio dos simbolos. E
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importante lembrarmos que, a expressdo ntimeros complexos foi utilizada a partir de Gauss
em 1832.

2.2 Numeros Complexos

A defini¢do dos nimeros complexos adotada aqui serd a do matematico irlandés William R.
Hamilton de 1837, embora muito anteriormente varios matemadticos ja houvessem trabalhado

com 0s ntimeros complexos como pontos no plano (ver, [35]).

2.2.1 Definicao

Um nmiimero complexo z é um par ordenado de niimeros reais z = (x,y) satisfazendo as sequintes
regras de manipulagdo para a soma e o produto:

(1) z1 +2z2 = (%1, y1) + (x2,2) = (x1 + x2,y1 + Y2).

(2) z1z2p = (xlryl)(XZI ]/2) = (Xlxz — Y1Y2, X1Y2 +y1x2)-

Estas duas operacdes, a da soma e a do produto, gozam das seguintes propriedades:
(3) comutatividade: z1 + zp = zp + 21 € z12p = zpZ27.
(4) associatividade: (z1 + z3) + 23 = z1 + (22 + 23) e (z122)23 = 21(2223).
(5) (0,0) é o elemento neutro aditivo: z + (0,0) = z para todo z complexo.
(6) (1,0) é aidentidade multiplicativa: z(1,0) = z para todo z complexo.

(7) todo z = (x,y) tem um simétrico aditivo, —z = (—x, —y), ou seja, (x,y) + (—x, —y) =
(0,0).

(8) todo z = (x,y) # (0,0) tem um inverso multiplicativo, o niimero (xz—iyz, x2_—+yy2> , ou seja,
Y —
() (i) = (L0

(9) distributividade do produto em relacdo a soma: z1(zy + z3) = z122 + z123.

Todas essas propriedades decorrem de (1), (2) e do fato de que elas sdo vélidas para a

soma e o produto de nimeros reais. Um conjunto munido de uma soma e de um produto para
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os quais valem (3) a (9) é chamado de corpo. Concluimos assim, que os nimeros complexos
formam um corpo, que é representado pelo simbolo C.

Ao observarmos os niimeros complexos da forma a + i0, percebemos que eles se compor-
tam, com relac¢do a adi¢do e a multiplicagdo, do mesmo modo que os nimeros reais 4; em outras
palavas, fazendo corresponder o niimero complexo a + i0 ao ntimero real 4, entdo a soma a + b
corresponderd (a + b) + i0, que é o mesmo que (a + i0) + (b + i0); e ao produto ab corres-
ponderd ab + i0, que é o mesmo que (a + i0)(b + i0). Isso quer dizer que somar e multiplicar
nimeros reais equivale, pela correspondéncia a — a + i0, a somar e multiplicar, respectiva-
mente, os nimeros complexos correspondentes, o que nos permite identificar o ntimero real
a com o nimero complexo a + i0, j4 que, do ponto de vista da adigdo e da multiplicacdo, seu
comportamento é o mesmo. Deste modo, os nimeros complexos se apresentam como uma
extensdo natural dos nimeros reais. Portanto, o corpo R dos ntimeros reais é visto como um
subcorpo de C.

O numero complexo (0,1) é chamado de unidade imagindria e representado pelo simbolo i.

A propriedade notavel que o nimero i satisfaz é a seguinte:
i =ii=(0,1)(0,1) = (0-0—1-1,0-1+1-0) = (-1,0)
e nesse sentido podemos escrever i = v/—1. Agora, (y,0)(0,1) = (0,y) e dai,

z=(xy) = (x0)+(0y) = (x,0)+ (¥0)(0,1),

isto é, podemos representar z = x + yi. Assim todo nimero complexo z = (x,y) também pode

ser escrito como z = x + iy. Ambas as nota¢des serdo adotadas de agora em diante.

2.2.2 O Plano Complexo

Dado um niimero complexo z = x + iy, sua parte real x é denotada por Re(z), e sua parte ima-
Qindria y, por Im(z). O plano complexo é o conjunto das representagdes de todos os niimeros
complexos z = x + iy pelos pontos P = (x,y) do plano. Além disso, o eixo das abscissas passa
a ser tratado como eixo real e o eixo das ordenadas como sendo eixo imagindrio.

A representacdo dos ntimeros complexos por pontos do plano é muito til e de uso fre-
quente. Por meio dela, o namero complexo z = x + iy é identificado com o ponto (x,y), ou
com o vetor Oz de componentes x e y (Figura 2.1). As conhecidas regras do paralelogramo

para a soma e subtrac¢do de vetores se aplicam, entdo, no caso de soma e subtracdo de ntiimeros

complexos ( vide Figura e[2.2(b)).
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Figura 2.1: Representa¢do de niimero complexo no plano.

2.2.3 Médulo e Complexo Conjugado

Definimos o médulo, valor absoluto ou norma de um ntimero complexo z = x + iy como sendo
0 namero ndo-negativo | z |= y/x? 4+ y2. Como se v§é, ele ¢é a distancia do ponto z a origem,
como observamos na Figura

O complexo conjugado de z = x + iy é definido como sendo zZ = x — iy. A Figura [2.4|ilustra
exemplos de complexos conjugados.

Em termos do médulo e do conjugado, temos as seguintes propriedades:

2z = (x+iy)(x —iy) = (P +y?) +i(—xy +yx) = x> + >,

isto ¢, zz =| z |>. Esta propriedade permite calcular o quociente z = z,/z, de dois ndmeros
complexos z1 e zp, zz # 0, que é definido pela condi¢do zz, = z;. Para isso, basta multiplicar
o numerador e o denominador pelo complexo conjugado do denominador. Em geral, com

z1 = X1 +iyy e zp = X2 + iyp, temos:

z1 _ 212y _ x1x2 +y1y2 Hi(yaxa — x1y2)
Zo  ZpZp X3+ 3

Além disso, temos:

M) z]=]zZ]
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Im z21+ 2

(a) (b)

Figura 2.2: Regra do paralelogramo: (a) soma e (b) subtragao.
(2) Re(z) = =
®) Im(z) = 57
4) z1+z=21+12;
) z1z2 = 72122

Usando a tltima dessas igualdades obtemos
| 2122 |2: 21292127 = 21207122 = 21212222 =| 71 |2| Z |2

ou seja,

| 2122 [=] 21 [[ 22 | -
Demonstragdo.

(1) De fato, considerando z = x 4 iy e z = x — iy, temos que por definicdo

|z |=/x*+y?

Portanto, | z |=| Z | .
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Figura 2.3: Representagdo do médulo de um nimero complexo.

(2) Observando um ntmero complexo z = x + iy qualquer, temos que sua parte real é dada

por x. Sendo assim, facamos:

z+zZ _x+iy+(x—iy) x+iy+x—iy :Z_x:x:Re(z).

2 2 2 2

Portanto, temos que a parte real de um nimero complexo z pode ser escrita por 3%,

(3) Observando um niimero complexo z = x + iy qualquer, temos que sua parte imaginaria

é dada por y. Sendo assim, fagamos:

z—z _x+iy—(x—iy) _x+iy—x+iy 2y
2 2i - 2i =5 Yy =Im@).

Portanto, temos que a parte imaginéria de um ntimero complexo z pode ser escrita por
z—z
2i

(4) Considerando agora z; = x1 + iy, 20 = X + Y2, 2] = X — iy € Z3 = X — i, temos que

z1 + 2o :x1+iy1—|—(x2—|—iy) = (x1+x2)+i(y1 +y2) =

= (x1+x2) —i(y1 +y2) = x1 —iy1 + X2 — iy1 =21 + 3.

Portanto, z1 + zo = z1 + 2.

35



A
Im
z=x+ 1y
[
=-3+2
i=342 ) |
\ [
\ [
\ [
\ [
\ [ _
*3: : Re
\ [
\ [
\ [
[y _9 [
z=-3-2 :
________ |
Z=x—1y

Figura 2.4: Exemplos de complexos conjugado.

(5) z1z2 = (x1 +iy1)(x2 +iy2) = (x1x2 —y1y2) +i(x1y2 + y1X2) = x1x2 — y1y2 — i(X1y2 +
Y1X2) = X1X2 + Y1y2i2 — ix1yn — iy1xa = (x1 —iyq) (%2 — —iy2) = Z122.

Portanto, z1z, = z125.

2.24 Representacao Polar

Como um ntmero complexo é definido por um par ordenado de ntimeros reais, temos
imediatamente que um tal nimero estd identificado com um ponto do plano cartesiano.

Uma outra identificagdo, muito ttil, é obtida através das coordenadas polares (r,6). Consi-
derando um ponto (x,y) # (0,0) do plano, entdo a coordenada r desse ponto é sua distancia
a origem e a coordenada 6 é o angulo determinado pelo segmento de reta que une o ponto a
origem e o semi-eixo positivo dos x, medido no sentido anti-horario (medida do angulo em
radianos).

Pelas relagdes trigonométricas do triangulo retdngulo, as coordenadas cartesianas e polares
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estdo relacionadas por (veja a Figura[2.5):

_Y
sen(0) = .
e

X
cos(0) = Y

ou seja,
y = rsen(0)
x = rcos(0)

Logo, um ntimero complexo ndo nulo z = x + yi = (x,y) se escreve

Im

Yyl-————-——==—-=-—-- = (Tay)

T Re

Figura 2.5: Representacdo Polar.

z = rcos(0) + irsen(6) = r(cosl + isenf),

sendo que r = \/x2+y? =| z |. Esta é a chamada representagdo polar ou forma polar ou forma
trigonométrica de um ntimero complexo.

Qualquer valor de 0 para o qual a igualdade acima se verifica é chamado um argumento de
z e usaremos a notagdo 6 = arg(z). Observemos que 0 ndo € Unico ja que, se a igualdade é
verdadeira para um valor de 6, também o é para 0 + 2k, k um ntmero inteiro arbitrario, pois
as funcdes seno e cosseno sdo periddicas de mesmo periodo, e a soma de fungdes periddicas de
mesmo periodo também é periddica. Mas podemos determinar 6 de maneira tnica exigindo,

por exemplo, que 0 < 0 < 2t ouque —7 < 0 < 7.
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2.2.5 Foérmulas do Produto e do Quociente

De posse da representagdo polar, vamos deduzir uma regra muito conveniente para a mul-
tiplicacdo. Sejam
z1 = r1(cos(6y) + isen(61))

zy = 1(cos(62) + isen(6;))

dois ntiimeros complexos quaisquer. Entao,

z1zp = r1r2(cos(6y) + isenby)(cos(62) + isen(6s))

= r1r2[(cos(01)cos(0,) — sen(61)sen(62)) 4 i(sen(61)cos(62) + cos(01)sen(67))],
isto é,
212y = rir2[cos (61 + 02) + i(sen (61 + 62))].

(usando as férmulas de adigdo para seno e o cosseno).

Vemos assim que o produto de dois niimeros complexos é o niimero cujo médulo é o produto dos

mddulos dos fatores e cujo arqumento é a soma dos argumentos dos fatores.
Vamos deduzir agora, um resultado anédlogo para a divisdo. Como

1 _ cos(0) — isen(0)
cos(0) + isen(0) (cos(0) + isen(6))(cos(0) — isen(0))
cos(0) — isen(0)

cos2(6) 4 sen?(0)
= cos(0) —isen(6),

temos:
z1 _ r cos(br) +isen(6;)
zz 1o cos(6y) +isen(6y)

2
— %(cos(@l) +isen(67))(cos(62) — isen(67))

= :—;[(cos(()l)cos(f)z) + sen(61)sen(0)) + i(sen(61)cos(62) — cos(6y)sen(62))]

Portanto, usando as férmulas de subtracao de seno e cosseno, temos:

1 _ r—l[cos(Gl —0p) +i(sen(01 — 67))],
2 I

isto é, para dividir niimeros complexos basta fazer o quociente dos modulos e a diferenca dos argumentos.
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2.3 A Exponencial

Nesta se¢do iremos obter a exponencial ¢ de um nimero complexo z e apresentaremos
algumas de suas propriedades.

Para definirmos a exponencial complexa iremos, inicialmente, definir a série de Taylor e a
série de MacLaurin. Essas defini¢des serdo feitas de modo que possamos estabelecer as relacdes
que nos possibilite desenvolver a exponencial no caso complexo, portanto, ndo iremos tratar
das condigdes inerentes ao calculo de séries. Para um estudo mais aprofundado das séries ver
[37].

2.3.1 Série de Taylor e série de MacLaurin

Definicao 2.1. Sejam I um intervalo real e f : I C R — R uma fungio de classe C" em 1, isto é,
uma fungdo que possui como sua enésima derivada em I, uma fungdo continua, e n € IN. Seja xg € L.
Sabemos que

X —x X — xn)(m=1)
) = )+ £ o) = x0) + £750) 0 00 ) B ST ),

onde Ry (x) = £ (x0 4 6(x — x0)) =L sendo 0 < 6 < 1. E a formula de Taylor de f, de ordem n,
com resto de Lagrange, em torno do ponto x.
Suponhamos que f € C*®(I). Chama-se série de Taylor de f em xq a série de poténcias

% £(n)
;)f n(!XO)(x_xo)”-

Se xo = 0 € I, a série de Taylor designa-se por série de MacLaurin e escreve-se

o0 n
2 f ( )(0) P
' .
= !

De posse do conhecimento das fungdes trigonométricas, da fungdo exponencial e* e, além
disso, dos conhecimentos dos fundamentos do célculo diferencial e integral e em especial das
séries de MacLaurin, podemos estabelecer a definicdo da exponencial complexa.

Temos que a expansdo dessas fun¢des em série de MacLaurin, vélidos para todos os valores
reais da varidvel x é: ) s

oo n
x x° X
X _ i A A .
=) L R TR
= n! ! !
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(_1)nx2n x2 x4 x6

) g ot
Lo )] FITRR I
00 (_1)nx2n+1 B x3 x5 x7
sen(x) = ;(%+m‘4_§+§_7+

n
A constante de Euler e, que é um ntiimero irracional compreendido entre2 e 3 (e ~ 2,71828. . ),

é dada pela série
o0

1 1
ezzn_rﬂ+|+

LI
n=0 2 !

3!
que se obtém da primeira igualdade acima, fazendo x = 1.

Para calcularmos a exponencial complexa, tomaremos como base a fungdo e*. Para isso,
iremos substituir x por iy (y € R) e realizando as operagdes necessdrias (sem nos preocuparmos

com qualquer significado preciso de convergéncia), obtemos:

2 3 4

v zy—+y+

e =1+iy— o1 "3r g

Reagrupando os termos desta série, de tal forma que os termos reais fiquem agrupados em um

paréntese e os imaginarios em outro, obtemos:
2 4 6 3 5 7
yv_ (1Y Y ¥ vy _yr_ v
e —<1 2!-|—4! 6'+ > <y -|-5' 7!—1—... .

Em vista das igualdades do seno e cosseno definidas acima, temos:
iy _ ;
e’ = cosy + iseny.

Este resultado da exponencial é apenas para o caso particular, o caso de expoente pura-
mente imagindrio iy. Por outro lado, o célculo da exponencial no caso de um expoente qual-

quer z = x + iy, é dada de maneira a manter a propriedade aditiva da exponencial real:

ex1+x2 — exlex2.

Assim a exponencial €%, para um nimero complexo qualquer z = x + iy, mediante é dada

por

e* = e = ¢*el¥ = e*(cosy + iseny).
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2.3.2 Propriedades da exponencial

De acordo com a defini¢do que acabamos de construir da exponencial, e das propriedades

das fungdes reais senx, cosx e e*, decorrem as seguintes propriedades da exponencial complexa:
(1) eFe?2 = #1122,
@) e7 =
(3) (e*)" = €%, n inteiro;
4) | e*|= eRe(2),
(5) €* # 0 para todo z;
(6) €* é uma funcdo periddica de periodo 2kri, k € Z, isto €, grt2kmi — oz paratodok € Z;
(7) ¢ =1 & z = 2k, k inteiro.
Demonstragdo:

(1) Com a notacao usual,

Z1 = X1+ lyl

Zo = X7 + iyz,
obtemos, em vista da defini¢do da exponencial, e* = e*(cosy + iseny),
e*1e®2 = ¢ (cosyy + isenyq) - e*2(cosyy + isenyy)

= e"172[(cosy cosy, — senyisenys) + i(senyicosy, + cosyisenys )]
= e 2[cos(yy + yo) +isen(y1 + y2)].

Observando esta igualdade e a definigdo ¢* = e = ¢*(cosy + iseny) com x = 0 (pois, a
expressdo entre cochetes acima é o caso particular da exponencial complexa), concluimos

que
ePlp22 — pM1tX2,i(y14Y2) — pX1txa+i(yity2) — At

o que completa a demonstragao.
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(2) Temos, com z = x + iy,

. 1 _
er = et W= e—x[cos(—y) + isen(—y)]
1 1
= —(cosy —iseny) = — .
e e¥(cosy + iseny)
_ 1 _1
—  xtiy T e

(3) A férmula (e*)" = e"%, n inteiro, é imediata nos casos n = 0 e n = 1. Para n = 2, segue
facilmente de e*1e®2 = ¢*1722; e em geral, para n > 0, é estabelecida por indugdo. Para
isso, a equagdo é vélida para n = 0, basta mostrar que o fato de ser valida paran = k

segue-se que € valida também para n = k + 1, k > 0. Supomos, entdo, que
( eZ)k — ekz_
Em consequéncia,

(eZ)k—H _ (eZ)k(eZ) _ ekzez — ekz—|—z — e(k—&—l)z'

O caso n < 0 reduz-se facilmente ao caso n > 0. De fato, supondo n < 0, temos

Z\n __ 1 .
(e ) o (ez)—n’

mas —n > 0, logo (e*) ™" = e~ "%, portanto,

Isto completa a demonstracao.

(4) Seja z = x + iy um ntimero complexo qualquer, temos que:

z Xty

m
I

= e*(cosy + iseny)

| e | = |e*(cosy+iseny) |
= | e* || cosy + iseny |

= e*4/cos?x + sen?y
= V1

er.

Portanto, | €% |= eRe(?),
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(5) Da propriedade (4), temos que qualquer que seja 0 nimero complexo z = x + iy, temos
que é* # 0, pois eRe() > 0,

(6) Suponhamos que ¢**% = ¢*, para todo z € C, isto é, ¢¥ = 1, sendo w = s + it,s,t € R,
temos por definicdo que:

e = e°cost +ie’sent = 1
o eScost =1
esent =
N e =1
sent =
& 5=
t =2k, k € Z.

Assim w = 2krti, k € Z, ou seja, o periodo de e* é 2kri, k € Z.

(7) (<) Se z = 2krti, entdo ¢ = €%(cos2krr + isen2kr) = 1. Pois, os arcos sdo mdltiplos
de 27, e dai, temos que o cosseno serd sempre igual a 1 (um), e o seno igual a 0 (zero).
Portanto, e = 1.

(=)See* =1« 17 =% V7 € C = z = 2ki, por 6,k € Z.

Com esse estudo prévio, temos condi¢des suficientes para generalizar o conceito da fungdes

seno e cosseno no conjunto dos niimeros complexos.
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CAPITULO 3

FUNCOES TRIGONOMETRICAS COMPLEXAS

E acordo com o estudo feito nos Capitulos 1 e 2, iremos iniciar agora o estudo das funcdes
D trigonométicas complexas de uma varidvel complexa, isto é, das fungdes f : D — C cujo
dominio D estd contido em C. Essas fungdes trigonométricas fazem parte do objeto principal
da Andlise Complexa em uma variavel.

Inicialmente iremos apresentar o conceito de fungdes de varidvel complexa, assim como
algumas nog¢des bdasicas associadas as essas fun¢des. Em seguida, trataremos de forma espe-
cial as fungdes trigonométicas complexas, com o objetivo de mostrar as existéncia de seno e
cosseno maiores que 1. Além disso, serdo trabalhadas as propriedades referentes as fungdes

trigonométricas.

3.1 Funcodes de Variavel Complexa

Para definirmos func¢des de uma varidvel complexa, consideremos uma fungao do tipo f :
D — C cujo dominio D é um subconjunto de C. Estas fun¢des sdo chamadas de fungdes
complexas de varidvel complexa. De agora por diante, sempre que considerarmos fungdes
f : D — C assumiremos implicitamente que D C C, a menos que se diga explicitamente o
contrario.

Sendo assim, seja D um conjunto de ntimeros complexos e seja f uma lei que faz corres-
ponder, a cada elemento z do conjunto D, um tnico niimero complexo, que denotamos por
f(z). Nestas condigdes, diz-se que f é uma fungdo com dominio D. O conjunto I dos valores

44



w = f(z), correspondentes a todos os valores de z em D, é chamado a imagem de D pela fungao
f; z é chamada varidvel independente, e w, a varidvel dependente.
Um fato importante é que uma fungdo de varidvel complexa z pode assumir valores pura-

f(x)=|z|=1\/x2+y%z=x+1y,

¢ uma funcdo real da varidvel complexa z.

mente reais. Por exemplo,

Muitas vezes é conveniente expressarmos uma fungdo f : D — C em termos de sua parte

real e de sua parte imagindria, isto é, representarmos f na forma
f=u-+io,

onde

u(z) = Re[f(2)]

o(z) = Im[f(2))(z € D).

E importante observar que as fungdes u e v sdo fungdes reais em D. Se escrevermos z = (x, y)
com x,y € R, podemos considerar u e v como fungdes reais de duas varidveis reais:

u(z) = u(x,y)

v(z) = v(x,y).
Por exemplo, se f : C — C é dada por f(z) = z + 1, entdo as partes real e imagindria de f sdo
u(z) =u(x,y) =x+1lev(z) =v(x,y) =y.
Para que uma funcdo complexa f : D — C seja limitada em um conjunto S de D, deve

existir uma constante M > 0 tal que
| f(z) [ M

para todo z € S. Por exemplo, a fungéo f : C — C dada pela expressio f(z) = z? é limitada

em {z € C;| z |< 1}, mas ndo é limitada em C.
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3.2 Funcao Exponencial Complexa

Nesta secdo iremos abordar sobre algumas caracteristicas entre a funcdo exponencial com-
plexa e a fungdo exponencial real.
Relembremos do Capitulo anterior que a defini¢do da funcdo exponencial complexa é: ¢ :
C — C dada por:
e* = e = ¢¥(cosy + iseny).

Observemos que no caso particular de z ser um ntiimero real (y = 0), segue que
e* = 10 = ¢¥(cos0 + isen0) = (1 +0) = &

o que mostra que, quando o expoente é real, a exponencial complexa coincide com a exponen-

cial real. Por outro lado,

|z |= ¢/ (cosy)? + (seny)? = &
para todo z € C. Como e* > 0 obtemos e* # 0.
Agora, recordando a representagdo polar

e“le” = e (cosyy + isenyy)e2(cosy, + iseny)
= e"e*2(cos(y1 + y2) +isen(y1 + y2))
= €"172(cos(y1 +y2) +isen(y1 +v2))

ezl—l-Zz
e
1 1
ez eX(cosy + iseny)
= e—x(cosy — iseny)
— e (cos(—y) + isen(—y))
= e~

Por essas duas tltimas propriedades, temos:

y4

e“1 _
= ¢%le
e*2

2 2122

=e
Invocando as duas primeiras propriedades e usando indugao
(eZ)i’l — e?’lZ
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qualquer que sejan € Z.
Até agora, as propriedades da exponencial complexa coincidiram com as da exponencial
real. Dentre as diferengas entre a exponencial real e exponencial complexa, uma supreendente

é que a exponencial complexa é periddica, de periodo imagindrio 27ti, pois

ez—i—Zm

*(cos(y + 2m) + isen(y + 27m)
*(cosy + iseny)

Z

e
= €
e

Ainda destacamos a propriedade da conjugacdo. Sendo assim, temos:

ez = e*(cosy + iseny)
e*(cosy — iseny)
e*(cos(—y) + isen(—y))

eZ

e portanto

| & |2= e%e? = e7é”.

3.3 Funcdes Cosseno e Seno Complexas
Como vimos a funcdo exponencial é dada por
e* = e*(cosy + iseny),z = x + iy.
Agora se z = iy, temos que
eV = ¥(cosy + iseny) = cosy + iseny
e se z = —iy, ficamos com

e~ = ¢ (cos(—y) + isen(—y)) = cosy — iseny.

Segue que
ey — e~
seny = —————
Y 2i
€ . .
eV +e Y
cosy = ———
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A extensdo das fungdes trigonométricas reais ao plano complexo é feita de forma natural

usando as relagdes acima. Assim definimos

eiz _ efiz
sen(z) = 5
€ . )
elZ _|_e—IZ
cos(z) = —

E importante observar que as outras fungdes trigonométricas, sdo definidas em termos das
fungdes seno e cosseno pelas relagdes usuais.
Observemos também que, se z for um ntimero real, as fungdes seno e cosseno complexas
transformam-se nas fung¢des seno e cosseno reais, visto que, se z = x, com x real, segue que
ez _ p—iz el _ p—ix

senz = . = . = senx
2i 2i

eiz + e—iz eix 4 efix
c0SzZ = = = C0SX
2 2

0 que mostra que, quando z for real, as fungdes seno e cosseno complexa coincidem com as

fungdes seno e cosseno reais, mostrando assim, que as fung¢des estdo bem definidas.
Em relacdo as identidades trigonométricas, a maioria das propriedades vélidas para as fun-
¢Oes trigonométricas reais permanecem validas no caso complexo. Por exemplo, temos a se-

guinte
Proposicio 3.1. Para quaisquer z, w € C, temos:
(1) sen®z 4 cos’z = 1.
(2) sen(—z) = —sen(z).
(3) cos(—z) = cos(z).
(4) sen(z +w) = sen(z)cos(w) + sen(w)cos(z).
(5) cos(z + w) = cos(z)cos(w) — sen(z)sen(w).
(6) sen(2z) = 2sen(z)cos(z).
(7) cos(2z) = cos?(z) — sen?(z).
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Demonstracdo:
(1) De fato,

iz —iz\ 2 iz _ ,—iz 2
coszz-i—senzz = i + i
2 2i

e2iz + zeize—iz + e—2iz e2iz o Zeize—iz + e—21’z

4 4

= 1.
Portanto, sen?z + cos?z = 1.

(2) De acordo com a defini¢do da fun¢do seno complexa, temos:

efz'z . eiz eiz . efiz
sen(—z) = = (—1)2—1, = —sen(z).
Sendo assim, sen(—z) = —sen(z).
(3) Utilizando a defini¢do da fungdo cosseno complexa, temos:
—iz iz iz —iz
cos(—z) = ¢t _ete cos(z)

2 2

Concluimos assim, que cos(—z) = cos(z).

(4) Para demonstrar esta igualdade, usaremos sen(z)cos(w) + sen(w)cos(z) para obter sen(z +

w). Sendo assim, temos:

sen(z)COS(ZU) —|—sen(w)COS(Z) = 411,[(31'2 _ e—iZ)(eiw + e—z’w) + (eiw _ e—iw)(eiz + e—iZ)]
i ei(z+w) . ei(z—w) + e—i(z—w) _ e—i(z+w)]
1 i+w —i(z+w
_ 2_i[e(+)_e (+)]
= sen(z+w)

Portanto, sen(z + w) = sen(z)cos(w) + sen(w)cos(z).

49



(5) Seguindo o mesmo raciocinio da demonstracdo anterior, temos:

Z[(ezz + e—zZ)(ezw +e ) 4 (ezz _ e—zZ)(ezw _ e—zw)]
}L[ei(z—&—w) _|_e—i(z—w) +ei(z—w) +e—i(z+w)+
+ pllztw) _ ,—i(z—w) _ ,i(z—w) + efi(erw)]

cos(z)cos(w) — sen(z)sen(w)

_ %[ei(zﬂv) 4 i)
= cos(z+w).
O que mostra que cos(z + w) = cos(z)cos(w) — sen(z)sen(w).
(6) Para demonstrar esta igualdade, basta substituir w por z em (4). Sendo assim, temos:
sen(z + z) = sen(2z) = sen(z)cos(z) + sen(z)cos(z) = 2sen(z)cos(z).
O que mostra a igualdade (pois o item (4) ja foi demonstrado).
(7) Semelhante a demonstragdo anterior, substituindo w por z em (5), temos:

cos(z + z) = cos(2z) = cos(z)cos(z) — sen(z)sen(z) = cos’z — sen’z.

Mostrando que a igualdade é valida (pois o item (5) ja foi demonstrado).

Uma outra forte analogia entre as fun¢des seno e cosseno complexas e as fungdes seno
e cosseno reais é que ambas sdo periddicas de periodo 271, o que pode ser justificado pelas
igualdades:

pi(z+2m) _ p—i(z+2m)
sen(z+2m) =

. 20, .
elz—i—Zm o e—zz—Zm
2i

usando o fato de que a fungdo exponencial ¢ periédica de periodo 277, ou seja, #7277 = ¢?,

como visto na se¢ado anterior. Com isso, temos:
ezz+27rz o e—zz—Zm

, 2i
ez — p—iz
2i

= sen(z).

sen(z+2m) =
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i(z+2m) —i(z+2m)
cos(z+2m) = ¢ e

2
eiz+2m’ 4 e—iz—Zni
2

novamente usando o fato de que a fun¢do exponencial é periédica de periodo 27ti, temos:
ezz+2m + e—zz—Zm
, 2
elZ _|_ e—lZ
2
= cosz.

cos(z+2m) =

Apesar dessas analogias, as fun¢des seno e cosseno complexas também possuem grandes
diferencgas em relagdo as fungdes seno e cosseno reais. Uma das mais marcantes é que as fun-
¢Oes seno e cosseno complexas sdo ilimitadas, ao contrdrio das fungdes seno e cosseno reais
que cumprem as condices:

—1 <sen(x) <1

—1<cos(x) <1

para todo x real. Para demonstrarmos esta diferenca, inicialmente verificaremos as seguintes
igualdades:
Considerando um ntimero complexo z = x + iy, e que senh e cosh significam, respectiva-

mente, seno hiperbdélico e cosseno hiperbélico, temos:
(1) cos(z) = cos(x)cosh(y) — isen(x)senh(y);
(2) sen(z) = sen(x)cosh(y) + icos(x)senh(y);
(3) | cos(z) |>= cos?(x) + senh?(y);
(4) | sen(z) |*>= sen?(x) + senh?(y).

Demonstragdo:
Para essas demonstragdes usaremos as seguntes defini¢des:

e Y +ée¥

cosh(y) = 5
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ey —e Y
2
(1) Como x é a parte real e y a parte imagindria, temos:

senh(y) =

enyrzix _i_eyfix
B 2
e Y(cosx + isenx) 4 e¥(cosx — isenx)
N 2
e Ycosx + eYcosx +ie Ysenx — ie¥senx
B 2

eV +4eY ey —e Y
= TCOSX — 1TS€7’ZX

= cosh(y)cos(x) — isenh(y)sen(x).

(2) Como x é a parte real e y a parte imaginaria, temos:
eiz o e—iz
2i .
e Ytix _ py—ix
2i

e Y(cosx + isenx) — e¥(cosx — isenx)
2i

e Ycosx — eYcosx + ie Ysenx + ie¥senx
2i

e Y — oY Y +eY

= —————(C0SX +i———senx
2i 2i

ey +eY n ey —e Y
= — — senx +i———cosx
2 2

= cosh(y)sen(x) + isenh(y)cos(x).

sen(z) =

(3) Do item (1) obtemos:
| cos(z) |> = cosh®(y)cos®(x) + senh?®(y)sen®(x)

= cosh?(y)cos®(x) + senh?(y)(1 — cos?(x))

= cosh®(y)cos*(x) + senh?(y) — senh?(y)cos*(x)

2 0s

(y) — senh?(y))cos® (x) + senh?(y)
)
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(4) Do item (2) segue:

| sen(z) |*> = cosh® )senz(x) + senh?
= cosh
= cosh®(y)sen?(x) 4 senh?
— (cosh(y) -
= sen®(x)

2

cos?(x)
(1 —sen®(x))

senh?(y)sen®(x)
senh?(y))sen(x) + senh?(y)
+ senh?(y).

(v (v)
(y)sen (x )+senh2(y)
(v (y) —
2 2(

Sendo assim, podemos demonstrar que as fungoes seno e cosseno ndo sao limitadas em C.

De fato, dizemos que uma funcdo f definida num subconjunto D de C é limitada se exitir
K > 0tal que | f(z) |< K para todo z € D. Usando as igualdades (3) e (4) acima, com

z=ni,n=123,..., vemos que

| cos(z) [ =

Portanto, podemos escrever que

Sendo assim, temos que

| cos(z) | =

quando y — +oo.

Em relagdo a fungéo seno, temos:

| sen(z) |?

cos?(x) + senh®(y)
cos?(0) + senh?(y)

1+ senh?(y)
cosh?(y) — senh?(y) + senh®(y)
cosh?(y)

| cos(z) [=] cosh(y) | -

| cosh(y) |

e Y +éeY |
2

e ¥ +eY

— —
2 oo

sen’(x) + senh?(y)
sen®(0) 4 senh?(y)

= 0+ senh*(y)
= senh*(y)
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Portanto, podemos escrever que
| sen(z) |=| senh(y) | .
Sendo assim, temos que

| sen(z) | = | senh(y) |

quando y — +co.
Dessa forma, mostramos que as fungdes seno e cosseno ndo sao limitadas no conjunto dos
nimeros complexos.

Como exemplo de que o cosseno pode ser maior que 1, observemos:

eii 4 efii
2
e +e
2
el +e
2
0,3678794409628968 + 2,71828183

cos(i) =

112

2
3,0861612709628968

2
1,5430806354814484.

12

12

Portanto, cos(i) = 1,5431.

Dessa forma, temos um exemplo de cosseno maior que 1!

Vamos agora, verificar uma situagdo para o seno. Sempre que nos deparamos com uma
equacdo do tipo sen(z) = 4, afirmamos que tal equacdo ndo possui solugdo real. No entanto,
no campo dos complexos:
ez — .e—zz 4

2
e —e 2 =8i
e — L —8i=0
¥z —1 —8ie =0
(%)% —8ie? —1 =0

sen(z) =4

S
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que é uma equacdo quadrética em e'*. Para resolver esta equagdo, usaremos a férmula conhe-

cida como férmula de Bhaskara. Dessa forma, temos:

A= (—8i)2—4(1)(—-1) = 64i% +4 = —60

N 8i & /=60
2(1)
8iv/6012

2
8i 4+ /22 . 152
2

8 + 2i\/15

2
= 4i+iV/15
= (4+V15)i.

Assim, escrevendo z = x + iy, sendo x e y reais, temos:

oz —  pilxtiy)
e—y—Hx

= ¢ Y(cosx + isenx)

e Y(cosx + isenx) = { Eij\/\/i_—ggz

Na equacao,
e Y(cosx +isenx) = (4 + V15)i,

como (4 + v/15)i é um ntmero imagindrio puro e 4 + /15 > 0, segue que

eV =4++V15

x = g+2k7r,k€Z.

Portanto,

y = —In(4+/15)
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X = 7§+2k7r,k€Z.

Conclusao:
z= (g —|-2k7r> —i[ln(4+ V15))k € Z.

Procedendo de modo anélogo para a equagdo
e Y(cosx + isenx) = (4 —\/15)i,
segue que as outras solugdes sdo:
z= (g +2kr) — ilIn(4~ VI5)] k € Z.

Isso mostra que, no campo dos nimeros complexos, a equagdo sen(z) = 4 possui infinitas
solugdes. Na proxima secdo, iremos esbogar alguns graficos relacionados as fungdes seno e

cosseno complexas.

3.3.1 Visualizacao grafica

Os graficos apresentados nesta secao foram plotados utilizando o software Matlab©2011
através do comando cplxmap.

A Figura[3.1(a)|descreve um caso particular da fun¢do cosseno complexa onde séo apresen-
tados valores de cossenos de nimeros complexos imagindrios puros no intervalo [—1, 1]. Neste
grafico podemos observar que, a func¢do possui um eixo de simetria em x = 0, pois cos(z) =
cos(—z), e possui ponto minimo em x = 0 o qual representa o valor y = cos(i0) = cos(0) = 1.
A Figura descreve comportamento da fungdo cosseno complexa no par ordenado (x, y)
plotado no intervalo [—1,1] x [—1,1].

Ainda podemos analisar que, varios nameros complexos, dentro do dominio definido an-
teriormente, possuem valores de cosseno maiores que 1, ndo apenas niimeros puramente ima-
ginarios.

De forma similar as andlises anteriores, iremos plotar o gréafico da fun¢do seno complexa.
A Figura descreve somente a parte imaginaria da fungéo sen(z), cujo dominio é o in-
tervalo [—1,1]. Podemos notar que no intervalo [—1, 1] a imagem do seno transcede o valor 1.
Ja na Figura plotamos o gréfico da fungédo sen(z) novamente considerando o intervalo
[—1,1] x [-1,1].

56



cos(z)

7777
2207/

Z
s

s

N
i

7

(a) cos(ix) e (b) cos(z).

Figura 3.1
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(a) sen(ix) e (b) sen(z).

Figura 3.2
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CONCLUSAO

ESTE trabalho apresentamos uma introdugdo a respeito das fungdes seno e cosseno pos-
N suirem valores maiores que 1 (um) e abordamos a inexisténcia dessas informagdes em
alguns livros diddticos e a importancia que os professores do ensino médio precisam dar so-
bre esta temética, a fim de que os discentes possam ter um aprendizado mais amplo. Em
seguida, fizemos um estudo acerca das fung¢des trigonométricas reais e dos nimeros comple-
x0s, para que finalizdssemos com a apresentagdo das fung¢des trigonométricas complexas, onde
mostramos a existéncia dos valores de seno e cosseno maiores que 1 apresentando exemplos e
experimentos numéricos.

De acordo com o estudo feito, acreditamos que seja possivel, com algumas ponderagdes
a respeito dos contetidos do célculo diferencial, que os professores do ensino médio, possam
abordar os conceitos de trigonometria no conjunto dos nimeros complexos. Neste sentido os
alunos poderdo perceber a possibilidade de valores de seno e cosseno maiores que 1. Através
deste estudo, percebemos também que tanto as fungdes seno e cosseno reais quanto as fungdes
seno e cosseno complexas possuem varias propriedades em comum e poucas diferencas. Além
disso, resolvemos alguns exemplos e plotamos graficos dos senos e cossenos no conjunto dos
numeros complexos. As aplicagdes demonstraram que as fungdes seno e cosseno sdo ilimitadas
neste conjunto.

Sabendo da possibilidade de progressdo dos alunos em seus estudos, principalmente na
graduacgdo, é importante que seja abordado essa temética de forma que os alunos possam de-
senvolver seus conhecimentos e possam desenvolver o seu potencial critico e investigativo

dentro da matematica. Neste sentido, futuros trabalhos poderao ser elaborados no intuito de
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mostrar que quando trabalhamos com fun¢des definidas no conjunto dos ntimeros complexos,
algumas caracteristicas ndo sdo mais validas, como exemplo de logaritmo de niimero negativo.

Em virtude do que foi abordado neste trabalho, o estudo acerca das fun¢des seno e cosseno
complexas pode ser realizado no ensino médio, pois sdo assuntos acessiveis neste nivel de
ensino, levando em consideracdo os assuntos do calculo diferencial, é claro. Além do mais,
é de suma importancia para que os alunos desmistifiquem que o seno e cosseno s possuem

valores entre —1 (menos um) e +1 (mais um).
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