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Resumo

Este trabalho tem por primeiro objetivo construir uma proposta didatica de como ensinar
métodos de encontrar as raizes inteiras ou racionais de polinémios de grau superior a dois
utilizando propriedades de ntimeros inteiros, com minima aplicagao de férmulas prontas. Dessa
maneira, é dada ao aluno a oportunidade de exercitar simultaneamente e de maneira dinamica
os conceitos basicos de algebra e aritmética presentes no ensino basico. Além disso, fazemos
a construcao cuidadosa dos conceitos envolvidos, a luz da &dlgebra abstrata moderna, sempre

tentando relacionar os diferentes conceitos das dreas de dlgebra e aritmética.

Palavras-chaves: Ensino de matematica, Relacoes de Girard, Aritmética.



Abstract

This work has a primary objective to build a didatic proposal for teaching methods to find
the integer or rational roots of polynomials of degree greater than two,using properties of inte-
gers with minimal application of formulas. Thus the student is given the opportunity to exercise
simultaneously and dynamically the basics of algebra and arithmetic present in basic education.
In addition, we added a careful construction of the concepts involved in the light of the modern
abstract algebra always, trying to relate the different concepts in the areas of algebra and arith-

metic.

Keywords: Mathematics teaching, Girard’s Relations, Arithmetic.
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Capitulo 1

Introducao

O ensino da algebra na educacao bésica tem sido um desafio para nés professores da rede piblica.
Nossos alunos demonstram uma certa recusa por acharem que matematica estd diretamente
ligada a nimeros e que as letras apenas atrapalham.

Em se tratando de polinomios, conteido estudado inicialmente no oitavo ano do ensino
fundamental e aprofundado no terceiro ano do ensino médio, uma das maiores dificuldades é
encontrar as raizes quando este polinémio tem grau superior a dois, visto que as formulas para
encontrar tais raizes nao fazem parte do conteido programatico. Como uma abordagem al-
ternativa, apresentaremos neste trabalho sugestoes de atividades que exploram as relacoes de
Girard, conteudo visto completamente no terceiro ano do ensino médio, mas que pode ser parci-
almente introduzido desde a primeira nocao de raizes de polinémios; as principais propriedades
de multiplos e divisores inteiros; além de conteidos que o aluno ja deva ter visto em sua vida
académica como divisao e fatoracao de polindmios, resolucao de sistemas, entre outros.

Organizado em cinco capitulos, iniciamos falando um pouco de matematicos como Bhaskara,
Tartaglia, Cardano e Ferrari que contribuiram muito para o avango do estudos dos polinémios
descobrindo as féormulas que, embora bastante trabalhosas, nos dao as raizes das equagoes do
terceiro e quarto graus.

No segundo capitulo, faremos um estudo sobre Teoria de Anéis, abordando defini¢des, pro-
posicoes e apresentando alguns exemplos que sao importantes para a construcao dos conceitos
de polinémios e nuimeros inteiros.

No terceiro capitulo é feito um estudo mais aprofundado sobre o anel dos ntimeros inteiros, as
operagoes com suas propriedades, além de abordar alguns dos mais importantes teoremas. Fala-
mos também sobre os nimeros primos, que nos levam ao Teorema Fundamental da Aritmética.

O quarto capitulo é destinado ao estudo dos polindmios, suas operagoes, alguns teoremas

e proposigoes. Fazemos uma abordagem sobre as relagoes entre as raizes e os coeficientes dos



polinomios, relagoes estas que sao a principal ferramenta na resolucao das atividades propostas.

Como um dos nossos objetivos é desenvolver o raciocinio 16gico do educando levando-o a en-
contrar estratégias para resolucao de problemas por caminhos que nao sejam apenas aplicacao de
férmulas prontas, destinamos o quinto capitulo para isto. Temos algumas propostas pedagdgicas
de atividades com as devidas resolucgoes, que podem ser facilmente adaptadas de modo a ser-
virem como modelo para construcao de muitas outras atividades. Sao estratégias de encontrar
raizes de polindmios de grau trés, quatro, e até seis usando apenas as relagoes de Girard e co-
nhecimentos aritméticos que os educandos devem trazer de sua vida académica. Temos também
algumas atividades onde deve-se encontrar o polindmio dadas algumas informagoes acerca do
mesmo entre outras.

A metodologia utilizada para conclusdo deste trabalho foi a pesquisa bibliografica, enrique-

cida com pesquisa em ambiente virtual.

1.1 Breve historico

Dentre os matemaéticos hindus que se destacaram com contribui¢oes do desenvolvimento da
algebra, o que mais facilmente nos lembramos é Bhaskara, por estar ligado a férmula geral da
solucao das equagoes polinomiais do segundo grau. No entanto, a formula que leva seu nome nao
foi descoberta por ele, conforme o préprio relatou no século XII. Um século antes, o matematico
hindu Sridhara (c. 870, India - c. 930 fndia) teria encontrado a mencionada férmula e publicado
em uma obra que se perdeu.

A ideia de encontrar uma forma de reduzir uma equacao polinomial de 2° grau para o primeiro
através da extragao de raizes quadradas foi o instrumento usado com sucesso pelos hindus na
busca pela férmula geral que conhecemos hoje. Segundo Eves (2002), em textos babilonicos,
escritos ha cerca de 4000 anos, encontram-se descri¢oes de procedimentos para resolucao de
problemas envolvendo equagoes do segundo grau. O autor menciona também que na Grécia,
utilizava-se geometria para resolver tais equacoes. A partir do inicio do século IX, matemaéticos
arabes ja haviam se empenhado na resolucao de equagoes do segundo grau, cujos procedimentos
utilizaram &dlgebra e geometria dos gregos, e, em decorréncia, férmulas especificas para tipos
diferentes de equagao surgiram. Contudo, o aparecimento de uma férmula geral para se obter
as raizes de uma equacao do segundo grau estd situado por volta do final do século XVI.

Eis, entdo, a férmula de Bhaskara, que, embora nao tenha sido deduzida por ele, imortalizou

seu nome.

b= Vb2 —4dac

* 2a

Segundo Garbi (1997), vencidas as equagoes do segundo grau, a inesgotavel curiosidade dos
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matematicos levou-os a conjecturar sobre as formas de resolver as do terceiro. Apesar de nao
terem encontrado a solucao para o problema, os arabes tiveram um importante papel no estudo
dessas equagoes. Girolamo Cardano, nascido em Pavia em 1501 e falecido em Roma em 1576,
e Nicolé Fontana, apelidado Tartaglia, nascido em Bréscia em 1500, disputaram pelas equagoes
do terceiro grau.

Por volta de 1510, Scipione Del Ferro, matematico italiano, encontrou uma forma geral de
resolver equacoes polinomiais de terceiro grau do tipo 2 + pz + ¢ = 0, mas nao a publicou
até sua morte. Seu aluno, Antonio Maria Fior, para o qual Del Ferro revelou a solugdo antes
de morrer, aproveitando-se desse conhecimento desafiou Tartaglia visando ganhar notoriedade,
ja que este era bastante conhecido por seu talento nos estudos. Sabendo da intencao de Fior,
Tartaglia dedicou-se entusiasticamente em encontrar uma solucao para as equacoes das quais
seria submetido ao desafio, e foi mais longe, encontrando também a férmula geral para a resolucao
das equacoes do tipo x3 + paz? 4+ ¢ = 0.

O resultado do desafio ndao poderia ter sido diferente: Tartaglia venceu resolvendo correta-
mente todos os problemas propostos, enquanto Fior saiu humilhado por nao conseguir resolver
nenhum dos que lhe foi proposto por se tratar de equacdes do tipo a2 + px? 4+ ¢ = 0, sobre as
quais nao detinha conhecimento algum.

Cardano, que estava escrevendo a Prdtica Arithmeticae Generalis nesta época, acreditando
na impossibilidade de uma solugdo geral para as equagoes do terceiro grau, ficou sabendo do
ocorrido e resolveu pedir a Tartaglia que revelasse a solucao encontrada a fim de publicar em sua
obra. Tartaglia ndo concordou e diante da recusa Cardano o insultou gravemente. Algum tempo
depois, Cardano investiu em formas de conseguir convencer Tartaglia a revelar as tao cobicadas
férmulas, até que conseguiu sob juramento de jamais revela-las, contudo, nao foi exatamente o
que aconteceu. Quebrando suas promessas e juramentos, Cardano, em 1545, publicou a férmula
revelada por Tartaglia que, nada contente por ter sua obra revelada, publicou sua versao dos
fatos e denunciou Cardano por haver traido um sagrado juramento sobre a Biblia.

Assim como ocorreu com a féormula de Bhaskara, a férmula da resolucao das equagoes poli-
nomiais de terceiro grau nao recebeu o nome do seu verdadeiro criador, e hoje é conhecida como
Foérmula de Cardano.

Vejamos a ideia de Tartaglia: supondo que a solucao procurada era composta de duas par-

celas, escreveu x = A + B e elevou ambos os membros ao cubo. Assim, obteve
23 = (A+ B)?

23 =A%+ B3+ 3AB(A + B)
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como x = A + B, substituindo

23 = A% 4+ B3 + 3ABz,

donde
23 —3ABx — (A*+ B3 =0

fazendo p = —3AB , ou melhor, A*B3 = —£ ¢
g=—(A3+B3 = A3+ B*=—¢

assim, conhecemos a soma e o produto de A% e B3, recaindo no clédssico problema que se resolve

com equagoes de segundo grau.

=S G EP e B =05 \/GrrE)R
Como r = A+ B,
x=§/—§+ <§>2+<§>3+§’/—§+ (5~ (5

E chegamos a formula de Cardano, que nao foi descoberta por ele, e sim por Tartaglia.

Submetido ao desafio de resolver uma equacao de quarto grau, Cardano, apds intmeras
tentativas sem sucesso, passou a questao para seu jovem e prodigioso discipulo Ludovico Ferrari.
Nascido em 1522 na cidade de Bolonha, Ferrari teve sua brilhante inteligéncia reconhecida muito
cedo por seu mestre e, com sua genialidade, encontrou o método geral para a solucao das citadas

equagoes, o qual foi publicado por seu mestre, Cardano, na Ars Magna. Olhando a equagao
et +pr 4+ qr4+r=0

Ferrari, segundo Garbi (1997), procurou reagrupar os termos de modo que nos dois lados da
igualdade houvesse polinémios quadrados perfeitos. Se tal reagrupamento fosse possivel, seriam
extraidas as raizes quadradas, cair-se-ia em equacgoes do 2° grau e o problema estaria resolvido.

Reescrevendo a equagao, chega-se a
4 2 _ .2
4+ pt+a)+(r+8)=ar"—qr+p
E entao, fazendo os calculos e substitui¢oes convenientes chegamos a férmula de Ferrari:

Vat+ (p+ o)z + (r+ B) = £v/aa? — gz + 8

Embora muito trabalhoso, o método desenvolvido por Ferrari nos fornece as solugbes de uma

equagao polinomial de quarto grau apenas com operagoes algébricas, fato que merece destaque.
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Para o caso de equacoes de grau 5, Abel provou que nao existem solucoes por radicais para
encontrar suas raizes, como nos casos anteriores. Posteriormente Galois generalizou esse resul-
tado, mostrando que o mesmo valia para equagoes de grau maior. Mesmo para equagoes de grau
pequeno, os métodos acima podem ser muito trabalhosos e pouco interessantes para o aprendi-
zado do aluno do ensino béasico. Ao restringirmos o problema para encontrar raizes inteiras, o
mesmo se torna bem mais interessante, por permitir a utilizagao e exercicio de conceitos basicos
de aritmética. A partir do proximo capitulo, desenvolveremos a fundamentacao tedrica para a

exposicao de algumas atividades com esse intuito.
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Capitulo 2

Conceiltos basicos de Teoria de Anéis

Nesse capitulo estd a fundamentacao tedrica do trabalho: definigoes e resultados preliminares
de teoria de anéis, que, com as devidas adaptacdes, podem ser aplicados tanto aos conjuntos
numéricos (Z, Q, R, C) quanto aos conjuntos de polinémios e suas operagoes. Nossas principais

referéncias sao Gongalves (2008), Domingues e Iezzi (1982) e Lequain e Garcia (2008).

2.1 Definicoes e Exemplos

Seja A um conjunto nao vazio. Vamos definir duas operagoes, as quais chamaremos de soma e

produto em A e denotaremos por + e - . Assim,
+:AxA—- A St AXA— A
(a,b) ~a+b (a,b) ~> a-b.
Definigao 2.1.1. O trio (A, +,-) é um Anel se sao verificadas as seguintes propriedades:
Al) (a+b)+c=a+ (b+ c) (associatividade da soma);
A2) Existe 0 € A tal que a4+ 0 =0+ a = a (existéncia do elemento neutro da soma);

A3) Para todo x € A existe um udnico y pertencente a A, denotado por y = —z, tal que

x4y =y+x =0 (existéncia do inverso aditivo);
A4) a+b="b+ a (comutatividade da soma);
A5) (a-b)-c=a-(b-c) (associatividade do produto);
A6) a-(b+c)=a-b+a-c;(a+b)-c=a-c+b-c (distributividade a esquerda e a direita).
Se um anel (A, +, -) satisfaz a propriedade:

14



AT) Existe 1 € A,0# 1 talque z-1 =12 =z para todo x € A,
dizemos que A, +,- é um anel com unidade.
Se um anel (A, +,-) satisfaz a propriedade:
A8) Para quaisquer x,y € A,z -y =1y x,
dizemos que A, +,- é um anel comutativo.
Se um anel (A, +, -) satisfaz a propriedade:

A9) z,y € Ajz-y=0= 2 =0 ouy = 0, dizemos que (A4,+,:) é um anel sem divisores de

ZETO0.

Se (A, +,-) é um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero, dizemos que (A4, +, -)
é um Dominio de Integridade.

Se um Dominio de Integridade (A, +, -) satisfaz a propriedade:

A10) Para todo x € A,z # 0, existe y € A tal que -y =y -z = 1, dizemos que (A4, +,+) é um
Corpo.

Por uma questao de praticidade, quando nao houver ambiguidade com relacao as operacgoes

representaremos o anel (A, +,-) apenas por A.

Exemplo 2.1.2. Alguns exemplos de anéis comutativos com unidade sdo os conhecidos anéis
numéricos, com as operacoes usuais: Z, Q, R, C. Mais ainda, é facil ver que sao todos dominios

de integridade e que Q, R e C sao corpos.
Exemplo 2.1.3. Um exemplo de anel numérico menos conhecido é
2yl i=A{a+bypla,be L},

com p sendo um nimero natural primo, que, com as operagoes usuais, também é um dominio
de integridade. Definimos as operagoes de soma e produto em Z[,/p| da seguinte forma:

Dados r, s € Z[,/p], entao existem inteiros a, b, ¢, d tais que r = a+b/p e s = c+d,/p, assim,
r+s:=(a+c)+ (b+d)\/p
r-s:= (ac+ pbd) + (ad + bc)+/p.
Podemos também definir o anel
Qlypl = {a+bypla,b e Q},

que nesse caso é um corpo, com operagoes andlogas.

Para mais detalhes sobre esses anéis, ver [10], p. 35.
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Exemplo 2.1.4. As classes de congruéncia de inteiros médulo n, com n > 2, com as operagoes

usuais de soma e produto, também formam um anel comutativo com unidade:

Zn:={0,1,...,n—1}.

O anel Z, é um dominio de integridade se e somente se é um corpo se e somente se n é
primo. Para mais detalhes, ver [4] (1982), p. 141.
Se n nao é primo, entdo Z, possui divisores de zero. Por exemplo, em Zg temos 2 -3 = 0,

logo 2 e 3 sao divisores de zero.

Exemplo 2.1.5. nZ, o anel dos inteiros multiplos de n, com as operacdes usuais, ¢ um anel

comutativo. Se n > 2, é anel comutativo que nao possui unidade.

a b
Exemplo 2.1.6. M3(R) = ;a,b,c,d € R 3 o anel de matrizes quadradas de ordem

c d

2, com as operagoes usuais de matrizes, é um exemplo de anel com unidade ndo comutativo.

Definigao 2.1.7. Seja (A, +,-) um anel. Dizemos que um subconjunto B C A, B # (), é um
subanel de A se B é um anel com as mesmas operagoes de A. Usaremos a notacdo B < A para

representar que B é um subanel de A.

Exemplo 2.1.8. E fAcil ver que 27 é um subanel de Z. De fato, a soma e o produto de dois
nimeros pares sao numeros pares. Além disso tanto a adi¢do como a multiplicacdo de nimeros
pares sao associativas, a adicdo é comutativa, o nimero zero é par e o oposto de um ntmero
par também é um nimero par. Finalmente, a multiplicacdo de niimeros pares é distributiva em
relagao a adigao.

Este exemplo mostra que um subanel de um anel com unidade nao possui necessariamente

unidade.

Exemplo 2.1.9. Seja n € N. Entao,

2.2 Ideais

Ideais compoem um tipo de subanel que é especialmente importante para o estudo de teoria de

anéis.
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Definicao 2.2.1. Seja A um anel comutativo com unidade. Dizemos que um subconjunto

ICA I+#0,éum ideal de A se

(i) z,yel =xz+yecl

(i) releac A= azx el
Exemplo 2.2.2. No anel Z dos nameros inteiros todos os subconjuntos

nZ ={nqlq € Z},
onde n é um numero inteiro dado, sao ideais. De fato:
0 € nZ uma vez que 0 = n0;
(i) ng1 +ng2 = n(q + q2) € nZ;

(ii) a(ng) =n(aq) € nZ,VNa € Z

Exemplo 2.2.3. Para todo anel A, sao ideais em A os subconjuntos {0} e A. Sao os chamados

ideais triviais de A.

Observagao 2.2.4. E facil ver que todo ideal de um anel A é um subanel de A. Contudo, a
reciproca nao vale. Por exemplo, Z é um subanel de Q mas nao é um ideal em Q. Basta notar

quelEZ,%EQ,mas%-lz%%Z.

Um elemento u # 0 de um anel com unidade A é invertivel se e somente se existe um elemento
v € A, chamado inverso multiplicativo de u, tal que u-v = v-u = 1. E fcil ver que, se o inverso

1

de um elemento existe, ele é tinico. Denotaremos por «~+ o inverso multiplicativo de u.

Proposicao 2.2.5. Seja I um ideal num anel comutativo com unidade A. Se existe um elemento

iversivel u € A tal que u € I, entdo I = A.

Demonstracdo. Seja a € A. Podemos escrever a = a-1. Como u é inversivel, existe um elemento

v € A de maneira que uv = 1. Donde a = a(uv) = u(av), e, pela defini¢ao de ideal,
aweAeuel =a=ulav) €I,

e podemos concluir que a € I. Provamos assim que A C I. Como obviamente I C A, temos

entao que I = A. 0

17



Definigao 2.2.6. Seja A um anel comutativo com unidade. Tomemos a1, as, as, ...,a, € A, com

n > 1. Indiquemos por (ay, ag,as, ..., a,) o seguinte subconjunto de A:
(a1,a2,a3, ....;an) := {x101 + X202 + X303 + - - + Tpay | z; € A Vi € N}
Tal subconjunto é um ideal em A.
Verifiquemos:

v 0=0a; +0as+ -+ 0a, =0 € (a1,as,as,...,ap).

dz1,...,2p € A|lr =2x101 + - + Tpay
v T,s€<a1,a2,a3,...,an>:>
1, yn € A|lSs =y1a1 + -+ + Ypay

Dai,

r+s=(r1+y1)a1 + (2 +y2)as + ... + (xy, + yn)an € (a1,a2,as, ..., a,).

v Sejay € Aer € (a1,as,as,...,a,). Entao,
yr = (yx1)as + (yxa2)az + (yxs)as + ... + (yxn)an € (a1, a2,as, ..., an).

Definigao 2.2.7. O ideal (a1, asz,as, ..., a,) obtido segundo as consideragoes acima é chamado
ideal gerado por ai,as,as,...,a,. Um ideal gerado por um unico elemento a € A é chamado

ideal principal gerado por a. Neste caso, além da notacdo (a), usaremos também aA.

Se todos os ideais de um dominio de integridade sdo principais, entao este anel é chamado

de dominio principal.
Exemplo 2.2.8. 7Z é um dominio principal (¢f. Teorema 3.1.7).

Exemplo 2.2.9. Se K é um corpo, entao K|[z], o anel de polinémios com coeficientes em K, é
um dominio principal (¢f. Teorema 4.1.10). A hip6tese de que K é um corpo é necesséria: por
exemplo, Z[z], o anel de polindmios com coeficientes em Z, é um dominio que nao é principal

(cf. Exemplo 4.1.13).

Exemplo 2.2.10. Z[i| := {a+bi|a,b € Z} < C, o anel dos inteiros de Gauss, é um dominio
principal (ver [§], 2008 p.22).

Exemplo 2.2.11. KJz,y], o anel de polinémios com duas varidveis com coeficientes em um

corpo K, nao é dominio principal. (ver [8], 2008 p.48)
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Se I e J séo ideais em A, indicaremos por I + J o seguinte subconjunto de A:
I+J:={zs+ylzeleyec}

Trata-se também de um ideal de A, porque, além de nao ser vazio (pois0 € I e0 e J =0 €
I+1J),
0=040 € I+ J;

(i) r,sel+J=>r=x1+y1es=xy+yscomzxy,ze €I eyy,ys € J. Entao,

r+s=(r1+x2) + (Y1 +y2) €1+ J

(i) tel+JeacA=t=ac+yecl+Jcomzecleyec . Entao,

at=axr+ayel+J

Dados os ideais I e J num anel comutativo A pode-se mostrar que
INJ:={ac€AlacleacJ}
também ¢é um ideal em A. De fato,
0eleleJ=0ecIndJ.
(i) Sex,yeINnJ=z,yclex,ycJ=

r+y€elex+yeJ=zc+yclindd

(i) SexeINJeacA=zxecl,xcJeac A

ar€leareJ=arxeclnd.

Proposicao 2.2.12. Sejam I e J ideais num anel comutativo A. Entdo:
a) I'NJ é o maior ideal contido em I e em J;
b) I+ J € o menor ideal que contém I e J.

Demonstragao. Naturalmente o “maior” e o “menor” que figuram no enunciado referem-se &

relacao de ordem “inclusao”.
(a) Seja L um ideal em A talque LC I e L C J. Entdao L C I N J.
(b) Seja L um ideal em A tal que I C L e J C L. Entao:
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rel+J=dJxecledyecJtalquer =a+y=1r € L pois,

r,2yeEL=xz+yeL.
Logo I +J C L. O
Exemplo 2.2.13. Quem € o ideal 27Z + 3Z7?
Temos que 2Z + 3Z = {z +y|x € 2Z, y € 3Z}. Assim, todo elemento de Z que se escreve

como uma soma de um muiltiplo de 2 e um multiplo de 3 estd neste ideal. Como sabemos escrever

1=-243, segue que 1 € 27 + 3Z, ou seja 27Z + 37 = Z (pela Proposicao 2.2.5).

3

Exemplo 2.2.14. a) (%) em Q serd igual a Q, pois g ¢ inversivel em Q.

b) (—%) em R serd igual a R, pois —% é inversivel em R.

c) (3) em 27 serd igual a 3 - 2Z = 6Z.

d) Em Z, (6,21) = (6) 4+ (21) = {x + y|x € 6Z,y € 21Z}.

e) EmZ, (6)N(2) ={z €Z|x €6Zeyec21Z}.

f) (v2) = {0a+bv2 € Z|a,b € Z} é um ideal de Z[v/2] que representa os miltiplos de v/2.

g) Em Z, (4,6,10) = (4) + (6) + (10) = {z + y + 2 € Z |z € 4Z,y € 6Z, z € 10Z}.
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Capitulo 3

Inteiros

O conjunto dos nimeros inteiros, suas operacoes e propriedades foram fonte de inspiracao para
muitos conceitos de teoria de anéis. Neste capitulo, faremos uma revisao das principais propri-
edades dos numeros inteiros, apresentando, sempre que possivel, demonstracoes utilizando os
conceitos de teoria de anéis desenvolvidos no capitulo anterior.

E facil ver que, com as defini¢oes usuais de soma e produto, Z é um dominio de integridade.

3.1 Divisibilidade e divisao eucliciana

Definigao 3.1.1. Diz-se que um numero inteiro a divide um inteiro b se b = ac, para algum
c € Z. Neste caso diz-se também que a é divisor de b e que b é maltiplo de a. Ou ainda que b é

divisivel por a. Indicaremos por a|b o fato de a dividir b; e se a nao divide b, escrevemos a ¢t b.

b

O elemento ¢ € Z tal que b = ac, onde a # 0 ¢é indicado por ¢ = e é chamado quociente de b

por a.
Exemplo 3.1.2. a) 2|6 pois 6 =2 3;

b) —5|20 pois 20 = =5 - 4;

¢) 1|a (Va € Z) pois a =1 - a para todo a € Z;

d) Se b# 0, entdao 01 b pois 0-c = 0 para todo ¢ € Z.
Proposicao 3.1.3. A relacdo de divisibilidade possui as sequintes propriedades:
(di) Se a#0 entao a|0 e ala.
(d2) Sea#0,b#0,albeb|c entioalc.

(d3) Sea#0, al(b+c) ea|b, entdo ac.
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(dy) Sea#0, alby,...,a|by, entio a|bicy + -+ + bpcp para quaisquer ¢, ..., Cp.
(ds) 1|a para todo a € Z.
(ds) Sea#0,c#0,albec|dentioa-c|b-d.

A demonstragao dessas topicos é simples e pode ser encontrada em [3] p.31-32.
Observagao 3.1.4. a) Se a e b sdo inteiros positivos e a|b entao a < b.

b) alb se e somente se bZ C aZ. De fato, se a|b, entdao I n € Z tal que b = a - n logo b € aZ.
Como todo elemento de bZ é escrito na forma bz, entao bx = a(nz) e todo elemento de bZ
estd em aZ, logo bZ C aZ Reciprocamente, bZ C aZ entao b pode ser escrito na forma an

para algum n € Z. Desta forma, b = an = a|b.

Uma propriedade conhecida dos nimeros inteiros é o Principio da Boa Ordenagao
(PBO): Todo subconjunto nao vazio S de Z de elementos nao negativos possui um primeiro
elemento, isto é, 3 xg € S tal que x¢g < x, Vx € 5.

A partir dessa propriedade, podemos estabelecer o algoritmo de divisao de Euclides.

Teorema 3.1.5 (Algoritmo da Divisao). Sejam a e b, tais que a > 0 e b > 0 entdo existem
inteiros q e r tais que a = bg+ 1, e 0 < r < b. Os inteiros q e r, nas condi¢oes acima, SGo

unicos e sdo chamados, respectivamente, de quociente e resto da divisao euclidiana de a por b.

Demonstragdo. (Existéncia) Considere o conjunto
S:={a—bx|re€Zea—bxr>0}

Observe que a € S, poisa=a—b-0e a>0. Logo S nao é vazio. Assim, temos que S é um
subconjunto dos niimeros naturais, nao vazio. Entao, pelo Principio da Boa Ordenagao, existe

em .S um elemento minimo, o qual denotaremos por r.
reS=r>0er=a—bgpara algum q € Z.

Falta mostrar que r < b. De fato, suponha por absurdo que r > b.
r>b=a—-bg>b=>a—-bg—b>0=>a—-blg+1)>0=>a—-bg—beS=a—bg—>b>

r=r—b>r=-b>0=0<0, 0 queé um absurdo, pois por hipdtese b > 0.

(Unicidade) Suponha que existam ¢, ¢’,r, 7" € Z, com q # ¢' e r # 1/, tais que

a=bg+r=0bq +r
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com 0 < 7,1 <b.

bg+r=b +r" =blg—q¢)=r—1
0<re0<r' = |r—r|<b
Assim, b(qg—¢)=1"—r=|bl¢g—¢)| = | —r|=bl¢g—¢ | =|r—r|<b=|¢—¢| <1
Como ¢ — ¢’ é um nimero inteiro, temos que ¢ — ¢ = 0 e assim, 7’ —r =0 = g = ¢ e
r=r. O
Exemplo 3.1.6. Sejamn=39ed="7,entdao0 39=5-7+4, assim, g =5er =4.
O teorema a seguir evidencia uma importante propriedade do anel dos ntimeros inteiros.

Teorema 3.1.7. Todo ideal de Z € principal, logo Z € um dominio principal.

Demonstragao. Sabemos que I = nZ é um ideal de Z para todo n € Z, pelo Exemplo 2.2.2.
Vejamos que todo ideal de Z é desta forma.

Se I =0, entao I = 0Z. Suponhamos I # 0, entdo existe a € I tal que a # 0. Consideremos
S={xel|z>0}

Como a € S ou —a € S, temos que S # (0. Logo, pelo Principio da Boa Ordenacao dos
nimeros inteiros, S possui um menor elemento, digamos ag. Entao, agZ C I, pois I é ideal de Z.
Reciprocamente, seja b € I. Segue do algoritmo da divisao (teorema 3.1.5) que existem ¢, r € Z
tais que

b=apq+r,
com 0 < r < ag. Assim, r = b — agq € I, de onde segue que r = 0, pela minimalidade de ag.

Logo, b = apq e segue que I = apZ. O

Mostraremos agora que existe o maximo divisor comum, ou simplesmente mdc no conjunto

Definiremos, a seguir, o maximo divisor comum entre ntimeros inteiros.

Definicao 3.1.8. Dados dois nimeros inteiros a e b com a # 0 ou b # 0, a cada um deles pode-
se associar seu conjunto de divisores positivos D(a) e D(b) respectivamente, e a intersecgao
de tais conjuntos D(a) N D(b) é finita e nao vazia (ja que 1 pertence & intersecgdo). Por ser
finito, D(a) N D(b) possui elemento maximo que é chamado de mdzimo divisor comum (mdc)
dos nimeros a e b. Para a = b = 0 convencionamos mdc(0,0) = 0. Quando mdc(a,b) = 1

dizemos que a e b sao primos entre si.
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Podemos estender a definicdo de mdc em Z para k elementos, ou seja, dados k nimeros

inteiros nq,no, ..., ng, pode-se associar o conjunto dos divisores positivos
D(m), D(na), .., D(ny)

respectivamente e a intersecgao D(ny) (1 D(n2)(),--.,[)D(ng) é finita e ndo vazia. Logo, possui
um elemento maximo d tal que mdec(ny, ng, ..., ng) = d.
O teorema a seguir contextualiza o conceito de mdc dentro da teoria de anéis e lista algumas

propriedades importantes do mesmo.
Teorema 3.1.9. Sejam ni,na,...,n inteiros nao nulos e seja
J:mZ—i—ngZ—i—”--i-nkZ

o ideal gerado por ni,na,...,ni. Pelo Teorema 3.1.7, existe um numero inteiro positivo d € Z

tal que J = d7Z. Entao,

(i) Ari,re,...,1k € Z tais que d = niry + noro + - -+ + NgTg.

(i) d é um divisor comum de ni,ng,...,nk.
(i11) Se d' é um divisor qualquer de nq,na,...,nk, entdo d € também um divisor de d.
(iv) d = mdc(ny,ne,...,ng).

Demonstragao. (i) Como 1 € Z, entao d € dZ. Uma vez que
J=d-Z=mZ+nol+ -+ niZ,

temos que existem r1,...,7; € Z tais que d = niry + - - + ngrg.

(ii) Seja i € {1...,k}. Claro que
n; €l CmiZ+ - +n2—+ ... +nipZ = d7Z,

e, portanto, dr; € Z tal que n; = dr;, isto é, d é um divisor de cada n;, paracadai=1,..., k.
(iii) Seja d’ um divisor comum qualquer de nq,ng,...,nk. Assim, para cada i = 1,...,k,
existe r; tal que n; = d’ - ry, ou seja, n;,Z C d'Z Vi € {1,2,...,k} (cf. observacao 3.1.4 item b) e

dai segue imediatamente que:
mZ+noZ + - +npZ =dZ C d'Z

e portanto: d € d'Z, isto é, Ir € Z tal que d = d'r.
(iv) Por (ii) d ¢é divisor comum de ny,ng, ...,n; entdo d € D(ny)(D(n2)()...[)D(nk). Por
(iii), qualquer outro divisor comum de nq,ne,...,n; também divide d, logo d é o maior divisor

comum de ni,no,...,Nk. ]
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Observagao 3.1.10. a) Sea=0eb#0, entdo d = |b].

b) Se d é maximo divisor comum entre a e b, entao d também é maximo divisor comum entre

—a e b, entre a e —b e entre —a e —b.

Exemplo 3.1.11. Sejam os inteiros 30 e 66, entao
D(30) ={1,2,3,5,6,10,15,30}
D(66) = {1,2,3,6,11,33,66}
D(30) N D(66) = {1,2,3,6}
Logo, de acordo com a Definigao 3.1.8, mdc(30,66) = 6.

Exemplo 3.1.12. Sendo n um inteiro qualquer, achar os possiveis valores do maximo divisor
comum dos nimeros n e n + 10.

Resolugao: Seja d := mdc(n,n + 10).

Como d|n + 10 e d|n, entao, pela propriedade 4 da proposigao 3.1.3

d|[(n+10) —n] = d € {1,2,5,10}.

Corolario 3.1.13. Sejam a,b € Z ndo simultaneamente nulos. Entdo, existem inteiros x e y

tais que mdc(a,b) = ax + yb. Portanto, se ¢ € Z € tal que c¢|a e c|b entdo ¢| mdc(a,b).
Este corolario é consequencia do Teorema 3.1.9 para k = 2.

Exemplo 3.1.14. Dados os inteiros 12 e 21, temos:

D(12) ={1,2,3,4,6,12}

D(28) = {1,2,4,7,14,28}

D(12) n D(28) = {1,2,4}

Pela Defini¢ao 3.1.8, temos que mdc(12,28) = 4, entdo existem z,y € 7Z tais que 4 =
12z 4 28y.

A saber, para © = —2 e y = 1 teremos 12(—2) + 28(1) = 4.

Exemplo 3.1.15. Consideremos o ideal de Z gerado por 3 e 4, a saber
(3,4) = {3x +4y;z,y € Z} = 3Z + 4Z.

Comzx=1ey=0vemos que3=3-1+4-0¢€ I(3,4). Analogamente com x =0 e y = 1,temos
que 4 =3-0+4-1. Portanto, todo elemento de Z que pode ser escrito como uma soma de um
mutiplo de 3 e um maultiplo de 4 pertence a este anel. Como sabemos escrever 1 = —3 44, segue

que 1 € (3,4), ou seja, 3Z + 47 = 17 = 7.

Proposicao 3.1.16. Se mdc(a,b) =1 e a|be, entdo ac.
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Demonstragao. Como mdc(a,b) = 1, existem xz,y € Z tais que ax + by = 1, assim
a-cx+ (be) -u=c

Do fato de a dividir cada termo do lado esquerdo, temos que a | c. ]
Teorema 3.1.17. Para todo inteiro positivo t, mdc(ta,tb) = t mdc(a,b).

Demonstragao. Seja d = mdc(a,b). Entao, pelo teorema 3.1.9, temos que

dZ = aZ + bZ.
Multiplicando por t, temos
tdZ = t(aZ + bZ) = tdZ = taZ + tbZ

e portanto,

td = mdc(ta, tb).

O]

Proposicao 3.1.18. Se a,b e ¢ sdo numeros inteiros tais que a|c, b|c e se a e b sao primos

entre si, entao ab|c.

Demonstragao. Como a e b sdo primos entre si, pela definicio de mdc e pelo teorema 3.1.9,

existem r e s tais que ra + sb = 1, de onde vem
r(ac) + s(be) = c.
De a|c e b|c resulta que ab|ac e ab|be, portanto, pela propriedade 4 da proposicao 3.1.3:
ab|acr + acs = ab | c.
O

Exemplo 3.1.19. Sejam os ntumeros 4,7 e 56. Temos que 4|56 pois 56 = 4 - 14 e 7|56 pois
56 =7-8.
Como mdc(4,7) = 1 podemos concluir que 4 - 7| 56. De fato 4 -7 = 28| 56.

Lema 3.1.20. Se a = bg + r, entdo mdc(a,b) = mdc(b, ).

Demonstragdo. Basta mostrar que D(a) N D(b) = D(a) N D(r), ja que se estes conjuntos forem
iguais, em particular seus méximos também serao iguais. Se d € D(a) N D(b) temos d|a e d|b,
logo d|a — bg < d|r e portanto d € D(b) N D(r). Da mesma forma, se d € D(b) N D(r) temos
d|bed]|r,logod|bg+1r < d|aeassimde D(a)ND(b). O
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O procedimento que usaremos no exemplo a seguir serve para calcular os r;’s no Teorema

3.1.9. E o chamado Algoritmo de Euclides Estendido que também serve para calcular o mdc.

Exemplo 3.1.21. Vamos calcular o mdc(726, —275). Como o mdc(726, —275) = mdc(726, 275),

podemos aplicar o Algoritmo da Divisao (c¢f. teorema 3.1.5) a mdc(726,275):
726 = 2275+ 176

275 =1-176 499

176 =1-99+ 77

99 =1-77+22
T7T=3-224+11
22=2-11

e, portanto, segundo o lema 3.1.20 mdc(726, —275) = mdc(22,11) = 11.

E importante notar que o maximo divisor comum de 726 e -275 pode ser escrito na forma
11=7T7r-3-22
=77—-3-(99—-1-77)=4-77—-3-99
=4(176 —1-99) —3-99=4-176 —7-99
=4-176 —7(275—1-176) =11 -176 — 7 - 275
11 =11(726 —2-275) — 7-275 = 11 - 726 + 29(—275).

Coroldrio 3.1.22. Sejam a e b inteiros positivos, com mdc(a,b) = d. Sejam x e y inteiros tais

que a = dx e b=dy. Entdo, mdc(z,y) = 1, ou seja, x e y sao primos entre si.

Demonstragdo. Como d = mdc(a, b) = mdc(dz, dy) = dmdc(z,y) e d # 0 (pelo corolario 3.1.17),
entao:

mdc(z,y) =1

O]

O minimo multiplo comum de dois ntimeros inteiros a e b é o menor inteiro positivo m que

¢ multiplo de a e b simultaneamente. Vamos a uma defini¢do formal de m.

Definigao 3.1.23. Se denotarmos por M (n) o conjunto dos miiltiplos positivos de n, dados
dois nimeros inteiros a e b com a # 0 e b # 0, entdo a interseccao M (a) N M(b) é nao vazia (ja
que |ab| estd na interseccao). Pelo principio da boa ordenagao, M (a) N M (b) possui elemento

minimo. Tal nimero é chamado minimo miltiplo comum de a e b e o denotaremos mmc(a, b).
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Proposigao 3.1.24. Sejam a e b inteiros ndo-nulos e seja m o minimo multiplo comum de a e

b. Entao,
(i) m > 0;
(i) a|m e b|m;
(iii) Se ¢ € Z for tal que a|c, b|c e c >0, entao m < c.

Demonstragao. De fato, segundo a definicao 3.1.23, m ¢ inteiro positivo e pertence a intersecgao
M(a) N M(b), logo m é miltiplo de a e de b e, consequentemente, a|m e b|m.

Novamente pela definigdo 3.1.23, temos que m é o menor elemento da intersecgao M (a) N
M(b). Assim, se a|c, b|cec> 0 temos que, ¢ também pertece & interseccao M (a) N M (b), logo

m < c. O
Proposicao 3.1.25. Sejam a e b dois numeros naturais, entdo
mdc(a, b) - mmc(a,b) = a-b.

Demonstragdao. Escreva d = mdc(a,b) e m = mmc(a,b). Como d|a entdo d|ab, ou seja, ab é
multiplo de d, logo ab = dm; onde m; é um ntmero inteiro diferente de zero.
Pondo-se a = ajd e b = bid, com aj,b; primos entre si (c¢f. corolario 3.1.22), temos que

ardbid|mid = a1bid|mq, donde:
abid = dm1 = aby = my

aldb = dm1 - alb =mj.

Logo, mj é um multiplo comum de a e b, portanto, pelo item (éii) da definigdo 3.1.23, m < m;.
Por outro lado temos m = m’d, ja que d|a e a|m (cf. {tem dg da proposigao 3.1.3). E como

a|m e b|m, teremos:

ard|m/d e byd|m'd,

logo

ap|m’ e bl|m’

e pelo teorema 3.1.18 temos que
arby |m' = a1bid|m'd = a1b|m,

ou seja, my|m e portanto m; < m. Fica assim demonstrado que m; = m e portanto ab =

dm. O
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Proposigao 3.1.26. Sejam aZ o ideal gerado por a e bZ o ideal gerado por b. Entdio,
aZ N bZ = mmc(a, b)Z.

Demonstragdo. Seja x € aZ NbZ entdo = € aZ e x € bZ. Seja d = mdc(a,b) e sejam ay,b) € Z
tais que a = a1d e b = bid.

Como x € aZ, entao existe g € Z tal que x = aq = a1dq. Como = € bZ, entao
b= bld\aldq = bl\alq = bl\q,

onde a ultima implicacao segue do corolario 3.1.22 e da proposicao 3.1.16.

Dessa forma, temos que
ab
bldg = abldaq = dz = x|g = mmc(a, b),

onde a ultima igualdade segue da proposi¢ao 3.1.25.
Reciprocamente, seja m = mmc(a,b) entdo m = r -a = s - b para algum 7,s € Z e seja

y € mmc(a, b)Z. Deste modo, existe ¢ € Z tal que
y=c-r-a=c-s-b=>ycaleycbl=yecalNbl.
Logo, aZ N bZ = mmc(a, b)Z. O

Exemplo 3.1.27. Seja a = —6 e b = 15, entao mme(—6,15) = 30. Com efeito, o conjunto
dos multiplos de -6 é M(—6) = {6,12,18,24,30,...} e o dos multiplos de 15 é M(15) =
{15, 30, 45,60, ...}. Portanto,

M(—6) N M(15) = {30,60,...},
donde mmec(—6,15) = 30.

Exemplo 3.1.28. Sendo a e b inteiros positivos, demonstrar que o mdc(a,b) sempre divide o
mmc(a, b).

Resolugao:Sendo a = mdc(a, b)-x e b = mdc(a, b)-y, onde mdc(x,y) = 1 (¢f. corolario 3.1.22).
Pela proposigao 3.1.25, ab = mdc(a, b) -mmc(a, b) = [mdc(a, b)]?- x -y = mdc(a, b) - mme(a, b) =

mdc(a, b).x.y = mmc(a, b) = mdc(a, b)| mmc(a, b).
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3.2 Numeros Primos

Os ntimeros primos tém fascinado os matematicos desde os tempos mais remotos. Abordaremos

aqui alguns importantes resultados acerca destes niimeros.

Definigao 3.2.1. Seja p € Z com p # 1. Dizemos que um nimero natural p é um nimero primo

se os seus Unicos divisores (positivos) sao 1 e p.

Esta definicao é equivalente a dizer que p € Z é um nimero primo se p # 1 e toda vez que
p = ab, com a,b € Z, entao a =1 ou a = p.
Quando um ndmero nao é primo, dizemos que ele é composto. Ou seja, um numero é

composto quando tem mais de dois divisores naturais distintos.
Exemplo 3.2.2.  a) 23 é primo, pois D(23) = {1, 23}.

b) 41 é primo, pois D(41) = {1,41}.

c¢) 97 é primo, pois D(97) = {1,97}.

Exemplo 3.2.3. Dados que p, p + 10 e p 4+ 14 sao nimeros primos, encontre p.

Vamos analisar os possiveis restos na divisao de p por 3. Se p deixa resto 1, entdo 3 divide
p + 14 e nao podera ser primo. Se o resto é 2, entdao 3 divide p + 10 e também nao podera ser
primo. Assim, o resto da divisdo p por 3 é 0 e, consequentemente, p = 3. Logo a sequencia de

nameros sera 3, 13 e 17.

Proposicao 3.2.4. Se um nidmero primo p nao € um divisor de wm numero inteiro n, entao

existem r,s € Z tais que rp + sn = 1.

Demonstragdao. Seja d := mdc(p,n) > 0. Pela definigdo de mde, temos que d é um divisor de p e
portanto d = 1 ou d = p. Mas como d|n e p nao é divisor de n, temos que d = 1 e a proposigao

segue, poisl € d-Z =p-Z+ nZ. O

Exemplo 3.2.5. Sejam os inteiros 7 e 20, temos que 7 é um ndmero primo pois D(7) = {1, 7}

e 7 nao divide 20, pois D(20) = {1,2,4,5,10,20} e pelo algoritmo da divisao:

20=7-2+6
7T=6-1+1
6=1-640

logo, pelo lema 3.1.20, mdc(20,7) = 1, assim podemos escrever 20 - (—1) +7-3 = 1.
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Proposigao 3.2.6. Todo nimero primo que divide um produto divide pelo menos um dos fatores.

Demonstragao. Suponhamos que p|ab e que p nao é divisor de a e vamos provar que p|b. De

fato, pela proposicao 3.2.4 segue que existem r, s € Z tais que
p-r4+a-s=1.
Multiplicando ambos os membros da igualdade por b, temos que
p(rb) + (ab)s = b.
Como por hip6tese p|ab e p|p entdao p|p(rb) + (ab)s, logo p|b. O

Teorema 3.2.7 (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja n > 2, um nimero natural.

Podemos escrever n de forma unica como um produto

n=pip2..-Pm
onde m > 1 € um numero natural e p1 < pa < -+ < Py, 840 PTIMOS.

Demonstracao. Existéncia: Mostraremos a existéncia da fatoracao de n em primos por inducao.

Seja S C N formado de naturais maiores que 1 que sdo primos ou um produto de primos.
Claramente 2 € S. Suponha que para algum n natural, S contém todos os naturais k, com
1 < k < n. Devemos mostrar que n € S. Se n ¢é primo ndo hd o que provar (escrevemos
m = 1,p1 =n). Se n é composto podemos escrever n = ab,a,b € N, 1 <a <n, 1 <b<n. Por
hipotese de indugao, a e b se decompoem como produto de primos. Juntando as fatoracoes de a

e b (e reordenando os fatores) obtemos uma fatoragao de n.

Unicidade: Suponha por absurdo que n possui duas fatoracoes diferentes

n=pi-Pm=4q1 " "dm',

comp; < ... <pm, q1 < ... < @ e quen é minimo com tal propriedade. Como p; |q1 -+ ¢,
pela proposigao 3.2.6 temos que p; | ¢; para algum valor de i. Logo, como ¢; é primo, p; = ¢; e

p1 > ¢1. Analogamente temos g1 < p;, donde p; = ¢1. Mas

n
*ZPQPmZCDQm’
n

admite uma tnica fatoracao, pela minimalidade de n donde m = m’ e p; = ¢; para todo i, o que

contradiz o fato de n ter duas fatoragoes. O

31



Seja a um numero inteiro; se a > 2, pelo teorema fundamental da atitmética, existem
nimeros positivos p; < ... < pp,m > 1 tais que a = p1ps . .. pm € nesta decomposicao os fatores

nao sao necessariamente distintos dois a dois. Indiquemos por s o nimero de elementos do

conjunto {p; < ... < p,,} e representemos este conjunto por q; < ... < g5 onde cada ¢; é um
nimero primo positivo e p; # p; se i # j, (i.j =1,2,...,s). Com estas notagoes temos
a=dq'q”. . .4

ondeo; >leag+ay+...+as=m.

Proposicao 3.2.8. Sejam a e b nimeros inteiros tais que a = ¢ ¢5* ... ¢S eb = qfl qu e qfs.
Temos que b|a se, e somente se, a; > f3;.
Demonstragao. Se b|a, entao
qfﬁ(]g2 g | g7t g5? ... g5
Consequentemente,
¢ g g
e pela proposicao 3.2.6 temos que qfl | g7 j& que go,...,qs sdo primos distintos de ¢;. Deste
modo, temos que a1 > B1.
Analogamente, temos que qg2 | g52, ...,qf‘g | ¢%=. Logo a; > f;.

: . _ B
Reciprocamente, se a; > ;, entao a; — f; > 0 que nos leva a concluir que ¢;" i ¢ um

nimero inteiro Vi € {1,2,...,s}. Assim q‘f‘l_ﬂlqgrﬁ2 Y e ¢ é inteiro. Logo temos que
b|a. O
Pondo-se 0; = min{ay, 3;}, para i = 1,2,..., s, verifica-se que o nimero

o1 0 s
d:qlqu...q;s

é o maximo divisor comum de a e b. Analogamente, se u = max{«;, 5;}, 0 nimero inteiro

_ M1 M2
m=q 'q°...q"

é 0 minimo multiplo comum de a e b. Obtivemos assim as regras usuais para a determinac¢ao do
mdc(a, b) e do mmc(a, b) a partir das decomposicoes destes inteiros em fatores primos.

Para provar estas regras precisaremos do seguinte corolario:
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Corolario 3.2.9. Seja
_ e ek
a forma fatorada do nimero natural n em primos distintos p;. Temos que os divisores naturais

de n sao os numeros da forma

d:P11"‘P£k

com 0 < f; < e; para todo i.

Este corolario é consequéncia da Proposicao 3.2.8.

Provemos, agora, as regras basicas:

Demonstragao. Segundo o coroldrio 3.2.9, os divisores de a sdo da forma d; = ¢} ¢3? - - 7,
com n; < «; e os divisores de b sao da forma dy = ¢ ¢5"* - - - ¢, com m; < [3;, logo os divisores

comuns de a e b sdo da forma d = qil q? oogls, com t; < oy, B

Pela defini¢ao, o mdc(a, b) serd o maior elemento deste conjunto, assim

mdc(a, b) = q<151 qg2 e q;ss?

onde §; = min{ay, §;}.

Da defini¢do de minimo multiplo comum, nenhum fator primo p; deste minimo podera ter
um expoente que seja inferior nem a «; nem a ;. Se tomarmos o maior destes dois para expoente
de p; teremos, nao apenas um multiplo comum, mas o menor possivel dentre todos eles, o que

conclui a demonstragao. O
Exemplo 3.2.10. a) Podemos escrever 384=2-2-3-3-3-3 =22.3%
b) O ntimero 120 pode ser escrito na forma 2-2-2-3-5=23.3.5.

¢) Vamos encontrar mdc(120,324) e o mmc(120,384) através do método da decomposicao.
Vejamos:

mdc(120,384) = 22 .3 = 12

mmc(120,384) = 2% - 3% . 5 = 3240
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Capitulo 4

Polinoémios

Seja A um anel comutativo com unidade. Chamamos de um polinémio sobre A em uma inde-

terminada x a uma expressao formal
p(x):a0+alx+...+am$m+...

ondea; € A,Vie NedneNtalquea; =0V j>n.

Dizemos que dois polindmios
p(x) =ap+arx+---+apx™ +--- eqx) =by+brx+ -+ by +---

sao iguais se, e somente se, a; = b; em K, Vi € N.
Se

indicaremos p(z) por 0 e o chamaremos de polinémio identicamente nulo sobre A. Assim um
polinémio p(z) = ap + a1z + - + a,px™ + --- sobre A é identicamente nulo se e somente se
a;=0€ AVieN.

Se a € A indicaremos por a o polinémio
p(x) =ao+arx+ -+ apx™ +---

onde ag = a e a; = 0 Vi > 1. O polindmio p(x) = a,a € k é o polinémio constante.

Se p(xz) = ap+ a1z + -+ + ama™ + -+ é tal que a, # 0 e a;j = 0 Vj > n dizemos que n
é o grau do polinémio p(x), e indicaremos p(z) = ag + a1x + - - + a,z"™ e o grau de p(zx) por
gr(p(z)) = n. No termo a,z", o a, é chamado coeficiente lider do polinémio.

Os polinémios de grau n com coeficientes lider a,, = 1 sao chamados de polinémios monicos.

Vamos denotar por A[z] o conjunto de todos os polinémios sobre A, em uma indeterminada
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Exemplo 4.0.11. Sio polindmios em Z[z]: f(z) = —2% + 3z — 1, g(x) = 9 — 4z + 22 — 325,
h(z) = 2z — 4 + 3.

Exemplo 4.0.12. Sdo polinémios em R(z]: r(z) = 1z + v32% — 523, s(z) = 2 — 7% + /625,

Exemplo 4.0.13. Voltando aos exemplos 4.0.11 e 4.0.12 verificamos que gr(f(z)) = 2, gr(g(z)) =

6, gr(h(z)) =3, gr(r(z)) =3 gr(s(x)) =5 e que h(x) é o dnico polindémio ménico dentre eles.

Convencionaremos as regras: 2 =lez! =z

Definiremos abaixo operagdes de soma, produto e divisao no conjunto A[x].

4.1 Operacgoes

Sejam p(x) = ap + a1 + -+ apz™ + -+ e q(z) = by + bz + -+ - + bya” + - -+ dois elementos
de Alz].
Adicao: Definimos:

p(x)‘i‘Q(x):Co+01iv+...+ckxk+...

onde ¢; = (a; + b;) € A
Temos que gr(f(z) + g(z)) < max{gr(f(z)),gr(g(x))}, quaisquer que sejam os polindémios
nao nulos f(x),g(x) € Alz] tais que f(z)+ g(z) # 0

Exemplo 4.1.1. Sejam f(z) = 323 + 822 — 2z + 1 e g(z) = 2> — 1022 + 42 — 9. Entdo,
f(@) +glz) = (3+1)2® + (84 (=10))z* + (=2 + 4)z + (1 + (=9))

=423 — 22° + 22 — 8

Produto:
Definimos:

p(x)-q(z) =co+ ez +...+epzh+...,

onde

co = aobo
Cc1 = aobl + alb()

co = agbe + a1by + asby
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¢k = aobg +a1bp—1 + -+ ap_1b1 + arby = Z a;b;
itj=k

Denotaremos por K|[z] o conjuntos dos polinémios com coeficientes em K, onde K é corpo.

Propriedade multiplicativa do grau: Temos que gr(f(z) - g(z)) = gr(f(z)) + gr(g(z))
quaisquer que sejam os polinémios nao nulos f(x),g(x) € K|z].

Vale salientar que a propriedade multiplicativa do grau sé é vélida para polindomios com
coeficientes em um corpo ou dominio de integridade. Por exemplo, tomando os polinémios

(22 + 1) e (22 + 3) em Zg4, temos

cujo grau é zero.

Note também que, como um elemento invertivel nunca é um divisor de zero, entao a propri-
edade vale se f(x) ou g(x) possui coeficiente lider invertivel (por exemplo, se um dos polinémios
¢ monico).

Em consequencia das propriedades da adicao e multiplicagdo do anel A, a adicdo e multi-
plicacdo A[z] possuem as seguintes propriedades, para quaisquer que sejam f(x), g(z) e h(x) em

Alz]:

(i) Associativa: (f(z)+ g(x)) + h(z) = f(z) + (g9(x) + h(z)) e

(ii) Comutativa: f(x)+ g(z) = g(z) + f(z) e
f(x)-g(x) = g(z) - f(2);
(iii) Distributiva: f(x) - (g(z) + h(x)) = f(z) - g(x) + f(z) - h(z);

(iv) Existéncia do elemento neutro aditivo: O polinémio nulo é tal que f(x) = 0+ f(x), para

todo f(z) € Alz].

(v) Existéncia do elemento simétrico: Dado f(z) = ap+ a1z + - - - + a,a™, o simétrico de f(x)
¢é o polinémio

—f(@) = (=a0) + (mar)x + - + (—an)z"

(vi) Existéncia do elemento neutro multiplicativo: O polindémio constante 1 é tal que 1- f(x) =

f(z), para todo f(x) € Alx].

As demonstragoes destas propriedades podem ser encontradas em [11] p.100-101.
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Com as operagoes de adigao e multiplicagao e suas propriedades, dizemos que A[x]| é um anel
comutativo com unidade.

Para f(x),g(z) € Alz], podemos definir a diferenca f(z) — g(x) entre f(z) e g(x) por
f(@) —g(x) = f(z) + (—g(z)).

Seja A um dominio de integridade e suponhamos que um polinémio p(x) # 0 possua um
inverso multiplicativo em A[z]. Assim, existe ¢(z) # 0 € Ax] tal que p(z) - g(z) = 1. Pela
propriedade multiplicativa do grau, temos que p(z) = a # 0 é um polinémio constante. Portanto,

os Unicos polinémios invertiveis em A[z] sdo os polindmios constantes nao nulos.
Exemplo 4.1.2.
Sejam p(z) =z + 2 e g(z) = 32% + ¥ — 5, entdo:
f(x)-g(z) = (x+2)- (32> +x —5)
=(1-3)2 +(1-1+2-3)2* +(=5-14+2- Dz +[2-(-5)]

=322 +72% — 32 — 10

Divisao

Introduziremos o conceito de divisibilidade em A[z] e mostraremos que é possivel fazer uma
divisao com resto, de modo tinico.

Sejam f(x) e g(x) em A[z]. Quando existe h(z) € A[z] tal que f(x) = g(x) - h(x), dizemos
que f(z) é multiplo de g(z). Nesse caso, se g(x) # 0, dizemos que g(z) divide f(z).
Proposicao 4.1.3. Sejam A um anel, f(x),g(z) € Alz]\ {0}. Se g(x) tem coeficiente lider
invertivel e divide f(x), entao gr(g(z)) < gr(f(x)).

Demonstragao. Como g(z) divide f(z) e ambos sao nao nulos, entao existe h(z) € Alz] \ {0}

tal que f(x) = g(x)h(z). Pela propriedade multiplicativa do grau, temos
gr(f(z)) = gr(g(z)h(z))

= gr(g(z)) + gr(h(z)) > gr(g(x)).

O]

Teorema 4.1.4. (Algoritmo da Divisao)Sejam K um corpo, f(x),g(x) € K[z] e g(x) # 0.

Entao existem unicos q(x),r(x) € K|x] tais que:
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Demonstragao. Mostraremos, inicialmente, que hd no méximo um par de polinémios ¢(z) e r(z)

satisfazendo as condigbes do teorema. Para tanto sejam q;(x), g2(x),r1(x), ro(z) € Klz| tais que

f(x) = g(x)q1(x) +ri(z) = g(x)g2(x) + 7o,

com 71 (z) = ro(z) = 0 ou 0 < gr(ri(z)) < grg(x), para i = 1,2. Segue dai que g(x)(q1(z) —
q2(x)) = ro(x) — r1(x), de sorte que, se q1(z) # g2(x), entao ri(z) # ro(x). Mas pela definigao

de adicao de polinémios e pela propriedade multiplicativa do grau, temos
gr(g(z)) < gr(g(x)) + gr(qi(z) — q2(x)) = gr(g(z)(q1(z) — g2(x))

= gr(ri(x) — ra(z)) < max{gr(ri(z), r2(z)) < gr(g(x),

o que é um absurdo. Portanto, ¢1(z) = ¢2(z) e daf r1(z) = r2().
Facamos agora a prova da existéncia de polindmios ¢(x) e r(x).
Seja g(z) = bg + biz + - - - + by, x™, onde by, tem inverso b} € K.
Se f(z) =0, entao tome g(z) = r(xz) =0.

Suponhamos que f(z) # 0. Seja n = gr(f(x)) e escreva
f(x) =ao+ a1z + -+ apa”,

com a, # 0.
Se n < m, entdo tome ¢(x) =0 e r(z) = f(x). Podemos, entao, supor n > m.

Agora, seja fi(z) o polinémio definido por
f@) = anby'a" ™ - g(x) + fi(). (4.1.1)

Observemos que gr(fi(z)) < gr(f(z)). A demonstragdo serd feita por inducdo sobre n =
ar(f(2)).

Sen =0, n>m = m =0 e portanto f(x) = ag # 0, g(x) = by e teremos, f(x) = agby *g(x)
e basta tomar ¢(z) = agb, ' e r(z) = 0.

Pela equacdo (4.1.1), fi(z) = f(z) — anb,'a" ™g(x) e gr(fi(z) < gr(f(x)) = n. Temos pela

hipétese de indugao que: 3 q1(x),r1(x) tais que:
filz) = (=) g(x) +r1(2)
onde r1(z) =0 ou gr(r1) < gr(g(z)). Dai, segue que:
f(@) = (a1 (2) + anby,'z" ") g(x) + 11 (2),

e portanto tomando ¢(z) = ¢1(x) + a,b,,'z" ™ e r1(z) = r(z) provamos a existéncia dos po-

linémios ¢(z) e r(x) tais que f(x) = q(x) - g(x) + r(x), e r(z) = 0 ou gr(r(x)) < gr(g(x)). O
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Exemplo 4.1.5. a) Sejam f(z) =3z + 7 e g(x) = 2% + 4z + 5 em Q[z].

b)

d)

Temos que gr(f(z)) =1 < 2 = gr(g(x)), portanto ndo temos nada a fazer. O quociente é

g(x) =0eoresto é r(x) = f(r) =3z + 7. Assim

244 4+5=0- (2 +4x+5)+ (324 7)

Sejam f(r) =222 + 3z + 3 e g(z) = 22 + 22 + 2 em Q[z].

gr(g(x)) = gr(f(x)), entao a divisao é possivel. Como o monoénio de maior grau de f(x) é
222 e 0 mondmio de maior grau de g(x) é 22, efetuando a divisdo entre esses dois monomios

temos o quociente ¢(z) = 2. Fazendo o calculo de r(z)
r(z) = f(z) — q(x)g(z) = (22° + 32+ 3) — 2(2* + 20 +2) = —x — 1

Como 1 = gr(r(z)) < gr(g(zr)) = 2, ndo podemos continuar a divisdo. Logo, ¢(x) = 2 e
r(z)=—z—1.
Sejam f(z) = 32t +52% + 222 + x — 3 e g(x) = 2% + 22 + 1 em QJx].

Apés uma série de operagdes obtemos q(r) = 372 —z + 1 = q1(x) + q2(v) + g3(z) e
(@) = ry(a) = —4

Nem sempre é possivel efetuar a divisdo entre polindmios em um anel que nao seja um

Corpo.

Tomando f(z) = 322 e g(x) = 2x em Z[z], ndo é possivel obter f(x) : g(x) em Z[z], pois

s¢7,

Definicao 4.1.6. Seja f(z) = ap + a1z + ... + apa™ € Az], onde A é um anel, e seja 5 € A.

Dizemos que o valor numérico de f(x) para x = 8 é definido por

fB)=ap+a1B+...+a,(B)" € A

Definigao 4.1.7. Se f(8) = 0, dizemos que 8 é uma raiz de f(x).

Proposicao 4.1.8 (Teste da raiz). Seja K um corpo, f(x) € Klz|\ {0}. Entdo, f € K é

uma raiz de f(x) se, e somente se, x — [ divide f(x).

Demonstragao. Suponhamos que f(f) = 0. Pela divisao euclidiana de f(z) por x — 3, existem

q(z),

r(z) € K|x] tais que



onde r(z) =0ougr(r(z)) < gr(x—pF) = 1. Assim, r(x) = r pertence a A e f(z) = q(x)(x—pF)+r.

Avaliando f(z) em /8 temos

0=f(8)=qB)B—-B)+r=r,

mostrando que x — 8 divide f(x).
Reciprocamente, suponhamos que = — 8 divida f(z). Entao, existe q(z) € KJ[z| tal que

f(z) = q(x)(z — ). Portanto,
fB)=a(B)(B-B)=4q(B)-0=0
]

Proposicao 4.1.9. Seja K um corpo e seja f(x) = ap+ai1x+---+anx™ um polinémio ndo nulo

em Klz| de graun. Entdo, o nimero de raizes de f(x) em K € no mdzimo igual a gr(f(z)) = n.

Demonstragdao. Faremos a prova por indugao sobre n = gr(f(x)).

Se n =0, entdo f(x) = a # 0 ndo tem raizes em A e o resultado é valido.

Seja n > 0. Suponhamos o resultado verdadeiro para polindmios de grau n e seja f(x) um
polinémio com gr(f(x)) =n+ 1.

Se f(z) nao tem raizes em K, entdo nao temos o que demonstrar. Digamos que f(z) tenha

uma raiz 5 em K. Pelo teste da raiz, x — 8 divide f(z) em KJz], logo existe q(z) € K|[z] tal que
f(x) = q(z)(z — ), com gr(q(z)) = n.
Por hipédtese de indugao, ¢(x) tem no maximo n raizes em K. Observamos que
a € K éraiz de f(x) 0= f(a) =q(a)(a—pB)

s ga)=0oua—B=0
« é raiz de g(z) ou a = B,

onde em (%) usamos o fato de K ser um dominio de integridade. Logo, f(z) tem no mdximo

n + 1 raizes em K. ]
Teorema 4.1.10. Seja K um corpo. Entao, K[z] é um dominio principal.

Demonstragao. Basta mostrar que todo ideal de K[x] é principal.
Seja J um ideal de K[z]. Se J = 0 entdo J é gerado por 0. Suponhamos que J # 0 e
escolhemos 0 # p(x) € J tal que gr(p(x)) seja o menor possivel. Se p(x) = a constante diferente

1

de 0 entdo 1 = a™" - a € J e assim pela proposicao 2.2.5 segue que J = K|z| é gerado por

1€ K[z]. Suponhamos, entao, gr(p(x)) > 0.
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Como p(x) € J, claramente temos p(z) - K[x] C J. Agora vamos mostrar que J C p(z)K[x]
e isto demonstra o teorema.

De fato, seja f(z) € J. Pelo algoritmo da divisao (cf. teorema 4.1.4) temos que 3 ¢(x), r(x) €
K|z] tais que f(x) = q(x) - p(x) + r(z) onde ou r(x) = 0 ou gr(r(z)) < gr(p(z)).

Agora, como f(x),p(x) € J segue imediatamente que r(x) = f(z) — q(x) - p(z) € J e pela
minimalidade da nossa escolha do polinémio p(z) € J nao podemos ter r(z) € J e gr(r(z)) <
gr(g(z)) o que resulta que s6 hd uma alternativa, r(x) = 0 e portanto temos f(z) = q(z)-p(x) €

Klz] - p(x) como querfamos demonstrar. O
Assim como vale o Algoritmo da divisao para K|[z], mostraremos que existe o mdc.

Teorema 4.1.11 (Existéncia de M.D.C.). Seja K um corpo e sejam pi(zx),...,pm(z) €
K[z]\ 0 e seja o ideal J = K[x]-pi(z)+ -+ Kz] - pm(x) de K[z] gerado pelos polindmios nao

nulos p1(x),...,pm(x).
Se d(z) € K[z] € tal que J = K[z]| - d(z) entdo sao vdlidas as sequintes propriedades:

a) 3ri,...,rm € Klx] tais que d(x) = m1(x) - p1(x) + - + 1 (T) - pm().
b) d(z) é um divisor comum de py(x),p2(x),...,pm(T).

¢) sed'(x) é um divisor comum qualquer de p1(x),p2(x),...,pm(x) entdo d'(x) € também um

divisor de d(x).

Um polinomio satisfazendo as condigoes (b) e (c¢) chama-se um mdzimo divisor comum de

p1(x),p2(x), ..., pm(x) em K|x], ou
mdc(p1(z), p2(x), . . ., pm(2))-

E claro que se d(z) é um mdc de (p1(2),p2(x),...,pm(z)) em K[z] e 0 # a € K entio a - d(z)

é também um mdc em K|z] desses polindmios.

Demonstragdo. Primeiramente observemos que, de acordo com o Teorema 4.1.10, K[x] é um
dominio principal, assim, sempre existird um d(z) satisfazendo o enunciado. Além disso, como

ja vimos no Teorema 2.2.6, toda soma de ideais é ideal.

a) Como K é corpo, temos que o polindémio constante f(z) =1 € Klz|, logo
d(z) € d(z) - K[z] = K[z] - p1(x) + -+ + K[z] - pp(2)

logo, existem 71(x),...,rm(x) € K[x] tais que d(x) = ri(x) - p1(z) + - + () - pm ().
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b) Sejaie€ {1,...,m} e Klx]-d(z) = K[z] - p1(z) + -+ + K[z] - p(z). Entao,
pi € K[z] - pi(x) C K[z]-p1(z) + - + K[z] - pm(2z) = Klz] - d(z)

e portanto 3 r;(z) € K|z| tal que p;(x) = r;i(z) - d(z), isto é, d(x) é um divisor de cada

pi(z), 1=1,2,...,m.

¢) Seja d'(x) um divisor comum em Klz| de p1(z),...,pm(x), isto é, I r; € K[x] tal que
pi(z) =ri(z) - d'(x), i=1,2..... m.
Assim,

Klz] - pi(z) Cc Klz]-d'(z) Vie{1,2,...,m}

dai segue que,
Klz] - d(@) = K[e] - p1(@) + ...+ K]z] - p() € K[a] - (2),
ou seja, 3 r(z) € K[z] tal que d(z) = r(z) - d'(x) e isto demonstra o teorema.
O

Exemplo 4.1.12. Sejam os polinémios p(z) = 22 — 16 e g(x) = 2> + 222 — 7Tz + 4 em R[z].
Vamos mostrar que o mdc(p(z), g(z)) = (x +4).

Como R[x] é corpo, podemos aplicar o Algoritmo de Euclides. Efetuando a divisao de g(x)
por p(z), temos:

23+ 222 — T+ 4 = (2% — 16)(z + 2) + (92 + 36)

1 4
2
_ 16 = T _ =
x 6 = (9z + 36) <9x 9)

Logo, o mdc(p(z), g(x)) = (92 + 36). Como este mdc nao é tnico, podemos dividi-lo por 9 e

obteremos uma forma mais simplificada. Assim, podemos afirmar que mdc(p(zx), g(z)) = (z+4).
Exemplo 4.1.13. Z[z] nao é dominio principal.

Verifiquemos: Seja A = Z[z] e I o ideal de A gerado por 2 e z, isto é, (2,x) = {2p(x) + x -
a(2) | p(z), 4(x) € Z[a]}.

Suponhamos por absurdo que A é um dominio de ideais principais. Assim, existe d(x) € A
tal que I = A -d(z), entdo (2,2) = A-d(x). Isto quer dizer que 2 € (d(z)) e z € (d(z)).
Entao existem f(z),g(x) € Z[z] tais que 2 = f(z)d(z), x = g(x)d(x) levando-nos a concluir que
gr(d(x)) = 0. Deste modo d(x) = 1 ou d(x) = 2, mas 2 nao divide z em Z[z], logo d(z) =1
e pela proposigao 2.2.5, (2,x) = Z[z] o que é um absurdo, pois o termo independente de (2, x)

sera sempre par.
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4.2 Raizes de Polindmios

Proposicao 4.2.1. Sejam K um corpo, B um elemento de K e f(x) = apz"+a1xp—1+. .. 4a,x €

K[z] um polinomio de grau n. Nessas condi¢ies:
a) [Teorema do resto] O resto na divisao euclidiana e f(x) por x — 3 é f(B);

b) [Algoritmo do Briot-Ruffini] Se q(x) = boz™ ' + b1a" 2 + ... + by_1 e r(x) = by, sdo
respectivamente, quociente e resto ma divisdo considerada, entao ag = by e b; = Bb;_1 +

a;, (i=1,2,...,n).

Demonstragdao. (a) Vale o algoritmo da divisdo para f(z) e x — f ja que gr(x — ) < gr(f(z)).
Suponhamos que

f(x) = (& = Bla(z) + r(z),

onde 7(z) = 0 ou gr(r(x)) =0 (pois gr(z — ) = 1).

Achando o valor numérico de f(x) para x = :

f(B) = (B=B)a(B) +r(B) =r(B)

Sendo r(x) constante, consideremos 7(3) = r. Assim, r = f(5), V3 € A.

(b) Calculemos (z — B)q(z) + 73

(x — B)(box”_l +ha" L+ bu_1) + by =

= bOfEn + (bl - Bb[))xnil +...+ (bn—l - an—Q)x + (bn - an—l) =
BTN Y
i=0 i=1
Levando em conta que (z — 3)q(z) +r = f(x), obtemos as seguintes igualdades:
bo = ao,

b1 — Bbo = ai,

bn-1— Bbp—2=an_1¢€
bn, — Bbp—1 = an.
Dali,

bp = aog,
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b1 = Bby + ax,

bp—1 = Pbp—2+an_1 e
bn = an,1 + anp,

que sao as igualdades pretendidas. O

Teorema 4.2.2 (Teorema fundamental da Algebra). Todo polinémio f(z) € Clz] de grau

mator ou igual a 1, possui ao menos uma raiz complexa.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [14], p. 75-77.

Uma consequencia imediata do teorema fundamental da algebra é o seguinte

Coroldrio 4.2.3. Se f(z) = apx™ + -+ 4+ a1x + ag € um polinémio de coeficientes complexos e

grau n > 1, entao existem n numeros complexos zi, ..., 2, tais que

f@) =an(z —21) - (x — 2n).
A expressao acima € a forma fatorada do polinémio f(x).

Demonstragdo. Fagamos a prova por indugao sobre o grau n de f(z), sendo o caso n = 1 ime-
diato. Suponha, pois, n > 1 e o corolario valido para todo polinémio de coeficientes complexos
egraumn — 1.

Se z; € C é uma raiz de f(z), o teste da raiz garante a existéncia de um polinémio g(z),
também de coeficientes complexos, tal que f(x) = (z — z1)g(x). Note que g(z) tem grau

n — 1 e coeficiente lider a,,; portanto por hipdtese de inducao existem zo,..., 2, € C, tais que

g(x) = an(x — 22) -+ (x — z,). Logo, f(z) = (x — z1)9(x) = an(x — 21)(x — 22) - (x — 2,). O

Exemplo 4.2.4. (i) A forma fatorada do polinémio f(x) = 22 + 6z + 8 em Z[x] é f(x) =
(x+2)(z +4);

(i) O polinémio p(z) = 3z% — 15z + 12 € Z[x] tem forma fatorada p(x) = 3(z — 1)(x — 4);
(iii) Para o polinémio g(x) = 23 + 222 — 2 — 2 em C[z] a forma fatorada é

q(z) = (z +2)(z — i) (z +1);

(iv) A forma fatorada de r(x) = 222 — 3 em R[z] é r(z) = 2 <:c - %) (3: + \/§>,
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(v) O polinoémio g(z) = z* — 22 — 2 de C[x] tem forma fatorada
gx)=(z+1)(x—1) <x+\/§> (:1:—\/§> )

Apresentaremos agora, um estudo do problema de pesquisa de raizes racionais de polindmios

de coeficientes inteiros. A proposicao a seguir nos da este resultado.

Proposigao 4.2.5. Sejam n > 1 inteiro, f(x) = apz™ 4+ ... + a1x + a9 um polinémio de

coeficientes inteiros e p e q inteiros nao nulos primos entre si. Se f (g) =0, entdo:

(a) plao e qlan.

(b) Se f for ménico, entdo as possiveis raizes racionais de f sao inteiras.
Demonstragao. (a) A partir de f(g) = 0, obtemos
anp” + anap" g+ .+ arpg" ™ +apg” =0

e dai,
-1 _ _alqn—l)

n—1

app” = e aoq”_l)

Portanto, p|apq™ e q|a,p™. Mas desde que p e ¢ sdo primos entre si, a proposi¢ao 3.2.6

nos garante que ap € ap, COIMO ueriamos demonstrar.
0 )

(b) Se f(x) é monico, a, = 1. Pelo item (a), ¢ |1, logo g é um numero inteiro.

4.3 Relacoes de Girard

Figura 4.1: Albert Girard (1595-1632)

Albert Girard (1595-1632), matemético francés, apresentou um importante teorema que

relaciona as raizes com os coeficientes de um polinémio.
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Consideremos inicialmente o polinémio do 2° grau p(z) = ax? + bz + ¢ em K|z, com a # 0,

cujas raizes sao x1 e xo. Pelo Colorario 4.2.3, temos:
az® +bx + ¢ = a(x — 1) (x — x9)

2, 0 0 (o _
e (x —z1)(z — x2)

b c
x2+5m+a:x2—(azl+x2)z+x1m2

Igualando os coeficientes, obtemos:

T+ T2 = ——
a
c
T1xy = —
a
Tomemos, agora, o polinomio de grau 3 p(z) = ax® + bz? + cx + d com a # 0 em K|[z], cujas

raizes sao r1, Ty € r3. Novamente pelo Colorario 4.2.3, temos:

az® 4+ bx? + cx +d = a(r — x1)(x — z2)(x — x3)

b c d
3
r’+ -2+ -—-cr+—-—=(r—21)(r —x2)(T —
crztowt o= 1)( 2)( 3)
x° + P + e + -=a - (x1 + x9 + x3)x° + (172 + T123 + T2T3)T — T1T2T3
Igualando os coeficientes, temos:
T +x2 +T3=——
a
c
1T + x1x3 + Tox3 = p
d
T1X92X3 — ——
a

Consideremos o polindémio p(x) = a,z™ + An_12"" 1+ ...+ ag sendo a, #0en>1. Segundo o
Colorario 4.2.3, podemos escrever

p(x) = an(z —21)(x — 22) -+ (2 — )

Aplicando a propriedade distributiva, reduzindo os termos semelhantes e ordenando o po-

linébmio, temos:

+ 2" (@ + 2123+ .+ BTy + T2T3 + A D1 T)—
— 2" (w1 mows + 1 X9y + T1T3TA + ToT3TY + .. A Ty 2T 1Tn)+

..+ (—1)”(1‘1.%’2 R xn_lmn)
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Dividindo a expressao por a, e igualando os coeficientes deste ultimo polinémio com o
polinomio considerado inicialmente, chegaremos as seguintes relacoes, conhecidas como relagoes

de Girard, ou ainda, relagdes entre coeficientes e raizes.

an—1
T tx2t...t+Tp—1tTp=—
an
Ap—2
1T + 2123+ ... + 1T +T2x3 + ... + Tp_1Tn = o
n
Gp—3
T1X2XL3 + T1X2X4 + T1X3L4 + T2X3L4 + ... + Tp—2Tp—1Lp = — a
n

a
12 ... Tp—-1Tp = (—1)n49n
an,

As relagoes aqui explicitadas serao utilizadas na resolucao de atividades no capitulo a seguir.

47



Capitulo 5

Atividades

Neste capitulo mostraremos algumas propostas didaticas que vao muito além da aplicagao de
férmulas. Aqui pretende-se incentivar o aluno a utilizar conhecimentos aritméticos ja estudados
na resolugao de problemas e desafios.

As atividades aqui propostas podem ser aplicadas a alunos a partir do 8° ano do Ensino
Fundamental e podem ser trabalhadas de forma individual ou em grupos. Comentamos cada
questao e explicitamos os conteddos que podem ser explorados em cada uma delas para que o
leitor identifique qual atividade pode ser aplicada em cada série.

Iniciemos com alguns desafios que podem tranquilamente ser aplicados aos alunos do 8° ano,
com uma pequena observagao: as relagoes entre coeficientes e raizes (relagdes de Girard) sao
estudadas apenas no 3° ano do Ensino Médio, mas ao estudar polindomios, o professor pode
acrescentar a primeira relagao (x1 +rot+---+tx, = —%) de forma natural quando falar de
raizes de polinémios, sem precisar formalizar todas as outras relagdes. A partir dai trabalha-se
fatoracao de polinémios que nao se enquadram nos casos estudados nesta série (diferenga de
quadrados, fator comum em evidéncia, trindmio quadrado perfeito e agrupamento).

Vejamos alguns exemplos onde abordaremos apenas a relacdo da soma das raizes, divisao
de polinémios, poténcia e valor numérico. A esta altura o professor ja deve ter comentado o
teorema fundamental da dlgebra e deve ter o cuidado de utilizar apenas polinémios com raizes

reais. No nosso caso trabalharemos apenas raizes inteiras.

1. Escrever a forma fatorada do polinémio P(z) = 23 — 422 — 4z + 16 sabendo que

duas raizes sao simétricas.

Neste polindmio, embora dé para aplicar a fatoracdo por agrupamento, utilizaremos a

relagao da soma das raizes para encontrar a solugao.

x|+ X9 + 13 = —(—4)
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Como x1 e xo sao simétricas, temos que x1 + x2 = 0, dai temos que x3 = 4.

Se 4 é raiz, podemos dividir P(x) por x — 4, assim:
2 —4x? —4x +16 = (22 — 4)(x — 4)

Como x? — 4 é uma diferenca de quadrados, sua forma fatorada é (z — 2)(x + 2), logo, a
forma fatorada é

P(z)=(x —4)(x — 2)(x + 2).

. Certo polindmio de coeficiente lider -2 e grau 3, tem raizes -1, 3 e 4. Outro
polinomio de coeficiente lider 1 e grau 3, tem raizes 0 e 3, sendo o 3 uma raiz

dupla. Encontre os dois polinémios e detemine o mmc entre eles.

Sejam os polinémios p(x) e g(x), entao:
p(x) = —2(z + 1)(z — 3)(z — 4) = —22° + 122° — 10z — 24

g(z) = x(x —3)? =2® — 622 + 9z

Para encontrar o mmc(p(x), g(x)), vamos analisar sua forma fatorada e escolher o termos:

mme(p(a), g(x)) = —2e(e +1)(z — 3)*(z — 4)

= —22° + 182* — 4623 + 622 + 722.

. Marquinhos chegou na sala de aula e desafiou os colegas a dizer qual o resto
da divisdo do polinémio g(z) = 2° + 2* + 23 + 22 + x — 10 por (z — 2). Aquele
que acertasse mais rapido iria ganhar um ingresso para assistir o filme que
acabara de estrear no cinema. Todos pegaram o papel e a caneta e iniciaram
imediatamente a efetuar a divisao, enquanto Joaozinho, em poucos segundos

de calculo mental, arriscou: -O resto é 52.

Espantado com a rapidez do calculo Marquinhos afirmou que o resto estaria
correto e deu-lhe o ingresso, mas ficou curioso pra saber como ele acertara o

resultado tao rapido, Joaozinho entao explicou:
- Simples: calculei todas as poténcias de 2 até a quinta, somei e subtrai 10.
O raciocinio de Joaozinho esta correto? Justifique.

O raciocinio estd correto. Joaozinho utilizou-se do Teorema do Resto, onde o resto da
divisao de um polinémio qualquer por (x — () é igual a f(5). Sendo assim, como os

coeficientes dos termos do polindémio sao todos iguais a 1 (exceto o termo independente),
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bastou calcular as poténcias de 2 até a quinta que é o grau do polinémio, soma-las e

subtrair o termo independente que é 10.

. Escreva a forma fatorada do polinémio P(z) = 2 — 322 — 6z + 8 sabendo que a

soma de duas de suas raizes é igual a 5.

Suponhamos z1 + x2 = 5 e substituindo na relacao x1 + x2 + x3 = 3, temos:
S+arz3=3 = 23=—-2
Como -2 é raiz, podemos dividir P(x) por (z + 2), daf segue que
23— 322 — 62+ 8 = (x4 2)(2* — 5z +4)

Alguns livros trazem a fatoracao do trinémio de 2° grau, além do trinébmio quadrado
perfeito, onde deve-se procurar as raizes através da soma e do produto das mesmas. Deste
modo, para o polinémio ¢(z) = 2% — 5x + 4 devemos ter duas raizes cuja soma seja
5 e o produto 4. Assim, as raizes do polinémio sao {—2,1,4} e sua forma fatorada é

Pz)=(z+2)(z—1)(z—4).

. A professora do 8° ano colocou uma caixa de bombons num bat e trancou com
um cadeado cujo segredo é formado por 3 algarismos. Ela disse que o aluno
que acertasse primeiro o segredo ficaria com os bombons e langou o seguinte
desafio: Os algarismos estao em ordem crescente e sao as raizes do polinémio

P(z) = 23 — 1122 + 312 — 21 e a soma de dois deles é 10.

Podemos escrever z1 + 22 = 10 e 21 + 29 + 23 = —(—11), entao
10+z3=11=23=1
Efetuando a divisao de P(z) por  — 1, encontramos:
2® —112% 4+ 312z — 21 = (z — 1)(2® — 10z + 21)

Analisando a fatoracdo do polinémio q(x) = 22 — 10z + 21, temos a soma igual a 10 e o
produto igual a 21, logo as raizes procuradas sdo 3 e 7. Assim, o segredo do cadeado é

137.

. Questionada por um aluno a respeito do niimero de sua casa, a professora de
matematica langou o enigma: O nimero da minha casa é formado por quatro

algarismos que sao as raizes do polinémio
P(x) = 2% — 132° + 572 — 99z + 54.
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Os dois primeiros algarismos sao iguais os dois tltimos formam um quadrado

perfeito e sua soma é 7.

Temos que 1 = z2 e x3 + x4 = 7, entao:
1+ rotrstary=13—2014+7=13=—= 121 =3

Logo, 3 é a raiz dupla, ou seja (z — 3)? divide P(x). Desenvolvendo o produto notavel

(r — 3)? = 22 — 62 + 9 e efetuando a divisdo, temos:
gt —132% 4 572% — 992 + 54 = (2% — 62 + 9)(2® — Tz + 6).

Os quadrados perfeitos formados por dois algarismos cuja soma dos algarismos é 7 sdo 16

e 25. Substituindo 1 no polinémio:
P(1)=1-13457—-99+54=0
Substituindo 2 no polinémio:
P(2) =16 —104 4228 — 198 + 54 = —4

Logo, 1 é raiz do polinémio e o quadrado perfeito procurado é 16. Dai temos que o nimero

da casa da professora é 3316.

Poderfamos também analisar o quociente da divisdo q(x) = 22 — 7o + 6. De acordo com a
regra de fatoracao do trindmio do 2° grau, devemos ter duas raizes cuja soma seja 7 e o

produto 6 e chegamos aos nimeros 1 e 6.
. Determine o valor de n € Z* de modo que o polinémio
p(z) = 2% + nat + 223 + 2na® +nx +1

seja quadrado de um polinémio moénico f(z) € Z[z]|, sabendo que os coeficientes

de p(x) pertencem a Z,.

Como gr(p(x)) = 6, ele serd o quadrado de um polinémio moénico de grau 3. Seja f(x) =

23 + ax? + bx + ¢, entdo

(2% 4+ az® + bz + ¢)? = 28 + a2 + v?2® + @ + 2a2® + 2b2 + 2ca® + 2aba3+
+ 2acx?® + 2bex
agrupando os termos semelhantes, temos:
2% 4+ 2ax° + (a® + 20)z* 4 (2¢ + 2ab)z® + (b* + 2ac)x® + 2bex + ¢*
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Comparando p(z) com o quadrado de (f(z))
20=0=a=0
=1=c==+l

mas —1 ¢ Zy, logoc=1

a?+2=n=2b=n
V+2ac=2n=0=2n=0"=2-2b=0>—-4b=0=bc {0,4}

Para b = 0 temos n = 0 que nao serve pois n € Z*.

Para b = 4 temos n = 8, assim,

p(z) = 25 + 8% + 2% + 1622 + 8z + 1 = (2 + 42 4+ 1)?

. Obtenha a € Z de modo que p(z) = 2* + az3 + 722 — ax + 1 seja o quadrado de um

polinémio moénico de coeficientes inteiros.

Como gr(p(z)) = 4, p(x) serd o quadrado de um polindémio monico de grau 2. Seja este

polinémio f(z) = 2% + bz + c.
ot +ar® +72% —ar + 1 = (2 +bx + ¢)?
(2% + br + ¢)* = 2* + b%2® + 2 + 2ba® + 2ca® + 2bcx
= 2t + 2023 + (2¢ + b%)2? + 2bcx +
Comparando a tultima expressao com p(z), temos:
F=1=c=+=l

Caso ¢ =1, temos 2c + b?> = 7 = b?> = 5 = b = /5 que nao serve pois b € Z.
Para ¢ = —1 temos —2 +b> =7 = b?> =9 = b = %3, logo

b=3=2b=a=a=6

b=-3=2b=a=a=-6

Assim, temos que os valores de a sao 6 e -6.

. O polinémio p(x) = 2% — 823 — 2722 + 182z + 392 tem 4 raizes inteiras. Duas delas
sao positivas e iguais e é um ntimero primo que divide 84. Encontre as quatro

raizes de p(x).
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Decompondo 84 em fatores primos temos 84 = 22 .3 . 7. Substituindo os 2, 3 e 7 no

polindémio observamos que:
p(2) = 2% — 8(2)® — 27(2(*+182(2) + 392 = 600

p(3) =31 —8(3)% — 27(3)% + 182(3) + 392 = 560
p(7) =T —8(7)% — 27(7)% +182(7) + 392 = 0

Logo, 7 é a raiz dupla e (x — 7)? divide p(x). Desenvolvendo o produto notével e efetuando

a divisao, encontramos:
p(z) = (z — 14z + 49)(z% + 6z + 8).

Analisando a fatoracdo do polinémio q(x) = 2 + 6z + 8 temos que as duas raizes sdo
nimeros cuja soma seja -6 e o produto 8, logo esses nimeros sao -2 e -4. E a raizes do

polinémio sao {—4, -2, 3, 3}.

Observacgao 5.0.1. As atividades acima foram comentadas e direcionadas para turmas do 8°
ano, podendo ser aplicadas a turmas mais avancadas. Neste caso os alunos ja terao conhecimento

da férmula de Bhaskara que poderd ser aplicada nas trés tltimas questoes.

Abaixo temos atividades direcionadas ao Ensino Médio onde as relacoes de Girard sao bas-
tante exploradas. Além delas trabalhamos também divisores, sistema de equagdes, progressoes

aritmética e geométrica.

10. Calcular as raizes do polinémio p(r) = 2® — 1622 + 612 — 66 sabendo que todas

sao naturais.

De acordo com as relagoes de Girard, temos:

—66
T1X2x3 = —T = 66

—16
x1+$2+$3:—T:16

Podemos afirmar que as raizes sao divisores de 66, assim

x1,T2,T3 € {1, 2,3,6,11,22, 33, 66}

Mas os valores, 22, 33 e 66 nao servem pois sdo maiores que 16. Além disso o 6 também
nao serve pois a soma dele com outros dois valores quaisquer nao da 16. Sendo assim,

como 66 =2-3-11 e 2+3+11=16, temos que as raizes sao 2, 3 e 11.
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11.

12.

Encontre as raizes do polinémio p(z) = 23 — 1122 4 39z — 45 sabendo que todas

sao inteiras positivas e uma delas é dupla.

Pelas relagoes de Girard temos que:

—11
$1+x2+x3:—T:11

39
T1X2 + X1x3 + Toxz = T =39

—45
TITpT3 = ——7— = 45

Pela terceira relagao temos que x1, z2, 23 € {1,3,5,9,15,45}. Mas 15 e 45 estao descarta-
dos, visto que a soma das trés raizes deve ser igual a 11. Como uma raiz é dupla, facamos

T1 = T9 e podemos reescrever a primeira relacao da seguinte forma:
21 + 23 =11 = 23 = 11 — 21 (5.0.1)
Reescrevendo a segunda relagao,

z3 4 21173 = 39 (5.0.2)

Substituindo a equagao (5.0.1) na equacao (5.0.2), temos:

23+ 221 (11 — 221) — 39 = 0 = 23 4+ 2227 — 427 —39 =0 = 327 — 2227 + 39 =0

Resolvendo a equagao encontramos as raizes 13—3 e 3. Mas z1 nao pode ser igual a 13—3, pois

este valor nao é divisor de 45. Entao x1 = 3.

Como x1 = x2, a raiz dupla é 3, e substituindo em x3 = 11 — 2z; encontramos x3 = 5.

Logo, as raizes procuradas sao {3,3,5}.

Outra resolugao: Outra opgao de resolugao envolve analisar a decomposigao do 45.

Como uma, raiz é dupla teremos x%xz = 45, mas 45 = 32 - 5, sendo assim, as rafzes sdo 5 e

3 ou -3. Para verificar se 3 ou -3 é a raiz dupla basta efetuar a divisao de p(z) por z — 5,
donde:
p(z) = (z —5)(z* — 62 +9),

que nos leva a concluir que a raiz dupla é 3.

Qual deve ser o valor de k no polinémio p(z) = 2® — 622 + 4x + k para que suas

raizes estejam em P.A.?7
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13.

14.

Como o polinémio é de grau 3 e as raizes devem estar em P.A., podemos escrever r1 = a—r,

x9 =a e x3 = a+ r, e usando as relacoes entre os coeficientes e raizes, temos que:
T+ +r3=a—r+a+a+r=6=—a=2

Como 2 é raiz o teste da raiz nos garante que (z — 2) divide p(z) e usando o algoritmo da

divisao temos que
23— 622 +dr+ k= (x—2)(2® —dz —4) + (k- 8)
Como a divisao deve ser exata, devemos ter k — 8 = 0, donde k = 8.

Encontrar as raizes do polinémio p(z) = 23 — 922 + 23z — 15 sabendo que suas

raizes estao em P.A.

Como as raizes estao em P.A., podemos escrever x1 = a — 1, 3 = a € 3 = a + r. Entéo,

pelas relacoes de Girard, temos:
z1+x2 +2x3 =9,
substituindo z1, x2 e x3,
a—r4+a+a+r=9=3a=9=a=3.
Logo, x93 = 3 e pelo teste da raiz, (z — 3) divide p(z). Assim, pelo algoritmo da divisao,
23 —92% + 232 — 15 = (x — 3)(2® — 62 +5)

O polinémio q(z) = 22 — 6x + 5 tem rafzes 5 e 1 (pelas relagdes de Girard, a soma é 6 e o

produto é 5). Assim, as raizes de p(z) sao {1,3,5}.

Sabendo que o polinémio p(z) = 2% — 522 + 7x — 3 tem 3 raizes inteiras e uma

raiz dupla, encontre suas raizes.

Como a soma das trés raizes deve ser 5 e o produto deve ser 3, afirmamos que a raiz dupla

deve ser 1 ou -1 e a outra raiz é 3. Fazendo a substituicao de 1 e -1 no polinémio, temos:
p(l)=1° —5(1)2+7(1) =3=0

p(—1) = (=1)® =5(=1)2 +7(~1) — 3 = —16

Logo, a raiz dupla é 1.
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15.

16.

Outra resolugao: Como uma raiz é dupla, podemos considerar x1 = x5 e escrever as

relagoes:
T1+axs+r3=5=—=2x1+23=50=—123=5—21 (5.0.3)
129 + X123 + Toxy =7 —> x% 4+ 2x1x3 =7 (5.0.4)
T1ToT3 = 3 = Tir3 = 3 (5.0.5)

Substituindo (5.0.3) em (5.0.4), temos:

234+ 221(5—2x1) =7 =27+ 10z —42? —7=0= 327+ 102, —7=0

Resolvendo esta ltima equagao, encontramos x; = % e x1 = 1. Vamos verificar qual dos
valores é raiz da equacao inicial. Para x; = %:

(Z)_% 5'49+4£ g _ 343 — 735+ 441 —-81 32
Pe/= =79 T3 "7 27 Y
Portanto % nao é raiz do polinémio.
Para z; = 1:
p(1)=1-5-14+7-1-3=1-54+7-3=0
Logo, 1 é a raiz dupla. Substituindo 1 em (5.0.3), encontramos x3 = 3.
Assim, as raizes de p(z) sao {1, 1, 3}.
Escreva a forma fatorada do polinémio P(z) = 2% — 322 — 62 + 8 sabendo que as

raizes sao todas inteiras e a soma de duas de suas raizes é igual a 5.

Esta é a questao 4 que ja foi resolvida. Queremos aqui dar uma outra resolugdo com
base nas relacoes entre os coeficientes e raizes do polindmio. Suponhamos x1 + 2 =5 e

substituindo na relacao z1 + x2 + x3 = 3, temos:
54+x3=3=—= x3=—-2

Pela proposicao 4.2.5, temos que x; e x2 sao inteiros e divisores de 8, logo x1,z2 €
{1,2,4,8} e 1 + z2 = 5, 0 que nos leva a concluir que x; = 1 e x9 = 4. Assim, as

raizes do polinémio sao {—2,1,4}.

As raizes do polinémio p(z) = 23 — 622 + kz + 64 estdo em P.G. Nessas condigoes,

calcule o coeficiente k.
Como as raizes estao em P.G., podemos escrever x1 = %, To =ae T3 =aq.

Das relacoes de Girard, temos:

x1x2w3:—64:>g-a-aq:—64:>a3:—64:>a:—4
q
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17.

18.

Substituindo -4 no polinémio, encontramos:
(—=4)> = 6(—4)* + k(—4) +64 =0
—64—-96—-4k+64=0
dk=-96=—=k=-24
Dona Leide foi ao shopping comprar presente do dia das criancas para seus
netos menores. O niimero de presentes que ela vai comprar equivale ao niimero
de raizes distintas do polinémio p(r) = x* — 923 + 302% — 442 + 24. Descubra o

numero de netos pequenos que dona Leide tem, sabendo que todas as raizes

de p(z) sao inteiras.
As possiveis raizes racionais do polindémio p(x) pertencem ao conjunto dos divisores de
24: D(24) = {£1,£2,+3,+4,4+6,£8,+12,+24}. Por substituigdo: p(l) = 2, p(—1) =
108, p(2) = 0. Logo, 2 é raiz de p(x) e pelo algoritmo da divisdo:

zt —92°% + 3022 — 44z + 24 = (x — 2)(2® — T2 + 162 — 12)
Encontremos, agora, as raizes do polinomio g(z) = 23 — 72?4+ 162 — 12. As possiveis raizes

pertencem ao conjuntos dos divisores de 12:
D(12) = {£1,+2 £+ 3, +4, £6, +12}.

Novamente por substituigao: ¢(1) = —2, ¢(—1) = —36, p(2) = 0. Logo, 2 é raiz de
x® — Tz 4+ 162 — 12 e pelo algoritmo da divisdo, temos:

3 2 _ 2

x” —Te" 4+ 16x — 12 = (z — 2)(* — bz + 6).

As raizes de 2% — 5z + 6 sdo {2,3}. Assim, as raizes distintas de p(z) sdo 2 e 3. Logo,
dona Leide tem 2 netos pequenos.

O polinémio p(z) = 2* + 2% — 722 — 2 + 6 tem quatro raizes inteiras, sendo duas

simétricas. Quais sao essas raizes?

Sabemos que

1+ X2+ 23+ x4 = —I = -1
Podemos escrever x9 = —x1. Substituindo na espressao acima,
T —x1t+r3+x4=—-1=—23+14 =—1

Como x1,xz9,23,24 € {—1,1,-2,2,-3,3,—6,6}, temos quatro opgoes: {—1,1,2,—3};
{-3,3,—-2,1}; {-6,6,—3,2} ou {—6,6,—2,1}.

Mas, zijxoz324 = 6, logo apenas uma das opgoes satisfaz esta condicao: {—1,1,2,—3}.
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19. Uma das raizes do polinémio p(z) = 23 + 1122 — 160z + 400, que tem trés raizes
distintas, é -20. Sem usar a divisao de polinémios, encontre as outras duas

raizes sabendo que estas sao inteiras.

Decompondo 400 em fatores primos temos: 400 = 2%-52. Se uma raiz é -20, por Girard as
outras sao divisores de 20, pois o produto das 3 raizes é igual a -400 entao s6 podem ser
(1,20), (-1,-20), (2, 10), (-2, -10), (4, 5), (-4, -5). Dessa forma, é s6 testar se 1,-1, 2, -2, 4,

-4 sao raizes. Obtendo que, dessa lista, apenas o par (4,5) tem as raizes, do polinomo.

Outra solugao:Seja 1 = —20. Entao

T1+xost+r3=-11—= -20+29 +23=—-11 —

To+x3=9=—= 29 =9 — 23 (5.0.6)
T1T9 + T1T3 + Tox3 = —160 = —20x9 — 2073 + To3 = —160 (5.0.7)
T1T2T3 = —400 = —201‘2:63 = —400 = T3 = 20 (508)

Vamos analisar as substituicées possiveis:

Substituindo (5.0.6) e (5.0.8) em (5.0.7),
—20(9 — 23) — 2023 + 20 = —160
—180 + 2023 — 2023 + 20 = —160

—160 = —160

Observe que esta substituicdo ndo nos fornece valores para xo e x3, portanto facamos a

substituigao apenas de (5.0.6) em (5.0.7).
—20(9 — z3) — 20x3 + (9 — x3)x3 = —160
—180 + 20z3 — 2023 + 93 — 22 + 160 = 0
—x3 + 923 —20 =0

Resolvendo a equacao quadratica encontramos r3 =4 = x9 =5 ou x3 =5 = x9 = 4.

Em qualquer das situacoes, temos que as raizes serao {—20,4,5}.

20. A diferenca entre duas das raizes do polinémio P(z) = 23 — 422 — 172 + 60 é 2.

Quais sao as raizes desse polindmio sabendo que todas sao inteiras?
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21.

Com a diferenca entre duas das raizes é 2, podemos escrever
T — X =2= 11 =2 — 29. (5.0.9)
Pelas relagoes de Girard x1 + z9 + x3 = 4, entao
24+ xo+ a0+ 23 =4=— 209 +23=2=— 23 =2 — 219 (5.0.10)
Além disso, temos que
T1T9 + 123 + 9wz = —17 (5.0.11)

Substituindo as equagdes (5.0.9) e (5.0.10) em (5.0.11), temos:
(2 + 1‘2)2172 + (2 + xg)(2 — 2:132) + 1}2(2 — 21‘2) =17

219 + 25 + 4 — dxg + 229 — 205 + 229 — 223 = —17
—322 + 205+ 21 =0

Resolvendo a equacio do segundo grau, encontramos s = —% e 2o = 3. Mas —% nao pode

ser raiz, logo, xo = 3.

Substituindo o valor de z3 em (5.0.9) ¢(5.0.10), encontramos x; =5 e x3 = —4.

Outra resolugao: Analisando a decomposicdo em fatores primos de 60, temos 60 = 22-3-5.
Como a soma das trés raizes deve ser 4 e o produto -60, devemos ter 1 ou 3 raizes negativas.
Mas se as trés forem negativas, nao poderemos ter soma 4, portanto teremos apenas uma

raiz negativa e duas positivas.

Dentre os divisores de 60,

D(60) = {£1,+2,£3,4+4, +5, £6,+12, £15, 420, £30, 60},
tomando um divisor negativo e fazendo a combinacao com outros dois positivos, chegamos
as raizes que s6 podem ser {—4,3,5}.

O polinémio p(z) = 2% — Tz* + 103 + 1822 — 272 — 27 tem raizes inteiras sendo uma

dupla e uma tripla. Encontrar suas raizes.

Pelas relagoes de Girard temos que a soma das raizes é 7 e o produto entre elas é 27.
Observando a decomposicdo em fatores primos de 27 = 32, temos que as raizes s6 podem

ser +1 a dupla e £3 a tripla.
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22.

23.

24.

Para avaliarmos o sinal da raiz vamos substituir 1 e -1 no polindémio.
p(1)=1—-7+10+ 18 — 27 — 27 = —32

p(-1)=—1-7—-10+18427—27=0

Logo, -1 é a raiz dupla de p(z) e como o produto é positivo, -3 ndo pode ser a raiz tripla,

assim temos que a raiz tripla é 3.

As raizes do polinémio p(z) = 2°— 1422 +64x—96 sao inteiras e positivas. Sabendo
que o polinémio tem raiz dupla e que o mmc entre as raizes é igual a 12 e o

mdc é igual a 2, determine-as.
Observemos a decomposicao em fatores primos do niimero 96 = 2° - 3.

Como o mdc é 2, o numero 3 nao pode ser raiz, e como o expoente do 3 na decomposicao
é 1, ele n pode ser fator da raiz dupla, logo temos as seguintes opgoes de raizes: (1,1,96);

(2,2,24) ou (4,4,6).

Como o mmc é 12, a op¢ao que nos da as raizes do polinémio é (4,4,6).

O polinémio p(z) = 2% — 26x* + 25223 — 111422 + 2147z — 1260 tem cinco raizes
inteiras positivas distintas. Encontre estas raizes sabendo que sao duas a duas

primas entre si.
Decompondo 1260 em fatores primos, encontramos 1260 = 22-32.5. 7.

Como as raizes sao todas duas a duas primas entre si, a raiz que tiver um fator primo
deve conter todos eles, logo duas provaveis raizes sao 4 ¢ 9. Também nao podemos ter
numeros com mais de um fator primo como 6, 15, 20, 35 ou 45 como raiz. Sendo assim, as
possiveis raizes sao 4,9,5,7 e 1. Como as raizes sao todas positivas e a soma deve ser 26,

temos 14+4+5+7+9=26.

Assim as raizes do polinémio sao (1,4,5,7,9).

O polinémio p(z) = z* 4 152% + 8022 + 180z + 144 tem quatro raizes inteiras
negativas. Sabendo que o mmc entre duas delas é 12 e que o mdc entre as

mesmas duas raizes é 2, encontre todas as raizes deste polinémio.

Escrevamos a e b as duas raizes cujos valores do mmc e mdc sao dados. Pela proposicao
3.1.25 temos que mmc(a, b) - mde(a,b) = a- b, logo a - b = 24. Como o produto das quatro
raizes deve ser igual a 144, temos que o produto das duas raizes restantes sera 144:24=6,

e assim temos as seguintes opgoes: (—1,—6) ou (—2,—3), j4 que sdo todas negativas.
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Testando -1 e -2 verificamos que:
p(—1)=1—15+80 — 180 + 144 = 30

p(—=2) == (=2)* +15(—2)% +80(—2)% + 180(—2) + 144 = 0
Logo, duas raizes deste polinémio sao -2 e -3.

Podemos, agora, efetuar a divisdo de p(z) por (z + 2)(z + 3) = 22 + 5z + 6 e encontrar as
raizes do quociente usando a férmula de Bhaskara, ou ainda analisar que, como o produto
de a e b é igual a 24, temos as opgoes (—2,—12) ou (—4, —6). Como a soma das quatro
raizes deve ser -15 e ja concluimos que -2 e -3 sao raizes, temos que:—2 -3 —2—-12 = —19

e—2—-3—-4—-6=-15.
Assim, as raizes de p(z) sao (—2,—3, —4, —6).

25. O polinémio p(z) = z* —282%+26022 —89x4960 tem quatro raizes inteiras positivas
e distintas. Sabendo que o mmc entre elas é 60 e o mdc é 2, encontre as raizes.

Como o mdc entre as raizes é 2, temos que todas sao nimeros pares. Pela decomposicao
do ntimero 960 = 25 -3 . 5 observamos que os 6 fatores 2 estdo assim distribuidos: trés
raizes com um fator 2 e uma com trés fatores 2 ou duas raizes com um fator 2 e duas com

dois fatores 2.

Resta-nos distribuir os fatores 3 e 5. Para a primeira opcao de distriuicao do 2% sé podemos
ter as raizes (2,6,8,10), ja que todas devem ser distintas. Para a segunda distribuigao

podemos ter (2,4,6,20) ou (2,4,10,12).

Para decidirmos qual das trés combinagoes forma as raizes do polinémio, observemos que

a soma destas deve ser igual a 28, assim:
2+6+8+10—-26

2+44+6+20=232
2+4410+12=128

Logo, as raizes de p(z) sao (2,4,10,12).

Mostraremos aqui alguns exemplos de raizes racionais, onde além das relagoes de Girard,
usaremos a proposigao 4.2.5 que no ensino médio é trabalhada, normalmente logo apds as relagoes

entre raizes e coeficientes.
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26.

27.

As dimensoes a, b e ¢, em cm, de um paralelepipedo retangulo, sao as raizes

do polindémio p(x) = 623 — 4422 + 103z — 77.
Calcule o volume do paralelepipedo.

Calcule a soma das areas das faces desse paralelepipedo.

Pelas relacoes de Girard,

b —44 22
a C=——" = —
6 3
103
ab+ac+bc:7
=77 77
b = - = —
abc 5 5

a) V =abc = %cm3

b) Agotar = 2(ab + ac+ be) = 2 - 13 = 18?2

Pesquisar as raizes dos polinémios, sabendo que sao todas distintas e racionais.

a) plx) =223 — 2% — 22+ 1.
De acordo com a proposicao 4.2.5, temos que as raizes pertencem ao conjunto {—1, 1, —%,
E pelas relacoes de Girard,

1
xl—i-a?g—i-a:g:—i

12223 = 5

Como temos 3 raizes distintas cuja soma é —% e o produto é %, a Unica solugao

possfvel ¢ S = {-1,1,—1}.
b) g(x) =223 — Ta? + T2 — 2
O conjunto solugao S pertence ao conjunto {—%,% —1,1,-2,2} de acordo com a

proposicao 4.2.5. E segundo as relagoes de Girard,

7
x1+x2+aﬁ3:§

T1Toxy = = =1
1T9T3 =
Como o produto das trés raizes deve ser 1, temos as opgoes: {—1, —%, 2} {-1, %, -2}
{1, %, 2} ou {—%, 1,—2}. Como a soma das raizes deve ser %, calculemos a soma das

opcoes apresentadas:

1 1+2—1
2 2

1 5
—14+-—-2=—-=
+2 2
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1
11—l g3
2 2

Observando as somas, concluimos que as rafzes de g(z) sdo {3,1,2}.
¢) h(x) =223 +32% — 8z + 3
Sabemos que a solucao pertence ao conjunto

11 11
-, =, —=,=,—1,1,-3,3}.
{ 37 37 27 27 ) ) ) }
Além disso temos as relagoes:

3
x1+x2+x3:—§

w

L1T2T3 = _5

Assim, temos as seguintes possibilidades: {—3, %, 1} {—%, 1,3} e {—1, %, 3}.

Analisemos as somas:

34lp1=3

22

1 7

S 4143=1

2 thi 2

Pela soma, as rafzes do polinémio h(z) sdo {—3, 3,1}. Verifiquemos o produto:

1 3

3.1 =-2

2

Observacgao 5.0.2. E possivel criar inimeros problemas para explorar e estimular a habilidade
dos alunos a partir dos modelos expostos no trabalho. Para tanto,basta um pouco de imaginacao

por parte do professor.
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