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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de uma sequéncia
didatica que possa auxiliar professores e alunos no processo de ensino-aprendizagem de
conceitos de Aritmética basica no Ensino Médio. Sera abordado, como parte introdutéria,
ao trabalho do Prof. Carlos Wilson Vieira da Silva os tépicos de Divisibilidade, Maximo
Divisor Comum (MDC), Algoritmo de Euclides e Equagbes Diofantinas. Os assuntos aqui
sugeridos sao importantes ferramentas da Teoria dos Numeros e podem ser encontrados
em inumeras aplicagdes no nosso dia-a-dia. Para uma abordagem mais aprofundada
foram desenvolvidas atividades ludicas e interativas com aplicagdo direta no ensino
basico com a intengdo de demonstrar matematicamente com tais fatos sdo verdades, nao
s6 pela experimentagdo, mas com as demonstragdes dos teoremas envolvidos.

Palavras-chaves: Sequéncia Didatica. Ensino. MDC. Algoritmo de Euclides. Equagbes
Diofantinas.



ABSTRACT

The main objective of this work is the development of a didactic sequence that can help
teachers and students in the teaching- learning process of basic arithmetic concepts in
high school. Will be addressed, such as introduction to the work of Prof. Carlos Wilson
Vieira da Silva topics Severability, Greatest Common Divisor (MDC), Euclidean algorithm
and Diophantine equations. The topics suggested here are important tools of number
theory and can be found in numerous applications in our day -to-day. For a more in-depth
approach were involved play and interactive activities with direct application in primary
education with the intention of demonstrating mathematically with these facts are true, not
only for experimentation, but with the statements of theorems involved.

Keywords : Teaching Sequence. Education. MDC . Euclidean algorithm . Diophantine
equations.
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Nota ao Leitor.

O capitulo que se segue foi escrito em conjunto com o Mestrando CARLOS
WILSON VIERA DA SILVA, seus paragrafos iniciais foram compilados do sitio digital do
MINISTERIO DA EDUCACAO E CULTURA doravante denominado MEC, mais
especificamente dos Parametros Curriculares Nacionais, edicdo de 1997 as paginas 15 a
20.

Link: http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/livro03.pdf (Acesso em 10 de junho
de 2014 as 21h00min).
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1. INTRODUGAO

“O ensino de Matematica costuma provocar duas sensagdes contraditorias, tanto
por parte de quem ensina como por parte de quem aprende: de um lado, a constatacao
de que se trata de uma area de conhecimento importante; de outro, a insatisfacéo diante
dos resultados negativos obtidos com muita frequéncia em relagao a sua aprendizagem.

A constatacdo da sua importancia apoia-se no fato de que a Matematica
desempenha papel decisivo, pois permite resolver problemas da vida cotidiana, tem
muitas aplicagdes no mundo do trabalho e funciona como instrumento essencial para a
construcao de conhecimentos em outras areas curriculares. Do mesmo modo, interfere
fortemente na formagédo de capacidades intelectuais, na estruturagdo do pensamento e
na agilizagéo do raciocinio dedutivo do aluno.

A insatisfacdo revela que ha problemas a serem enfrentados, tais como a
necessidade de reverter um ensino centrado em procedimentos mecanicos, desprovidos
de significados para o aluno. Ha urgéncia em reformular objetivos, rever conteudos e
buscar metodologias compativeis com a formacéao que hoje a sociedade reclama.

No entanto, cada professor sabe que enfrentar esses desafios ndo é tarefa
simples, nem para ser feita solitariamente. O documento de Matematica € um instrumento
que pretende estimular a busca coletiva de solugdes para o ensino dessa area. Solugdes
que precisam transformar-se em acoes cotidianas que efetivamente tornem os
conhecimentos matematicos acessiveis a todos os alunos. “(BRASIL, 1997, p.15)".

Os Parametros Curriculares Nacionais para a area de Matematica estao pautados
por principios decorrentes de estudos, pesquisas, praticas e debates desenvolvidos nos
ultimos anos. Sao eles:

— A Matematica € componente importante na construgdo da cidadania, na
medida em que a sociedade se utiliza, cada vez mais, de conhecimentos cientificos e
recursos tecnologicos, dos quais os cidadaos devem se apropriar.

— A Matematica precisa estar ao alcance de todos e a democratizagdo do seu
ensino deve ser meta prioritaria do trabalho docente.

— A atividade matematica escolar ndo é “olhar para coisas prontas e definitivas”,
mas a construcao e a apropriagdo de um conhecimento pelo aluno, que se servira dele
para compreender e transformar sua realidade.

— No ensino da Matematica, destacam-se dois aspectos basicos: um consiste em
relacionar observagdes do mundo real com representacdes (esquemas, tabelas, figuras);
outro consiste em relacionar essas representagdes com principios e conceitos
matematicos. Nesse processo, a comunicagdo tem grande importdncia e deve ser
estimulada, levando-se o aluno a “falar” e a “escrever” sobre Matematica, a trabalhar com
representacdes graficas, desenhos, construgdes, a aprender como organizar e tratar
dados.
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— A aprendizagem em Matematica esta ligada a compreensao, isto é, a
apreensdo do significado; apreender o significado de um objeto ou acontecimento
pressupde vé-lo em suas relagcbes com outros objetos e acontecimentos. Assim, o
tratamento dos conteddos em compartimentos estanques e numa rigida sucessao linear
deve dar lugar a uma abordagem em que as conexdes sejam favorecidas e destacadas.
O significado da Matematica para o aluno resulta das conexdes que ele estabelece entre
ela e as demais disciplinas, entre ela e seu cotidiano e das conexdes que ele estabelece
entre os diferentes temas matematicos.

— A selegéo e organizagao de conteudos nado deve ter como critério Unico a
l6gica interna da Matematica. Deve-se levar em conta sua relevancia social e a
contribuicdo para o desenvolvimento intelectual do aluno. Trata-se de um processo
permanente de construgao.

— O conhecimento matematico deve ser apresentado aos alunos como
historicamente construido e em permanente evolugcao. O contexto histérico possibilita ver
a Matematica em sua pratica filoséfica, cientifica e social e contribui para a compreensao
do lugar que ela tem no mundo.

E é justamente sobre essa vertente que se apoiara a parte inicial desse trabalho,
a permanente evolugao do conhecimento matematico. Mas antes precisamos entender o
gue pensam ambas as partes envolvidas nesse processo, o professor € o aluno.

Consultando os alunos a cerca das suas opinides, por meio de uma pesquisa de
sondagem, em anexo', quanto ao ensino de matematica chegamos aos resultados
apresentados a seguir.

1. Grande parte dos alunos tem interesse em cursar matematica basica,
conforme figura 3, isso € muito questionador do ponto de vista se o aluno
sabe diferenciar um curso de matematica basica do curso de matematica
avangada, o que é avangado ou basico para os alunos?

2. Para os nossos discentes em um curso de matematica basica deveriam
constar assuntos como porcentagem, divisibilidade, maximo divisor
comum, minimo multiplo comum, analise de gréaficos e razdo, conforme
figura 7.

3. Contraditoriamente a isso, das areas do conhecimento matematico, os
alunos sdo minoria no que diz respeito ao interesse por aritmética,
conforme figura 4, onde se engloba a maior parte dos topicos do item
anterior.

1 .
Pesquisa aos alunos..docx
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4. Numa coisa os alunos sao maioria, logaritmo foi desnecessario para sua
formacdo. Segundo os mesmos nao lhes foram apresentadas aplicagdes
no nosso dia-a-dia que justificasse a utilizacdo de logaritmo, ou seja,
aprendemos logaritmos para resolver problemas de logaritmo, palavras
dos proprios alunos.

5. Dos assuntos usualmente abordados no ensino médio, segundo nossos
pesquisados, em sua grande parte deveriam ser abordados num curso de
matematica avancgada.

6. Do ponto de vista interpretativo nossos alunos sdo imediatistas e gostam
de “receita de bolo”, ou seja, de uma férmula milagrosa onde possam
resolver seus problemas, sem ao menos questionar o por qué. Mesmo eles
acreditando que seus professores estejam preparados para explica-los o
motivo pelo qual aquela férmula funciona.

Chegamos a crer que a insatisfagcao por parte de nossos alunos € enorme, poucos
sao os que veem uma justificativa plausivel para o que se ensina.

Vejam os gréficos que se seguem:

1 A escola gue vocé estuda faz parte da rede:

o LBGETY

® Fiblica @ Privada @ Outro (porfavor. especifique):

Figura 1



2 Ha guanto tempo vocé estuda matematica?

J' L139%

v 25,007

T3.61% ‘/

®0aS5ancs ®53l0ancs. @ 10315 anos

Figura 2

3 Se houvesse a opgdo de cursar matematica basica ou avancada, qual vocé
optaria?

G5.06%,

® Basica ® fvancada.

Figura 3

14
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4 Dentre as areas da matematica a sequir qual delas vocé tem mais interesse?

16.67%s '\

® Geometria @ Algebra ® Aritmética

Figura 4

5 Dentre os itens a seguir qual deles vocé julga totalmente desnecessario para
sua formacdo académica em matematica?

100"

&0%.

G0% e

Ratio

40% s

L S — —

® Progressdo Aritmetica ® Progressdo Geometrica @ Logaritmo

® Mimerss Complexes ® Matrizes ® Determinantes

® Equagies Algébricas ® Trigonoriettia @ Sisternas Lineraes
© Estatistica Merhurm des antericres

Figura 5



6 Vocé concorda que todos os assuntos mencionados anteriormente deveriam
ser abordados em um curso de matematica avancada?

18.28% -,

"

T

® Sirn @ Nio

Figura 6

7 Dentre os itens a seguir, quais deles vocé julga necessario para sua formagao
em um curso de matematica basica?

Ratio

100°%
a0t
600 — N 8 NN
40%% BN N =N = = =
200 —— —— — — — —— — —
e I
® Divisibilidade & MDC & MMC
® Razio ® Proporgic ® Porcentagem
® 2nalise de graficos ® Indugio ® Areas defiguras planas
Cengruéncia medular Aritmética dos Restos ® Geomethia espacial

Figura 7



8 Ma hora de resolver um problema matematico, se houver uma férmula na qual

vocd ndo precise demonstrar seu raciocinio dedutive, gue "milagrosamente” |he

forneca a resposta do problema, vocé a usaria ao invés de construir sua propria
solugao?

® Sit @ Na3o

Figura 8

O Vocd ce interecca ou pelo Menas em algum mamenta foi instigado a entender
2 porgué de algumas farmulas farcionarem?

@ Sir @ Nin

Figura 9

17
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10 Vocé acha que os professores de matematica estdo preparados para motivar
os aluneos, transferindo conhecimento de forma dindmica e atrativa?

® Sim ® Nio

Figura 10

Da mesma forma, desenvolvemos uma sondagem para os professores, por meio
de formulario eletrénico, também em anexo® nesse segundo momento fomos mais
especificos e questionamos a cerca do ensino de aritmética no ensino médio, queriamos
entender melhor o que ja havia sido apontado pelos alunos, os resultados foram os
seguintes:

1. A maior parte dos pesquisados concorda que esses assuntos,
divisibilidade, mdc e suas aplicagbes, mmc, razdo, proporcdo e
porcentagem deveriam ser abordados ja na 1° série do ensino médio
conforme figura 15.

2. Os assuntos que mais se destacaram foram Divisibilidade, Maximo Divisor
Comum, Minimo Multiplo Comum, Razao e Proporg¢éao.

3. Questionados se algum topico deveria dar lugar aos “novos” assuntos
tivemos duvidas em substituir por Numeros Complexos ou simplesmente
acrescentar sem perda de topicos. Queriamos mesmo saber se 0s
docentes julgam que algum dos topicos ja abordados no ensino médio é
realmente significativo para um saber matematico concreto mais tangivel a
realidade dos alunos.

Seguem-se os graficos.

? https://pt.surveymonkey.com/r/WLCVK7F



1) Atua em escolas publicas, privadas ou ambas?

Figura 11

2) Quais as séries, do ensino médio, que trabalha?

H12 m22 m3e

Figura 12

19
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3) Regiao em que atua.

5,26% 2:63%

M Regido de localizagdo das
escolas dos pesquisados

B Metropolitana

M Baixadas Litoraneas

W Norte Fluminense

m Noroeste Fluminense

M Serrana

Figura 13

4) Quais os topicos mais "relevantes" para os alunos do
Ensino Médio?

100,00%

87,50% 85,00%
80.00% - 77,50% 75,00%
60,00%
60,00% -
40,00% 45,00%
40,00% -
, 25,00%
0005 I 20, 009’ 17,50%15 00%
0,00% - : . L
o v & & & “'zz-o & @&
RN ¥ ) "b V o X2
& N \x\ ¢ & Q'zf‘\b RO SR S

Figura 14
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5) Se fosse abordar algum dos assuntos
anteriores, em qual série do Ensino Médio
iniciaria o assunto?

Figura 15

Ndo souberam y . ;- .
formar Qual dos assuntos, ja tratados no ensino médio, poderiam

5% ar lugar aos "novos" tépicos de aritmética?

Nenhum
24%

Estatistica
3%

Bindmio de Newton Sistemas Lineares

3% | ogaritmo 3%

aQ,
2% Trigonometria

10%

Figura 16
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Com base nas respostas, tanto dos alunos quanto dos professores, decidimos
apresentar uma proposta de inclusdo mais precisamente um aprofundamento dos
assuntos com uma visdo amadurecida dos pontos que mais se destacaram na pesquisa,
foram eles:

¢ Divisibilidade
e Maximo Divisor Comum e suas aplicagoes.

Mas ndo queremos que os alunos apenas fagam “contas” queremos que eles
entendam por qual motivo as coisas funcionam e mais, que vejam aplicagdes no dia-a-dia
que possam justificar seu aprendizado. Nos capitulos seguintes abordaremos essas
propostas com situagdes problemas motivadoras que levem os alunos a construirem um
saber matemaético-aritmético mais “requintado”. E claro que ndo temos a pretensdo de
crer que nosso espectador faga um “curso” completo de aritmética, queremos que ele
perceba que existem mais coisas a serem tratadas, lembrando o “MESTRE” Morgado,
em uma de suas aulas no Curso de Aperfeicoamento para Professores do Ensino Médio,
como pode o aluno depois de alguns anos de vivéncia matematica ndo conseguir decidir
sobre uma compra a vista ou a prazo?

E agora nos perguntamos, como pode o aluno calcular raizes complexas de um
polinbmio, mas nao saber o porqué se calcula o MDC entre dois naturais fazendo o “jogo
da velha?”

O trabalho se desenvolvera com alunos da 1° série do ensino médio, 0os grupos
serao formados por voluntarios, serdo ministradas 5 aulas num total de 250 minutos. As
aulas serdo expositivas com apoio de recursos multimidia tais como datashow e
retroprojetor. As formas de avaliagdo compreenderdo entre exercicios em aula ou coleta
de resposta por meio de formulario eletrénico.
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2. DIVISIBILIDADE

Queremos nesse capitulo que o aluno se aproxime de uma linguagem mais
“formal” e que se assemelhe com o que é feito em cursos superiores, ou seja, diminuir o
abismo notacional entre o ensino secundario e 0 ensino superior. Para tal comegaremos
com algumas definigdes.

Def.(1): Sejam a, b e ¢ inteiros tal que @ = bc isso € analogo a dizer que a é
multiplo de b e a é multiplo de ¢ ou ainda que b divide & que denotaremos por b|a. Essa
ultima definicao pode ser reescrita como bla se existe um ¢ tal que a = be. Caso contrario
se denotara por b + a.

Exemplos:

a)12=34 -~ 3|12 e 4[12

b) 18 =29 . 2|18 e 9]18.

c)3+5 ~ Acinteirotalque 3 =3.¢c
Def.(2): Sejam a,b € M*e ¢ € N temos que:
2.a) ll¢
2.b) ala
2.c) al0
2.d) Se alb e b|c entdo alc.
2.e)Se albe alc = al(b +c)

2f)Sealbealc =al(b—r¢)

Demonstracgoes:

Das defini¢cdes 2.a, 2.b e 2.c decorre facilmente das igualdades
c=1l.c,a=1l.aea.0=0

Da definicdo 2.d temos que se a|b entdo existe f EMtalque b=a.f e se b|c
entao existe g € M tal que ¢ = b .g. Substituindo b da primeira equagao na segunda
temosque c=b.g =(a.f).g = a.(f.g). O que mostra que alc.
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Da definicdo 2.e temos que se alb entdo existe f EMtalque b =a.f e se alc
entdo existe g € Mtalquec=a.gelogo(b+c)=a.f+a.g = a (f + g). O que mostra
que al|(b +¢). A demonstracido para o caso 2.f é feita de modo analogo bastando
acrescentar a condicao de que b =«¢.

Def.(3): Sejam a,b e ¢ € N, com a = 0 tais que a|(b + c).Entdo alb = alc
Demonstragao:

Seal(b+c),3f eNtalque b+ ¢ =a.f. Eaindase alb, 3 g € N tal que
b = a.g. Juntando as duas equagdes acima, temos:

a.g+c=a.f comoa.f > a.ge consequentemente f = g, dai (f —g) € N.
Logo podemos escrever que ¢ = a.f —a.g = a. (f — g). O que prova que alc. c.q.d

A prova da outra implicagéo é totalmente analoga.

Para a proposta deste trabalho estas definicdes sao suficientes para as aplicacoes
gue vamos propor.

Nao queremos que os alunos recebam uma gama de informagdes que possam vir
a julgar desnecessarias, acreditamos que devemos instigar o aluno, motivar o aluno a
buscar seu préprio saber matematico. Aos poucos vamos oferecendo novas ferramentas
para que ele mesmo queira ir além.

Como sugestdo para aula introdutéria de divisibilidade, apresentaremos o
problema dos armarios, que a principio pode parecer fora de contexto, mas agugara ou
pelo menos despertara a curiosidade do aluno e mostra que o que ele aprendeu no
ensino fundamental nao foi tdo sem propdsito como ele diz ter sido.

Problema 1 (Problema dos Armarios)

Num corredor de uma universidade existem 50 armarios numerados de 1 a 50
dispostos em ordem crescente que foram disponibilizados aos 50 alunos da turma de
teoria dos numeros. Cada aluno recebeu um numero de 1 a 50 também. Numa
experiéncia o professor pede para que os alunos se enfileirem, um atras do outro, neste
corredor que estdo os armarios também em ordem crescente. Inicialmente todos os
armarios estao abertos e o professor pede que o aluno numero 1 mude a posicdo da
porta do armario tal que o numero da porta seja multiplo do seu numero. E o aluno entao
fecha todas as portas. A seguir ele pede para que o aluno numero dois mude a posi¢cdo
da porta tal que o numero do armario é multiplo do seu numero e assim sucessivamente
todos os 50 alunos cumprem essa missdo, de mudar a posicdo da porta tal que o numero
da porta é um multiplo do seu préprio nimero.

Pergunta 1) Qual a situacéo final da porta numero 1?
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Pergunta 2) Qual a situag&o final da porta numero 57

Pergunta 3) Quantas portas ao todo ficaram fechadas apds a passagem dos 50
alunos?

A justificativa dessa questao é fazer com que o aluno se recorde do conceito de
divisores naturais de um inteiro e que chegue a conclusdo de que s6 os quadrados
perfeitos tem uma quantidade impar de divisores.

Inicialmente apenas colhemos as respostas® dos alunos sem qualquer
ponderacao sobre a questdo em sala de aula, dissemos que comentariamos sobre o
assunto depois. Quanto a resposta da pergunta 1 todos os alunos acertaram. Acerca da
resposta da pergunta 2 também todos acertaram. A seguir o grafico com os percentuais
de acerto para a pergunta 3 onde podemos observar que pouco mais de 31% dos alunos
acertaram a questao.

Qual resposta vocé encontrou para a pergunta 3 do problema do arméario?

26.32%

26.32%

31L.58%
® Iporta 3 portas 7 portas 8 portas

Figura 17

O que nos levou a pensar qual o motivo para o baixo percentual de acerto uma
vez que as duas anteriores todos acertaram. Entdo fomos questionar os alunos sobre de
gue maneira eles resolveram a questdo, como chegaram ao resultado. Muitos disseram
que escreveram de 1 até 50 e a partir dai foram mudando as posigées das portas
escrevendo caso a caso, outros disseram que usaram a “logica”, alguns também
comentaram que ndo conseguiram desenvolver nenhum algoritmo para tal solugédo. O
aluno Guilherme Serrano até desenvolveu uma planilha no Excel para ilustrar melhor o
caso, mas disse que foi extremamente cansativo e que desistiu no meio do caminho, pedi
para que me enviasse a planilha que se encontra anexo®.

* A coleta foi feita por meio de questionario eletronico:
(http://www.survio.com/survey/d/S8T9Z6A7R2X3D7G2)).
* C:\Users\Silvio Freitas\Documents\Trab. Prof Silvio.xlsx
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Perguntamos ainda o que acharam da questdo, facil ou dificil? Vejam as
respostas no grafico a seguir:

Wocé achou essa questao dificil ?

® Sim ® Nio

Figura 18

Entao fizemos a explanagéo da solucao da questao mencionando o fato de que:

1. S6 muda a posigao da porta o aluno cujo seu numero é divisor do numero da
porta.

2. Que a cada duas mudangas a porta retorna a posic¢ao inicial.

3. Todos os armarios que a quantidade de divisores for um numero par, entdo, a
posicao da porta permanecera inalterada.

4. E logo, apenas aqueles que possuem uma quantidade de divisores impares, terao
sua posicao inicial alterada e que isso sé ocorre com os quadrados perfeitos.

5. Pedimos para que eles identificassem os quadrados perfeitos de 1 até 50 e
encontrassem a solucao do problema.

Apés essa aula de motivacdo comegamos a introduzir as demonstragdes que
foram mencionadas anteriormente nas definicbes 1, 2 e 3. Nesse primeiro momento
queremos que os alunos possam desenvolver questdes simples de divisibilidade para
gradualmente podermos avancar. Nessa aula foram propostos 3 exercicios, sao eles:

Ex.1) Assinale V para as afirmativas verdadeiras e F para as afirmativas falsas
nas sentengas a seguir:

a)2|5( )
b) 4/52( )
C) x|x? ¥x eRM( )

d)ot 102 -1 ()
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Ex.2) Mostre que 2|10™ — 1 paran ={1,2,3 e 4}.

Ex.3) Mostre que 3|a + (a + 1) + (a+ 2) para qualquer que seja @ € N.

Depois de se familiarizarem com a nova escrita come¢camos a demonstrar alguns
critérios de divisibilidade mais simples, pelo menos os casos mais interessantes e
aplicaveis para eles.

Critério1. Divisibilidade por 2.

Todo ndmero natural é divisivel por 2 se e somente se puder ser repartido em dois
grupos iguais de mesma cardinalidade. Em outras palavras se o numero for par entdo €
divisivel por 2.

Demonstragao: Seja 0 numero n = a,__a,a;a; um natural qualquer escrito em sua forma
decimal, podemos reescrevé-lo como n= 10%.a,+ ..+ 10%.a, +10%ay + 10%a; €
logo cada parcela dessa expansao, exceto a ultima, € um multiplo de 10 e pelo fato de
2|10 = 2|m.10 ¥m €M podemos nos preocupar apenas com o algarismo das
unidades, se for par entdo pela definicdo 2.e 2 | n caso contrario 2+ n.

Critério2. Divisibilidade por 3.

Todo numero natural é divisivel por 3 se e somente se a soma de seus valores
absolutos for um mudltiplo de 3.

Demonstracgao:

Seja 0 nimero n = a;._ a,a;ay; um natural qualquer escrito em sua forma decimal,
podemos reescrevé-lo como n = 10¥.a, + ...+ 10%. a2, + 101 a;, + 10%a,

=10 —1)ay + gy + .+ (10 —1.a; + a; + (10* —1).a, + &, + (10° —1).gy + &
=(10% —1).a; + -+ (10° —1).a; + (10' —1)gy, +(10° — 1)y + (@ + o+ 8 +a, + a8).

Ja sabemos que todo numero do tipo (10%-1)vk e ¥ & divisivel por 9 e
consequentemente divisivel por 3, pela definichio 2.e é necessario que
(o + .. +a; + a; + ay) seja também divisivel por 3.

Critério 3. Divisibilidade por 9.
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Todo ndmero natural é divisivel por 9 se e somente se a soma de seus algarismos
for um multiplo de 9.

A demonstragéo da divisibilidade por 9 é feita de modo analogo ao que foi feito no item
anterior exceto que a soma (a; + .. +as +a; + a;) deve ser divisivel por 9.

Critério 4. Divisibilidade por 6.

Todo nuamero natural é divisivel por 6 se e somente se for, simultaneamente,
divisivel por 2 e 3. A demonstragédo segue ao que ja foi mencionado.

Para essa etapa nao foram propostas atividades, uma vez que queriamos apenas
mostrar 0 que eles ja usam em seu dia a dia s6 ndo sabiam o porqué. Também nao
apresentamos todos os critérios para que eles se sentissem instigados a procurar por si
proprios tais respostas.

2.1 DIVISOES COM RESTO

Dados inteiros positivos & e b existem naturais gertaisque 0 =r <be
a =q.b +r. De fato como E:: 0 existe g €N com

q -=_:§=:q+1 —=gb=a<qgb+b=0=a-qgb<b =0=r<bh.

Para os casos em que r = 0, diz entdo, que @ = b.q e portanto a € um multiplo de
b ou ainda que b é um divisor de a e denotamos por bla.

Exemplo de aplicagéo.

Ex.1) Encontre um nimero natural n que ao ser dividido por 10 deixa resto 9, ao ser
dividido por 9 deixa resto & e ao ser dividido por & deixa resto 7.

Solucéo:

Onumeron édotipo1l0g+9=10g'—-1ou%p+8 =9 —10ouBk+7 =8&"—1 o que
mostra que n € um multiplo simultaneo de 8,9 e 10 menos uma unidade para algum
natural q',p" e k'. Portanto um possivel valor paran é 360 —1 = 359.

Teorema dos restos:

Teo. 1) Se b4 e b; deixam restos i e 13, respectivamente, quando divididos por a
entdo by + b, deixa o mesmo resto do que #, + ¥, quando dividido por a .

Demonstragao:
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by=a.q,+mrn com 0=<r<a e b,=a.q,+mrn com 0 =r <a, sendo
n+1n =ga+rcomO <r = a. Dai somando as duas equagdes iniciais, temos:

by + by=a.q,+ 1 taqg,+ rn=alg,+ g5)+ (ry +1)e substituindo 3 + 7, por
g.a+rcom 0 =< r < a,temos que

by + b,=alq,+ q,)+ga+r=a(q +q,+ q)+ r que mostraque b, +b, é
um certo a.q +r. c.q.d

Teo. 2) Se b4 e by deixam restos 1, e 1y, respectivamente, quando divididos por a
entdo by. b; deixa o0 mesmo resto do que . 7z quando dividido por a.

Demonstragao:

Da demonstracao anterior escrevemos que .1, = a.gq' + r', com 0 < r' = a dai
vamos multiplicar b, e b..

bi.by = a’.q.q+ a.qu.m+ agan + 1.y = ala.gi.q; +q1.72 + g2.m) + 1.1 € 10go
concluimos que by.b; = a.(a.q;.q; +qy. 15+ g1y + g )+ r'. c.q.d

Apb6s as demonstracdes a cima, entao, propomos alguns exercicios para que 0s
alunos pudessem por em pratica o que aprenderam, e fizessem a fixagdo do
aprendizado. A seguir os exercicios propostos.

Ex.1) Qual o resto da divisao de 2001 .2002.2003 por 7 ?

Ex.2) Qual o resto que o numero 4% deixa quando dividido por 3?

Ex.3) Qual o resto que o nimero 22* + 1 deixa quando dividido por 3 ? (¥ € N)

Foi impressionante ver as respostas dos alunos para os exercicios 1 e 2 , todos os
envolvidos acertaram esses itens, apenas no exercicio numero 3 é que se apresentaram
algumas dificuldades. A seguir copia de algumas respostas dadas pelos alunos.
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3. MAXIMO DIVISOR COMUM E O ALGORITMO DE EUCLIDES.

Neste capitulo queremos apresentar uma proposta para contextualizagdo e
aplicacao do algoritmo de Euclides e o MDC de inteiros ndo negativos além das triviais
aos quais os alunos ja tomaram conhecimento no ensino fundamental. Queremos que
eles compreendam o mecanismo por completo e ndo por meios de “féormulas” ja pré-
estabelecidas. Muitas das vezes o aluno é mecanizado fazendo com que seu
aprendizado seja efémero, momentaneo, aprender apenas pelo fato de que em algum
momento terd que prestar exame sobre aquele assunto. Primeiramente vamos expor a
parte tedrica e a seguir os exercicios que proporemos como forma de fixar o aprendizado,
ou seja, criar um aprendizado significativo.

No capitulo anterior j& mostramos para os alunos que se d|a e d|b entdo d|la— b
para a = b e dizemos que d é divisor comum de a,be {a—b). J& sabemos que o

conjunto dos divisores positivos de um inteiro € um conjunto finito, logo possui um maior
elemento. Seja D ={d;,d;,dg,...d,] 0 conjunto dos divisores comuns de @ e b ,

ordenados do menor para o maior, entdo o MDC{a,b) = d, que denotaremos
simplesmente por {a,b) = d, e com consequéncia {(a,a — b) = d,,.

Exemplo:

+ Divisores de 12:{1,2,34,6,12}
Divisores de 16:{1,2,4,8,16}
Divisores comuns entre 12 e 16:{1,2,4} logo (12,16) = 4.

+ Divisores de 16:{1,2,4,8,16}
Divisores de 168 —12 = 4:{1,2,4]
Divisores comuns entre 16e 16 — 12 = 4:{1,2,4} logo (16,4) = 4.

Logo por exemplo temos que:

(24,18) = (18,24 —18) = (18,6) =(126) = (66) =6

Vejamos agora um método pratico que pode nos poupar muito tempo e
economizar nas operagoes.
Lembrando que se dla e d|b =dl(a—b) e dado 0 nlmero

N =a—2b,temos que N = a — 2b = {a — b) — b e consequentemente d|N.
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Supondo ainda um nimero N'=a—-3b={a—2b)—b e
consequentemente d|N". De fato se mantivermos essa sequéncia, a cada passo
subtraimos uma unidade de b que é divisivel por d gerando um novo numero
também divisivel por 4. De uma forma geral, temos o seguinte lema.

Lema de Euclides: Sejam a,b,n € Ncom a <na<bh. Entdo (a,b)=
(a, b —na).

Dai segue que se:

a=>=bcoma=5bg +n =a—bg,=n talque 0 =r3 < b e pelo lema de
Euclides, (a,b) = (a, bgy) = (a,n).
Note que se:

a=bg+ ncoml=n <b
b=rng+mcoml=n <rn<b

n =T‘2q3+?"300mﬂ£?"1 ‘:-:7'2 {Tﬂ < b

Te = Tes1Qx+2

Como o conjunto dos possiveis resto é limitado por 0 e b, logo encontraremos,
em algum momento, uma divisao exata, ou seja, ¥, € multiplo de 1,4, . Edaio
(s Te+1) = 141 = (@, b).

Essa € uma prova de que o algoritmo de Euclides funciona para determinar o
MDC entre dois numeros naturais.

Agora vamos apresentar uma propriedade importante do MDC.

Se (a,b) =1 entdo dizemos que a e b sdo primos entre si.

Feitas essas explicagdoes propomos aos alunos alguns exercicios para que
pudessem por em pratica esse “novo” conhecimento.

Ex.1) Seguindo o exemplo dado, determine o MDC dos pares de inteiros a seguir.

(42,12) = 6 pois: O ultimo resto é o

a) (24,10) =



b) (86,24) =
c) (126,72) =

d) (1032,824) =

Ex.2) Sejan € N mostre que (2n+1,n) =1.

A seguir algumas respostas dadas pelos alunos.
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3.1 RELACAO DE BEZOUT

Seja (@, b) = d entdo d = am + bn para algum m,n € Z. (Relacdo de Bézout)

Exemplos de aplicagdes:

O (124,48) = 4, observe a sequéncia de divisoes.

124 =482+ 28

48 =28.1+20

28=201+8

20=82+4
8=42

Agora vamos fazer o caminho de vota.

124 —482 =28
48 =(124—48.2).1+20—>—-124 +483 =20
124 —482=(—124+483).1+8 - 124.2-4385=8
—124 +483 =(124.2-485).2 +4 — 124.(-5)+ 48.13 =4

Assim vemos uma combinagao linear dos numeros 124 e 48 que resulta no MDC
entre eles.

Feito isso, mais uma vez, propusemos exercicios aos alunos.

Exercicios:

. 21n+d , . ,
Ex.1) Demonstre que a fracéo ﬁ é irredutivel.

Ex.2) Para o par de numeros 637 e 3887 mostre que existe algum par inteiro m,n tal que
(3887,637) = m.3887 + n.637.
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4. APLICACOES DO MAXIMO DIVISOR COMUM.
4.1. EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES.

Diversos problemas matematicos, ligados ao campo da aritmética, recaem em
equacgdes, no campo dos naturais, do tipo aX + b¥Y = c com a,be ¢ € M. Tais equagdes

sdo chamadas de equagbes diofantinas lineares em homenagem a Diofanto de
Alexandria® , porém nem sempre equagdes desse tipo tem solucdo. Por exemplo, as
equacgoes 4X +6Y =3 e 3X +8Y = 2 ndo possuem nenhuma solugédo natural pois, caso

contrario, para a primeira equacgao teriamos 4X + &Y par e, portanto nunca igual a 3 na
segunda equagao teriamos 3X +8Y = 2.

E muito conveniente perguntar, entdo, quais sdo as condi¢cdes a serem feitas para
que tais equacoes tenham solucao e mais ainda, como encontra-las?

Para responder a essa pergunta basta aplicar a seguinte proposicao.

Prop.(1): Sejam a,b € N* e ¢ €F. A equacao aX *+ bY = ¢ admite solugcdo em numeros
naturais se, e somente se, (a,b)|c.

Exemplo: 12x — 7y =9

Como (12,7) = 1 e 1|9, logo sabemos ser possivel encontrar nos naturais um par
ordenado (x,v) tal que satisfaca a equacao acima.

12=71+5
7=51+12
2=22+1
2=121

Dai, pela relagéo de Bézout, sabemos que é possivel escrever (12,7) como uma
combinagéo linear de 12e 7. Veja:

12—-71=5
7=(12-71).1+2 =12.(-1)+ 72=2
=212 —(1)+ 72]+1 =5=12.(-2)+ 74 +1 =

12-71=12.(-2)+ 74+1 -123+7.(-5) =1

> Diofanto de Alexandria falecido entre 284 e 298 foi um matematico grego. E considerado por muitos como
"0 pai da algebra".
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Agora é sé encontrar uma equacgao equivalente ao que precisamos, ou seja, multiplique
ambos os lados da ultima equacgao por 9.

12.27 4+ 7.(—45) = 9 e encontramos um caso particular da equacdo 12x — 7y = 9 que é

x=27eyv= 45

Feita essa explicagdo é hora de por em pratica esse novo aprendizado,
propusemos alguns exercicios afim de que os alunos pudessem fixar melhor esse novo
conteudo.

Ex.1) Da equacdo 40x — 65y = 135 verifique se é possivel encontramos uma
solugdo natural para as variaveis e apresente um caso particular.

Ex.2) Marcelo foi ao caixa eletrbnico de sua cidade, que s6 opera com notas de
R$ 20,00 e RF 50,00 e sacou a quantia de R§ 1310,00. Pergunta-se:

a) E possivel obter essa quantia apenas com notas de RS 20,00?
b) E possivel obter essa quantia apenas com notas de RS 50,00?

c¢) Quantas foram as notas de cada tipo que Marcelo retirou no caixa eletrénico?
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5. CONCIDERAGOES FINAIS.

Este trabalho teve como objetivo principal mostrar quao interessante pode ser o
ensino de Aritmética, utilizando a metodologia da resolugédo de problemas do cotidiano
tendo como ponto de partida alunos do primeiro ano do Ensino Médio.

A hipétese levantada no inicio da pesquisa foi a de que alunos que aprendem os
conceitos de aritmética de uma forma mais amadurecida criam conexdes mais tangiveis a
sua realidade.

As hipéteses realizadas como ponto de partida da pesquisa e que despertaram o
interesse inicial, a principio se comprovaram.

Podemos concluir que o saber matematico, em constante evolugdo, depende mais
da vontade de ensinar dos professores do que a vontade de aprender dos alunos. Vimos
que é possivel “ir além” e ensinar mais do que precisamos.

Apéds as duas primeiras aulas os alunos comentaram que se sentiram motivados
para as préximas aulas e que gostariam que suas aulas ordinarias fossem desse mesmo
modo.

Pude observar que as “amarras” pedagogicas impostas muitas das vezes nos
impedem de irmos além. Pude concluir que deixar o aluno escolher qual caminho seguir,
seja basico ou avangado, produz resultados melhores, uma vez que a motivacao partiu
deles.

E preciso rever o conteudo a ser abordado no ensino meédio, temos que
desenvolver novos instrumentos avaliativos, seja quantitativo ou qualitativo, mas que
reconheca o desenvolvimento individual e limitado de cada individuo.
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