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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar uma introducao ao estudo de algoritmo. Através de
exemplos, o custo de algoritmos serd analisado de forma simplificada. Serao discutidos o
algoritmo da divisao, o algoritmo de Strassen, para a multiplicagdo de matrizes, e alguns
problemas classicos da computacao.

Palavras-chave: Algoritmo. Algoritmo da divisao. Algoritmo de Strassen.



Abstract

The objective of this work is to present an introduction to the study of algorithm. Th-
rough examples, cost algorithms will be discussed in simplified form. Discussed the division
algorithm, Strassen’s algorithm for matrix multiplication, and some classical problems of
computing.

Keywords: Algorithm. Division algorithm. Strassen algorithm.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo principal desse trabalho é apresentar uma motivacao para o estudo da
Matematica, através de uma iniciacao ao estudo de algoritmos.

J& no ensino bésico, aprende-se algoritmos para solucionar certos problemas. Por
exemplo, célculo do quociente e do resto da divisao de um inteiro por outro (algoritmo da
divisao) ou célculo do méximo divisor comum de dois inteiros (algoritmo euclidiano). Estes
dois algoritmos ja aparecem descritos nos Elementos de Fuclides, escrito por volta de 300
a.C.

Um algoritmo representa os passos necessarios para realizar uma tarefa. Sua exe-
cucao pode ser feita por computadores, capazes de efetuar enormes calculos, ou por pessoas.

Atualmente existem nas escolas laboratorios de computacdo e alunos e profes-
sores sao estimulados a usar programas ou softwares para auxiliar no processo de ensino-
aprendizagem. Um programa de computador é essencialmente um algoritmo que diz ao
computador os passos especificos e em que ordem eles devem ser executados, como por exem-
plo, os passos a serem tomados para calcular o maximo divisor comum de dois inteiros. Outro
exemplo, os passos para calcular as médias finais dos alunos de uma escola.

Antes de executar um programa em um computador, o programa deve ser codifi-
cado em uma linguagem de programacao da escolha do programador. E, antes de codificar o
programa, o programador deve ter escolhido (criado, descoberto) um algoritmo para a resolu-
¢ao do problema. Portanto, a criacao de um algoritmo precede a propria escrita do programa
na linguagem de programacao. Antes de criar um algoritmo para resolver um problema, ou
escolher um algoritmo j& pronto, nao ha como codificad-lo numa linguagem de programacao,
muito menos como executa-lo em um computador.

Os algoritmos podem realizar a mesma tarefa, cada um gastando mais ou menos
tempo, espaco ou esforco do que o outro. Para qualquer processo computacional, o algoritmo
precisa estar bem definido, a corretividade do algoritmo precisa ser estudada matematica-
mente, a quantidade assintotica de tempo e espaco (custo) necessarios para a sua execucao
deve ser analisada.

Uma introducao sobre algoritmos ¢ apresentada no capitulo 2, tratando do con-
ceito, representacao, custo de execucao e eficiéncia de algoritmos.

No capitulo 3, sao discutidos, além de outros exemplos, o algoritmo da divisao,
de dois niimeros naturais e o algoritmo de Strassen, para a multiplicacao de matrizes.

No capitulo 4, sao apresentados alguns problemas classicos da computacao.



Capitulo 2

Algoritmos

Informalmente, um algoritmo é uma sequéncia precisa (sem duvidas sobre o que
deve ser feito) de instrugdes que, se lida e executada por qualquer pessoa ou por um com-
putador, produz o resultado esperado, isto é, a solugao de um problema. Esta sequéncia de
instrugoes ¢ uma descricao da sequéncia dos passos necessarios, os quais devem ser executa-
dos, para manipular informacoes, ou dados, para se chegar na resposta do problema.

Mais formalmente, um algoritmo é uma sequéncia finita A = (i, s, 3, ..., i,) de
instrucoes iy, k€ {1, 2,..., n}, tais que:

1. i, ndo apresenta ambiguidade, Vk € {1, 2,..., n};
2. depois da execugdo de i;, ndo havera ambiguidade sobre i;, j € {k+ 1, k+2,..., n};

3. a instrugdo de parar é sempre alcancada depois da execucdao de um niumero finito de
instrucoes; e

4. h& produgao de resultado correto para o problema a ser solucionado.

Exemplo 1. Abaixo estao as instrucoes inscritas em uma placa de metal anexada a frente
de um videogame:

Passo 1 (i1): Insira vinte e cinco centavos na fenda para moedas ao lado da
magquina.

Passo 2 (i3): Pressione o botao verde no topo da maquina quando estiver pronto
para iniciar.

Veja que existem duas instrugoes, i1 e is, bem definidas, sem ambiguidades. H4
clareza sobre o proximo passo a ser executado (iz). A instrugdo de parar foi omitida, pois
fica claro que cada instrucao é executada apenas uma vez para cada jogo. Isto permite dizer,
conforme a definicao, que tais passos representam um algoritmo para iniciar um jogo, sendo
este indicado por A(iy, iz).

Exemplo 2. Suponha que uma terceira instrucao, i3, seja adicionada no exemplo 1, conforme
0 que segue abaixo:

Passo 3 (i3): Quando cada jogo for finalizado, escreva suas iniciais e pressione o
botao vermelho no topo da maquina para gravar seus pontos obtidos para a posteridade.



O passo 3 cumpre o papel de uma instrucao de parada do jogo fornecido pela
maquina, para nao durar para sempre, estando de acordo com a terceira propriedade da
definicao formal de algoritmo, e mostra que vocé nao podera efetuar um segundo jogo com o
dinheiro pago inicialmente para o primeiro jogo.

Exemplo 3. Suponha ainda que seja inserida a seguinte instrucao, i4, no exemplo 1:

Passo 4 (i4): Para cada 10.000 pontos que vocé acumular, ganhard um jogo
gratis. Quando o jogo em execucao finalizar, se vocé tem direito a um jogo gratis, v para o
passo 2 (ig).

O passo 4 contraria a definicao de algoritmo, pois seria possivel obter a sequéncia
infinita A = (il, ig, ig, i4, ig, ig, i4, iQ, ig, i4, ) Portanto, A= (’L.l, ’ig, i37 Z4) nao
representa um algoritmo. O passo 4 é considerado como loop (lago condicional), por permitir
a execucao de um passo mais do que uma vez, toda vez que a afirmacao dele for verdadeira.
Os exemplos 1 e 2 sao chamados de algoritmos sequenciais, pois nao permitem o retorno para
a execucao de uma instrucao anterior, mais de uma vez.

Para transformar a inclusao e permitir que A = (i1, s, i3, i4) seja um algoritmo,
pode-se reescrevé-lo conforme o que segue abaixo.

Exemplo 4. Suponha que a instrucao i, tenha sido modificada, conforme o que segue:

Passo 4 (i4): Para cada 10.000 pontos que acumular, vocé ganhara um jogo de
graga, sendo o niimero maximo de jogos gratuitos ganhos igual a 10 para cada jogo pago.
Quando o jogo em execucao finalizar, se vocé tem direito a um jogo grétis, va para o passo
2.

Veja agora que o novo passo 4 (loop) seré executado uma quantidade finita de
vezes. Agora, nestas condigoes, A = (iy, iz, i3, i4) € um algoritmo.

A sequéncia de instrucoes nao serd um algoritmo correto se faltarem instrucoes
necessarias para a producao da solucao do problema.

Suponha que z e y sejam duas varidveis assumindo os respectivos valores 5 e 2. E
uma tarefa comum trocar os valores das variaveis, como se estivesse arranjando os ntimeros
2 e 5 para as posicoes x e vy, fixadas. Neste caso, apds a troca, tem-se que r =2 e y = 5.

Exemplo 5. Os passos abaixo representam uma forma para se trocar os valores assumidos
pelas variaveis x e .

¢ Passo 1: Faca z assumir o valor de y.
¢ Passo 2: Faca y assumir o valor de .
¢ Passo 3: Pare.
Sera que o algoritmo deste exemplo estd correto? Veja como ele funcionara para
a suposicao dada acima.

Instrucao Valor assumido para x | Valor assumido para y
Antes de i, 5 2
Depois de 7, 2 2
Depois de iy 2 2




Por que depois do passo 2 a varidvel y nao assumiu o valor 57 Acontece que depois
do passo 1 o valor 5 foi esquecido. Mas é preciso obter y = 5, depois do passo 2. Porém,
como fazer isso se o velho valor de z, 5, foi regravado para o valor 27 Uma solucao para tal
problema é apresentada no préximo exemplo.

Exemplo 6. Segue abaixo uma sequéncia de instrucoes que realizard a troca dos valores
conforme desejado.

¢ Entrada: x e .

¢ Saida: = e y com valores trocados.

¢ Passo 1: Atribua o valor de y a uma variavel auxiliar chamada y_ velho.
¢ Passo 2: Faca y assumir o valor de z (y := ).

¢ Passo 3: Faca z assumir o valor de y_wvelho.
¢ Passo 4: Pare.

O resultado obtido é mostrado logo abaixo.

Passos | Valor assumido para z | Valor assumido para y
Passo 1 5) 2

Passo 2 5) 5)

Passo 3 2 5)

Passo 4 Pare.

Para solucionar um problema, um algoritmo precisa de uma entrada, representada
por uma ou mais variaveis, relacionadas com o problema. Apds a execucao de todas as
instrugoes, o algoritmo produz uma saida que é a solugao para o problema.

Exemplo 7. (Conjectura de Lothar Collatz) Considere o seguinte procedimento:

¢ Entrada: O nimero positivo z.
¢ Saida: O numero 1.
¢ Passo 1: Entre com um ntmero inteiro positivo z.
¢ Passo 2: Se z for par, troque o valor de z por 3.
¢ Passo 3: Se z = 1, entao a saida serd z e pare.
¢ Passo 4: Se z for impar, troque o valor de z por 3z + 1.
¢ Passo 5: Va para i,.
Este é um problema proposto pelo alemao Lothar Collatz para o qual nao se
sabe ainda se a sequéncia de ntiimeros produzida findard em 1, para todo niimero inteiro nao
negativo. FEle s6 serd um algoritmo, se houver parada com producao de resultado final z = 1.

Exemplo 8. Executando a conjectura de Collatz para z =1, z =20 e z = 7, tem-se:
Sequéncia obtida para z = 1: (1).
Sequéncia obtida para z = 20: (20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1).
Sequéncia obtida para z = 7: (7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4,
2, 1).


http://pt.wikipedia.org/wiki/Conjectura_de_Collatz

Exemplo 9. A sequéncia (1,1,2,3,5,8,13,21,...) é composta pelos niimeros de Fibonacci,
obedecendo a recorréncia a, = a,_1 + a,_s, para a4 = a; = 1 e n > 3, ou seja, para se
obter o n-ésimo termo desta sequéncia, recorre-se aos dois termos anteriores a a,,, somando-
os para dar o valor de a,. Segue abaixo um algoritmo que retorna os n primeiros niimeros
da sequéncia de Fibonacci, para n > 3.

¢ Entrada: O nimero n, sendo n > 3.

¢ Saida: Os n primeiros nimeros da sequéncia de Fibonacci.
¢ Passo 1: Considere a; = ay = 1.

¢ Passo 2: Para i := 3 até n, faca a; := a;_1 + a;_o.

¢ Passo 3: Para i := 1 até n, retorne q;.

¢ Passo 4: Pare.

Exemplo 10. Uma sequéncia finita de nameros inteiros (aq, as,...,a,) sera crescente se
a1 < as <ag < ... <a,. O algoritmo a seguir 1é os numeros de uma sequéncia finita e diz se
ela é crescente ou nao.

¢ Entrada: A quantidade n de elementos da sequéncia e os seus elementos: ai, ao, ..., a,.

¢ Saida: Apenas uma das duas frases: “Esta sequéncia nao é crescente” ou “Esta sequéncia
é crescente”.

¢ Passo 1: Para¢ =1 até n — 1, se a; > a;;1 escreva: “Esta sequéncia nao é crescente”.
Caso contrario, escreva: “Esta sequéncia é crescente”.

¢ Passo 2: Pare.

Para compreender melhor como sao executadas as instrucoes do algoritmo, pode-
se efetuar o chamado teste de mesa, que consiste na execucao mental desse algoritmo, o
qual também é chamado de c6digo, sendo 0s passos anotados, em sequéncia de execugao, no
papel. Nesse teste, a pessoa serd o processador e ficard responsavel por executar cada linha
do codigo. O teste permite verificar se o codigo estd realmente executando a funcao para a
qual foi criado, e se existe algum erro de logica nos passos apresentados.

O teste surgiu em uma época na qual programar um computador era extrema-
mente complicado. Apenas aceitar que um codigo estava correto era um desperdicio de tempo
e, portanto, era necessario ter certeza de que aquele programa funcionaria. Munidos, entao,
de papel e lapis, os programadores faziam simulagoes de execucgao e corrigiam erros encontra-
dos antes mesmo de executar o c6digo na maquina real. Essa pratica se perdeu com o tempo,
com o advento da programacao interativa, na qual o programador tem acesso a maquina e
pode testar alteracoes.

A vantagem desse tipo de teste é que ele ajuda a desenvolver o raciocinio logico
do programador, que, depois de um certo tempo de pratica, consegue identificar problemas
apenas olhando para o cédigo impresso, sem necessitar executa-lo.

Exemplo 11. Dada uma lista de nimeros reais: aq, ao,..., a,, a média aritmética dos

. ar+as+ ...+ a ) ) )
numeros desta lista é dada por M A = ! 2 " Veja abaixo, & esquerda, o algoritmo

que calcula a média aritmética de tal lista.



- Entrada: n e os valores de ay, ao, ..., a,. Veja os passos executados
- Saida: A média aritmética dos n nimeros. logo abaixo:
. -P 1: = 0.
- Passo 1: Considere x = 0. asso L+ & 0
- Passo 2:
- Passo 2: Para cada valor de i, variandode 1 |7 :=1ex =0+ a; = a;.
até n, faca x assumir o valor do antigo x so- |1 :=2ex = a; + as.
x velho
mado com a; (x =z + a;). 1 :=3ex :=a;+ ay+ as
~——
x velho
- Passo 3: Divida x por n e considere o resul- | 7 :=nex =
x
tado obtido como M A (MA: —). =a;+as+ ...+ a,—1 +a,
n N —
x velho T
-P 3 MA = —.
- Passo 4: Retorne M A e pare. ass0 n
- Passo 4: Retorne M A.

Exemplo 12. Para calcular a distancia entre dois pontos do plano: A(zy, y1) e B(za, 42),
utiliza-se a formula Dy p = \/(xl — 29)? 4 (y1 — y2)?, na qual Dy p indica a distancia entre
os pontos A e B. As instrucoes abaixo representam um algoritmo para calcular essa distancia:

¢ Entrada: Considere os valores: x1, xa, 3 € yo (entrada).

¢ Saida: A distancia entre os dois pontos do plano que possuem essas coordenadas.
¢ Passo 1: a ;=21 — 29

¢ Passo 2: b ==y — o

4 Passo 3: a := axa (novo valor de a)

¢ Passo 4: b :=bx b (novo valor de b)

¢ Passo5:m :=a-+b

¢ Passo 6: Dy p = sqrt(m)

¢ Passo 7: Escreva o valor de Dy p (saida).

¢ Passo 8: Pare.

Observagao 1. sqrt(m) significa \/m.

2.1 Algoritmos para expansao na base decimal e binaria

O sistema decimal posicional ¢ utilizado universalmente pelas pessoas para re-
presentar os nimeros inteiros. Chama-se decimal por ser representado pelos dez algarismos:
0,1,2, 3,4,5, 6,7, 8¢9, chamados de algarismos indo-arébicos, pois foram desenvolvidos
pelo povo indiano e divulgados pelo povo arabe.

Existem outros sistemas de numeracao em uso, como o sistema binario ou em
bases poténcias de 2, que ¢é utilizado em computacao. Alguns computadores, para executar
um algoritmo, convertem as palavras deste algoritmo para cédigo binario. Veja a seguir a
tabela com alguns c6digos binarios e suas representagoes:



Bindrio | Glifo Bindrio | Glifo
0010 1011 + 0011 0100 4
0010 1111 / 0011 0101 )
0011 0000 0 0011 0110 6
0011 0001 1 0011 0111 7
0011 0010 2 0011 1000 8
0011 0011 3 0011 1001 9

O sistema também ¢é chamado posicional, pois cada algarismo, além do seu valor
intrinseco, possui um peso que lhe ¢é atribuido em funcao da posicao que ele ocupa no niamero.
No caso do sistema decimal, esse peso, é uma poténcia de dez e ele varia do seguinte modo:

O algarismo da extrema direita tem peso 10° (posigao 0); o seguinte, sempre da
direita para a esquerda, tem peso 10" (posigdao 1); o seguinte tem peso 10? (posigao 2); o
seguinte tem peso 103 (posi¢ao 3), etc.

Exemplo 13. Considere o ntimero 12019 na base 10. Assim,
12019 =1-10*+2-10*+0-102+1-10' +9-10°=1-10*+2-10* +1-10+ 9

Os sistemas de numeracao posicionais baseiam-se no teorema a seguir, que ¢ uma
aplicacao da divisao euclidiana.

Teorema 1. Dados a, b € N U {0}, com b > 1, existemn nameros naturais cg, ¢y, ..., Cp,
menores do que b, univocamente determinados, tais que a = co + ¢1b + cob? + ... + ¢, b".

Demonstragao:
O teorema sera demonstrado por meio da segunda forma do Principio de Inducao
Matematica, sobre a. Se a = 0, ou se a = 1, basta tomar n = 0 e ¢y = a, e vale a unicidade.
Supondo o resultado vélido para todo natural menor do que a > 1, serd provado
sua validade também para a. Pela divisao euclidiana, existem ¢ e r, inicos, tais que

a=bqg+r,com0<r<b.
Tem-se:
b>1=ab>a=a<ab<ab+r=>5bg+r<ab+r=q<a.

Como ¢ < a, pela hipotese de inducao, segue que existem nimeros naturais n’ e
do,dy,....,dy , com dj < b, para todo j , univocamente determinados, tais que

g=do+dib+ -+ dyb".
Levando em conta as igualdades acima destacadas, tem-se que
a=bqg+r=>b(dy+db+---+db") +r.

O resultado segue tomando co =7, n =n"+1ec; =d; ; paraj =1,...n, os
quais sao univocamente determinados.



Corolario 1. Todo niimero natural se escreve de modo tnico como soma de poténcias dis-
tintas de 2.

A representacao dada no teorema acima é chamada de expansao relativa a base
b. Quando b = 10, essa expansao é chamada expansao decimal, e quando b = 2, ela recebe o
nome de expansao binéaria.

A demonstracao do Teorema também fornece um algoritmo para determinar a
expansao de um numero qualquer relativamente a base b.
Trata-se de aplicar, sucessivamente, a divisao euclidiana, como segue:

a = bgy+19, 10 <0V,
qgo =bq +r1, 11 <b,
g1 =bga +12, 19 < Db,

e assim por diante. Como a > ¢y > ¢ > - - -, deve-se, em um certo ponto, ter g, 1 < b e,
portanto, de

Gn—1 = bgn +Tn,
decorre que ¢, = 0, o que implica 0 = ¢, = ¢n11 = @nio = - - -, € portanto
0=7rpp1 =Tps2 ="
Tem-se entao que
a=1r9+rb+---+ryb"

A expansao numa dada base b fornece um método para representar os nimeros
naturais. Para tanto, escolha um conjunto S tal que S = {1,2,3,...,(b — 1)}. Um ntamero
natural a na base b se escreve da forma z,r,_1..x129, cOm zg,...,x, € S, e n variando,
dependendo de a, representando o ntmero xg + x1b+ - - - + x,b".

No sistema decimal, isto &, de base b = 10, usa-se S = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}.

Exemplo 14. A expansao decimal do nimero 23456 é dada por:

2-10*+3-103+4-102+5-10" +6 - 10°,

Exemplo 15. No sistema de base b = 2, tem-se que S = {0, 1} e todo nimero natural é
representado por uma sequéncia de 0 e 1. Por exemplo, o nimero 10, na base 2, representa
o nimero 2 (na base 10). Tem-se também que

100=1x224+0x2'+0x2°=22 101 =1+2% 111 =1+2+2% 1011 =1+2+ 23



A sequéncia de instrugoes abaixo é um algoritmo para converter niimero binario
para a forma decimal equivalente.

Binario para Decimal

4 Entrada: Nimero binario s = 5;5;_1...5150.

¢ Saida: Numero decimal m equivalente & s.

¢ Passo 1: Comece considerando j = 0, representando a posi¢ao do primeiro algarismo de s,
da direita para a esquerda.

¢ Passo 2: Considere também m = 0. Ele representard o niimero decimal equivalente aos
algarismos obtidos, da direita para a esquerda, até a posicao j.

¢ Passo 3: Se a posicdo j nao possuir algarismo entao pare e retorne o valor de m como
resposta. Caso contrario, continue.

¢ Passo 4: Se o algarismo da posicao j for 1 entdo o nimero decimal m serd dado por

m,=mn, + 2.

~—~
Novo Velho

¢ Passo 5: Incremente j, ou seja, aumente uma unidade no j anterior, para trabalhar com
mais algarismos de s.
¢ Passo 6: Volte a executar o passo 3.

Exemplo 16. Convertendo o niimero binario s = 110 para a forma decimal equivalente,
seguindo os passos dados logo acima, tem-se:

¢ Passo 1: j :=0.

¢ Passo 2: m :=0.

4 Passo 3: Existe algarismo na posicao j = 0, o zero. Entao continue.

¢ Passo 4: O algarismo da posi¢ao j =0 nao é 1 (so # 1).

¢ Passo 5: j = 1.

¢ Passo 6: Volte a executar o passo 3.

¢ Passo 3: Existe algarismo na posicao j = 1, s; = 1. Entao continue.

¢ Passo 4: O algarismo da posicdo j = 1 é 1. Entao m passa a valer m +2/ = 0+ 2! = 2,
ou seja, m = 2.

¢ Passo 5: j =2

¢ Passo 6: Volte a executar o passo 3.

¢ Passo 3: Existe algarismo na posicao j = 2, s = 1. Entao continue.

¢ Passo 4: O algarismo da posicao j = 2 é 1. Entao m := 6.

¢ Passo 5: j :=3.

¢ Passo 6: Volte a executar o passo 3.

¢ Passo 3: Nao existe s3. Entao pare e a resposta procurada é m = 6, na forma decimal.

Pode-se representar tais passos da seguinte forma simplificada, chamada de pseu-
docodigo.
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Algoritmo Binario para Decimal

—> Entrada: O nimero bindrio s = s;s;_;...515¢, diferente de zero.
112 7 :=0.

i9: m:=0

i3: Se nao existir s; entao pare e retorne m como resposta.

ig: Se s; =1 entdo m :=m + 27,

150 ] =7+ 1.

16: Va para 13.

Para converter um nimero decimal para a forma binaria equivalente, utilizando
o que foi comentado anteriormente, obtém-se o seguinte esquema na tabela abaixo:

Conversao de Nimero Decimal para Binario - Algoritmo

Numero a ser dividido por 2 | Quociente obtido | Resto obtido
m Q() TO
QO (:Z1 Tl
q, 4q, Ty
q, 4ds s
Qs Gns Ta
Qs 0

Assim, os algarismos que formarao o ntimero binario serao todos os restos obtidos
na terceira coluna da tabela acima, ou seja, tal niimero binario serd r r, ,...r,r,r,r,, nessa
ordem de posicao.

Exemplo 17. Segue abaixo a conversao do nimero decimal 210 para a forma binéaria equi-

valente, conforme a tabela acima.

Nimero a ser dividido por 2 | Quociente obtido | Resto obtido
210 105 0
105 52 17
52 26 o1
26 13 or
13 6 17
6 3 o1
3 1 11
1 0 17

Conforme a tabela deste exemplo, o nimero binario obtido é: 11010010.

A tabela dada antes deste exemplo permite a construcao de uma sequéncia finita
de instrugoes ou passos, bem definidos, que representam um algoritmo para converter ntimero
decimal para a forma binéria equivalente, conforme o que segue abaixo.

Decimal para Binario
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¢ Entrada: O ndmero decimal m.

4 Saida: O ntimero binario s = s;5;_1...5150.

¢ Passo 1. Considere 7 = 0, o qual representa a posicao do primeiro algarismo do resultado,
da direita para a esquerda.

4 Passo 2: Divida m por 2, obtendo quociente g; e resto r; (0 ou 1).

¢ Passo 3: Insira r; na posi¢ao j de s, ou seja, faga s; :=r;.
# Passo 4: Se ¢; = 0 entdo pare e retorne s como resposta. Caso contrario, continue.
4 Passo 5: Faca m assumir valor g;, ou seja, m := g;.

¢ Passo 6: Incremente o valor de j, somando a ele uma unidade.
¢ Passo 7: Volte a executar o passo 2.

Exemplo 18. Segue abaixo a conversao do ntmero decimal m = 21 para a forma binéria
equivalente, aplicando os passos do algoritmo logo acima.

¢ Passo 1: Considere j = 0.
¢ Passo 2: m = 21 dividido por 2 fornece quociente gy = 10 e resto ro = 1.

¢ Passo 3: sg assume valor ro = 1, ou seja, sg = 1.
¢ Passo 4: gy # 0. Entao continue.

¢ Passo 5: m assume o valor de qg, isto é, m := 10.
¢ Passo 6: j é incrementado de modo que 5 := 1.

¢ Passo 7: Volte a executar o passo 2.
¢ Passo 2: m = 10 dividido por 2 fornece quociente ¢; = 5 e resto r; = 0.

¢ Passo 3: s; assume valor ry = 0, ou seja, s; := 0.
¢ Passo 4: ¢; # 0. Entao continue.
¢ Passo 5: m assume o valor de ¢y, isto é, m := 5.

¢ Passo 6: j = 2.

¢ Passo 7: Volte a executar o passo 2.

¢ Passo 2: m = 5 dividido por 2 fornece quociente g = 2 e resto ro = 1.
¢ Passo 3: s9 =1y =1.

¢ Passo 4: ¢ # 0. Entao continue.

¢ Passo 5: m = ¢ = 2.

¢ Passo 6: j := 3.

¢ Passo 7: Volte a executar o passo 2.

¢ Passo 2: m = 2 dividido por 2 fornece quociente g3 = 1 e resto r3 = 0.
¢ Passo 3: s3 :=1r3=0.

¢ Passo 4: g3 # 0. Entao continue.

¢ Passo 5: m :=¢q3 = 1.

¢ Passo 6: j :=4.

¢ Passo 7: Volte a executar o passo 2.

¢ Passo 2: m = 1 dividido por 2 fornece quociente g4 = 0 e resto ry, = 1.
¢ Passo 3: s4 =74 =1.

¢ Passo 4: ¢4 = 0. Entao a saida é s = s483895159 = 10101.
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Tem-se abaixo o pseudocddigo para esse procedimento.

Procedimento Binario para Decimal

ili j =0

io: Divida m por 2, para obter o quociente ¢; e o resto r; (0 ou 1).

i3 : Coloque 7; na posicao j de s = 5;5;_1...51 5.

iq: Se g; = 0, entao pare e retorne s como resposta. Caso contrario, continue.
151 M = gj.

160 ) =7+ 1.

170 V& para 1s.

2.2 Algoritmo para determinacao dos subconjuntos de
um conjunto

Proposicao 1. Dado um conjunto A, com n elementos, entao o nimero de subconjuntos de
Ae2m,

Demonstracgao:

Por Inducao Finita sobre n, tem-se:

P(n) : Se A possui n elementos, entdo o nimero de subconjuntos de A é 2". Dessa
forma, para n = 1, tem-se:

A = {a;} de modo que () e {a;} sao os subconjuntos de A. Como 2" = 2! = 2,
P(1) é verdadeira.

Supondo P(n) verdadeira para algum namero natural n > 1, serd provado que
P(n+1) também ¢ verdadeira, ou seja, que se A tem n + 1 elementos entao A possuird 2!
subconjuntos. Tem-se que:

A=A{ay, ag,...,an, ani1} ={a1, as,...,a,} U {ani1}.
~— ———

=B

Como o numero de elementos de B ¢é igual a n, segue, por hipotese de inducao,
que B possui 2" subconjuntos: B, = O, B,,..., B,,, os quais também sao subconjuntos de
A, jaque B, C BC A, Vie{1,2,..,2"}. Além disso, a,+1 ¢ B,, Vi € {1,2,...,2"}. Para
construir os subconjuntos restantes de A, basta inserir o elemento a,,; em cada subconjunto
B., obtendo-se 2" novos subconjuntos. Assim, o total de subconjuntos de A é 2" 4 2" =
2" (1+1) =2" 2 =21 Portanto P(n + 1) ¢ verdadeira.

A demonstracao da proposicao 1 fornece uma sequéncia finita de passos, bem
definidos, para produzir os subconjuntos de A, escrita na forma de um pseudocddigo.

Algoritmo Subconjuntos

i1: Entrada: n e ay, as, ..., a,. ig : B(k+1) :=B(i)U{a(y)}
is: B(1)=0 i ko =k+1

i3 k =1 FimPara

iy: Para j :=1 até n, faca FimPara

i5: Para i := 1 até 27!, faca is . Pare.
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Exemplo 19. Fazendo o teste de mesa aplicando o Algoritmo Subconjuntos em A = {ay, as},
para listar os subconjuntos de A, tem-se:

Instrugao Frecutada kg1 Subconjunto Obtido

i3
iy
i5
ig
i7
iy
i5
ig
i7
i5
16 3

18 Pare

B(3) = B(1) U{a(2)} = {a(2)}

| W N[NNI | = ==

DO DO DO DO DN DO b=t | ot | et | et
DO DO = | =] = =] =] =] =

B#4) = B(2) U{a(2)} = {a(1), a(2)}

2.3 Algoritmo para o calculo do valor de uma poténcia

Considerando que as operacoes aritméticas basicas de um computador sao: adicao,
subtracao, multiplicacao e divisao, segue abaixo um algoritmo para se obter o valor de uma
poténcia de base x.

Algoritmo Exponenciacao

i1: Entre com os valores de x # 0 e de n is: (i) =xz(i—1) x x

(n uma variavel inteira nao negativa). Qg: i =i+ 1

190 1 =1 i7: Se n = (0 entao retorne z" = 1.
it x(i—1) =1 is: Senao retorne: 2" = x(i — 1).
i4: Enquanto ¢ < n, faca 19: Pare.

Esse algoritmo considera  # 0 e n € N U {0}, iniciando com i = 1 e z(0) = 1.
Depois, para cada valor assumido por ¢, de 1 até n, tem-se:

2

x(l)=_1 -2 —22)=_2 -z — 23)=_2° -z
~— <~ <~
(0) (1) z(2)
v(4)=_2° 2 — - — x(n)= " -
3) (n—1)

sendo x(n) retornado como solugao.

Exemplo 20. Aplicando o algoritmo para x = 5 e n = 3, obtém-se:
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11: x=5en=23 6: =3

ig: 1=1 14: Teste verdadeiro

iz z(0) =1 is: z(3)=x(2)-5=25-5=125
14: Teste verdadeiro lg: 1=4

is: x(l)=2(0)-5=1-5=5 40 Teste falso

lg: 1=2 i7:  Teste falso

iy Teste verdadeiro ig: 53 =125

is: x(2)=x(1)-5=5-5=25 ig: Pare.

Definigao 1. Chama-se piso de um ntumero real x, e denota-se o piso de x por | x| o maior
inteiro menor do que ou igual a x.

Exemplo 21. Conforme a definicao 1, tem-se:
7] =7; 4,23] =4 e |—5,23] = —6.

Definicao 2. Dado um ntmero real x, o menor inteiro maior do que ou igual a x serd
representado por [z].

Exemplo 22. De acordo com a definicao acima, tem-se:
[7] =7; [4,23] =5 e [-5,23] = —5.
|

Seré visto a seguir um outro algoritmo, denominado exponenciacao rapida, para
o calculo de poténcias. Ele é baseado em sucessivas divisoes de expoente pelo nimero 2,
conforme as igualdades abaixo, para o calculo de z".

.Tn — $2q0+r0

I
NN NN N
8
N .
R
8
[\
~—
[~
=

2.0+1 Tk—2 Tk—3
k—1 k—2 k-3 r
= <x2 > : (332 ) : (952 ) e () o

Mas, esse procedimento faz com que n seja escrito na forma binaria, ou seja,
N = Tg_1Tk—2...7170, sendo 7,1 = 1, r; € {0,1}, Vj € {0,1,2,...,(k — 2)} e k — 1 o ntimero
de restos produzidos na divisao por 2.

Assim, tem-se que:




o=l Lokl 4 2R 2 4 24 rg <

<2 4 224 424 1=1-2 =0k 1 <2k

~
Soma dos k termos da PG de razao 2

Portanto, 2871 <n < 2k e

21 <in < 2% & log, 281 < log,n < log,2* <

k—1<log,n<k<k—1=|log,n| <
k=1+ |log,n],
sendo [log,n| o maior inteiro menor do que ou igual a log,n.
Para esse algoritmo, tem-se:
e Total de divisoes — k.
e Total de multiplica¢oes = (k—1) + (k — 1) = 2k — 2.

e Total de operacoes = 3k — 2.

15

Hé portanto 3k —2 =3 (1 + |log,n]) —2 < 3(1 + log,n) —2 =1+ 3 log,n = g(n)

multiplicagoes e divisoes, no total.

Algoritmo Exponenciacao Rapida

11: Entre com os valores de = e n, considerando resp := 1.
19: Divida n por 2 para obter o quociente ¢ e o resto r.

i3: Se r = 1, considere resp = resp x x.

14: Se ¢ = 0, entao pare.

52 M =q.

1. T = X * .

17: V& para 1s.

Exemplo 23. A seguir é executado o teste de mesa para o calculo de 2.

Instrugao Erecutada Varidveis
T | m|resp| q|T
4 E 5
i T | 25 1 12 |1
i5 x | 12 €T 12 |1
ig 2112 =z [12]1
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Varidveis
n | resp
z

Instrucao Frecutada

8

—_
DO

i2

i5
ig
io
i5
I6
io
i3
i5
ig
io
ig s
14 Pare

SHESHRSNESNESN R

SHESHESAEAEY TN R ES
ool 0o ool oof | | e N

SHARSRAESARS
o o ¥ ©

SHES]
=
)

OO P =W W W DO O
ol Bl B B B R Bl =) =) K] ) aw) I

=R PR W W W W DO

=
)
)|
(S

8

O algoritmo exponenciacao requer n multiplicagoes para computar x”. Indica-se
por f(n) (funcdo de n) esta quantia. Neste caso, f(n) = n. Tal algoritmo é portanto chamado
de linear.

O algoritmo exponenciacao rapida requer nao mais do que 1 + 3 log,n multipli-
cagoes e divisoes para computar z". Indica-se essa quantia pela func¢ao g(n) = 1 + 3log,n.
Este algoritmo é chamado de logaritmico.

Exemplo 24. No caso n = 4, tem-se f(4) =4 e g(4) = 1+ 3 x log,4 = 1 + 3 x log,2* =
1+ 3 x2=7. Agora para n = 2! = 2048, tem-se: f(n) = 2048 e g(n) =1+ 3 -log,2" =
1+3x11=34.

O Lema a seguir fornece uma propriedade necessaria para a demostracao da pro-
xima proposi¢ao, a qual compara os algoritmos exponenciacao e exponenciagao rapida.

Proposigao 2. Para todo natural n > 12, tem-se que 1+ 3 - log,n < n.

Demonstracgao:
Basta provar, usando o Principio de Inducdo, que para n > 12 tem-se n® < 2771,
De fato,

-1 n—
1+3-loan<n<:>log2n<nTén<2Tl<:>n3<2”*1.

Para n = 12, obtém-se n® = 123 = 1728 e 2! = 2! = 2048, portanto a
desigualdade é verdadeira.

Suponha a desigualdade ser verdadeira para um n, isto ¢, n® < 2"7! na qual
n > 12 (hipotese de indugdo). Serd provado que também é verdadeira para n + 1, ou seja,
que (n+1)3 < 2",

Usando a hipotese de indugao, tem-se que:

(n+1P=n*+3n*+3n+1<2"'+3n*+3n+1.
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Além disso, tem-se que:
21 4302 +3n+1 <21+ 3n% +3n% +3n? =271 4 9n2 .
Como n > 12, segue que 9n? < n® < 271, logo
(n+1)3 <2t +9n? <2n7 14 p3 < 2nt 4 onl = 2n,
Portanto, (n + 1) < 2.

A comparacao de dois ou mais algoritmos que solucionarao o mesmo problema, é
fundamental para a escolha do mais eficiente.

A eficiéncia de um algoritmo pode ser medida, por exemplo, em termos do tempo
de execugao ou do espago (ou memoria) usado. O custo de um algoritmo, dado por algum
desses tipos de medicao, é também chamado de complexidade.

Existe complexidade de tempo, de uso de memoria, de comunicacao, do nimero
de processadores, entre outras. A complexidade de um algoritmo consiste na quantidade de
“trabalho” necessario para a sua execucao. Este estudo (Complexidade de Algoritmos) é uma
area ampla da teoria dos algoritmos.

A contagem de passos na execucao de um algoritmo fornece uma caracterizacao
simplificada da eficiéncia de um algoritmo. Neste trabalho, deseja-se apenas dar uma pequena
ideia sobre custo de um algoritmo.

Em geral, considera-se que cada execugao da linha ¢ possui um custo ¢; > 0, sendo
¢; a quantidade de passos executados implicitamente, pelo computador. Por exemplo, o custo
da adicao 11 + 14, escritos no sistema decimal, ndo seré apenas duas adi¢oes, 1+4 (unidades)
e 1+1 (dezenas) pois, em termos computacionais trabalha-se com a expansao binaria. Assim,
11 ¢é interpretado pelo computador como 1011 e o0 14 como 1110 e sera realizada a soma desses
numeros binarios. Entao o custo, nimero total de adicoes, é dado pela expressao

1
1
1
1

+
o o =
Ol—= O =

1 1
1 07
0 1

na qual ocorre mais adicoes do que no caso anterior.
Fazendo a contagem levando em consideracao os custos de cada linha do pseudo-
codigo, obtém-se a funcao f: N — ](R;‘, na qual f(n) é o custo da execucao do algoritmo,
n — f(n

para a entrada n. A Proposicdo 2 mostra que o algoritmo exponenciacdo rapida é mais
eficiente do que o algoritmo exponenciacao.

Se a fun¢ao de custo for um polinémio, por exemplo, f(n) = an® + bn + ¢, sendo
a, b e c constantes positivas, dadas em fungao de ¢;, entao f(n) = an? (1 + % + a—;g), de
modo que, para n — 0o, tem-se (1 + % + a_fﬂ) tendendo a 1. Isso quer dizer que, a partir de n
suficientemente grande, a fungao f cresce com n?, podendo f(n) = an? ser considerada como
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a funcao custo, pois os termos inferiores, de menor crescimento na func¢do, e as constantes
multiplicativas contribuem pouco na comparagao, podendo ser descartados.

Quando se observa o tamanho de entradas grandes o suficiente, para tornar rele-
vante apenas a ordem de crescimento do tempo de execucao, esta sendo estudada a eficiéncia
assintotica do algoritmo. Assim, deseja-se saber como o tempo de execucao de um algoritmo
aumenta com o tamanho da entrada aumentando indefinidamente (sem limitac¢ao). Em ge-
ral, um algoritmo que é assintoéticamente mais eficiente serd a melhor escolha para todas as
entradas, exceto talvez para as muito pequenas.

2.4 Notacao Assintética O

Definicao 3. Dadas as fungoes f : N — RT e g : N — R, diz-se que f(n) é O(g(n)) se

n —f(n) n +——g(n)
existem uma constante positiva ¢ e ng € N tais que 0 < f(n) < c.g(n), para todo n > ny.
Neste caso, usa-se a notagdo f = O(g).

Em outras palavras, dada uma funcao g(n), indicando por O(g(n)) o conjunto das
funcoes

{f(n) | existem constantes ¢ > 0 e ng € N tais que 0 < f(n) < c-g(n), Vn > ng},

f = O(g) significa que f(n) € O(g(n)).

Figura 2.4.1: f = O(g)

Tal notacao é utilizada para comparar algoritmos e é considerada como uma cota
superior para o nimero de passos requeridos, significando que o custo do algoritmo nao
ultrapassa O(g(n)), para entradas suficientemente grandes. Mas a cota superior de um
algoritmo pode mudar se alguém descobrir um outro algoritmo melhor, como aconteceu
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no caso do célculo do valor de ™, = # 0. Antes, com o algoritmo exponencia¢ao, o custo
nao ultrapassava a cota superior O(n), agora com o exponenciagao rapida este custo nao
ultrapassa a cota superior O (log,n). Ou seja, a cota superior do problema do calculo de z"
passou a ser O (log,n).

A cota superior para o custo de um problema é analoga ao record mundial de uma
modalidade de atletismo. Ele é estabelecido pelo melhor atleta (algoritmo) do momento.
Assim como o record mundial, a cota superior pode ser melhorada por um algoritmo (atleta)
mais veloz, [19].

Exemplo 25. Seja f(n) = agn® + ag_1n® ' + ... + ain + ap, d € N, a; uma constante real,
Vi € {0,1,2,...,d}. Entao, f(n) = O(n?).

Tem-se:
f(n) =am®+ a,_1n* 1+ ...+ an+ag <
< agIn® + |ap_1|n?t + ... + |ay|n + |ag| <
< Jagn? + |an_1|n® + ... + |ag|n? + |ag|n? =

~
>0

Portanto, f(n) = O(n).
Observagao 2. |ag| significa modulo ou valor absoluto de ag.
Assim, O(n? 4+ 2n — 1) = O(n?) e O(5n* — 3n? +n + 2) = O(n?).
Lema 1. Se r for um nimero inteiro maior do que 5, entdo 2" > (r + 1)2.

Demonstracgao:
Tal lema seré provado por inducao finita sobre 7.
Observe que o lema sera falso para r =1, 2, 3, 4, 5, na tabela abaixo.

r| 20| (r+1)? r 20| (r+1)?
1] 2 4 4|16 25
2| 4 9 5| 32 36
318 16 6 | 64 49

Tem-se que P(6) é verdadeira.
Supondo que P(r) seja verdadeira para algum r > 6, sera provado que P(r + 1)
também ¢é verdadeira, ou seja, que 2"t > (r + 2)2. Tem-se que

2r+l 2.20

2(r +1)2 (hipotese de indugao)
2r2 +4r +2
r?+4dr + 4+ (r? —2)
(r+2)%+(*-2) (1)

IV
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Como r > 6, obtém-se 72 — 2 > 0 (2).
De (1) e (2), segue que:
27 > (r+ 2+ (1P = 2) > (r+2)%
Logo, 21 > (r + 2)%, isto &, P(r + 1) é verdadeira.
Exemplo 26. log,n = O(y/n).

De fato, suponha que k seja o maior inteiro tal que 2¥ < n, ou seja, k = |log,n|.
Tem-se:

Wl s p>oh sl s pen>2b o
k+1>log,nen > 2k (1)
Seja n > 64 = 25, tem-se, do Lema 1 e de (1), que:
k+1>log,nen>2F>(k+1)2%
k+1>log,ne~n>k+1,
Vvn > k+1>log,n,

vn > log,n.

2.4.1 Propriedades da Notacao O

(1) A notagao O é reflexiva, ou seja, se f(n) é a fungao de custo entdo f(n) = O(f(n)).
(7)) A notagao O é transitiva, ou seja, se f = O(g) e g = O(h) entdo f = O(h).

(71) Se f = 0O(g) entao a.f = O(g), Va > 0.
(

w) Se f = 0O(g1) e h = O(gs) entdo f +h = O(g1) + O(g2) = O (maz{g:, g2}) e f.h =
O(g1) - O(g2) = O(91.92)-

De fato,
(i) f(n) <1-f(n), Vn > 1.
(ii) Sendo f = O(g) e g = O(h) entdo existirdo ¢y, ca > 0 e ny, ny € N tais que:
f(n) <eag(n), Vn = ny e g(n) < coh(n), Yn = ny
Tomando ng = max{ny, ny}, tem-se:

f(n) < cig(n) < cieah(n), Vn = ng.
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(79) Existem ¢ > 0 e ng € N tais que

f(n) < cg(n), Vn = ny.

[e=]

Como a > 0 entao af(n) < (ac)g(n), Vn = n
(iv) Seja g = max{g1, ¢g2}. Entao g(n) = g1(n) e g(n) > g2(n), para toda entrada n.

Por hipoétese, existem c¢i, co > 0 e ny, ny € N tais que f < ¢; - g1, para todo n > nq, e
f < ca - go, para todo n > ny. Tomando ng = max{ny, ny}, tem-se

frg<ca -gite-gp<ea-g+ce-g=(ca+c)g, paratodon > no.
Retomando a hipo6tese, tem-se:
0< f(n) < cagi(n) e 0 < h(n) < caga(n) = f(n).h(n) < cicagi(n).ga(n) =
f-h(n) < crea(gr-92)(n), (cicoa > 0).

Portanto, f.h = O(g1.g2)-

Observe que a notagao O nao é simétrica. De fato, n = O(n?) e n? # O(n).

Exemplo 27. Suponha que f(n) = log,n . v/n3. Entdo, f(n) = (log,n) - (n - v/n). Como
log,n = O(y/n), tem-se:

f(n) =0(/n)-O(n-/n) = O(/n-n-+/n)=0(n?.

Proposicao 3. Para todo p € N tem-se que:

1P +2° 4+ 3P+ ..+ nP = > kP é um polinémio de grau p+ 1 em n.
k=1

Demonstracgao:
Por inducao finita sobre p, tem-se:
Parap=1, tem-se 1 +2+ ... +n = @, que é um polinomio de grau 2 em n.
Suponha a afirmacao verdadeira para todo p, 1 < p < s. Serd provado que é
valida também para s + 1.
Usando o Binémio de Newton, tem-se que:

(k:+1)8+2:k:5+2+(34{2)k5“+(8;2>k5+...+(iii)k+1.

Fazendo k variar de 1 até n e somando as equacoes obtidas, obtém-se:

n

Z(k+1)s+2:zk3+2+ (5‘1‘ )ks+1+(3_5 )st++(jil>zk+n
k=1 k

k=1 =1 k=1 k=1
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Usando a hipotese de inducao obtém-se:

S (h+ 192 = SR 4 30 (5 + 2k 4 Fn),

n
k=1 k=1

sendo F'(n) um polindmio de grau s + 1 em n.

n n+1
Como Y (k+ 1) = > k"2, obtém-se:
k=1 k=2
n+1 n n
STEST2 = STEST? 4+ 3 (s + 2)k5T + F(n) e simplificando,
k=2 k=1 k=1

(n+ 1) =1+ (s+2) > k*** + F(n), implicando em
k=1

stH _ (412 —F(n)-1
= - 542 ’

que é um polinomio de grau s + 2 em n.

Corolario 2. Se F' é um polinoémio de grau p, entdao »  F(k) é um polinémio de grau p+ 1,

k=1
em n.

Demonstragao:
Seja F(z) = ap + a1 + ... + apa?, com a, # 0. Tem-se que:
YF(k)=>Y ao+artk+..+akt =Y ap+a1y k+..+a,> kP,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

que é um polinomio de grau p+ 1 em n.
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Capitulo 3

Algoritmos na Matematica Basica

Agora que ja se sabe o que é um algoritmo e como obter o seu custo, serao
estudados alguns algoritmos da matemaética bésica e, para alguns deles, sera efetuada a
analise de custo.

3.1 Divisao Euclidiana

Teorema 2. (Divisao Fuclidiana)
Se a, b € N, com b > 0, entao existem dois tinicos naturais ¢ e r tais que

a=b-q+r,com0<r<b.

Demonstracgao:

Existéncia:

Se a < b, existem ¢ = 0 e r = a nas condigoes exigidas, assim pode-se assumir
que a > b > 0.

Considere o conjunto S ={a —by | y € N} N {NU{0}}.

Como a — b > 0, tem-se que a — b € S, logo o conjunto S é nao vazio. Como
S ¢é limitado inferiormente, tem-se que S possui um menor elemento r = a — bg > 0. Sera
mostrado que r < b.

Suponha por absurdo que r > b. Segue que r = s +b com s € NU {0}, logo
s =r—b=a-bg—b=a—(q+1)b € S. Como r é o menor elemento de S, chega-se a uma
contradicao, jAquer =s+b=s<resecs.

Unicidade:

Suponha a = bq +r = bq' + 1, sendo 0 < r e ' < b. Sem perda de generalidade,
suponha r < r’ . Dai tem-se que 0 < b(¢g—q') = r"—r < b, 0 que 86 é possivel se ¢ = ¢ e
consequentemente r = r’.

Nas condicoes do Teorema os nimeros ¢ e r sao chamados, respectivamente, de
quociente e resto da divisao de a por b.

O tipo de demonstracao do Teorema da Divisao Euclidiana é chamada de demons-
tracao algoritmica porque a prova da existéncia fornece uma receita para o calculo do resto
e do quociente da divisao de a por b.
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Exemplo 28. Determinacao de g e r da divisao de 17 por 3, usando o procedimento da
demonstracao do Teorema.

Tem-se que S = {17—3-1, 17—3-2, 17-3-3, 17-3-4, 17-3-5} = {14,11,8,5,2},
portanto r =2 e ¢ = 5.

Pode-se assim escrever um algoritmo para calcular o quociente e o resto da divisao
de a por b.

Algoritmo da Divisao

¢ Entrada: Nameros naturais a e b.

¢ Saida: Numeros naturais g e r tais que a = bg + r, com 0 < r < b.

¢ Passo 1: Comece fazendo Q =0 e R = a.

¢ Passo 2: Se R < b retorne a frase “O quociente é () e o resto é R’ e pare. Caso contrario,
VA para 0 passo 3.

¢ Passo 3: Se R > b faca \}E_/ = \]i/ — b, incremente () de 1 e volte para o passo 2.

Novo R Velho R
Ao final da execucgao do algoritmo, () vai ser o quociente e R o valor do resto.

Para determinar estes valores deve-se executar os passos 2 e 3 varias vezes. Chama-
se isso de lago (loop). Ao final de cada lago, as variaveis () e R terao valores diferentes.

A mudanca de valor é efetuada no passo 3. A instrucao: “subtraia b de R’
significa: a variavel R serd atribuido um novo valor que corresponde ao valor que tinha no
final do passo anterior, menos b. De modo andlogo, incremente () de 1 significa: & varidvel
() seré atribuido o valor que tinha no passo anterior, mais 1.

Por exemplo, se a > b, entao passado uma vez pelo passo 3, obtém-se () = 1 e
R = a—b. Se a—b > b entao aplicando novamente o passo 3 tem-se ) =2 e R =a-2b. E
assim por diante.

Observe que, aplicando o passo 3 varias vezes serd gerada a seguinte sequéncia de
valores para R:

a, a—b, a—2b, a—3b, a—4b - -

Trata-se de uma sequéncia decrescente de ntimeros naturais. Como existe apenas
um nimero finito de naturais entre a e 0, a sequéncia vai chegar a um valor menor do que
b. Neste momento, o algoritmo para de modo a ter os valores procurados. De fato, se r e
q sao obtidos pelo algoritmo entao tem-se r = a—bg e r < b. Assim, a = bg+1rer < b,
faltando provar que r > 0. Como o lago parou quando r = a—bg, no passo anterior tem-se
a—(g—1)b > b. Subtraindo b desta tdltima desigualdade obtém-se a—gb > 0. Portanto o
algoritmo esté correto.

E facil perceber que o algoritmo apresentado é lento. O nimero de lacos executa-
dos & igual ao quociente. Por exemplo, ao ser dividido b**! por b, o passo 3 serd executado
b* vezes e o crescimento serd exponencial.

Observacao 3. Certamente ao se dividir a = 5712 por b = 75, usando lapis e papel, usa-se
outro método: em primeiro lugar escolhe-se o menor ntimero formado pelos algarismos 5712,
comecando pela esquerda, que é maior do que ou igual a 75, no caso 571. Em seguida, é
dividido 571 por 75, encontrando o quociente 7 e o resto 46 e depois ¢ dividido 462 por 75,
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obtendo o quociente 6 e resto 12. O resultado final serd ¢ = 76 e r = 12. Ao dividir 571 por
75, uma pergunta é feita: Qual o maior nimero que pode ser multiplicado por 75 e ainda
assim obter um produto menor do que ou igual a 5717 Se os ntimeros sao pequenos, o valor
correto é obtido rapidamente. Se os niimeros sao grandes, a quantidade de possibidades pode
tornar impossivel resolver o problema.

O processo da divisao é feito por passos, cada um consistindo na divisao de um
nimero u = Ugly...U, POr OULTO NUMEro v = v1vz...Uy,, tal que 7 < 10. Depois de cada passo
usa-se a quantidade 107 + (a outra parte do dividendo) como sendo 0 novo u.

75

2 7
4 7 6

1
6
1

N NN

A seguir serd estudado um algoritmo que resolvera este problema. Trabalha-se
usando o sistema decimal, mas poderia ser feito de modo inteiramente analogo num sistema
qualquer de base b > 1.

Considere dois niimeros escritos na base decimal, u, com n + 1 posicoes, e v, com
n algarismos, tais que u < 10v, sendo

U= UgUp...Up = Ug - 10" +uq - 10"+ 4y, e

U:UIUQ"'UTL:Ul‘10n71—|—1]2-10"72+---—|-vn.

u

A condigao u < 10v significa que a parte inteira de ¥, representada por L%J é

menor do que 10, ou ainda que
UgUT ... Up—1 < V1V3...Up.

Quando se dividiu 5712 por 75, a primeira etapa foi a divisao de 571 por 75. Neste

caso u =571, v="T5¢e L%J < 10.

Seu=v-qg+r,com0<r <wv, entao deseja-se determinar ¢ = L;j , 0 quociente
da divisao euclidiana de u por v. Uma aproximacao do valor de ¢ serd determinada pelos
algarismos ug e uy, de u, e do algarismo vy, de v.

Proposicao 4. Sejam u = uguy...u, € v = V10s...0, tais que u < 10v. Se g é o quociente da
. « o~ ~ . 10 ~ ~
divisao de u por v e ¢ = nun (L““U—;”“J , 9), entao q > q.

Demonstracgao:
Como ¢ < 9, a proposicao é verdadeira quando ¢ = 9.
Suponha que ¢ = min Q%;”“J , 9). Segue que ¢ > %ﬁ” — 1, e dai

a'Ul > ug - 10 + uqp — vq.
Como os algarismos sao nimeros inteiros, conclui-se que

q-v1 2uy-104+u; —vg + 1.
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Calculando u — qv e usando a desigualdade anterior, tem-se que
u—qu=1g-10"+uy - 10"+ . +u, — qlvg - 10"+ 0y - 10772+ L+ y,)
u—qu < ug- 10" +uy - 10" + L+ u, — qlog - 10771
u—qu < ug- 10" +up - 107 4+ 4wy, — (o - 10 + uyp — vy + 1)1077,
sendo ug - 10" +uy - 10" + .+ wup, — (up - 10+ ug — g + 1)10" = uy - 10772 + . 4w, —
10"t vy - 1077 L,
Portanto, u — qu < ug - 10" 2 + ... +u, — 10" + v, - 10" < vy - 10" L v,
Obteve-se u — qu < v. Portanto, ¢ > q.

Proposicao 5. Sejam u = ugui...u, € v = v1V2...v, tais que u < 10v, ¢ o quociente da
divisao de u por v e ¢ : = min (LMJ , 9). Sewv; >bentaog=g¢q, ¢— 1 ouq— 2.

v1

Demostragao:
Suponha ¢ < ¢ — 3.

_ 5 ~ ~ up-l0+u1 _ ug-10"+u,-10" ! u
Tem-se entao que g < = T < oo

O caso v = 10" implica u = ug - 10" + uy - 1071 + ... +u, > 10" = 10 - v, o que
nao é possivel.

Segue que v — 10" ! = v - 10" 40y - 10" 2 4 ..+ v, — 10" < 1 - 10" e assim

U 3
q < yrioeT < poigneT

Tem-se que g+ 1= %] +1>%eg—3>¢>%—1.
Dessa forma,

3T —q<q+l—t< s +l-t=

— u-v U __u lon—l
_erl—z—;(m)Jrl-

- _1nn—1
Dai, observando que ”101,?_1 > v — 1, tem-se:

RIS

>2- (357 ) > 200 - ).
Finalmente,

6>7-3>q=[% >21—1) =20 -2

e assim obtém-se v; < 4.
Conclui-se portanto que se v; > 5 entao ¢ > q — 2.
Observacao 4. A condigao v; > 5 nao serd uma restri¢ao para se obter o quociente, porque se

forem multiplicados u e v por um mesmo inteiro positivo, o quociente permanece o mesmo:

u=vqg+r, 0<r<veku=(kv) -q+kr, 0<kr<ko.
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Um modo de se obter vy, suficientemente grande, é fazendo a multiplicacao de u

e v por {vllglJ.
De fato, como 1 < v; < 10 serd mostrado que vy - { ) J 5.
Tem-se que v - M&J (v1+1)- L} +1J com ( L’l“ < (v1+1)- le = 10.

Se v; > 5 entao vy {%J > vy 2 5.

Suponha agora que 1 < v; < 5.
Tem-se que vy L 10 J > vl< 10 _ 1). Observando que 1)1(

v1+1 v1+1

)-1-

—v2450; —4 .
1}1m—+1)11 0, para 1 < v; < 4, conclui-se que v; L}}%J > U < 131 — 1) > 4.

Portanto, v; L%J > 5.

Com base nos resultados apresentados acima, segue abaixo um outro algoritmo
da divisao.

Algoritmo da Divisao

¢ Entrada: Numeros naturais v = uqus...Upyn € U = 0103...0,, com n > 1.

¢ Saida: Numeros naturais g e r tais que u = vg+r, com 0 < r < v.

10
v1+1

vamente. Os novos nimeros serao representados por u = UgUiUs...Upyipn € UV = V103...Up.

¢ Passo 1 (normalizagdo): Comece fazendo d = e troque u e v por du e dv, respecti-

Exemplo 29. u = 51247 e v = 32, sendo v; = 3 e d = 2, a partir dai u = 2 x 51247 = 102494
e v = 064.

Exemplo 30. v = 51247 e v = 61, sendo v; = 6 e portanto d = 1, a partir dai v =
1 x 51247 =51247Te v =1 x 61 = 61.

¢ Passo 2: Inicie com j = 0.

Observagao 5. Este lago fard a divisdo de wjuji1...u54n POTr v10s...0;,, obtendo um quociente
¢;- Comecando por j = 0, fard a divisao de wyu;...u,, por vi1vs...v,, obtendo quociente gy.

u;104uj41
v1

4 Passo 3: Se u; = vy tome ¢ =9, caso contrario, ¢ = L J Em seguida, faca o teste:

Se vy - q > (uj- 104+ ujr1 —q-v1) - 10+ ujio, diminua 1 de g, obtendo ¢ — 1 como o novo ¢ e
repita o teste

Observagao 6. O teste do passo 3 é baseado no seguinte fato:

Se vy q> (ug-10+u; —q-vy)- 10 + ug, entdo q < q.
De fato, na demostracao da Proposicao 4, repetindo os mesmos passos e trocando
—q(vy - 10™71) por —q(vs - 10"72) obtém-se u — qv < 0. Portanto, ¢ > q.

Exemplo 31. u =631 e v =067, ¢ =9 e depois do teste ¢ = 9.



Exemplo 32. u=631ev =54, ¢ = L%J = 12 e depois do teste ¢ = 11.

Exemplo 33. u=631ev =72, ¢q= LG—SJ =9 e depois do teste ¢ = 9.

¢ Passo 4: Troque w;uji1...uj1pn POT (UjUji1...Ujtp) —
¢ Passo 5: Faca ¢; = ¢. Se o resultado do passo 4 for positivo v para o passo 7, caso
contrario va para o passo 6.
4 Passo 6: Diminua 1 de g e adicione 0vyv3...0, & UjUjq1...Uj4p.
¢ Passo 7: Acrescente 1 & j. Se j < n volte para o passo 3.

¢ Passo 8: ¢ = quq1...q, € 0 quociente desejado e o resto r é obtido dividindo w4 1...Un1n

por d.

q(v1vg...0,).

Exemplo 34. Efetuando o teste de mesa para u = 67121 e v = 46, tem-se:

E n t r
Uy U2 U3 U4 Us
6 7 1 2
Passo 4
uQy = j U uo | U3
~——
Passo 2
1 3 4 2
- 9 2
) Ul U9
0< 0 4 2
~~~
Passo 5
Passo 4
Ul = 7 U9 us
——
Passo 7
4 2 2
- 3 6 8
Ul Uy U3
0 < 0 5 4
~~

Passo 5

Ug

Uus

28

Normalizacao
_ 10 _
— d - \‘Ul“rlJ =2
u=d- -u= 134242
v=d-v=92
Passo 1
U1 V2
9 2
1 4 ) 9
3. [, [54[[. [
O A N B R I A B
S——— | ——
Passo 3 Passo 3 Passo 3 Passo 3
SN—— SN—— SN——
Passo 5 Passo 5 Passo 5
a: 5 prm—
q2
Passo 5
Teste (Ps)

UQ'a>(Uj'10+Uj+1—Z]V~1)1)~10+u]‘+2
2.1%(13-1-9)-10+4 =44
2. 4% (42—4-9)-10+2 = 62
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Passo 4 2:6>(54—-6-9)-10+4=4
ug — j us3 Uy 2:54(54—-5-9)-10+4=94
Passo 7
5 4 4 2.9#(84—9-9)-10+2 =32
- 4 6 0
U9 U3 Uy
0< 0 8 4
~~
Passo 5
Passo 4
U3 — ] Ug4 Us
——
Passo 7
8 4 2
- 8 2 8
us U4 us
0< 0 1 4
~~
Passo 5
j=4>m
—_—
Passo 7

{q = qoq192q3 = 1459
D8

_ Um41---Um4n __ U4U5 __ E _
r= d =5 =5 =7

3.2 Maximo Divisor Comum de Dois Niumeros Naturails

Lema 2. Se a = bg + r, entao (a, b) = (b, r) (Lema de Euclides).

Observagao 7. O maximo divisor comum de dois ntimeros naturais a e de b é denotado por
(a, b). O leitor interessado em mais detalhes sobre este lema podera ver |6] e [15].

O Algoritmo de Fuclides consiste na aplicacao reiterada do lema 2, no qual ¢
e r sao respectivamente o quociente e o resto na divisao euclidiana de a por b, para se
obter (a, b), supondo, sem perda de generalidade, que b < a. A tabela abaixo faz essa
aplicagao, mostrando que tal algoritmo é uma sequéncia finita de instrugoes, bem definidas,
para produzir corretamente o valor de (a, b), o0 méximo divisor comum de a e b.

Algoritmo de Euclides

Divisao Euclidiana Sequéncia de restos obtida Lema de Euclides
a =bgo + 1o 0<ro<b (a, b) = (b, ro)
b=roq1 +m1 0<ri<ro<b (a, b) = (b, 7o) = (ro, T1)
r0 =T1q2 + T2 0<re<ri1<rg<bd (a, b) = (b, r0) = (ro, 1) = (11, T2)
Tne1=TnGn+1 +Tn+1 | 0<rp < ...<ra<r1 <190 <b | (a, b)=(b, 70) = (10, 1) = (11, 2) = ... = (Tny Tnt1) =7n
= =

Como os restos obtidos na segunda coluna da tabela acima formam uma sequéncia
de numeros naturais, estritamente decrescente, existird n € N tal que r,.; = 0 e assim
mde(ry, Thi1) = mde(r,, 0) =1y,
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As divisoes sucessivas do algoritmo euclidiano costumam ser representadas do

seguinte modo:

4o q1 q2 gn—2 gn—1 dn
a | b |r|r Th-2 | Tn—1 | Tn
1| re | T3 | T4 Tn 0

Exemplo 35. Calculando o mdc(1001, 109), usando o algoritmo de Euclides, tem-se:

9 512|412
1001 | 109 120 |9 |2 |1
20 9 | 21110
Portanto, (1001, 109) = 1.
[

Algoritmo de Euclides (MDC) 4m =a
1 Entrada: a e b. 15n :=b
2 Se a = 1 entdo 16 g = |4
3 Retorne: “(a, b) =17 17r :=a—-0-¢q
4 Pare. 18a :=b
5 SenaoSe b =1 entao 196 =7
6 Retorne: “(a, b) = 1.7 20 Enquanto r # 0 faca
7 Pare. 21 x =7
8 FimSe 22 q =%
9 Se a < b entao 23 r:=a-—>b-q
10 T =a 24 a :=b
11 Senao 25 b =1
12 xr :=b 26 FimEnquanto
13 FimSe 27 Retorne: “(m, n) = z.”

No algoritmo de Euclides, a quantidade de restos ¢ também a quantidade de
divisoes efetuadas. O pior caso desse algoritmo ocorrera para um ntimero méaximo de divisoes
efetuadas, o que equivale a dizer que o pior caso ocorrerd para o maior numero de restos
obtidos. Mas, para se obter o maior nimero de restos possivel, deve-se obter a sequéncia

To >T1 >T9 > T3 > ...

> Tp_9 > 1.1 > 1, = 0, para n + 1 divisoes efetuadas, na qual

ri =mrig+ 1, Vi € {1,2,...,(n — 1)}. Isso implica dizer que r,_1 = 1 e ¢; = L‘ZJ =1

sempre. Assim,

Tn—1
T'n—2
Tn—3
T'n—4 —

Th—1 + 1
Tp—2 + 1
Tn—3 + 1

T’3+]_

1 = T2+1
o — T1+1
a = b+
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Somando membro a membro as equagcoes acima, obtém-se: a =n—+b < n =a—>b.
Mas, pela divisao euclidiana de a por b, sob hipotese de ter ¢ = 1, tem-se: a —b=1ry < b =

n
a—>b<b Assim,n < b= n+1<b Pode-se entao dizer que o nimero total de divisoes
nao ultrapassa o valor de b. Isso quer dizer que o algoritmo de Euclides ¢ linear.

O algoritmo de Euclides pode ser estendido de forma a calcular, além do maximo
divisor comum d, de dois inteiros a e b, também inteiros x e y tais que

ar + by = d.

A ideia é expressar cada resto r;, obtido no calculo do (a, b), em func¢io de a e b.
Por exemplo, para a = bgy + 19, obtém-se 7o = a- (1) +b- (—qo). Para b = roq; + 1, obtém-se

rm=b—roq1 =b—(a—b-q)n =a(—q)+b(1+ qoq1)

e assim por diante, até chegar a expressao de d como combinagao linear de a e b.
Escreve-se todas as divisoes efetuadas no calculo do mdc(a, b) e ao lado de cada
equacao é colocada a expressao dos restos, sendo x; e y; os inteiros procurados.

a = bqo + 1o e 19 = axg + by

b = roq1 + 11 e r = axy + by,

T = r1q2 + 72 e T = ars + by

r = roqs + 13 e 13 = ars + bys
Thn3 = Tpno@u1+Th1 € Tn1 = aTp1+by,
Tp—2 = Tne1Qn + Tn e 1, = ax, + by,

Agora as informacdes sao colocadas numa tabela, na qual as duas ultimas colunas
sao as incognitas a determinar, observando que a=1-a+0-b,b=0-a+1-be que g =1,
Yo=—qo, 11 =—q1 ¢ y1 =1+ qoq1-

Restos | Quocientes Yy
a * 1 0
b * 1
To do To Yo
T a1 I hn
Tn—1 n—1 Tp—1 | Yn—1
r, =d Gn T, Un

As quatro primeiras linhas da tabela acima sao conhecidas, assim é preciso preen-
cher a tabela e no final surgirao os valores procurados x,, e ¥,.

Tomando trés linhas quaisquer da tabela, supondo que as duas primeiras sejam
conhecidas, para ser determinada a terceira, tem-se:
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Restos | Quocientes T Y
Trj—2 qj—2 Tj—2 | Yj—2
Ti—1 qj-1 Tj-1 | Yj—1

Ty 4; Lj Yj

na qual se sabe que 7; = 1,0 — 1j_1qj, Tj_2 = Tj_sa + yj—2b e r;_; = x;_1a + y;_1b. Segue

dai que

r; = xj_2a + yj_ob— (x;_1a + y;_1b)g;, obtendo

rj = (Tj2 — j1q5)a + (yj-2 — ¥j-14;)b.

Portanto, a partir das duas primeiras linhas sabe-se preencher a tabela toda.

Exemplo 36. Considerando a = 1234 e b = 54, serdo determinados z e y tais que mdc(a, b) =

ax + by.
Restos | Quocientes | x Y
1234 * 1 0
o4 * 0 1
46 22 1] -22
8 1 -1 23
6 Y 6 | -137
2 1 -7 | 160

Portanto, mde(1234, 54) =2 = 1234 - (—7) + 54 - (160).

Segue abaixo o algoritmo estendido de Fuclides.

Algoritmo Euclidiano Estendido

i13: Se r9 > 0 entao

Entrada: a e b, nao simultaneamente

nulos, a > b > 0.

Saida: mdc(a, b) =d, x e y tais que
ax + by = d.

i1: Se b = 0 entao,

9. d assume o valor de a.

x assume valor 1.

y assume valor 0.

Retorne d, x e y.

Pare.

19:
i32
’i42
2.51
i6 .
FimSe
i7: T assume o valor de a.
g To assume o valor de b.
19: o1 assume valor 1.
110: To assume valor 0.
t11: Y1 assume valor 0.
i12: Yo assume valor 1.

i141
i151
ilﬁi
i171
ilgi
ilgi
igoi
igli
i222
iggi
i241

FimSe
lo5: d assume o valor de r;.
x assume o valor de z;.

195.
i262
i271
7:28:
1'291

¢ assume o valor de V—lJ
T2

r assume o valor de r;.

x assume o valor de z;.

y assume o valor de y;.

r1 assume o valor de rs.

z1 assume o valor de zs.

y1 assume o valor de y».

ro assume o valor de r — raq.
To assume o valor de x — xaq.
Yo assume o valor de y — y2q.
V4 para o passo 13.

y assume o valor de y;.
Retorne d, x e y.
Pare.
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Por efetuar a mesma quantidade de divisdes produzidas pelo algoritmo de Eucli-
des, esse algoritmo estendido também sera linear.

3.3 Divisao de Polindbmios

3.3.1 Dispositivo Pratico de Briot-Ruffini

Nesta secao, trabalha-se com divisao de polindémios, sendo o divisor na forma
g(x) = z—a. Lembrando que dado um polinémio nao nulo g(z) = by + bz + ... + b, ™ , com
by, # 0, denomina-se m o grau do polinémio e denota-se m = dg(x).

O algoritmo da divisao euclidiana pode ser estendido para a divisao de polinémios.

Teorema 3. Dados dois polinémios com coeficientes reais f(z) = ag + a1z + ... + a,a" e
g(x) = by + bix + ... + bpx™, sendo g(z) # 0, com b, # 0, existem dois polindomios ¢(z) e
r(x), unicamente determinados, tais que

f(x) = q(x)g(x) + (),

no qual r(z) = 0 ou dr(x) < dg(x), sendo dp(x) o grau do polindomio p(x).
Demonstracgao:

Existéncia:

Se f(x) = 0 basta tomar ¢(x) = r(z) = 0. Suponha entdo f(z) # 0 e assim
pode-se assumir 6 f(x) = n.

Se n < m, basta tomar ¢(x) =0 e r(z) = f(z) e assim pode-se assumir n > m.

Sera demonstrada a afirmacao por indugao completa (segunda forma) sobre n, o
grau de f(x), sendo n > m.

Sen = 0entdo m =0, f(x) = ap # 0, g(z) = by # 0 e tem-se que f(z) =
aoby *g(), bastando tomar q(z) = agh, * e r(x) = 0.

Considere o polinémio f(z) definido por f(z) = a,b,'z" ™g(x)+ fi(x). Observe
que 0f1(x) < 0f(x).

Tem-se que fi(z) = f(z)—a,b 2" "g(z) e, pela hipotese de indugao, existem
q1(x), ri(z) tais que

filz) = qu(x)g(x) + (),

no qual 7 (z) = 0 ou dr(z) < dg(z).
Dai, segue que

f(x) = (q(x) + and, ") g(x) + (),

tal que 7(z) = 0 ou dri(z) < dg(x). Portanto, tomando q(z) = (q1(x) + a,b,'z"™™) e
r(z) = r1(z) a afirmacao sera valida para n.

Unicidade:

Suponha que f(z) = q1(x)g(x)+7r1(x) = ga(x)g(x)+72(x), nas condigdes exigidas.
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Dai, (¢1(z)—q2(z))g(x) = ro(z)—ri(z). Mas se ¢1(x)—g2(x) # 0, o grau do po-
linémio da esquerda, da igualdade anterior, € maior do que ou igual a dg(z), enquanto que
o grau do polinémio da direita r5(x)—ry(x) é menor do que dg(x), o que é um contradicao.
Portanto, ¢; () = ¢2(x) e r1(z) = rao(x).

|

Dados dois polindomios p(x) = agz"+a, 2" +...4+a,_17+a,, ag # 0, e g(v) = r—a,
deseja-se construir um algoritmo cuja saida sejam os polinomios ¢(x) e r(z) do Teorema 3.

Considere q(z) = gz ' + 2" 2 + @™ 3 + ... + ¢poT + ¢p_1. Assim,

q(x) - g(1) = @™ + @™ + @ + .+ @uo2® + @1 — ager™ =

—aq12" % — ... — aQp—38* — AQn_2T — aGn—1 = Gox" + (q1 — ago)z" '+
+(Q2 - GQ1)$”*2 + ...+ (Qn—l - CLQn—Q):E — GQ4n—1-

Tem-se 6 (r(z)) =0< r(z) =k € R — {0} e também:
p(z) = q(z) - g(x) +r(z) &
apr” + a1z M+ . a1 +a, =
= qo" + (q1 — aqo)x™ " + (g2 — aq)x" > + .. + (qn1 — AGn2)T — agn1 + k &
ap = 4o

a1 =q1 —aqo = q1 = aqo + a1

Gy = Q2 — aq1 = G2 = agy + as

Ap—1 = qpn—1 — AGn—2 = Qp—1 = AQn—2 + an—1
ap = —aqu 1k =7r(x) —agn_1 = r(x) = ag,—1 + a,

Os calculos efetuados acima representam uma sequéncia finita de instrucoes, bem
definidas, para produzir o quociente e o resto da divisdo de p(x) por g(x). Tal sequén-
cia representa o chamado dispositivo pratico de Briot-Ruffini. Esquematicamente, pode-se
representar esse dispositivo da seguinte forma:

©
a | (I]-(] ay a2 T Gp—1 (2%
+
Qg aqp +a aqy + as e An—2 +ap-1 adpn—1 + an
~—~ —_——— N — ———— N—_———
qo q1 q2 gn—1 r

®
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Exemplo 37. Aplicando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini para a divisao de p(z) =
22 — T2? + 3z — 1 por g(r) = x — 3, obtém-se:

3 0 -7 3 -1

2:3+0 6-3—7 11-3+3]36-3—1
—_—— —— — | NY——

6 11 36 107

2
1
2

Logo, ¢(x) = 22 + 62% + 11z + 36 e r(z) = 107.

Algoritmo Divisao de p(z) por g(z) =z —a

1 Entrada: d (p(z)), os coeficientes de p(z), a;, i € {0,1,2,...,n} , e a.
2q0=aop

3 Para =2 até n+ 1, faga

4 qi—1)=a-q(i —2)+a(i — 1)

5 FimPara

6 Retorne: “g(z) é dado pela soma dos seguintes mondomios:”
7 Para j =0 até n — 1, faca

8 (e (n—1-3j)

9 FimPara

10 Retorne: “r(z) =q(n).”

“

As instrucoes das linhas 3, 4, 7 e 8 serao executadas, cada uma, n vezes. Portanto,
o custo do algoritmo sera dado por f(n) = 4n + 3.

3.4 Numeros Primos

Definicao 4. Diz-se que um niimero natural p é um nimero primo se p # 1 e seus Unicos
divisores sao 1 e p. Um niimero natural n > 1 que nao é primo é denominado composto.

Exemplo 38. O numero 13 é primo. De fato, os possiveis divisores de 13, diferentes de 1 e
13,830 2,3, ..., 11, 12 e nenhum deles divide o ntimero 13.

O Lema seguinte afirma que para verificar se 13 é primo basta observar que 2 e 3
nao dividem o ntmero 13.

Lema 3. Se um natural n > 1 é composto entao n admite um divisor primo menor do que
ou igual a \/n.

Demonstragao:

Se n é composto entdao n possui um divisor @ com 1 < a < n. Logo n = a - b,
sendo 1 < b < n. Sem perda de generalidade suponha a < b. Segue que a-a < a-b=n, isto
é, a> < n, logo a < y/n. Agora, um divisor de n é primo ou tem um divisor primo ¢q. Nos
dois casos n possui um divisor primo menor do que ou igual a y/n.
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O Lema 3 diz que um inteiro n > 1 é primo se n nao é divisivel por nenhum primo
menor do que ou igual a /n.

Tal Lema ¢é usado no algoritmo seguinte, cuja entrada é um nimero natural n > 1
e a saida diz se n é primo ou se n é composto.

Algoritmo Teste de Primalidade 7 Se % € Z entao

1 Entrada: n > 2, (n € Z) 8 Retorne: “F ¢ fator de n.”

2F =2 9 Pare.

3 Se F > \/n entao 10 Senao

4 Retorne: “n é primo.” 11 F =F+1

5 Pare. 12 Volte a executar a partir da linha 3.
6 FimSe 13 FimSe

O lema 3 também permite criar um algoritmo (Crivo de Eratostenes) para listar
todos os niimeros primos até um certo inteiro n. Por exemplo, listar todos os primos inferiores
a 200.

Comeca-se escrevendo todos os niimeros de 2 até 200. Em seguida, risca-se todos
os inteiros compostos que figuram nesta lista segundo o roteiro abaixo.

¢ 2 é primo, risque todos os niimeros pares maiores do que 2, pois nao sao primos.

¢ Todos os niimeros nao riscados inferiores a 22 = 4 siao primos. Neste caso, obtém-se o
primo 3. Risque todos os multiplos de 3.

¢ Todos os niimeros nao riscados inferiores a 3% = 9 sdo primos. Neste caso, obtém-se os
primos 2, 3, 5 e 7. Risque todos os seus multiplos que ainda nao foram riscados.

¢ Todos os ntimeros nao riscados inferiores a 72 = 49 sdo primos. Neste caso, obtém-se os
primos 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43 e 47.

¢ Como 47? > 200, todos os ntimeros ndo riscados na tabela sdo primos.

Conforme comentado acima, observa-se que alguns nimeros sao riscados mais
de uma vez. Riscar os miltiplos de um primo p, significa riscar de p em p, isto é, riscar
2p=p+p, 3p=p+p+p,---. Como os miltiplos de p, que também sao miltiplos de primos
menores do que p, ja foram riscados da lista, pode-se comecar a riscar de p em p, a partir do
menor miltiplo de p, que ndo é multiplo de um primo menor do que p, isto ¢, a partir de p?.
Assim pode-se riscar de p em p, a partir de p?, diminuindo um pouco o trabalho.

Como o tnico primo par é o 2, deseja-se agora escrever um algoritmo que liste os
primos impares menores do que ou iguais a um niimero impar n, de modo que um programador
possa transcrever para uma linguagem de méquina.

A lista dos fmpares correspondera a um vetor. A cada entrada do vetor estao
associados dois ntmeros: o valor com que a entrada foi preenchida e o indice que determina
sua posicao no vetor.

Comeca-se criando um vetor com ”T_l posicoes. Essa expressao indica o nimero
de impares entre 3 e n. A entrada do indice j do vetor corresponde ao j-ésimo nimero impar
27 + 1. No inicio todas as entradas sao preenchidas com o nimero 1 e riscar um nimero
25 + 1 significa substituir o 1 por zero na posicao j do vetor.

Crivo de Eratostenes
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¢ Entrada: Inteiro positivo impar n.

¢ Saida: lista dos primos impares menores do que ou iguais a n.

¢ Passo 1: Comece criando um vetor v de (”T’l) posicoes, cada uma das quais deve estar
preenchida com o nimero 1 e tomando P = 3.

& Passo 2: Se P? > n escreva os niimeros 2j + 1, para os quais a j-ésima entrada do vetor é
1 e pare. Senao va para o passo 3.

¢ Passo 3: Se a posicao % do vetor esta preenchida com 0, incremente P de 2 e volte ao
passo 2. Senao va para o passo 4.

¢ Passo 4: Atribua o valor P? a uma nova variavel 7. Substitua por 0 o valor na posicao
% do vetor v e incremente T de 2P. Repita estas duas instrucoes até ocorrer T" > n.

Depois incremente P de 2 e volte ao passo 2.

Observagao 8. Como T e P sao impares tem-se que T + P é par. Como esta sendo riscado
de P em P, o impar a ser riscado em seguida a 1" sera T+ 2P.

O vetor inicial usado no Crivo de Eratéstenes ocupara muita memoria se o ni-
mero inteiro n for muito grande. Por outro lado, as operagoes envolvidas sao simples e sua
programacao ¢ muito facil. Isto possibilita usar o crivo como um exemplo de algoritmo a ser
implementado no ensino bésico.

3.5 Multiplicacao de Matrizes Quadradas

Definigao 5. Dadas as matrizes quadradas A = [a;j]nxn € B = [bij]nxn, define-se o produto
C = A x B, C = [Cij]lnxn, Por meio da seguinte expressao

n
Cij = Zaik 'bkj; 1 < i, j < n.
k=1

Esse procedimento representa uma sequéncia finita de instrugoes, bem definidas,
para produzir corretamente o valor de ¢;;. Logo, trata-se de um algoritmo (classico).

Analisando o custo desse algoritmo, por meio da quantidade de adi¢oes e multi-
plicacoes efetuadas, verifica-se que, para a descoberta do niimero de cada ¢;;, do algoritmo na
definicao acima, sao realizadas n multiplicacoes e n — 1 adigoes. Assim, para preencher a ma-
triz C, com todos os seus elementos ¢;;, serao realizadas, no total, n x n? = n® multiplica¢oes
e (n—1) x n? =n® — n? adigdes. Entao, tal algoritmo possui custo igual a O(n?).

No caso de matrizes de ordem 2, utilizando o algoritmo da Definicao 5, obtém-se,
na producio de C, um total de n® = 23 = 8 multiplicacdes, mas, em 1969, o matematico
Volker Strassen descobriu outro algoritmo, efetuando 7 multiplicacoes, conforme o que segue.

Algoritmo de Strassen (As, B»)

p1 = (a1 + ag2) X (bi1 + ba2) pr = (a12 — ag) X (bar + ba)
P2 = (a1 + az2) X biy Ci1 *=Dp1+Ps—Ps+ D7

p3 = ai X (big — baa) Ci2 = D3+ Ps

Pa = ag X (by — b11) Co1 = P2+ Pa

ps = (a11 + a12) X bay Co2 = Dp1+P3— P2+ Ds

ps = (az1 — ai) X (b + bia) Retorne: C' = [cij]axz.
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No algoritmo da Definigdao 5 eram realizadas no total n®—n? = 23 —22? = 4 adigdes.
O algoritmo de Strassen realiza um total de 18 adigoes algébricas. Houve aumento no ntimero
de adicoes. Sera que isso compromete o algoritmo de Strassen ao ponto de ser menos eficiente
do que o algoritmo classico? Em termos de multiplicacao de matrizes quadradas de ordem 2
sim, pois seriam um total de 12 operacgoes, no algoritmo classico, contra 25, no algoritmo de
Strassen. Acontece que o algoritmo de Strassen também seré utilizado no produto de matrizes
quadradas de ordem superior a 2, como sera visto adiante. Neste caso, serd verificado que,
para n suficientemente grande, o algoritmo de Strassen é mais eficiente do que o algoritmo
classico.

Considere duas matrizes quadradas, A = [a;;]nxn € B = [bijlnxn, 7 > 2. Suponha
que n = 2¢ k > 1, para que seja possivel dividir tanto A quanto B em quatro blocos,
representados por A;; e B;j, todos com mesmo tamanho, como abaixo:

An | A By | Bu
A=| - - — |eB=| - — -
Ay | Ag By1 | By

Sabe-se, da Algebra Linear, que o produto de A por B pode ser realizado por
blocos, ou seja,

Cll ’ CY12
C=AxB=| - — — |,
C(21 | 022

que também é um algoritmo, no qual o bloco Cj; é tal que Cj; = Aj X By + Ajp X Byj.

10 21 01 2 0
. 21 -1 0 12 -1 2
Exemplo 39. Dadas as matrizes A = 50 0 1 e B= 11 0 o0 , calcula-
03 10 20 0 -2
se C' = A x B pelo algoritmo logo acima, da seguinte forma:
10 2 0 01
A”_[21}’A12_{—1 0} {o 3]‘“422_{1 0}'
0 1 11 0 O
BH_L 2}’A12_{—12} {2 0}‘“422_[0 —2}
Assim,
(4 3
Cn = A X By + Ajg X By = 0 3}-
(2 -2
Cra = A1 X Big + Ajg X By = 3 2}-
[ 2 2
Co1 = Ag X By + Agy X Boy = A 7}-

Cao = Agy X Big + Aoy X Byy = ]
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4 3 2 =2

| Cn Ci2| |03 3 2

Portanto, C' = { Oy Cop } =19 9 4 _9
4 7 -3 6

Definicao 6. Um algoritmo de divisao e conquista, também chamado de recursivo, é
aquele que desmembra o problema em varios subproblemas (dividir) semelhantes ao problema
original, mas menores em tamanho, retomando-os (conquista) para obter as solugoes deles,
recursivamente, combinando-as com o objetivo de criar uma solucao para o problema original.

Em matrizes quadradas de ordem n = 2¥, k > 1, o algorimto de Strassen pode
ser aplicado recursivamente de modo a produzir blocos (submatrizes quadradas) de ordem 2,
para que depois sejam feitas as multiplicacoes utilizando o procedimento Prodmat2. Assim,
na primeira divisao ocorrida, A e B possuirao blocos que sdo matrizes quadradas de ordem

n

5 cada. Na segunda divisao, A e B possuirao submatrizes quadradas de ordem 2 — 7.0
processo de divisao ocorrera até que todos os blocos de A como os de B possuam ordem 2,
para que seja iniciada a multiplicacao da matrizes menores, para retornar a matriz C' = Ax B.
Trata-se portanto de um algoritmo de divisao e conquista.

Segue abaixo o algoritmo, chamado Prodmat, que utiliza o algoritmo de Strassen,

recursivamente.
Prodmat

¢ Entrada: A ordem n = 2¥ das matrizes quadradas, A e B, bem como seus elementos.

¢ Saida: A matriz C' = A x B.

¢ Passo 1: Se n = 2 entao aplique o procedimento Prodmat2 em A e B. Mas se n > 2 entao
faca m = 3.

¢ Passo 2: Construa a matriz A, com as linhas de 1 a m e colunas de 1 a m, de A.

¢ Passo 3: Construa Ay, com as linhas de 1 a m e colunas de m + 1 a n.

¢ Passo 4: Construa Asp, com as linhas de m + 1 a n e colunas de 1 a m.

¢ Passo 5: Construa Asy, com as linhas de m + 1 a n e colunas de m + 1 a n.

¢ Passo 6: Construa Bip, com as linhas de 1 a m e colunas de 1 a m, de B.

¢ Passo 7: Construa Bjo, com as linhas de 1 a m e colunas de m + 1 a n.

¢ Passo 8: Construa By, com as linhas de m + 1 a n e colunas de 1 a m.

¢ Passo 9: Construa Bs,, com as linhas de m + 1 a n e colunas de m + 1 a n.

¢ Passo 10: Construa a matriz P; aplicando o algoritmo de Strassen para obter o produto
das matrizes (An + A22) (& (BH + BQQ).

¢ Passo 11: Construa P, aplicando o algoritmo de Strassen para obter o produto das matrizes
(Ao + Agz) € Bi.

¢ Passo 12: Construa P; aplicando o algoritmo de Strassen para obter o produto das matrizes
A e (312 - 322)-

¢ Passo 13: Construa P, aplicando o algoritmo de Strassen para obter o produto das matrizes
Ay e (le - B11)-

¢ Passo 14: Construa Ps aplicando o algoritmo de Strassen para obter o produto das matrizes
(A1 + Avz) e Bo.
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¢ Passo 15: Construa Py aplicando o algoritmo de Strassen para obter o produto das matrizes
(A1 — Apy) e (By1 + Bya).

¢ Passo 16: Construa P; aplicando o algoritmo de Strassen para obter o produto das matrizes
(Ai1g — Ag) e (Bay + Ba).

¢ Passo 17:
¢ Passo 18:
¢ Passo 19:
¢ Passo 20:

¢ Passo 21:

Obtenha a matriz 011 :P1+P4—P5—|—P7.
Obtenha a matriz Ci5 = P + Ps.
Obtenha a matriz Cy = Py + Py.
Obtenha a matriz Cyy = P, + P3s — Py, + Fs.

| Cu Che
Retorne C = Oy Coy }

Além da adicao algébrica de nimeros que Prodmat2 realiza, ocorrerao também

adigoes algébricas de matrizes por Prodmat, segundo o seguinte algoritmo.

Adicao Algébrica de Matrizes

e Entrada: A ordem m das matrizes quadradas A e B, bem como seus elementos, e as
operacoes de adicao e subtracao.

e Saida: A+ Bou A— B.

e Passo 1: 7 assume valor 1.

Observacao 9. 1 indica a linha da matriz.

e Passo 2: Se i < m entao considere j = 1. Mas se ¢ > m entao execute o passo 6.

Observagao 10. j indica a coluna da matriz.

— Passo 3: Se j > m entao continue executando a partir do passo 5. Caso j < m e
a operacao for de adigao entao faga c;; = a;; + b;;. Mas se j < m e a operagao for
de subtragao entao faca c;; = a;; — b;;.

Observagao 11. j > m indica que todos os ntimeros da linha ¢, de A, ja foram

somados ou subtraidos com seus correspondentes na linha 2, de B.

— Passo 4: Incremente j e volte a executar a partir do passo 3.

e Passo 5: Incremente 7 e volte a executar a partir do passo 2.

Observagao 12. Neste passo, avanca-se para a proxima linha, tanto de A como de B,
para que seja trabalhada a adigao ou subtracao dos nimeros correspondentes.

e Passo 6: Retorne a matriz A+ B ou A — B, para a operagao utilizada por Prodmat.

Exemplo 40. Sejam A =

por Prodmat, da seguinte forma:

= B, o produto C = A x B é obtido,

O Ul W N~ O
N O Ul W N+~ O
N O Ul W N+~ O
N O Ul W N~ O
N O Ul W N~ O
N O Ul W N~ O
~N O T W N~ O
N O Tt = W N~ O

7
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0 0 0 0 0 0 0 0

28 28 28 28 28 28 28 28
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C:AXB:|:

Seja M(n) o namero de multiplicacoes utilizadas por Prodmat, para calcular
o produto de duas matrizes quadradas de ordem n = 2F (k =log,n). Se k = 1 entao
ocorrerao 7 multiplicagoes, pois chama-se diretamente Prodmat2. Caso k& > 2, Prodmat seréd
chamado recursivamente para multiplicar matrizes quadradas de ordem 7, sete vezes, mais 7
multiplicacoes de Prodmat2, para cada ordem, sendo o ntimero total de multiplicagoes, nesta

ctapa, igual a 7- M (%) =7-M (%) =7 M(2*1). Isso fornece a seguinte recorréncia

7, sek=1

M (24) = T X M (2571 , sek>1

Chamadas recursivas .
Custo da chamada recursiva

Py até Pr para uma multiplicacao
Assim,
M(2F) = M (2" = M (2% = TM (289
= Ce — 7k—1M (2k—(kz—1)) — 7k—1M (21>
_ k=17 — 7k _ tegym
- log, 7
log, 7

Veja que o nimero de multiplicacdes foi reduzido de n® para n ° , que é uma
economia consideravel, para n suficientemente grande. Mesmo havendo aumento no nimero
de adigoes algébricas, Prodmat realizara menos operacoes de adicao algébrica do que o al-
goritmo classico faz, para n suficientemente grande. De fato, seja A(n) o namero de adi¢oes
algébricas que Prodmat realiza para matrizes quadradas de ordem n = 2¥. Se n = 2 entdo
ocorrerao 18 adicoes algébricas por meio de Prodmat2. Caso k£ > 1, Prodmat serd chamado

recursivamente sete vezes com matrizes quadradas de ordem 7, para Py, P, ..., P e Pr,

sendo A (%) =A (%) =A (2"“_1) o nimero total de adi¢oes algébricas de matrizes ocorridas
n)2 — 2k

, . . SN2 e~ .
nessa chamada. Além disso, ocorrem ainda (5 5 ) = (2’C 1) adicoes algébricas dos

elementos das matrizes A e B, do algoritmo “Adicao Algébrica de Matrizes”, o qual é usado
18 vezes para cada chamada do prodmat. Isso fornece a seguinte recorréncia

18, sek=1
_ —_1\2
7 x AR+ 18, x (287, sek>1
A(Qk) = Chamadas recursivas Custo de Prodmat 18 chamadas Custo de uma
P, até Pr para adicao

com adigoes algébricas o adicao explicita
. . algébrica .
implicitas para de matrizes

a produgao de (P;) de ordem %
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Assim,
A(2%) =
7-A(251) + 18- (261)°
T2 A(2) 4718 (2k 2)? 418 (2¢1)”
T5A(2E) 47218 (258) 47 18 (2-2)° 18- (2¢1)°
THAR) 718 (25 4 7218 (268) £ 718 (260) 18- (261

— 7Rl A (2 D) 7R qg L (D) 78 1R (26) 4
7718 (2678) 4 7418 - (262) 18- (281

= TR A@RY) 47?18 (2) L+ T3 18 (26 #7218 (269)
718+ (262)% 118 (261

= TR TR I8 (21 L+ TP 18 - (25) 4 7218 (268) 4
+7-18- (262)% 4 18- (2¢1)”

T s e (21)2 T <2k—4)2 + 72, (2k—3)2 +7. (2k—2)2 + (Qk—1>2

J

v~

Soma dos termos da PG de razao

7
= 18- 7k 1(%)k_1 =6- (7k _ 4k)
= = .

Portanto, A(n) =6- (7" —4%) <67 =6-7°%" = 6-n/*%" < n® — n?, paran
suficientemente grande.

Assim, M(n) + A(n) < n'%7 + 6 - n'%" < n3 + (n®> —n?) = 2n® — n?, sendo
M(n) + A(n) e 2n® — n? os respectivos totais de multiplicacoes e adi¢oes algébricas dos
algoritmos Prodmat e classico.

Suponha agora que n nao seja uma poténcia de base 2. Entao, existe k € N tal
que 2871 < n < 2F. Para poder aplicar o Prodmat na multiplicacdo de matrizes quadradas
com essa ordem n, altera-se a ordem dessa matriz de n para 2%, preenchendo com zeros as
2% — n linhas e colunas extras criadas, segundo o esquema abaixo:

0 o --- 0 0 o .- 0
Ansxn | 0 0 --- 0 Brxn \ 0 0 --- 0
AL,k -——— - ————— eB/, .. -——— - =
27 x2 0 0 0 27 x2 0 0 0
0 0 | 0 0 0 0
0 0 0 0

Assim, " = A’ x B’. Apo6s a multiplicacdo, as posicoes acrescentadas estarao
todas preenchidas com zero. Entao, para se obter C' = A x B, basta eliminar tais posicoes.

111 2 2 2
Exemplo 41. Dadas as matrizes A= [ 1 1 1 eB=1|2 2 2 , tem-se C' =
1 11 3x3 2 2 2 353

Ax B = . Mas 2! < 3 < 22 e conforme o esquema acima, tem-se:

(o> B o) N e))
S O D
S O D

3x3
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1110 2 2 2 0
, 1110 2220
A=11919 eB=199 99 =
0000, 000 0],
6 6 6 0
6 6 6 0
Y ’
C—AxB_6660
0000,

Removendo-se a quarta linha e a quarta coluna de C’, obtém-se C.
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Capitulo 4

Exemplos Classicos de Algoritmos
Computacionais

4.1 Localizacao de Item em uma Lista

Imagine um arquivo de uma escola contendo fichas para cada aluno, identificadas
pelos nomes e dispostas em ordem alfabética de sobrenomes, nas quais sao registradas infor-
magcoes. Cada ficha contém o niimero de matricula do aluno. Considere a situacao de ter que
localizar uma determinada ficha conhecendo apenas o numero de matricula do aluno, para
registrar tais informagoes. Supondo haver n fichas na gaveta, o nimero minimo de fichas
verificadas sera igual a 1 se o niimero procurado for o da primeira ficha. Caso tal nimero
encontra-se na ultima ficha, serdo realizadas n comparagoes no méximo.

Se a busca de uma determinada ficha comecga pela comparacao com a primeira
ficha da gaveta, passando para a sucessora, até encontra-la, entao a primeira ficha exigira

uma comparacao de localizacao, a segunda duas, a terceira trés, e assim sucessivamente. O

1
numero total de comparacoes, para todos os alunos, serd 1+2+3+...+k+...4+n = —n(n2—|— ) .

Se sao gastos dois segundos para fazer uma comparagao e um minuto para registrar
todas as informacoes em uma ficha de arquivo, para que valor de n serd gasto mais tempo

fazendo comparacoes do que gravando novas informacgoes? O tempo total necessério para

n(n+1)

todas as comparacoes seri 2 = n(n + 1) segundos. O tempo total exigido para

gravar as informacdes em todas as fichas serd de 60n segundos. Assim, gasta-se mais tempo
com a localizagao da ficha do que com a gravagao se n(n + 1) > 60n, isto é, n > 59.

Dada uma sequéncia de nimeros A = (ay, ag, ..., a,), pode-se localizar a posicao
do nimero S em A, isto é, encontrar um indice 7 tal que a; = S, se tal 7 existir, por meio do
seguinte algoritmo.

Algoritmo Localizar em Sequéncia
11: Entrada: n, os elementos de A e S.
i9: Para i =1 até n, faca
i3: Se a; = S entao retorne i e pare.
i4: Retorne: “S nao é um elemento de A” e pare.
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Contando as comparagoes no passo i3, verifica-se que o pior caso ird ocorrer tanto
se S nao for elemento de A ou se S = a,, requerendo, em ambos os casos, n comparagoes.
Assim, o custo desse algoritmo ¢ O(n).

Se os nimeros da sequéncia A estiverem dispostos na ordem crescente,

a1 < ag < ... < g,

pode-se criar um algoritmo de localizacao eficiente, o qual funcionari conforme o seguinte
exemplo:

Exemplo 42. Na localizagdo do niumero 18, na sequéncia A = (2,4,6,8,10, 12,14, 16, 18),
ocorrerao os seguintes passos:

¢ A sequéncia A é dividida em duas sequéncias (2,4, 6,8,10) e (12,14, 16, 18).

¢ Compara-se 18 com o primeiro nimero da sequéncia (12, 14,16, 18). Como 18 > 12, divide-
se tal sequéncia em duas sequéncias (12,14) e (16, 18).

¢ Compara-se 18 com o primeiro nimero da sequéncia (16,18). Como 18 > 16, divide-se
(16, 18) em duas sequéncias (16) e (18).

¢ Compara-se 18 com o niumero da sequéncia (18). Como sao iguais, é retornada a posigao
9, na qual estd o nimero procurado.

|
Logo abaixo esta o algoritmo para esse procedimento.
Localizagao Eficiente em Sequéncia Ordenada

e Entrada: O nimero procurado z e os nimeros da sequéncia A = (ay, ao, ..., a,), sendo
a < ag < ... < Qp.

e Saida: A posicao i € {1,2,...,n} de x na sequéncia ou x nao esta na sequéncia.
e Passo 1: Considere ¢ = 1, representando a posicao inicial na sequéncia A.

e Passo 2: Considere j = n, representando a posicao final na sequéncia A.
Observagao 13. Os nimeros ¢ e j serao utilizados para se obter a posicao L”TJJ, res-
ponsavel por dividir a sequéncia em duas subsequéncias de mesmo comprimento ou, se
nao for possivel, havendo apenas um elemento a mais em uma das duas.

e Passo 3: Enquanto ¢ < j faga m := L 5 J
Observagao 14. A condicao ¢ < j se verdadeira, dird que a sequéncia analisada até o

momento, (a;, @1, ..., aL@J, QLMJH’ ..., @j ), nao é unitaria. Dai, como os nimeros
2 2
da sequéncia estao dispostos em ordem crescente, compara-se x com o termo a,, =

CLVHJ dessa sequéncia. Se x pertence a sequéncia A e x > a,, entao r estarid na
2

subsequéncia C' = (a [0 |41 O 5 | 2r o aj>, nao sendo necessario o desperdicio de

tempo fazendo buscas na subsequéncia B = (ai, Ait1y ey aVHJ). Agora se x < a,,
2

entao x estard em B = (ai, g1y ey CLLMJ>7 bastando efetuar buscas somente nesta
2

subsequéncia.
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— Passo 4: Se x > a,, entao faga ¢ assumir o valor numérico da expressao algébrica
m+41,isto é, 1 :=m+ 1.
Observagao 15. O passo 4 serd executado sempre dentro do passo 3 (loop). Como
x nao estd em B, a busca seré realizada em C. O loop enquanto serd executado
novamente de modo a dividir C, se nao for unitéria, em duas novas subsequéncias,

B = (ai, i1y ey CLL%J) e C = (GL%JH’ @ iti |19 aj>, para buscas. Veja
que o nome da subsequéncia C' é mantido, sendo a nova subsequéncia C' uma
subsequéncia da antiga subsequéncia C', mas com menor tamanho, pois o indice ¢

foi aumentado, consequentemente o indice L%J + 1 também é aumentado.

— Passo 5: Senao faga j :=m.
Observacao 16. O passo 5 também serd executado sempre dentro do passo 3.
Neste caso, como x nao estd em C, a busca sera realizada em B. Novamente
o loop enquanto serd executado e a condicao ¢ < j afirmard que B tem pelo
menos dois elementos. Se a afirmagao for verdadeira, B serd dividida em duas no-
vas subsequéncias, B = <ai, g1y eees aL%D e C = <GL#J+1’ QL#JH’ e aj>,
para buscas. Aqui também é mantido o nome da subsequéncia B, sendo a nova
subsequéncia B uma subsequéncia da antiga subsequéncia B, mas com menor ta-
manho, pois o indice j foi diminuido, consequentemente o indice L%J também é
diminuido.
O lago (loop) enquanto provocara divisdes nas subsequéncias até obter uma sub-
sequéncia unitaria (ozi)ie{1 oy na qual ocorrera a busca final.
e Passo 6: Se x = a; retorne: “x estd na posicao ¢. Caso contrario, retorne: “z nao esta
na sequéncia A”.

e Passo 7: Pare.

Exemplo 43. Aplicando os passos logo acima na sequéncia A = (1, 2,2, 3,5, 6, 8), para
verificar se 9 estd em A, tem-se:

e Passo 1: 1 :=1.
e Passo 2: j =T.

e Passo 3: Dos passos 1 e 2, as posicoes i e j de A sao tais que ¢ < j. Portanto A nao
¢ uma sequéncia unitiria e m := L%J = Llifj = |4 | = 4. Execute o passo 4, para
dividir A em duas subsequéncias.

— Passo 4: 2 =9 ea, =a; =3, com z > a, (9 > 3). Entdo, ¢ assume o valor
numeérico da expressao algébrica m + 1, param =4 (m+1=4+1=75), ou seja,

1 :=0.

~ . . al a2 a3z a4
Observagao 17. Até aqui, obtém-se as subsequéncias B = (1,2,2,3) e C =
as ag ar as ag ar

(5,6,8). A busca de z = 9 serd efetuada na subsequéncia C' = (5, 6, 8), pois
x > a4. Deve-se executar novamente o passo 3, para comparar ¢ com j e verificar
se C' tem pelo menos dois elementos.



50

e Passo 3: Dos passos 2 e 4, anteriores, as posigoes i e j de C' sdo tais que ¢ < j. Portanto
C ndo é unitaria e m = || = |57| = | 6 | = 6. Execute o passo 4, para dividir C
em duas subsequéncias.

— Passo 4: a,, = ag =6 e x > a, (9 > 6). Agora, i assume o valor numérico da
expressao algébricam+ 1, param =6 (m+1=6+1=7), ouseja, i :=7.
Observacao 18. Até aqui, obtém-se as subsequéncias B = (55, éj) e C = (87)
A busca de x = 9 serd efetuada em C' = (87), pois x > ag. Deve-se executar

novamente o passo 3, para comparar ¢ com j e verificar se C' é unitaria.

e Passo 3: Do passo 4, imediatamente anterior a este passo, e do passo 2, tem-se ¢t = 7 e
j = 7. Ja que a condic¢do i < j assumiu valor falso (i £ j), a sequéncia C, da observagao
13, é unitaria. Entao o passo 3 nao sera mais executado. Execute o passo 6, para fazer
a comparacao final.

e Passo 6: Como x =9 e a; = ay = 8 sao diferentes, x nao esti na sequéncia A.

e Passo 7: Nenhum passo do algoritmo seré executado novamente, pois o procedimento
acaba aqui.

Veja abaixo o pseudocoddigo desse algoritmo:

Algoritmo Localizar item em Sequén- 10 Senao

cia Ordenada (n, a; < azs < ... < ay, S). 11 j i=m

1—>(n,a <ag<..<ay S)éaentrada, i é
2 o indice do primeiro termo da lista e 5 é o indi-
3 ce do ultimo.

12 FimSe
13 FimEnquanto
14 Se x = a;, entao

44 =1 15 localizacao =1
57 ==n 16 Senao

6 Enquanto i < j, faca 17 localizacao =0
7 m = L%J 18 FimSe

8 Se z > a,,, entao 19 FimProcedimento

9 2 i =m-+1

Deseja-se calcular o custo desse algoritmo quando n +— oo. Para facilitar tal
calculo, basta considerar n = 2*, pois a subsequéncia (Qk)keN ¢ tal que k — oo = 2% — 0.
Assim, a quantidade de elementos da sequéncia abaixo representard a quantidade de vezes
em que o loop “Enquanto” sera executado (k+ 1 vezes), ja que a func¢do desse loop é sempre
trabalhar com uma “metade” da sequéncia anterior. O primeiro elemento dessa sequéncia
(2’“) representa o tamanho da lista original, e cada elemento posterior a ele ¢ o tamanho de
cada uma das sublistas menores obtidas, nas quais se procura o x.

(2F, 281 2.1).

Tem-se que n = 2% & k = log,n, logo
k+1=log,n +1 = O(log,n)+ O(1) = O (log,n). Portanto, o custo desse
algoritmo é O (log,n).
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4.2 Ordenacao dos Elementos (Numeros) de um Vetor

Nesta secao, objetiva-se organizar, em ordem crescente, os elementos de um vetor
A = [ay, ag,..., a,]. Assim, serdo apresentados alguns algoritmos que solucionam este mesmo
problema e, para cada um deles, sera feita a anélise de eficiéncia, no pior caso.

Sera efetuado o teste de mesa de alguns dos algoritmos de ordenacgao, para que se
possa compreender melhor tais algoritmos.

4.2.1 Ordenacao Bolha

A ordenacao bolha, também conhecida como bubble-sort ou ordenagao por flutua-

¢ao, trata-se de um algoritmo que apresenta um procedimento de ordenacao por permutacao
L - . A1l Al2] A[3] A[] Aln]

de dois nimeros de posi¢oes consecutivas do vetor A = [a;, as, az, ay,..., ], comecando

pelas posicoes A[l] e A[2], depois por A[2] e A[3], e assim sucessivamente até que o maior

namero ocupe a posicdo A[n]. Esse procedimento é novamente executado no vetor alterado
A} Al2] A[B] A[4] Aln—1] ) . , - .
[a1, as, as, ag,..., a,_1], até que o maior ntimero ocupe a posicdo Aln — 1], e assim

sucessivamente de modo que todos os nimeros de A estejam dispostos em ordem crescente.

A[l] A[2] A[3] A[4]
Exemplo 44. Na ordenacdo do vetor A=1[9 , 5, 6, 2], o algoritmo de ordenagao bolha

fara o seguinte:

Compara 9 com 5 e ordena-os, permutando-os.
A[l] A[2] A[3] A[4]
Em[5, 9,6, 2], compara 9 com 6 e permuta-os.
A[1] Af2] A[3] A[4]
Em[5, 6,9, 2], compara 9 com 2 e permuta-os.
A[l] A[2] A[3]
Em [ 5, 6, 2], compara 5 com 6, ndo permutando-os, pois ja estao ordenados.
Depois compara 6 com 2, permutando-os.
All] Af2)
Em [ 5, 2], compara 5 com 2, permutando-os.
All] A[2] A[3] A[4]
Retorna o vetor A=[2, 5,6, 9

Ne otk W =

Ordenacao Bolha

e Entrada: A quantidade n de ntimeros do vetor A e seus elementos ai, as, ..., ap.
e Saida: Os elementos de A dispostos em ordem crescente.

e Passo 1: Comece considerando 7 = 1.

— Passo 2: Comece considerando 7 = 1.
* Passo 3: Compare os termos a; e a;41. Se a; > aj;1 entao permute-os, para
dispo-los em ordem crescente.

x Passo 4: Incremente j. Se j assumir valor n — ¢ + 1 entao pare. Mas se
J <n—1+ 1 entao volte a executar a partir do passo 3.
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Observacao 19. A condicao de parada de execucao dos passos 2 e 3, j =
n — 1+ 1, se verdadeira, indica que todos os ntimeros do vetor A, usado para
cada ¢, foram percorridos.

A execucao completa dos passos 3 e 4, iniciando com j = 1, que
vai sendo incrementado gradativamente, até que se pare a execucao deles para
J = n—i+1, s6 garante que o maior nimero de A ocupara a sua tltima posicao,
sem poder saber se o novo vetor obtido j& esta totalmente ordenado. Entao
outra andlise deve ser feita, mas no vetor obtido eliminando a ultima posicao,
Aln — i + 1], ficando esta e seu nimero reservados para compor a saida do
algoritmo.

e Passo 5: Incremente i. Se ¢ assumir valor n entao pare. Mas se i < n entao volte a
executar a partir do passo 2.

Observacao 20. 1 é incrementado para que seja possivel fazer a andlise do vetor A. A
condicao de parada de execucao do passo 5, ¢ = n, se verdadeira, indica que A, cuja
ordenacao de seus nimeros deveria ser verificada a partir do passo 2, ja esta ordenado,
podendo-se executar o passo 6.

e Passo 6: Retorne o vetor A, com seus n nimeros ja dispostos em ordem crescente.

Exemplo 45. Utilizando os passos acima, da ordenacao bolha, para ordenar os elementos

Ay Ay Az Ay

do vetor A =[8,4, 7, 1], tem-se 0 esquema abaixo:

(@)
(b)
()

2

] Al

[Co

[e]
=

m

!

NN

2] A[3] A[4] Al1] A[2]  A[3] A[4] A[1] A[2] A[3] A[4]
4 7 1 (d) 4 7 1 8 (9 1 4 7 8 (Saida)
uta Nao Permuta
Al2] A[3] A[4] Al1] A[2] A[3] A[4]
8 7 1 () 4 7 1 8
Permuta Permuta
Al2] A[3] A[4] Al1] A[2] A[3] A[4]
78 1 (f) 4 1 78
Permuta Permuta

Logo abaixo, segue a versao desse algoritmo escrita por pseudocodigo.

Procedimento Ordenacao Bolha 8 FimSe
1 Entrada: n e aq, ao, ..., a,. 9 FimPara
2 Parai1=1 até n—1, faca 10 FimPara

3 Para j=1 até n — i, faga

4
5
6
7

11 Para ¢ = 1 até n, faca

Se (A[j] > A[j + 1)), entao 12 Retorne: “O vetor na forma ordenada é:”

Temp = Aljl;
Alj] = Al +1;
Alj 4+ 1] := Temp;

13  Retorne: afi] = AJi]
14 FimPara
15 FimProcedimento

Observacao 21. Na execugao desse algoritmo, feita pelo computador, haverd gravacao e re-

gravacao de nimero em determinada posigao.

Para nao se perder o niimero que estava

armazenado nesta posicao, antes da regravacao, utiliza-se a variavel auxiliar Temp. Na ex-
pressao A[j] > A[j + 1], deseja-se verificar se o niumero da posi¢do A[j] ¢ maior do que o
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namero da posigdo A[j + 1]. Na expressdo Temp := Ali], é atribuido & variavel T'emp o
namero da posi¢io A[j + 1]. Na expressio A[j] := A[j + 1], serd colocado o ntimero da
posicao A[j + 1] na posicao A[j]. Agora, na expressao A[j+ 1] := Temp, coloca-se o niimero

representado pela variavel auxiliar Temp na posicao A[j + 1].

4.2.1.1 Custo da Ordenacao Bolha

Em qualquer caso, o loop interno “Para”, desse algoritmo, serd executado n — ¢
vezes, para cada ¢ € {1,2,...,(n — 1)} do loop externo “Para”. Assim,

n—1
(n—1) =by(n — 1)? +by(n — 1) + by = O(n?).
=1 LY h NV d
Polinémio de grau 1 Exemplo 25

Polinomio de grau 2 em n—1 (Coroldrio 2)

4.2.2 Ordenagao Por Selecao

Dado um vetor A = [gi], %5], ’Z[g’}, gj], . /CXL[Z]], para dispor seus nimeros em
ordem crescente, o algoritmo de ordenacao por selecao, também conhecido como selection-
sort, ird localizar o menor nimero a;, i € {1,2,3,....,n}, de A e colocara a; na primeira
posi¢ao A[1], permutando (trocando) os niimeros das posi¢oes A[i] e A[1], desde que a posi¢ao
All] ja nao esteja ocupada pelo menor nimero. No novo vetor, representado pelas posigoes
restantes: A[2], A[3],..., A[n], nenhuma delas ocupadas por a;, procurard o menor nimero
aj, j €{1,2,3,...,n}, j#1i e colocara a; na segunda posicao A[2], permutando os niumeros
das posicoes A[j] e A[2], desde que a posicdo A[2] ja ndo esteja ocupada pelo menor nimero.
Esse procedimento vai se repetindo em vetores cada vez menores até que se tenha os niimeros
de A ordenados. Veja logo abaixo os passos desse algoritmo.

Al1] A[2] A[3] A[4)
Exemplo 46. Na ordenacao do vetor A =9, 5, 6, 2], o algoritmo de ordenagdo por

selecao fard o seguinte:

Compara 9 com 5 e ordena-os, permutando-os.
A[l] A[2] A[3] A[4]
Em[5, 9, 6, 2], compara 5 com 6, mas nao os permuta pois 5 < 6.
All] A[2] A[3] A[4]

Depois compara 5 com 2 e os permuta, fornecendo o vetor [ 2, 9, 6,

Ar[l]=A[2] A1[2]=A[3] A1[3]=A[4]
EmA;=[ 9 , 6 , 5 |, compara9 com 6 e permuta-os.

A[l]=A[2] A1[2]=A[3] A1[3]=A[4]
Em A, = 6 9 | 5 ], compara 6 com 5 e os permuta fornecendo o vetor

Ar[l]=A[2] A1[2]=A[3] A1[3]=A[4]

1= b} ) 9 )

A2[1]=A[3] Az[2]=A[4]
6. Em Ay, = 9 , 6 |, compara 9 com 6 e permuta-os, fornecendo o vetor Ay =
A2[1]6:A[3] A2[2]9:A[4]

)

AN

A[1] A[2] A[3] A[4]
7. Retorna o vetor A=[2, 5, 6,

Ordenacao por Selegao
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e Entrada: O numero n de elementos do vetor A e os nimeros ai, as, ..., a,.
e Saida: Os elementos de A dispostos em ordem crescente.

e Passo 1: Considere 7 = 1.

Observacgao 22. i representa a posicao na qual deseja-se colocar o menor nimero do
vetor atual obtido ou do mais recente.

— Passo 2: Considere j =17+ 1.

Observacao 23. j representa a posicao dos ntimeros da direita, os quais serao
comparados, um a um, com o namero de A[i].

* Passo 3: Se a; > a; entao permute-os nas suas posicoes.

x Passo 4: Incremente j e volte a executar a partir do passo 3, parando no caso
em que j assume valor n + 1.
Observacao 24. Na eminéncia de executar o passo 5, 0 menor numero de A ja
estard ocupando a posicao correta Alil.

e Passo 5: Incremente ¢ e volte a executar a partir do passo 2, parando no caso em que
i assume valor n, para executar o passo 6.

Observacao 25. 1 é incrementado para que j seja o responséavel pela varredura do vetor
atual A;_ 1, composto pelas posi¢oes Ali], Afi + 1],..., A[n], estando A[i — 1], com o seu
nimero, reservados para a saida.

e Passo 6: Retorne o vetor A, com seus n nimeros ja dispostos em ordem crescente.

Exemplo 47. Utilizando os passos acima, da ordenagao por selecao, para ordenar os elementos
Ay As Az Ay
do vetor A =[8,4, 7, 1], obtém-se o seguinte esquema:

All] A[2] A[3] A[4] A[1] A[2] A[3] A[4] All] A[2] A[3] A[4]
(@ 8 4 7 1 d 1 8 7 4 (99 1 4 7 8 (Saida)
Permuta Permuta
All] A[2] A[3] A[4] Al1] A[2] A[4] A[3]
b) 4 8 7 1 ) 1 7 8 4
Nao Permuta Permuta
A1] A[2] A[3] A[4] A[1] Af2] Af3] A[4]
() 4 8 7 1 (f) 1 4 8 7
Permuta, Permuta

Esse algoritmo pode ser descrito por meio de pseudocéddigo, conforme o que segue

abaixo.
1 Procedimento Selection-Sort (n, A) 7 Se A[j] < Almin], entao
2 Saida: Os niameros de A dispostos em 8 min =]
3 ordem crescente. 9 FimSe
4 Para:1=1até n—1, faca 10 FimPara
5 min =1 11 Temp = Alil;

6 Paraj :=i+1, até n, faca 12 Ali] = A[min|;
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13 Almin] := Temp; 17 na forma ordenada é:”
14 FimPara 18 Retorne: afi] = Alf]
15 Para ¢ =1 até n, faca 19 FimPara

16 Retorne: “O vetor 20 FimProcedimento

4.2.2.1 Custo da Ordenacao Por Selecao

O algoritmo de ordenacao por selecao foi projetado de forma que, no loop duplo,
o loop interno seja executado n — (i + 1) + 1 = n — i vezes, para cada i € {1,2,...,(n — 1)}
do loop externo. Dessa forma, obtém-se a seguinte relacao:

[y

n—

(n —1) =by(n — 1) +bi(n— 1) + by = O(n?).
i—1 W—/ N ~ v
Polinémio de grau 1 Exemplo 25

Polinéomio de grau 2 em n—1 (Corolario 2)

4.2.3 Ordenacao Por Insercao
A[l]  Al2]  A[3] A[4) Aln] . .

Para ordenar o vetor A = [a;, as, az, a4,.., a,|, o algoritmo de ordenacao
por inser¢ao, também conhecido como insertion-sort, ordenara primeiramente a; e as, depois
inserird a3 na sua posicao ordenada com relacao aos dois primeiros elementos, ja ordenados.
Novamente, inserird a4 na sua posicao ordenada com relacao aos trés primeiros elementos ja
ordenados. Este procedimento é repetido quantas vezes for necessario, inserindo a; na sua
posicao ordenada com relacao aos j — 1 primeiros elementos, ja ordenados, até que todos os
elementos do vetor estejam ordenados de forma crescente.

A[l] A[2] A[3] A[4]

Exemplo 48. Na ordenacao do vetor A=[9, 5, 6, 2|, o algoritmo de ordenagao por
selecao fara o seguinte:

1. Compara 5 com 9 e ordena-os, permutando-os.
A[] A[2] A[3] A[4]
22EmA=[5,9, 6, 2], compara 6 com 9, pemutando-os.
A[] A[2] A[3] A[4]
3.EmA=[5,6,9, 2], compara 6 com 5, mas ndo os permuta, pois ji estao ordenados.
4. Depois compara 2 com 9, permutando-os.
A[l] A[2] A[3] A[4]
5. EmA=[5, 6, 2, 9], compara 2 com 6, permutando-os.
Afl] A[2] A[3] A[4]
6. Em A=[5, 2,6, 9], compara 2 com 5, permutando-os.
. A[l] A[2] A[3] A[4]

Retorna o vetor A=[2, 5, 6,
Ordenacao por Insergao

e Entrada: O tamanho n do vetor A e os elementos ay, as, ..., a, dele.
e Saida: Os elementos de A dispostos em ordem crescente.

e Passo 1: Faca a variavel 5 assumir o valor 2.
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Observagdo 26. j indica a posi¢do em A, também representada por A[j], do nimero
que serd inserido em alguma posicao da esquerda, ficando ordenado com os nimeros
que antes estavam a sua esquerda, ja ordenados.

— Passo 2: Faga a variavel ¢ assumir o valor numérico da expressao algébrica j — 1.
Observacao 27. ¢ é uma variavel auxiliar, que também indica a posicao no vetor,
encarregada de fazer o ntimero da posi¢ao A[j], comentado na observagao anterior,
deslocar para a esquerda, por meio de uma permutacao com o seu antecessor
Alj — 1], segundo o passo 3, se necessario for, ou seja, se nao estiverem dispostos
em ordem crescente, para estabelecer tal ordem.

— Passo 3: Compare o numero z, da posi¢ao A[i], com o numero y, da posi¢ao
Ali+ 1] (sucessor), no vetor A atual. Se z > y entao permute-os nas posigoes Ali]
e Ali +1].
Observagao 28. Neste passo serdo ordenados os nimeros das posi¢oes Afi] e Ali+1].

— Passo 4: Decremente i, ou seja, diminua uma unidade de 7. Se i for maior do que
0 entao volte a executar a partir do passo 3, considerando o novo vetor obtido até
o presente momento. Mas se ¢ = (0 entao pare e execute o passo 5.
Observagao 29. A condigao de parada i = 0 indica que o niimero da posigao Alj],
no vetor, utilizado no passo 2 anterior, ji ocupou sua posicao correta com relacao
aos nimeros ordenados que estavam a sua esquerda.

O proximo passo é reponsavel por indicar o sucessor do niimero de A[j],
para que tal sucessor seja ordenado com os niimeros a sua esquerda, ja ordenados.

e Passo 5: Incremente j. Se 7 for menor do que o valor de n + 1 entao volte a executar
a partir do passo 2. Mas se j assumir o valor de n + 1 entao pare e execute o passo 6.

e Passo 6: Retorne o vetor A, com seus n nimeros ja dispostos em ordem crescente.

Exemplo 49. Utilizando os passos acima, da ordenacao por insercao, para ordenar os
Ay As Az Ay
elementos do vetor A =[8, 4, 7, 1], obtém-se o esquema abaixo:

A[l] A[2] A[3] A[4]
7 1

(@) 8 4
Permuta
A[l] A[2] A[3] A[4]
0 4 8 71
Permuta

AQ1] Al2] A[3] A[4)
(¢) 4 7 8 1

Nio Permuta

All] A[2] A[3] A[4]
4 7 8 1

Permuta
All] A[2] A[3] A[4]
4 7 1 8

Permuta

All] A[2] A[3] A[4]
4 1 7 8

Permuta,

(9)

A} A[2] A[3] A[4]
1 4 7 8 (Saida)

O algoritmo de ordenagao por insercao é escrito por pseudocédigo da seguinte

forma:



57

Procedimento Insertion-Sort (n, A)
—> (n, A) representa a entrada, o valor de n e os nimeros de A.
Para j = 2 até n, faca
chave := Aljl;
1 =7 —1;
Enquanto i > 0 e A[i] > chave, faga
Ali + 1] = Ali];
1 =1—1;
Ali + 1] := chave;
FimEnquanto
FimPara
FimProcedimento

Observagao 30. Na execucao desse algoritmo, feita pelo computador, haverd gravacao e re-
gravacao de nimero em determinada posicao. Para nao se perder o ntimero que estava
armazenado nesta posicao, antes da regravagao, utiliza-se a variavel auxiliar chave.

4.2.3.1 Custo da Ordenacgao Por Insergao (Pior Caso)

O pior caso para o algoritmo de ordenagao por insercao ocorre se os seus elementos
formarem uma sequéncia de nimeros estritamente decrescente, pois aumentara o nimero de
permutacoes necessarias para ordenar o vetor A. Isso significa que as instrucoes do loop

“Enquanto” serao executadas um ntmero maior de vezes. Ou seja, na ordenacao, por
. . All] A2 A3l A[4] Aln
inser¢ao, do vetor A = [ay, ay, as, ag,..., a4, tal que a; > ay > as > a4 > ... > ay,

tem-se o seguinte:

Etapa 1. Ocorre para j = 2, fazendo 7 assumir dois valores: 1 e 0, havendo uma permutacao.
Etapa 2. Ocorre para j = 3, fazendo i assumir trés valores: 2, 1 e 0, havendo duas
permutacoes.

Etapa n — 1. Ocorre para j = n, fazendo i assumir n valores: (n — 1), (n —2),..., 2, 1 e 0,
havendo n — 1 permutagoes.

Na execucao completa do algoritmo de ordenac¢ao por insercao, o nimero total de
vezes em que ¢ assume um valor é superior ao niimero total de vezes em que j assume um
valor e também é superior ao nimero total de permutagoes.

Como o valor de j é a quantidade de valores que ¢ assumira, em cada etapa, pode
se dizer que o total de valores assumidos por ¢, na execucao completa desse algoritmo, para
o pior caso, é dado pela seguinte relagao:

Sj= 243+4+..+n  =E00U_ @)
j=2

~
Soma dos termos da PA de razao 1
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4.2.4 Ordenacao Por Intercalacao (Merge)

O algoritmo de ordenacao por intercalagao, também conhecido como merge, or-

cil CpR Cln+t L _ Al A2
dena o vetor C' = [c[l}, 0[2], s c[:;g]], fazendo a jungao de seus dois vetores A = | a[ll, a[Q},
=c =ca
Aln] B[} B[2] B[m] )
ey apleB=1[ b, by,.. by ], ambos ji ordenados, formando um novo vetor C,
=Cn =Cn+1 =Cn+2 =Cn+m

cujos niumeros estarao dispostos em ordem crescente, da seguinte forma: apés fornecer o
tamanho de cada vetor, bem como os seus niimeros, como entrada, compara-se os primeiros
nameros de cada vetor, a; com by, sendo o menor deles reservado para a posicao C[1] de C.
Sem perda de generalidade, suponha que o menor ntimero seja b;. Entao b; sera colocado na

B[] B[] Blm—1]
posigao C[1] (C[1] :=by). O novo vetor Bsera B =] by, bs,..., by, ], com aexclusao
=Cn+4+2 =Cn+3 =Cn+m
de by, pois ele ja foi reservado para primeira posicao da saida. Novamente se compara os
. Al A[2) Aln) Bl] B[] Blm—1]
primeiros nameros dos vetores A = [ a;, as,.., a,|eB =1 by, by ... by |
=c1 =c2 =Cn —Cn+2 =Cn+3 =Cn+m
a; com by, sendo o menor deles reservado para a posigao C[2]. Novamente sem perda de
generalidade, suponha que o menor nimero seja a;. Entao C[2] := a;. Agora o novo vetor
All] A2 Aln—1
A sera A = | a[Q], (l[3], - gln ]], com a exclusdo de ay, pois ele ja foi reservado para a

=c =c =cn
saida. Esse prochdimeilto é repetido nos vetores atuais A e B, cada vez mais reduzidos em
tamanho, sempre comparando os primeiros nimeros de cada, até obter o vetor C' ordenado
por completo. Se A tiver mais numeros do que B, significa que n > m, entdo os nimeros
finais que sobrarao em A, sem sofrerem comparacao, serdo inseridos, na ordem em que estao,
nas posicoes finais de C', comecando pela posi¢ao C[2m]. Mas se B tiver mais nameros do
que A, significa que n < m, entao os nimeros finais que sobrarao em B, sem sofrerem com-
paracao, serao inseridos, na ordem em que estdo, nas posicoes finais de C', comecando pela
posi¢ao C[2n]. Finalmente, o novo vetor C' sera retornado como solugao.

Ci c2l cpl CcE CEloClel
Exemplo 50. Para ordenar o vetor C =[5, 6, 7, 8, 1, 6], o algoritmo de
ordenacao por intercalacao fara o seguinte:

AQ=C[1] A[2]=C[2] A[3]=C[3] A[4]=C[4] B[1]=C[5] B[2]=C[6]

1. Considerar o vetores A=[ 5 , 6 , 7 , 8 JeB=[ 1 , 6
2. Compara 5 com 1 e ocupa a posigao C[1] com 1.

Al]=C[1] A[2]=C[2] A[3]=C[3] A[4]=C[4] Bi1[1]=C[6]
3.EmA=] 5 | 6 7T, 8 e By = 6 |, compara 5 com 6 e ocupa
C2] com 5.

Ai[l]=C[2] A:i[2]=C[3] A:i[3]=C4] Bi[1]=C[6]

4. Em A, =] 6 7T, 8 JeBy=[ 6 ], compara 6 com 6 e ocupa C[3]
com o 6 de C[2].

Az[1]=C[3]  A2[2]=C4] Bi[1]=C[6]
5. Em Ay = 7 8 JeBy =] 6 |, compara7 com 6 e ocupa C[4] com 6.

Ag[1]=C[3]  A2[2]=C[4]
6. Sobram 7e 8, em Ay = 7 |
[

]. Entao 7 ocupa CI5] e 8 ocupa C[6].
cl) ¢l cB ce cpBl Clel
7. Retornaovetor C=[1, 5, 6, 6, 7, 8]

Ordenacao por Intercalagao
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e Entrada: O tamanho n do vetor A, bem como seus ntimeros, o tamanho m do vetor B
e seus nimeros.

e Saida: O vetor C, composto por todos os nimeros de A e de B, ordenado por completo.

e Passo 1: Consideret =1, k=1e j=1.
Observacao 31. i indicard a posicao em A, k indicara a posicao em C' e j a posicao em
B.

— Passo 2 (loop): Enquanto qualquer uma das posi¢oes Afi] e B[j] ndo deixar de
existir, faca:

x Passo 3: Se A[i] < BJ[j] entao

- Passo 4: Armazene o nimero da posi¢ao A[i] na posicao C[k].

- Passo 5: Incremente 7 e k e volte a executar a partir do passo 2.
x Passo 6: Sendo se Ali] > B[j] entao

- Passo 7: Armazene o nimero da posi¢ao B[j] na posi¢ao C[k].

- Passo 8: Incremente j e k e volte a executar a partir do passo 2.

— Passo 9 (loop): Enquanto a posigdo Ali] existir e a posicdo B[j] nao existir faca:
« Passo 10: Armazene o numero da posi¢ao A[i] na posicao C[k].
x Passo 11: Incremente ¢ e k e volte a executar a partir do passo 9.

— Passo 12 (loop): Enquanto a posi¢io A[i] ndo existir e a posi¢ao B][j] existir faca:
* Passo 13: Armazene o nimero da posi¢do B[j] na posicao C[k].

x Passo 14: Incremente j e k e volte a executar a partir do passo 12.

e Passo 15: Retorne o vetor C', com seus n+m ntmeros ja dispostos em ordem crescente.

cl] CRl cB cil Cp)

Exemplo 51. Aplicando os passos do algoritmo acimanovetor C=[2, 4, 1, 2, 3],
obtém-se:
All] A2l B[]  B[2] B[3] Cl1] C2] C[3]
@ 24 1 2 3 C=[1,2,2,0H 0|
Levado a C[1]
Cl] Afa) - B[1]
C=[1,cl, cBl cul cl (d) A 3
Levado a C[4]
Al Al2] B'[1] B'[2] Cl1] C[2] C¢38] C[4]
(b) 2 4 3 C=[1,2,2,3,°8
Levado a C[2]
ci] 2] A1)
C=[1, 2,08, cH cBl (€) 4
Levado a C[4]
Al B B2 Cl1] C[2] C[8] C[4] C5]
(0) i 3 C=[1,2,2,3,4]
Levado a C[3]




Por pseudocodigo, tem-se:

1 Procedimento MERGE (n, A, m, B)

29 :=1,7 :=1lek =1
3 Enquanto i <n e j < m facga

4 Se a; < b; entao faga
5 CL = a;

6 1 =141

7 k =k+1
8Senao faca

9 Cr = bj

10 j =7+1

11 k =k+1
12FimSe
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13 FimEnquanto

14 Se 7 > n entao faga

15 Para p := j até m, faca
16 Cr = bp

17 kE=k+1

18 FimPara

19 Senao faga

20 Para p =i até n, faga

21 Cr =y
22 kE =k+1
23 FimPara

24 FimSe

Ao serem executadas as instrucoes das linhas 3 e 4, do algoritmo acima, ocorrem
trés comparacoes. Se a instrucao da linha 3 assumir valor falso, entao ocorrera apenas duas
comparacoes. Neste caso, pode-se obter a terceira comparacao se for contada a instrucao da
linha 14. A quantidade de vezes em que as instrucoes das linhas 3 e 4 ocorrem nao supera
n. Entao, no caso das linhas 3, 4 e 8, pode-se dizer que o nimero maximo de comparagoes ¢é
3n = O(n). Portanto, o custo desse algoritmo ¢ O(n).

Para ordenar um vetor C', em ordem crescente, por intercalacao, o qual possa
nao apresentar dois vetores ordenados, A e B, utiliza-se o procedimento Merge-Sort, recur-
sivamente, para primeiramente dividir o vetor original em varios vetores menores (etapa de
divisdo), depois vai combinando sempre dois a dois vetores (etapa de conquista), para neles
aplicar o procedimento de ordenagio por intercalagao (Merge).

Cc] C[2] C¢@B C4] Cs Cle] C[7]
Exemplo 52. Na ordenacao dos elementos do vetor C=[1, 3, 2, 7, 6, 8, 4],
o procedimento merge-sort fara o seguinte:

Al=C[1] A[2=C[2] A[3]=C[3] A[4]=C[4] B[1]=C{s5]
1. Divide C' em dois vetores, A = [ 1 3 2 7 leB=] 6 |,
B[2|=C[6] B[3]=C[7]
8 4
All]=C[1] A[2]=C]2] B[1]=C[3] B[2]=C[4]
2. Divide A em dois vetores, A= 1 , 3 JeB=] , T
All]=C[1] A[2]=C[2] All]=C1] B[1]=C[2]
3. Dividle A=] 1 ] em dois vetores, A = | leB=[ 3 |
4. Verifica que A e B sao unitarios e os mescla, por meio do procedimento merge, retornando
A1l A[2]
o vetor ordenado A=[1, 3].
B[1]=C[3] B[2]=C[4] A[1]=C]3] B[]=C[4]
5. Divide o vetor B=[ 2 | em dois vetores, A= 2 JeB=| 7 ]
6. Verifica que A e B sao unitarios e os mescla, por meio do procedimento merge, retornando
Bl1] B[2]
o vetor ordenado B =12,
Al A[2) Bl B[2
7. Mescla os vetores A = [ 1, 3]e B =12, 7], por meio do procedimento merge,

All] A[2] A[3] A[4]
fornecendo o vetor ordenado A=1[1, 2,

I
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Bll=C[5] B[2=C[6] B[3]=C]7] All=C[5] A[2]=C1[6]
8 Divide B=] 6 , 8 , 4 |emdoisvetoress, A= 6 , 8 ]JeB=

B[1]=C[7]

A[l]=C[5] A[2]=C][6] AQ1]=C5] B[1]=C[6]
9. Divide A= 6 , 8 |emdoisvetores, A=[ 6 |eB=] 8 |
10. Verifica que A e B sao unitérios e os mescla, por meio do procedimento merge, retornando
All] A2
o vetor ordenado A=[6, 8].
B[1]=C[7] ALl AJ2]
11. Verifica que B=[ 4 | é unitario e o mescla com o vetor A=[6, 8], por meio do
B[] B[2] B[3]
procedimento merge, retornando o vetor ordenado B=1[4, 6,
All] A[2] A[3] A[4] B[] B[2] B[3]

=[4, 6, 8], pormeiodo procedimento

12. Mesclaos vetores A=[1, 2, 3, e
Cl] c[2] ¢[B C[E C5] clel O[]

merge, retornando o vetor ordenado C'=[1, 2, 3, 4, 6, 7,
|
Dando um cardter mais formal para esse procedimento, obtém-se o algoritmo
abaixo.
Merge-Sort
e Entrada: O tamanho n do vetor C, bem como seus ntimeros.

e Saida: O vetor C ordenado.

e Passo 1: Se C for unitario (n = 1) entdo pare.

Observagao 32. Neste passo, finaliza-se a etapa de divisao do vetor atual, ao se obter
um vetor unitario. Essa finalizacdo, se ocorrida para o vetor A, dara inicio a nova
etapa de divisao do vetor atual B. Agora se ocorrida para o vetor B, dara inicio ao
procedimento Merge, para mesclar A e B atuais, retornando um sé vetor ordenado.

e Passo 2: Mas se C' nao for unitério, faca m assumir o valor da expressao (%W

Observagao 33. m é uma variavel auxiliar usada para a divisao do vetor que se quer
ordenar em dois vetores A e B.

— Passo 3: Considere i = 0.
Observacao 34. 1 indica a posicao no vetor atual, que se deseja ordenar.

* Passo 4: Armazene o nimero da posi¢ao ¢ em Ali].

x Passo 5: Incremente 7. Se ¢ < m entao volte a executar a partir do passo 4.
Caso contrario, execute o proximo passo.
Observacgio 35. Os passos 4 e 5 sao responsaveis por fornecer o vetor A.

— Passo 6: Considere i = m.

* Passo 7: Armazene o nimero da posi¢ao ¢ em B[i —m)].

x Passo 8: Incremente ¢. Se ¢ < n entao volte a executar a partir do passo 7.
Caso contrario, execute o préoximo passo.
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Observacao 36. Os passos 7 e 8 sao responsaveis por fornecer o vetor B.

— Passo 9: Aplique novamente o procedimento Merge-Sort no vetor A.

— Passo 10: Aplique novamente o procedimento Merge-Sort no vetor B.

— Passo 11: Aplique o procedimento Merge nos vetores atuais, A e B, ja ordenados,
para retornar um s6 vetor ordenado.

O teste de mesa realizado no exemplo abaixo ¢ longo, porém necesséario, para que
se possa entender cada passo e como cada ntimero é organizado de forma a retornar o vetor
C totalmente ordenado.

Exemplo 53.

clo] ¢l cl2] ¢3] M
Aplicando o procedimento Merge-Sort no vetor C' = [38, 27,43, 3, 9],

para ordené-lo, obtém-se:

e (1) Entrada: n=5e ¢y =38, ¢; =27, ca =43, c3 =3 e ¢y = 0.

e Saida: O vetor C ordenado.

e Passo 1: O vetor C nao é unitirio. Entao continue.

n

e Passo 2: m assume o valor da expressio [2] =[2| =[2,5] =3,

2 2

— Passo 3: 1 = 0.

*

Passo 4: 38 ¢ o numero da posicao ¢ = 0. Este ntimero agora ¢ armazenado
na posicao A[i] = A[0], do vetor A.

Passo 5: ¢ é incrementado e passa a valer 1, que ¢ menor do que m = 3. Entao
volte a executar a partir do passo 4.

Passo 4: 27 é o ntmero da posicao ¢ = 1. Este nimero é armazenado na
posigao Ai] = A[l].

Passo 5: ¢ é incrementado e passa a valer 2, que é menor do que m = 3. Entao
volte a executar a partir do passo 4.

Passo 4: 43 é o niimero da posicao ¢ = 2. Este nimero é armazenado na
posicao Afi] = A[2].

Passo 5: ¢ é incrementado e passa a valer 3, que é que é igual a m. Entao
execute o proximo passo.

— Passo 6: 1 = m = 3.

*

*x

x

Passo 7: 3 é o nimero da posicao ¢ = 3. Este niimero é armazenado na posicao
Bli —m] = B[3 — 3] = B[0].

Passo 8: i ¢ incrementado e passa a valer 4, que é menor do que n = 5. Entao
volte a executar a partir do passo 7.

Passo 7: 9 é o nimero da posicao ¢ = 4. Este niimero é armazenado na posigao
Bli —m] = B[4 — 3] = B[1].
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*x Passo 8: 7 ¢ incrementado e passa a valer 5, que ¢é igual a n. Entao execute o

proximo passo.

A[0] A[1] A[2] Bl0] B[]

Observagao 37. Vetores obtidos: A =[38,27,43]e B=[3, 9

AJ0] A[1] A[2]

(2) Passo 9: Volte a aplicar o procedimento Merge-Sort no vetor A = [38, 27, 43].
Entrada: ny =3 e ag = 38, a1 = 27 e ay, = 43.
Saida: O vetor A ordenado.

Passo 1: O vetor A nao ¢é unitario. Entao continue.

Passo 2: my assume o valor da expressdo [2] = [2] =[1,5] =2.

2

x Passo 3: 1 = 0.

*

*
*
*x
x
*

- Passo 4: 38 é o nimero da posicao ¢+ = 0. Este niimero é armazenado na

posigao Ai] = A[0], de A.

- Passo 5: 7 é incrementado e passa a valer 1, que é menor do que m; = 2.

Entao volte a executar a partir do passo 4.

- Passo 4: 27 é o niimero da posi¢ao ¢ = 1. Este ntimero ¢ armazenado na

posigao Afi] = A[1], de A.

- Passo 5: i é incrementado e passa a valer 2, que é igual a m;. Entao

execute o proéximo passo.

Passo 6: 1 = m; = 2.

- Passo 7: 43 é o nimero da posicao ¢ = 2. Este ntimero ¢ armazenado na

posi¢ao B[i —m,| = B[2 — 2] = BJ0].

- Passo 8: ¢ é incrementado e passa a valer 3, que é igual a ny;. Entao

execute o proximo passo.
Afo] A[1] B[0]
Observagao 38. Vetores obtidos: A =[38,27] e B = [43].

Al0] Af1]

Passo 9: Volte a aplicar o procedimento Merge-Sort no vetor A = [38, 27].
Entrada: ny =2 e ap = 38, a1 = 27.

Saida: O vetor A ordenado.

Passo 1: O vetor A nao é unitario. Entao continue.

Passo 2: my assume o valor da expressio [22] = [2] =[1] = 1.

2

. Passo 3: 1 = 0.

« Passo 4: 38 é o nimero da posicao ¢ = 0. Este ntimero ¢ armazenado
na posi¢ao Alfi] = A[0], de A.

« Passo 5: ¢ é incrementado e passa a valer 1, que é igual a ms. FEntao
execute o préximo passo.

. Passo 6: 1 = my = 1.

« Passo 7: 27 é o nimero da posicao ¢ = 1. Este ntimero é armazenado
na posicao B[i —my] = B[l — 1] = B|0].

« Passo 8: ¢ é incrementado e passa a valer 2, que é igual a ny,. Entao
execute o proéximo passo.
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A[0] B[0]
Observagao 39. Vetores obtidos: A = [38] e B = [27].

A[0]
. Passo 9: Volte a aplicar o procedimento Merge-Sort no vetor A = [38].

- Entrada: ng =2 e ag = 38.
- Saida: O vetor A ordenado.
- Passo 1: O vetor A é unitario. Entao pare, pois ele ja esta ordenado.

B[0]
. Passo 10: Volte a aplicar o procedimento Merge-Sort no vetor B = [27].

- Entrada: ny =1 e by = 27.
- Saida: O vetor B ordenado.
- Passo 1: O vetor B é unitario. Entao pare, pois ele ja esta ordenado.

A[0] B[0]

. Passo 11: O procedimento Merge é aplicado nos vetores A = [38] e B = [27],
Afo] A[1]

da observagao 39, mas ja ordenados, fornecendo o vetor ordenado A = [27, 38],

que sera utilizado pelo procedimento Merge do procedimento iniciado em (2).
B[0]
« Passo 10: Volte a aplicar o procedimento Merge-Sort no vetor B = [43], da
observacao 38.

x Entrada: ns =1 e by = 43.
Saida: O vetor B ordenado.

x Passo 1: O vetor B é unitario. Entao pare, pois ele ja estia ordenado.
Al0] A[1]
Passo 11: O procedimento Merge é aplicado nos vetores A = [27,38] e B =

*

*

B[0
[43], da observacao 38, mas ja ordenados, fornecendo o vetor ordenado A =
Al0] A[1] A[2]

7,38, 43], que serd utilizado pelo procedimento Merge do procedimento
iniciado em (1).

Blo] B[1]
Passo 10: Volte a aplicar o procedimento Merge-Sort no vetor B =3, 9 |, da

observagao 37.
Entrada: ng =2eby=3e by =9.
Saida: O vetor B ordenado.
Passo 1: O vetor B nao é unitario. Entao continue.
x Passo 2: mj assume o valor da expressdo [28] = [2] =[1] = 1.

2
. Passo 3: 1 = 0.

« Passo 4: 3 é o nimero da posicao ¢+ = (0. EKEste niimero é armazenado
na posi¢ao Afi] = A[0], de A.

« Passo 5: ¢ é incrementado e passa a valer 1, que é igual a mgz. Entao
execute o proximo passo.

. Passo 6: 1 =ms3 = 1.
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« Passo 7: 9 é o nimero da posicao ¢+ = 1. Este niimero é armazenado
na posicao B[i —m3) = B[l — 1] = B|0].

« Passo 8: ¢ é incrementado e passa a valer 2, que é igual a ng. Entao
execute o proéximo passo.

Al0] B[0]
Observagao 40. Vetores obtidos: A=[3]e B=[9 |

A[0]
. Passo 9: Volte a aplicar o procedimento Merge-Sort no vetor A = 3 |.
. Entrada: n; =1 e ag = 3.
. Saida: O vetor A ordenado.

. Passo 1: O vetor A é unitario. Entao pare, pois ele ja esta ordenado.

B0]
. Passo 10: Volte a aplicar o procedimento Merge-Sort no vetor B =[ 9 |.

. Entrada: ng =1e by = 9.
. Saida: O vetor B ordenado.
. Passo 1: O vetor B é unitario. Entao pare, pois ele ja estd ordenado.

Alo) B[0]
. Passo 11: O procedimento Merge é aplicado nos vetores A =[3]e B=[9],
B[] Bl1]

da observacgao 40, mas ja ordenados, fornecendo o vetor ordenado B =3, 9 |,
que serd utilizado pelo procedimento Merge do procedimento iniciado em (1).
A[0] A[1] A[2]

— Passo 11: O procedimento Merge é aplicado nos vetores A = [27, 38, 43] e B =

B[] B[1]
3, 9], da observacao 37, mas j4 ordenados, fornecendo o vetor ordenado C' =

clo] ¢ ¢ ¢ ¢
[3, 9,27, 38, 43], que é a saida.

De forma simplificada, tem-se:

Figura 4.2.1: Merge-Sort
El—Etapal

E2 MS \33\27|43|3[9%Q\ E9
MS

E3 — T E7 E10 -—— . Ell
33 27] s e e
E4 - . E5 L MS— o sort | MS MS
vs ms B El
MS| Ms / _ — M Ep —
38 " M
v~ E6 = E8 E1l3 -
2738 ——=—[2738]43 | ;| 3|9 [27]38]43]
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Por pseudocodigo, tem-se:

1 Procedimento Merge-Sort(n, C)

2 Se n =1 entao

3 Pare, pois o vetor ou vetor ja esta ordenado.
4 Senao Se n > 1, entao

5 m = (ﬂ

2

6 Para i =0 até m — 1, faga
7 Ali] - Cli

8 Para i =m até n — 1, faga
9 Bl[i —m] : C[i]

10 Merge-Sort(m, A)

11 Merge-Sort(n — m, B)
12 Merge(m, A, n—m, B)
13FimSe

4.2.4.1 Custo da Ordenacgao Por Intercalagao (Pior Caso)

Dos procedimentos Merge e Merge-Sort, obtém-se a seguinte recorréncia:

B O(1), sen=1
T(n>_{T((%'D_'_T(\_%J)_FO(n)? sen>1

na qual O(1) é o custo da instrugao da linha 2 do procedimento Merge-Sort, T {%1 el L%J
sao os respectivos tempos de execucao das instrugoes posicionadas nas linhas 10 e 11, desse
algoritmo, e O(n) é o custo do procedimento Merge (linha 12).

Para a analise assintotica O, pode-se considerar n = 2*. Assim,

1 se k=0
T(2F) =< ,
#) {2.T(2k—1)+2k, se k>0

Logo, para k > 0, tem-se:
T(2F) = 27 (281 + 2%

22T (2F72) 422K 1 4 28 = 22T (2F2) 4 2. 2%
= 25T (2M3) 422282 4 2.2F =237 (2F3) - 3. 2F

= 2" (2MF) + k- 2%
28T (1) + k- 2%
2k + k- 2%

= 2k 42k

Logo,

T(n)=T (Qk) = 2%k + 28 = n.log,n +n =



T(n) = n.log,n + n.
Para n > 2, tem-se:
nlog,n +n = n (log,n + 1) < n. (log,n + log,n) = 2n - log,n.
Portanto,

T(n) = O (n.log,n).

67
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Um aluno sabendo construir um pseudocodigo e tendo habilidade com determi-
nada linguagem de programacao, pode ser estimulado, pelo professor, a implementar algo-
ritmos computacionais, para solucionar problemas da matemética elementar. Além disso,
podera analisar os algoritmos que criou para solucionar um mesmo problema, por meio de
funcoes que calculam o nimero de passos requeridos por cada algoritmo, sendo capaz de
escolher o que possuir a menor ordem de crescimento, para uma entrada suficientemente
grande.

Trabalhando com o teste de mesa para cada algoritmo implementado, e tentando
sempre descobrir métodos eficientes para solucionar problemas da matematica basica, o aluno
terd a oportunidade de desenvolver seu raciocinio, podendo assim abordar contetidos mate-
méaticos com agilidade.

O tema aqui abordado propoe a sua integracao com o curriculo da educagao basica,
tanto por tratar de matemética basica como por apresentar uma aplicacao da matematica
num contexto real computacional.
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A.1 Implementacao do algoritmo intercalar, para dois vetores de mesmo tamanho,
em linguagem shell

1
2
3
4
3
6
7
8
9
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
2
2
2
2
2
2
2
2

A.2 Divis

##!/bin/sh 28 else
echo "Entre com o  tamanho 29 c[$i]=%{b[$k] }
dos dois vetores:" 30 i=$(expr $i+1)
read n 31 k=$(expr $k+1)
for((i=0;i<n;i++)) 32 fi
do 33 if [ $j -eq $n -0 $k -eq $n |
echo "Digite o numero da 34 then
posicao $i no primeiro arranjo:" 35 break
read a[$i] 36 fi
0 done 37 done
1 for((i=0;i<n;i++)) 38 for((;j<m;))
2 do 39 do
3 echo "Digite o numero da 40 c[$i]=%{a[$j]}
4 posicao $i no segundo arranjo:" 41 i=$(expr $i+1)
5 read b|[$i] 42 j=S(expr $j+1)
6 done 43 done
7 echo "Merge Sort" 44 for((;k<n;))
8 =0 45 do
9 k=0 46 c[$i|=${b|sk|}
0 i=0 47 i=$(expr $i+1)
1 let num=n+n 48 k=8 (expr $k+1)
2 for((x=0;x<num;x+-+)) 49 done
3 do 50 echo "Nimeros ordenados:"
4 if | ${a|3j]} -le ${b[Sk|} | 51 for((i=0;i<10;i++))
5 then c[$i]=%{a[$j]} 52 do
6 i=$(expr $i+1) 53 echo ${c[$i]}
7 j=S(expr $j+1) 54 done
ao Euclidiana - Shell Script

1 #!/bin/bash

2 echo “Digite o valor de a (dividendo):”;

3 read a

4 echo “Digite o valor de b (divisor):”;

5 read b

6 q="expr $a / $b°

7 r="expr $a - $b \* $q°

8 echo “O resto da divisdo de $a por $b é igual a $r.”;

9 if [ $r -eq 0 ] then

10 echo “$b divide $a, pois o resto é igual a zero.”;



11 else

12 echo “$b nao divide $a, pois o resto é diferente de zero.”,;

13 fi

A.3 Algoritmo de Euclides - Shell Script

1 #!/bin/bash

2 echo “Procedimento: Algoritmo de Euclides - (a, b).”;

3 echo “Digite o valor de a:”;
4 read a

5 echo “Digite o valor de b:”;
6 read b

7if | $a == 1] then

8 echo “(%a, $b) = 1.”;
9 exit

10 elif [ $b == 1] then

11 echo ($a, $b) = 1.7;

12 exit

13 fi

14 if [ $a -le $b | then
15 x—9%a

16 else

17 x=$b

18 fi

19 m=%a

20 n=3%b

21 q=‘expr $a / $b¢

22 r="expr $a - $b \* $¢‘
23 a=%b

24 b—$r

25 while [ $r 1= 0 |;

26 do

27 x=9r

28 q=‘expr $a / $b¢
29 r=‘expr $a - $b \* $¢‘

30 a—3$b
31 b=$r
32 done

33 echo “($m, $n) = $x.7;

A.4 Algoritmo Estendido de Euclides - Shell Script

1 #!/bin/bash

2 echo “Algoritmo Estendido de Fucli-
3 des para o célculo do mdc(a, b).”;

4 echo “Digite o valor de a:”

b read a

6 echo “Digite o valor de b:";

7 read b

8 if [ b == 0] then

9 d=%a

10 x=1;

11 y=0;

12 echo “($a, $b) = Sa, x = 1 ey = 0.
13 fi

14 r="%a

15 rr—$b

16 u=1;

17 v=0;

18 uu=0;

19 vv=1;

20 while | $rr != 0 [;

21 do

22 q=‘expr $r / $rr;

23 rs=9r

24 us=%u

25 vs=$v

26 r=$rr

27 u=%uu

28 v=3%vv

29 rr="‘expr $rs - $q \* $rr';
30 uu="‘expr $us - $q \* $u’;
31 vv=‘expr $vs - $q \* $vv;
32 done

33 c=‘expr $a \* $u + $b \* $v;
34 echo “($a, $b) = $c.;
35echo“x=8%uey=9$v.";
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