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“O Infinito ¢ distante, sobretudo perto do fim.”
(Alphonse Allais).



Resumo

Este trabalho pretende apresentar ao leitor uma sequéncia de problemas que en-
volvem o conceito de infinito na Matematica com o objetivo de promover o conheci-
mento de maneira geral e, no ambito escolar, auxiliar professores no processo de ensino-
aprendizagem como também despertar o interesse do estudante do ensino basico pelo
tema. Cada problema é seguido de um comentério e/ou resolugdo. Além disso, mos-
tra um breve historico da construcao do conceito de Infinito desde a Antiguidade até
os tempos atuais, enfatizando os eventos mais relevantes e os nomes que se destacaram
nesta busca. Apresenta algumas defini¢oes, teoremas e demonstragoes da teoria dos con-
juntos que ajudam na compreensao e resolucao dos problemas apresentados e mostra a

importancia do conceito de Infinito em outras ciéncias.

palavras chave: Historia da Matematica; Infinito; Conjuntos Infinitos;



Abstract

This work aims to introduce the reader to a series of problems involving the concept
of infinity in Mathematics, intending to promote knowledge in general; and in primary,
elementary and high schools, by assisting teachers in the teaching-learning process and
also by arousing interest in the subject on students. Each problem is followed by a review
and /or resolution. It also shows a brief history of the construction of the infinity concept,
from Antiquity to the present times, with special attention to events and names that
stood out in this search. This paper also presents some definitions,theorems and proofs
from Theory of Set which help in understanding and solving the mentioned problems and

show the importance of the concept of Infinity in others Sciences.

Keywords: History of Mathematics; Infinity; Infinite sets;
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Introducao

Essa dissertacao foi elaborada com o objetivo de promover o estudo da Matematica,
especificamente do Infinito na Matemaética. E fruto da observagao dos conteudos curri-
culares no ensino basico que inevitavelmente tratam desde conceito tao abstrato. Seus
textos e capitulos foram organizados na tentativa de suprir as necessidades de estudantes,
professores e interessados no tema sem restricoes quanto a sua aplicabilidade, podendo
ser utilizada tanto como referéncia para alguma disciplina, como para estudo da Ma-
tematica independente. O texto traz um novo olhar, um método contextualizado de
abordar conteidos matematicos e sua utilizacao em sala de aula nao deve restringir-se ao

conceito aqui abordado, podendo ser ampliado a todo estudo da Matematica.

O conteudo relaciona basicamente o conceito de infinito e o método de resolucao
de problemas inspirado no livro “Circulos Matematicos: a Experiéncia Russa Ef’. Tal
tematica foi escolhida, primeiro pela crenca na necessidade do rompimento do paradigma
que aloja a Matematica em um lugar intangivel. E segundo, por ser o infinito um conceito

que, apesar de fundamental para a ciéncia e muito falado, é pouco compreendido.

O infinito sempre foi um tema que desafiou a mente humana. Ao longo da histéria
da humanidade vem causando grande interesse cientifico ao mesmo tempo em que faz
parte do imaginario social. Podemos supor que a busca da infinitude surge concomitante-
mente a tomada de consciéncia da finitude, afinal um é a negacao do outro. A discussao
sobre o infinito esta presente em varias areas do conhecimento tais como Filosofia, Te-
ologia, Astronomia, Fisica, Quimica, etc. Questoes como: se o universo ¢ infinitamente
grande ou existéncia de particulas atomicas consideradas infinitamente pequenas, fisicos,
quimicos e cientistas de maneira geral nao podem fugir. Até na arte encontramos re-

feréncia ao infinito com a perspectiva.

Na Matematica, o conceito formal, estrutura e comportamento do infinito foram

IEste livro foi produto de circunstancias culturais singulares na antiga uniio soviética que fomentaram
a criacao dos chamados Circulos Matematicos , grupos formados por alunos , professores e matematicos
.(FOMIM, 2012)



construidos ao longo da histéria e ainda assim causa certo desconforto devido a sua na-
tureza intuitivamente inalcangavel. No meio cientifico, o debate é intenso e d& origema
novas teorias tornando o campo com rica produgao. J&, fora da academia, o tema ainda
é visto com certa desconfianca. Esse tipo de pensamento parte de pressupostos carrega-
dos de ideias erroneas ou incompletas do senso comum. Tais pressupostos podem gerar

dificuldades e resisténcias a aprendizagem da matematica.

O conceito de Infinito Matemaético, apesar de distante da realidade cotidiana esta
muito presente nas praticas escolares. Ao afirmar, por exemplo, que numa reta hé in-
finitos pontos, que por um ponto passam infinitas retas ou ainda que entre o nimero
zero e o nimero um existe uma infinidade de ntimeros, a pessoa nao se da conta de que
esta tratando de um conceito rico e que merece um melhor tratamento e um olhar dife-
renciado sobre o desenvolvimento do pensamento matematico em torno do tema. Apds
uma discussao histérica e de conceituacao do tema, esta dissertacao tem o intuito de,
com inspiragao na Experiéncia Russa, apresentar uma proposta de problemas desafiado-
res que abordem direta ou indiretamente o conceito de infinito. A Experiéncia Russa traz
uma abordagem singular no que diz respeito a disposicao de problemas de forma gradual.
As sequéncias sao compostas por problemas de varios niveis de interesse e demandam
habilidades distintas de maneira que qualquer pessoa consiga resolver os primeiros exem-
plos tornando possivel o avanco gradativo da complexidade, possibilitando a solucao de
problemas extremamente desafiadores. Nesse caso, problemas e situagoes- problema que
envolvam a ideia de infinito sao dispostos de maneira desafiadora e em seguida sao apre-
sentadas as solugoes e comentarios.

A experiéncia russa é mais que um método de ensino/aprendizagem da ma-
temdtica é uma abordagem, uma nova forma de encarar a ciéncia em si e
seu estudo. Surgiu na antiga Uniao Soviética, através da criacao de grupos
intitulados Circulos Matematicos e compostos por estudantes, professores e
matematicos os quais eram baseados na ideia de um estudo da matemaética de
forma recreativa e que pode gerar entusiasmo como o de praticar algum esporte

sem ser, necessariamente, competitivo. (FOMIM, 2012)

Diante do que foi exposto acima o texto foi organizado da seguinte forma:
CAPITULO I - A EVOLUCAO DO CONCEITO DE INFINITO

Apresenta um breve histérico focando alguns momentos em que o infinito foi, de
alguma forma, pensado pelos grandes nomes da matemadtica. Sao utilizadas as seguin-
tes referéncias, BOYER (2001), MORRIS (1997),OLIVEIRA (2013), SAMPAIO (2008),
SERRA (2002), STWART (2014) entre outros.



Tracando um perfil historico podemos encontrar ideias relacionadas ao conceito
de infinito desde a Grécia antiga, passando pelaldade Média, Renascimento, até os dias
atuais; salientando-se que s6 no século XIX é que George Cantor mostrou, em relagao ao
tamanho dos conjuntos, que hé infinitos iguais e diferentes. As suas teorias para a teoria

de conjuntos revolucionaram entao a Matematica.

CAPITULO II - MAS AFINAL, O QUE E INFINITO?
Este capitulo apresenta um resumo da teoria dos conjuntos com énfase em conjuntos infi-
nitos extraidos de ELON (2004) e traz os conceitos de conjuntos cardinalidade, conjunto

finito e infinito, imprescindivel para o entendimento do tema.

CAPITULO II - SEQUENCIA DE PROBLEMAS E SITUACOES-PROBLEMA
ENVOLVENDO O CONCEITO DE INFINITO.

Por tratar-se de atividades recreativas e desafiadoras, tao importante como resolver
é compreender a solugao. Por isso um capitulo dedicado a esse tema trazendo curiosidades

e métodos diversos de resolugdo. As questoes podem ser encontrada em LIMA (2006),
FOMIM (2012) entre outros.



Capitulo 1
A Evolucao do Conceito de Infinito

Este capitulo apresenta um breve historico da construgao do conceito de infinito,
que se confunde com a propria historia do desenvolvimento do pensamento humano, per-
correndo varias dreas do conhecimento cientificosendo o infinito matemdtico o foco prin-

cipal desse texto.

Para entendermos como se deu a evolucao do conceito de infinito, podemos nos
transportar no tempo e imaginar o homem primitivo na observacao da natureza e de seus
ciclos como, por exemplo, a sucessao dos dias e das noites, a observagao dos astros e suas
orbitas, o clima com seu comportamento periddico. Este homem se perguntaria: esses
comportamentos sao eternos? Algum dia teve um comeco e algum dia terd um fim? Outra
questao fundamental que fez e faz o homem pensar sobre o infinito de um ponto de vista
amplo é a consciéncia da morte e a busca de uma explicacao para o sentido da vida. Nao
podendo driblar a certeza da finitude da vida de cada individuo na Terra, a humanidade
precisa acreditar em algo que seja eterno como um espirito, uma energia que nao tenha
fim. Tem inicio assim, com questoes filoséficas, as primeiras investidas dos pensadores
na obtencao de ideias sobre o infinito. Mas, vamos fixar neste estudo, o conhecimento
acumulado a respeito do conceito de infinito na Matematica, que substancialmente trata

de ntimeros, conjuntos e padroes.

O infinito intriga o ser humano desde que o homem aprendeu a pensar. Se obser-
varmos o principio da contagem e ordenagao, a sequéncia 1, 2, 3, 4, 5, ..., ja traz em si
um dilema, pois é uma sequéncia que nunca termina e nao se pode imaginar um numero

que seja maior que todos os outros.

Na Grécia, por volta do século V a.C., os filésofos procuravam encontrar principios

fundamentais que explicassem a verdade através da Matematica. Também pela primeira



vez, aparecem filésofosque abordam a Matematica pelo conhecimento e nao apenas pela

sua utilidade.

Na Grécia antiga, o ser humano toma consciéncia que o mundo é um problema
que terd de ser resolvido em termos conceituais de uma forma racional e ponde-
rada e nao em termos mitico-afetivos. Por volta do século VII A.C., a cultura
grega comeca a debrugar-se sobre questoes relacionadas com o lugar do Homem
no Universo. Pois bem, nesta procura da verdade, da razao, da ordem sobre o

caos, nasce o logos, o raciocinio 16gico. (DIEGUEZ, 1994)

De fato os Gregos sao, na matematica, os primeiros a tomar consciéncia do in-
finito e também os primeiros a nega-lo. Ao tentar exprimir por um numero a medida
da diagonal de um quadrado de lado 1, observa-se que o calculo da raiz quadrada de 2
resulta num nimero com infinitas casas decimais, e que diferentemente dos ntimeros do
tipo 0,666666... ou 0, 181818... nao pode ser escrito como uma razao entre dois nimeros

inteiros, ou seja, irracional. Deve-se aos Pitagoricos a descoberta destes ntimeros.

Existem muitos outros exemplos de segmentos de reta e curvas que desafiaram o
pensamento matematico grego. Tais segmentos eram chamados de incomensuraveis. En-
tre eles esta o comprimento de uma circunferéncia de diametro igual a 1. Hoje chamamos

este numero de PI.

Nesse periodo surgem também famosos paradoxos sobre a natureza do infinito. O
sabio Zenao (495-430 a.C.) enunciou argumentos para tentar provar a inconsisténcia dos
conceitos de multiplicidade e de divisibilidade, criando quatro paradoxos relativos ao mo-
vimento e ao tempo que mais tarde foram estudados por Aristételes (384-322 a.C.) que

os intitulou por Aquiles, Seta, Dicotomia e Estddio.

No primeiro paradoxo, traz uma fantastica corrida entre Aquiles, heréi da Grécia,
e uma lenta tartaruga. Ele provou que ao dar uma vantagem a tartaruga Aquiles, nunca
poderia alcancé-la. Por exemplo, se o herdi fosse duas vezes mais rapido e desse uma van-
tagem de um quarteirao, assim, quando Aquiles percorre o mesmo quarteirao a tartaruga
teria percorrido mais meio quarteirao. No segundo instante, Aquiles teria andado esse
meio quarteirao e a tartaruga teria avancado mais um quarto do mesmo quarteirao. Ou
seja, como a tartaruga é duas vezes mais lenta, sempre avancard metade da distancia que
o heréi percorre em cada instante. Assim sendo, a vantagem vai reduzindo gradualmente,

mas, sempre havera uma minima diferenca entre os competidores.



Esse pensamento de Zenao tornou-se um paradoxo e alvo de discussoes por séculos,
ja que, numa disputa real Aquiles certamente venceria a tartaruga. O que mais intrigou os
pensadores é que essa corrida simboliza uma soma infinita. Suas parcelas sao as distancias
percorridas por Aquiles a cada instante, comecando com um quarteirao, depois meio quar-
teirdo e assim por diante. A conta fica assim: 1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 ... . Embora
pareca impossivel fazer tal soma, pois ela nunca termina e sempre se pode acrescentar
mais uma parcela ao seu final, os gregos ja sabiam que seu resultado era simplesmente
2. Ou seja, Aquiles ultrapassaria a tartaruga exatamente ao fim do segundo quarteirao.
Nao se pode afirmar que seu resultado ajuda a compreender o infinito, mas Zenao abriu

o caminho para outros pensadores gregos.

Posteriormente temos Eudoxo de Cnido (400-350 a.C.) a quem ¢é creditado o método
de exaustao que consiste de maneira simplificada em colocar figuras dentro de figuras. Por
exemplo, um triangulo, depois dois triangulos menores, depois trés ainda menores e assim
por diante, todos dentro de um circulo. Dessa maneira, é possivel usar areas de figuras

conhecidas como os triangulos para calcular uma area desconhecida.

Arquimedes de Siracusa (290-212 a.C.) foi o primeiro a usar o método de exaustao
com rigor, 250 anos antes da era crista e conseguiu, assim, montar uma soma infinita:
1 + 1/4 + 1/16 + .... E, com ela, Arquimedes calculou area limita por uma das mais

importantes curvas geométricas, a parabola.

O método da exaustao é um processo fundamental no Calculo, mas, é necessario sa-
lientar que na época de Arquimedes, nao se consideravam somas infinitas, mas apesar de os
gregos nao assumirem de fato o infinito, este foi um dos métodos que mais contribuiu para
o desenvolvimento de conceitos como o de limite. Na Idade Média, conhecida como a era
das trevas, houve uma estagnacao da producao cientifica de maneira geral na Europa, no
entanto o infinito aparece nas ideias de Santo Agostinho (354-430) e Sao Tomés de Aquino
(1225-1274), o infinito ¢ entendido como um atributo de Deus. A ideia de infinito volta
a ter um carater mitico e religioso. Neste improvavel cendrio, surge uma figura chamada
Leonardo de Pisa (1175-1250), mais conhecido como Fibonacci; talvez inspirado por um
problema enunciado do papiro de Rhind, ele apresenta em seu livro, dentre outras coisas,
um problema sobre reproducao de coelhos que origina uma sequéncia de niimeros cons-
truida da seguinte maneira: os dois primeiros termos sao iguais a 1. A partir do terceiro,
cada termo é a soma dos dois anteriores, ou seja, (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 33, 54, ...).
Apesar de seu problema envolver o calculo do niimero de coelhos resultante apés um ano,

um numero finito de interagoes, esta sequéncia posteriormente estudada, gerou resultados



interessantes do ponto de vista do infinito.

O século XVII foi considerando um grande momento para a Matematica, pois nesse
periodo que a geometria analitica e o calculo sao desenvolvidos. Destacando-se grandes
nomes como: Simon Stevin (1546-1620) e Johann Kepler (1571-1630) que consideram so-

mas infinitas.

O filésofo Galileu Galilei (1584-1642) estabeleceu correspondéncias entre conjuntos
infinitos. Comparou a quantidade de niimeros inteiros e de quadrados perfeitos e concluiu

que um nao é maior nem menor que o outro.

Em 1655, John Wallis (1616-1703) trabalhou com séries infinitas. Paralelamente
a Isaac Newton (1643-1727), Gottfried Leibniz (1646-1716) encontrou também um novo
calculo, entre 1673 e 1676. A abordagem de Newton era essencialmente cinematica, en-

quanto a de Leibniz era geométrica.

Somente no Renascimento comegou-se a acrescentar questoes a esse pensamento e,
por volta de 1700, Newton e Leibniz inventaram o calculo infinitesimal e assim, surgiram
férmulas para o calculo das mais variadas areas e volumes, assim como o comprimento de
curvas. O Célculo Infinitesimal é a principal ferramenta Matematica que trata o infinito.
O método da exaustio foi um grande catalisador dos métodos infinitesimais desenvolvi-
dos no Renascimento para resolver problemas de areas, de volumes, do movimento e da

mecanica celeste.

O alemao Friedrich Gauss (1777-1855), chamado o principe dos matematicos, ex-
pressou as duvidas dessa época, sugeriu a retirada da ideia de infinito da Matematica.
Em contraposi¢ao, Augustin Louis Cauchy (1789-1857), criou o conceito de limite, um
método de dar sentido a uma sequéncia infinita. Segundo Cauchy, nao era correto dizer
que 1 + 1/2 + 1/4 + ... eraigual a 2, mas sim que essa soma tende a 2, sem nunca

chegar a ele.

No século XVIII, chegamos a época de Leonhard Euler (1707-1783), em 1748,
escreveu Introductio in Analysin Infinitorium e o primeiro volume desta obra trata essen-

cialmente de processos infinitos.

No século XIX, surge uma nova geracao de matematicos e agora a Matematica ¢é

tida nao apenas como uma ciéncia importante para a Mecanica e para a Astronomia, mas



como uma ciéncia auténoma. Ha uma separacao dos matematicos puros e dos aplicados.

Em destaque, o matemdtico Georg Cantor (1845-1918) com uma ideia simples e
genial. Ele “contou” os elementos dos conjuntos infinitos e os comparou. Fazendo isso
deu sentido a uma questao bem antiga do Infinito Potencial e Infinito Atual e criou os
numeros transfinitos. Aos conjuntos com a mesma cardinalidade dos niimeros naturais ele
nomeou de Alefe—zero e percebeu, também, que a cardinalidade do conjunto dos nimeros

reais era maior que a dos nimeros naturais.

Com essa ideia em mente, Cantor emparelhou os nimeros inteiros com os
ntimeros menores que 1 e constatou: depois de esgotar a lista dos inteiros, ainda
havia menores que 1 a emparelhar. Concluiu que o nimero desses tltimos —
apenas entre 0 e 1 — era maior que o infinito nimero dos inteiros. Nem havia
nome para tal quantidade, e coube a Cantor batiza-la. Chamou de dlefe-zero
ao conjunto de todos os inteiros — o “menor” dos infinitos. Vinha depois o
dlefe-um, e por ai adiante, numa inimagindvel hierarquia de infinitos. O mundo
ficou pasmo, mas, como quase sempre acontece, grande parte do problema era
simples falta de costume com uma ideia nova. (DIEGUEZ, 1994)

O raciocinio de Cantor estendeu-se a Geometria quando ele compara reta e plano
e, apesar de intuitivamente pensar que a reta teria uma menor quantidade de pontos,
ele prova que ambos possuem a mesma quantidade. Ou seja, é possivel estabelecer uma
relacao bijetiva entre esses dois conjuntos. Com isso, Cantor ampliou os horizontes da
Matematica. Um grande exemplo disso é a importancia que sua abordagem teve para a

base da Teoria dos chtaiﬂ considerada hoje um notével avango no conceito de dimensao.

Sob esse viés, surge uma nova maneira de conceber a ideia de nimero, ao traduzir
a ideia matematica mais elementar que é a comparacao entre dois conjuntos. O nimero

agora € visto como uma relagao entre conjuntos.

Richard Dedekind (1831-1916) fez os primeiros estudos sistematicos sobre con-
juntos infinitos. Ele eliminou os buracos existentes na reta, criando os nimeros reais.
Estabeleceu uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta e os nimeros

reais. Logo, Dedekind estabeleceu uma bijecao entre dois conjuntos infinitos.

Destacam-se também Augustin Cauchy (1789-1857), que tentou dar resposta, através

do Calculo, a uma série de paradoxos que assombravam a Mateméatica desde o tempo de

'Fractais sio formas geométricas cujo o padrao se replica gerando figuras complexas que preservam,
em cada uma de suas partes, as caracteristicas do todo.( STEWART, 2014)



Zenao, Karl Weierstrass (1815-1897) e Bernhard Bolzano (1781-1845), que se preocupam
com os métodos do calculo infinitesimal e conduziram uma formalizacao rigorosa com base

na noc¢ao de limite. Este conceito permitiu um novo tratamento mateméatico do infinito.

Ao longo do tempo, varios matematicos tentaram encontrar critérios de com-
paragao entre conjuntos infinitos e, no século XIX, estava mais ou menos aceito que a
existéncia de uma bijecao entre dois conjuntos permitia estabelecer a igualdade da quan-
tidade dos seus elementos. Dado um conjunto infinito de referéncia e um outro conjunto
infinito, podemos estabelecer uma correspondéncia bijetiva entre esses conjuntos? Em
caso afirmativo, os conjuntos tém o mesmo tamanho, caso contrario podemos concluir
que existem infinitos de tamanhos diferentes. Cantor mostrou, em relacao ao tamanho
dos conjuntos, que hé infinitos iguais e diferentes. Tal como Dedekind, ele tinha reconhe-
cido a propriedade fundamental dos conjuntos infinitos, mas viu que os conjuntos infinitos

nao eram todos iguais.

Ficou entao provado que os subconjuntos infinitos que tém o mesmo cardinal que
o conjunto dos nimeros racionais é enumeravel, que o conjunto dos ntimeros reais nao é
enumeravel e que o conjunto dos pontos de um quadrado é equivalente ao conjunto dos

pontos do seu lado.

O inicio do século XX ficou marcado pelo segundo Congresso Internacional de
Matemaética, que ocorreu em Paris (1900). David Hilbert (1862-1943) apresentou numa
conferéncia uma lista de vinte e trés problemas matematicos que precisavam de resposta.
O primeiro referia-se a estrutura de continuidade dos nimeros reais e, mais explicita-
mente, a Hipdtese do continuo. Ele questionou se haveria algum cardinal entre o continuo

(reais) e o numerdvel (inteiros) e se o continuo poderia ser considerado bem ordenado.

Os trabalhos de Kurt Gédel (1906-1978), em 1936, e de Paul Cohen (1934-2007),
em 1963, mostraram que esta formulacao nao pode ser demonstrada nem refutada tendo

em conta apenas os axiomas habituais da teoria de conjuntos.

Acrescenta-se apenas que Cantor nao reconhecia a existéncia dos infinitamente
pequenos e foi preciso esperar pela Andlise nio Standard P, formulada por Abraham Ro-
binson (1918-1974), em 1961, para os infinitesimais serem reconhecidos como entidades

bem definidas e, assim, justificar os cédlculos que os fisicos faziam com eles.

2Andlise nao Standart é uma método matemdtico rigoroso que define os niimeros reais infinitamente

grandes ou infinitamente pequenos ( SCIENTIFIC AMERICAN BRASIL, 2006)
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A Andlise Matemadtica constitui por si mesma uma sinfonia do infinito. (...)
Mas a Anélise, por si s, nao nos dé ainda a visao mais aprofundada da natureza
do infinito. Para obté-la servimo-nos de uma disciplina que se aproxima da
especulacao filoséfica geral e que estava destinada a dar nova luz a todos os
complexos problemas que se referem ao infinito. Esta disciplina é a teoria
dos conjuntos que foi criada por Georg Cantor. (...) Esta me parece a mais
maravilhosa florescéncia do espirito matematico e, sem divida, uma das mais
altas realizagbes da atividade racional humana pura. (Hilbert, 1926, p. 239-240
APUD SAMPAIO, 2008).

1.1 Aprofundando um pouco mais a teoria cantori-

ana

Se imaginarmos uma reta e distribuissemos nos pontos desta reta todos os ntimeros
racionais de forma ordenada serd que estes preencheriam todos os espacos, ou seja, sera que
existe uma correspondéncia biunivoca entre todos os pontos da linha e todos os niimeros

racionais?

Na época de Pitdgoras ja se sabia que este sistema estava incompleto: ha pontos
da reta que nao estao preenchidos por pontos associados a numeros racionais. Para ve-
rificar isto basta marcar sobre a reta a medida da hipotenusa de um triangulo retangulo
cujos catetos mecam uma unidade. Este valor, a raiz quadrada de 2, nao tem equivalente

numérico no sistema racional de ntmeros.

Para responder a este e outros problemas relacionados a conjuntos infinitos, Cantor
teve uma ideia simples: “contou”os nimeros inteiros, “contou” os nimeros racionais, e
todos os niimeros reais. E ébvio que nao podemos contar todos os niimeros, afinal ha um
numero infinito de cada tipo, mas Cantor nao estava interessado em saber exatamente
quantos numeros existem, mas sim descobrir se dava para estabelecer uma relagao entre

dois ou mais destes conjuntos.

Tomando o conjunto dos nimeros inteiros, emparelhou os seus elementos com os
do conjunto dos numeros pares, e descobriu que ha tantos inteiros quantos os nimeros

inteiros pares. Isto pode ser facilmente visto na tabela 1.1.
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inteiros | inteiros pares
1 2
2 4
3 6
4 8
) 10
n 2n
Tabela 1.1

Para cada nimero inteiro hd um nimero par correspondente: o seu dobro. Assim,
Cantor chegou a notavel conclusao de que, quando consideramos quantidades infinitas, o
todo nem sempre é maior do que cada uma das suas partes. Qualquer conjunto infinito
que seja subconjunto de niimeros inteiros tem exatamente a mesma cardinalidade que o

conjunto de todos os niimeros inteiros.

inteiros | quadrados | inteiros negativos cubos divisiveis por 100 | multiplos de 2000
1 1 -1 1 100 2000
2 4 -2 8 200 4000
3 9 -3 27 300 6000
4 16 -4 64 400 8000
5 25 -5 125 500 10000
n nxn -n nxXnxn 100 x n 2000 x n
Tabela 1.2

Cantor descobriu algo que parece agora bastante ébvio: nao existe nenhum con-
junto infinito que tenha menor cardinalidade do que o conjunto dos niimeros inteiros. Para
representar o nimero de elementos existentes neste conjunto, Cantor adotou o termo dlefe-
zero, que se representa por Ng. Alefe é a primeira letra do alfabeto hebraico. Para distin-

guir este novo nimero dos nimeros finitos, ele designou-o como transfinito.

O questionamento que vem em seguida é: serd que existem outros niimeros trans-

finitos, ou seja, serd que existem conjuntos infinitos cuja cardinalidade seja maior do que
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a do conjunto dos numeros inteiros? Intuitivamente podemos pensar no conjunto dos
nimeros racionais, que além dos inteiros possuem as fracoes, mas, nao foi o que Can-
tor observou. Ele emparelhou os elementos dos dois conjuntos e descobriu que tinham a
mesma cardinalidade. A préxima etapa seria testar os numeros reais. Cantor ja sabia
que existiam duas categorias de nimeros irracionais: os algébricos e os transcendentes.
Um numero algébrico éaquele que pode ser raiz de uma equagao algébrica; uma vez que
existem infinitas equagoes algébricas, existe também um numero infinito de suas raizes, ra-
cionais e irracionais. No entanto, hd niimeros que nunca podem ser raizes de uma equacao
algébrica; por exemplo, é impossivel formular uma equacao que tenha 7 como raiz, porque
este nimero s6 surge através do uso de processos infinitos de andlise, nunca através de
processos algébricos finitos. As equagoes nao algébricas como, por exemplo, exponenciais,
logaritmicas ou trigonométricas nao tém, por regra, raizes que sejam numeros algébricos.
Os ntumeros nao algébricos denominam-se transcendentes, e os seus representantes mais

conhecidos sao 7 e e.

Para comparar a cardinalidade do conjunto dos niimeros inteiros com a dos niimeros
reais, Cantor fez a distincao entre os niimeros algébricos e o mais abrangente conjunto dos
reais, que comporta também os transcendentes. Primeiro tentou emparelhar os inteiros
com os algébricos. Através de um método de ordenacao das equacoes algébricas com base
nos expoentes dos seus coeficientes, Cantor conseguiu mostrar que as suas raizes, isto
é, os numeros algébricos, podiam ser emparelhados com os ntimeros inteiros. Portanto,
o conjunto dos numeros algébricos tem a mesma cardinalidade dos inteiros. Todos os
conjuntos até esse momento pareciam ter a mesma cardinalidade, mas Cantor surpreen-
deu a todos quando tentou comparar o conjunto dos niimeros reais com o dos inteiros e
descobriu que era “maior”. A cardinalidade superior do conjunto dos reais deve-se aos
nimeros transcendentes que contém. Quando foram descobertos, pensava-se que estes
nimeros eram raros, mas Cantor provou exatamente o contrario: nao sé eles sao comuns,
como existem em muito maior quantidade do que qualquer outra espécie de nimeros.
A demonstracao de que o conjunto dos numeros reais ¢ “maior” do que o dos nimeros
inteiros é a seguinte: primeiro Cantor admitiu que existisse uma correspondéncia perfeita
entre todos os inteiros e todos os nimeros reais de 0 a 1. Para fazer esta correspondéncia,
é preciso listar todos os nimeros reais. Cantor assumiu que esta listagem podia ser feita,

escrevendo todos esses niimeros sob a forma de dizimas infinitas, como por exemplo:
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0,0976547678...
0,5436890007...
0,2712312765...
0,4981212769...
0,9416665438...

Depois, através de um processo de diagonalizagao, mostrou que esta lista nao
contém todos os nimeros reais, isto é, por mais exaustiva que seja a nossa lista, ha sem-
pre nimeros reais em falta. Por exemplo, um nimero real diferente de todos os listados
pode ser formado do seguinte modo: escolhendo para primeiro digito um qualquer di-
ferente do primeiro digito do primeiro ntmero listado, para segundo digito um qualquer
diferente do segundo digito do segundo nimero listado, para terceiro um que seja diferente
do terceiro digito do terceiro ntimero listado, e assim sucessivamente. O nimero resul-
tante tera de ser diferente de todos os que estao na lista porque difere de cada um deles
em pelo menos um digito - o que significa que ele préprio nao esta na lista. Assim sendo,
a suposicao de que todos os nimeros reais podiam ser listados e portanto emparelhados

com os inteiros esta errada, porque conduz a uma contradicao.

Desta forma Cantor provou que o conjunto dos nimeros reais é “maior” do que o
conjunto dos numeros inteiros. Mas, o processo de diagonalizacao pode ser usado para
provar que é sempre possivel encontrar conjuntos maiores e maiores - que nao existe o
conjunto infinito maior de todos. Assim, os nimeros transfinitos (ou ordens de infinito),
tal como os nimeros finitos usuais, sao infinitos. Cantor chamou a este segundo ntimero

transfinito - aquele que representa a cardinalidade dos ntimeros reais de C.

Em resumo, Cantor propos que o infinito dos naturais é o menor infinito possivel,
Ng (dlefe zero). O préximo infinito é denominado N; (dlefe um) e assim por diante. Além

disso, o infinito dos niimeros reais (o continuo) foi denominado C ou 2%°.

A justificativa para a notacao 2% do nimero transfinito que representa a cardina-
lidade dos ntimeros reais ¢ a seguinte: pode-se demonstrar que o conjunto dos nimeros
reais tem o mesmo tamanho do conjunto das partes de Ng. Por outro lado, a simples
analise combinatoria mostra que, no caso finito, o conjunto das partes de um conjunto

com n elementos possui 2" elementos. Por isso a analogia.

A escala que resulta do teorema fundamental de Cantor ¢ denotada : Vg , 280, 920

etc. mas, a questao é saber se ndo h4 nada entre Rg e 2% | ou seja, Xy = 2%? A afirmacao
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N; = 2% ¢ chamada de Hipdtese do Continuo.

Demonstrou-se que essas afirmacoes sao independentes dos axiomas classicamente
aceitos para a teoria dos conjuntos e somente com esses axiomas nao sera possivel deter-

minar a verdade ou falsidade da Hipotese do Continuo.

1.2 Infinito atual e potencial

Esta distingao é muito importante e bem antiga: o infinito potencial consiste num
processo através do qual um nimero cresce para além dos limites finitos; o infinito atual
nao é um processo, é ele proprio um nimero. A distingao entre potencial e atual foi apli-
cada por Cantor aos nuimeros irracionais, e por fim, a todos os nimeros finitos. Segundo
ele, qualquer niimero finito pode ser visto como um processo infinito, com uma espécie de
evolucao, ou como uma constante fixa, que representa o processo completo. A primeira,
mas nao a segunda, ¢é tradicionalmente utilizada quando se trabalha com o infinito; a
segunda, mas nao a primeira, ¢ tradicionalmente utilizada quando se trabalha com os
nimeros racionais; e uma combinac¢ao de ambas quando se trabalha com os nimeros irra-
cionais. Cantor unificou as visoes, mostrando que todos os niimeros, finitos e transfinitos,
podem ser vistos de ambas as formas. O infinito é um limite que nunca se atinge, de um
nimero infinito de nimeros. Isto é, os nimeros 1, 2, 3, 4, 5, ... podem continuar indefi-
nidamente, mas nunca atingirao o iltimo, no infinito. Visto desta maneira, cada niimero
da sequéncia é apenas um passo de um processo infinito. No entanto, o limite nunca atin-
gido pode ser visto como um ntimero em si mesmo, um ntmero transfinito. Este nimero
transfinito é infinitamente atualizado, é o limite para o qual se tende mas que nunca se
atinge, ¢ aquilo que Cantor considera a “quantidade, fixa, constante, para além de todas
as quantidades finitas.” Da mesma forma, os niimeros irracionais podem ser vistos como
o limite de uma sequéncia infinita de niimeros. Uma sequéncia de nimeros que tem o infi-
nito como limite é facil de visualizar, é a sequéncia dos inteiros, 1, 2, 3, 4, 5, ..., ou pode
ser qualquer sequéncia gerada a partir desta, como por exemplo 1, 2, 4, 8, 16, ..., em
que cada nimero da sequéncia ¢ o dobro do antecessor. Como vimos anteriormente, todas
estas sequencias tém o mesmo “tamanho”, alefe zero, o primeiro niimero da sequéncia dos

numeros transfinitos.

Para representar as sequéncias infinitas que tém ntimeros irracionais como limites,
por exemplo, o nimero irracional v/2 pode escrever-se na forma de dizima infinita néo

periddica, 1,414214... e como uma soma de infinitos nimeros racionais : 1.4, 1.41, 1.414,
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1.4142, 1.41421, 1.414214, ... Cada numero desta sequéncia é apenas um passo do pro-
cesso infinito de geracao do nimero irracional /2. Assim, v/2 é o limite de um processo
infinito e, tal como o limite da sucessao dos inteiros pode ser visto como um ntmero, o
nimero transfinito, Ng, também o limite da sequéncia racional 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142,
1.41421, 1.414214, ... pode ser visto como um nimero, o nimero irracional v/2 . Este
nimero irracional fica assim definido, pela primeira vez na histéria, apenas em termos de

numeros racionais.

Nenhum destes dois pontos de vista se aplica apenas aos nimeros irracionais ou
transfinitos. Eles aplicam-se também aos nimeros racionais. Como a visao de um numero
racional como uma quantidade fixa é suficientemente bem conhecida, pode ser omitida;
um numero racional visto como limite de um processo infinito é que é menos conhecido e

merece ser considerado.

Todos os ntimeros racionais podem ser escritos na forma de dizima infinita. Por
exemplo, 4 pode ser escrito como 4.0000..., com os zeros a continuar indefinidamente; a
fragao 1/3 é 0,3333..., e 1/7 é 0,1428571428571... Qualquer dizima infinita pode, natu-
ralmente, ser rescrita como uma sequéncia infinita; e uma sequéncia infinita deste tipo
chegard, depois de um numero infinito de passos, ao seu limite. Assim, os nimeros raci-

onais podem também ser vistos como o limite de um processo infinito.

Vistos desta perspectiva, eles parecem nao diferir dos irracionais - no entanto a
diferenca existe. Sempre que um nimero racional é escrito sob a forma de dizima a sua
sequéncia de digitos repete-se, sendo por esse motivo designados por dizimas infinitas
periddicas. No primeiro exemplo que se viu, 0 repetia-se infinitamente, no segundo era 3,

e no terceiro era a sequéncia 142857.

As dizimas periédicas sao caracteristicas de todos os racionais e nunca ocorrem

nos irracionais.



Capitulo 2
Mas afinal, o que é Infinito?

Este capitulo traz o resumo do conhecimento matemdtico acerca dos conjuntos fi-
nitos e infinitos sob dois tipos de abordagem: a Andlise Matemdtica e a Teoria dos Con-
juntos. Grande parte do texto foi extraida do capitulo II do livro Curso de Andlise do
professor Elon Lages Lima. Aqui serao apresentados os teoremas e coroldrios referentes

ao tema e algumas de suas demonstracoes.

No ensino médio costuma-se tratar de conjuntos numéricos de forma sucinta, dei-
xando de lado alguns conceitos importantes assim como teoremas e demonstragoes. Essa
uma pratica recorrente no ensino por varios motivos: a dificuldade de abstracao dos alunos
nesta fase, a falta de conhecimento prévio em decorréncia e ensino infantil e fundamental
deficiente, falta de interesse e preparo do educador, entre outros. Comumente apresenta-
se o conjunto dos nimeros naturais, inteiros, racionais e reais, nesta ordem, ampliando
as definigoes e apresentando a relacao de pertinéncia e a relacao de inclusao. Trabalha-se
também com as operacoes de uniao, intersecao e diferenca de conjuntos usando por vezes
a representacao através do diagrama de Venn e, para intervalos reais, as retas. Percebe-
se que a nocao de infinito permeia todo o conteiido e que mereceria um tratamento no
minimo mais cuidadoso. Como ja foi abordado, deve-se a Cantor a ideia que héa diversos
tipos de infinito e o estudo aprofundado desses tipos. A nocao de conjuntos enumeraveis
esta intimamente ligada ao conjunto dos niimeros naturais logo é necessaria a exploracao

dos axiomas de Peano, dos quais toda a teoria dos nimeros naturais é deduzida.

Sao dados, como objetos nao definidos, um conjunto N, cujos elementos sao cha-
mados nimeros naturais, e uma fungdo s : N — N | para cada n € N, o nimero s(n),
valor que a fungao s assume em n, é chamado de sucessor de n. A funcao s satisfaz os

seguintes axiomas:

16
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P : s: N — N é injetiva. Em outros termos: m,n € N, se s(m) = s(n) entao

P,: N — s(N) possui apenas um elemento. Ou seja, existe um dinico numero

natural que nao é sucessor de nenhum outro.

P;3 : (Principio da inducao) Se X C N é um subconjunto tal que 1 € X e, para
todo n € X tem-se que s(n) € X, entdo X = N.

O principio da indugao também pode ser enunciado:

Seja P uma propriedade referente a nimeros naturais. Se 1 gozar da propriedade
e se , do fato de um nimero natural n gozar da propriedade P puder-se concluir que n+1

goza da propriedade P, entao todos os niimeros naturais gozam dessa propriedade.

Ainda citando o Elon, define-se conjunto finito da seguinte maneira:

Seja In o conjuntos {1,....,n} dos nimeros naturais desde 1 ate n. Mais precisa-
mente, dado n € N temos

In={pe N;1<p<n}.

Um conjunto X chama-se finito quando é vazio ou quando existe, para algum
n € N, uma bijecao:

p:In — X.

No primeiro caso, diremos que X tem zero elementos. No segundo, diremos que
n € N é o nimero de elementos de X, ou seja, que X possui n elementos. Intuitivamente

¢ : In — X significa uma contagem dos elementos de X.

Um conjunto é dito enumeravel quando é finito ou quando existe uma bijecao

F: N — X. No segundo caso, X é chamado infinito enumeravel.

Alguns teoremas e corolarios de conjuntos infinitos enumeraveis:

Teorema 1: Todo conjunto infinito X contem um subconjunto infinito enumerdvel.

Corolario 1.1: Um conjunto X ¢€ infinito se, e somente se, existe uma bijecdao
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f: X —Y, de X sobre uma parte propria Y C X.
Teorema 2: Todo subconjunto X C N € enumerdvel.

Corolario 2.1: Um subconjunto de um conjunto enumerdvel é enumerdvel. Ou, se

f: X —Y éinjetiva e Y € enumerdvel , entao X € enumerdvel.

Teorema 3: Seja X um conjunto enumerdvel. Se f : X — Y € sobrejetiva, entao,

Y € enumerduvel.

Teorema 4: Sejam X e Y conjuntos enumerdveis. O produto cartesiano X XY €

enumerdvel.
Coroldrio 4.1 : Um conjunto Q) dos numeros racionais € enumerduvel.
Demonstracao: Se indicarmos por Z* o conjunto dos nimeros inteiros diferentes
de zero, veremos que Z* é enumerdvel. Logo € também enumerdvel o produto cartesiano
Z X Z*. a funcgao f: Z X Z* — Q, definida por f(m,n) =m/n , é sobrejetiva. Segue-se

do teorema 3 que Q) € enumerdvel.

Coroldrio 4.2: Uma reunido enumerdvel de conjuntos enumerdveis € um conjunto

enumeravel.

Conjuntos nao enumeraveis.

O principal conjunto nao enumeravel que conhecemos € o conjunto dos niumeros

reais denotado por R.
Coroldrio 4.3: Todo intervalo nao degenerado de niimeros reais € nao-enumerdvel.
Corolario 4.4 : O conjunto de numeros irracionais R — Q) nao é enumerdvel.

Teorema (Cantor): Sejam X wum conjunto arbitrdrio e Y um conjunto contendo

pelo menos dois elementos. Nenhuma funcao ¢ : X — F(X,Y) € sobrejetiva.

Coroldrio 5.1: Se {X1, Xs, X3, ..., Xy} , ....conjuntos infinitos enumerdveis , o pro-

duto cartesiano [[} X, ndo € enumerdvel.
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Numeros ordinais e cardinais

Podemos também falar de infinito na matemdtica partir da sequinte abordagem:

Definicao: dizemos que x4+ € o sucessor de x se ele for a uniao de x com um
conjunto unitdrio de x, ou seja, v+ = x U {zx}. O sucessor indica o proximo nimero. O

sucessor de um numero T serd r+1.

Azioma 1 (DA INFINIDADE): Ha um conjunto que contém o zero que contem o

sucessor de cada um de seus elementos.

Axioma 2: Cada conjunto A esta associado a um numero cardinal, denotado por

card A e para cada numero cardinal a, existe um conjunto A com card A = a.

Axioma 3: card A = 0 se e somente se A € vazio.

Axioma 4: Se A € um conjunto finito nao vazio, isto €, A possui uma bijecdo com

algum Ny pra algum k € N, entao card A = k.

Axioma 5: Para quaisquer dois conjuntos A e B, card A = card B se e s se

existe uma funcao bijetora A e B.

Definicao 2: Sejam A e B dois conjuntos entao dizemos que card A < card B
quando existe um injecao f : A — B e também denotamos card A < card B se ndo

houver sobrejecao.

Teorema : card N < card R.

Demostragao: como o proprio conjunto dos naturais é subconjuntos dos reais entao
a fungao identidade € injetora, ou seja, f(n) =n , paran € N . Temos f(n) = f(m)
o que implica em n = m. E como jd provamos que nao existe bijecao entre os conjuntos
porque um € enumerdvel e outro € nao € enumerdvel, temos card N < card R. Com isso
fica entdao provado que todos os conjuntos enumerdveis sao “menores” que 0s conjuntos

nao enumerdveis.

cqd



Capitulo 3

Sequéncia de problemas e situacoes
problema envolvendo o conceito de

infinito

3.1 ATIVIDADE 1: O arqueiro e o alvo

Um arqueiro, ao tentar acertar o alvo, percebe que esta muito longe dele e divide
sua distancia ao meio. Ainda ndo contente, a divide de novo e de novo, aprorimando-se
cada vez mais do alvo. Quantas divisoes serdao necessdrias para que a flecha e o alvo se

encontrem?

Bem, podemos dizer que o arqueiro e o alvo nunca irao se encontrar pois o processo
de divisoes sucessivas por dois ¢ infinito e por menor que seja a distancia que resta para al-
cancar o alvo sempre ¢é possivel dividi-la novamente . Por outro lado, o limite que tende a

infinito da fungao que representa soma das distancias percorridas % +}l —l—% +--- tende a 1.

Os contetdos que podem ser abordados através deste problema envolvem estudo
das fracoes, que pode ser trabalhados nas séries iniciais do ensino fundamental, momento
no qual os alunos podem comparar e ordenar fracoes; e pode ser explorada também a soma
dos termos de uma progressao geométrica que comumente sao trabalhadas no primeiro

ano do ensino médio.

Em sala de aula as propostas didaticas sao, nos dois casos, a apresentacao do
problema, encenacao do problema pelos alunos e apresentacao dos paradoxos de Zenao,
respeitando, é claro, o nivel cognitivo de cada grupo. Cabe também uma discussao de

infinito atual e potencial.

20
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Os pitagéricos pensavam em espago constituido de pontos e o tempo de instantes,
mas a doutrina pitagdrica nao era a inica na época. Neste contexto que Zenao (ou Zeno)
criou quatro paradoxos sobre tempo e movimento que provavelmente causaram grande
discussao e chegaram ao nosso conhecimento através de Aristételes e outros filésofos. O
primeiro paradoxo, a dicotomia, que é similar a atividade enunciada, diz que, para um
objeto percorrer uma dada distancia antes deve percorrer a metade dessa distancia e antes
disso um quarto da distancia, antes disso um oitavo da distancia e assim sucessivamente.
Como existe uma infinidade de subdivisoes e um movel deveria percorrer esta colecao
infinita, o movimento seria impossivel. O segundo paradoxo, Aquiles, ja foi enunciado
neste texto. Para Boyer (2001), “a Dicotomia e o Aquiles argumentam que o movimento
é impossivel sob a hipotese de subdivisibilidade indefinida do espaco e do tempo”. Zenao
mostrou que se os conceitos de continuo e infinita divisao forem aplicados ao movimento
de um corpo, entao este torna-se impossivel. O terceiro paradoxo, a flecha, argumentava
que um objeto em vOo sempre ocupa o espaco correspondente a si mesmo, no entanto
aquilo que ocupa um espaco igual a si mesmo nunca esta em movimento. A conclusao

absurda é que a flecha em voo sempre esta parada e logo o movimento nao existe.

O estadio, quarto paradoxo, pode ser descrito assim: sejam Ay , Ay , A3, A4 corpos
de igual tamanho, em repouso. Sejam B; , By , B3 , B, , corpos do mesmo tamanho que
A, que se movem para a direita de modo que cada B passa por um A num instante, menor
intervalo detempo. Sejam C , Cy , (3 , Cy também do mesmo tamanho que A e B, que
movem-se para esquerda em relacao a A, de modo que C' passa por A num instante de

tempo.

Entao, passado um tunico instante as posigoes serao:

LA A | A | A,
B, |B: |Bs | B |
c |GG la

Figura 1.1

Percebe-se que (] tera passado por dois de B, logo o instante nao pode ser o in-

tervalo minimo.

O paradoxo da flecha reflete a impossibilidade de movimento se o espaco e o tempo
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forem compostos de partes indivisiveis. Zenao mostra que o movimento da flecha é uma
ilusao, pois ela estd sempre parada. No Estadio, ele mostra que o intervalo de tempo
que se considera nao pode ser minimo. Segundo Boyer (2001), “a Flecha e o Estadio, de
outro lado, argumentam que também ¢é impossivel, sob a hipotese contraria — de que a

subdivisibilidade do tempo e do espaco termina em indivisiveis”.

3.2 ATIVIDADE 2: Hotel de Hilbert

Considere um hotel, com infinitos quartos, todos ocupados. O que fazer se che-
gar mais um hospede? Hda uma maneira de acomoda-lo?E se chegar um onibus com um
numero infinito de passageiros desejando se hospedar neste mesmo hotel? E por fim, se

chegarem infinitos onibus cada um com infinitos passageiros?

1 2 3 4 5 6 7 8

E B e E B B e
a B B B BB BB BB

Figura 2.1: Hotel de Hilbert

Considere que no Hotel de Hilbert, os quartos sao numerados pelos niimeros na-
turais N =0, 1, 2, 3, ... .Entao, chegando um novo cliente e o recepcionista responde:
“sem problemas, pode ir ao quarto 0. Pedirei ao héspede do quarto 0 que va para o quarto
1; o do quarto 1 para o quarto 2, e assim por diante”. E claro que a recepcao dispoe de
um aparelho que comunica todos os hospedes simultaneamente e solicita que o cliente do

quarto n passe para o quarto n + 1.

Pouco tempo depois, chega um 6nibus, com uma quantidade infinita de novos cli-
entes querendo passar a noite no Hotel. O recepcionista responde: “sem problemas” e
usa seu comunicador para pedir que o hdspede de cada quarto n va para o quarto 2n.
Informa ao motorista do onibus que o passageiro nimero i pode ir para o quarto 2¢ + 1

(que esté de fato vago, pois todos os quarto impares foram liberados).

Por fim, se chegar uma infinidade de 6nibus, cada um trazendo a bordo infinitos
passageiros, o recepcionista responde novamente: “sem problemas, eu os acomodo aqui”.

Entao, usa seu comunicador e solicita ao héspede do quarto i que va para o quarto 27 + 1
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(o que libera todos os quartos de nimero par), e dé a seguinte instrugao ao grupo de

onibus: o passageiro ¢ do veiculo j deve ocupar o quarto:

219 (25 + 1)

Tudo fica bem e, em hipotese nenhuma, dois viajantes serao acomodados num

mesmo quarto.

As propriedades de “cole¢oes de coisas” infinitas sao bem diferentes das “colegbes
de coisas” finitas. Num hotel real (com nimero de quartos maior que 1), o nimero de
quartos com numeracao impar ¢ claramente menor que o numero total de quartos. Ja
no “Grand Hotel de Hilbert”, com seus infinitos quartos, a quantidade de quartos com
numeragao impar é a mesma quantidade total de quartos. Matematicamente falando, a
cardinalidade do subconjunto dos quartos com numeracao impar é a mesma cardinalidade
do conjunto de todos os quartos. De fato, conjuntos infinitos sao caracterizados como
conjuntos que possuem um subconjunto préprio da mesma cardinalidade. Para conjuntos

contaveis, esta cardinalidade é denominada Rq (4lefe zero).

3.3 ATIVIDADE 3: A lampada de Thompson

Uma lampada € acesa por um minuto e se apaga e depois de meito minuto ela se
acende, decorrido um quarto de minuto ela se apaga novamente e, depois de um oitavo
de minuto, ela se acende, apos um dezesseis avos de minuto ela se apaga, e assim suces-

stvamente. Quando se passarem dois minutos, a lampada estard acesa ou apagada?

Podemos imaginar que uma lampada normal nao suportaria piscar tao rapido, em
intervalos de tempo cada vez menores, e terminaria queimando! Mas digamos que esta
lampada suporte este acende e apaga, podemos imaginar que ao se aproximar de dois
minutos ( que é a soma de todos os intervalos tempo 1+ % + ;11 + % +---) alampada estaria

piscando tao rapido que teriamos a impressao que a luz esta sempre acesa.

Exatamente dois minutos apds o inicio do movimento, nao é possivel dizer se a

lampada estard acesa ou apagada.

3.4 ATIVIDADE 4: Trombeta de Gabriel

A Trombeta de Gabriel, ou a Trombeta do Anjo Gabriel, ou ainda a Trombeta de

Torricelli é uma superficie na forma de um funil (ou de trombeta). Ela comega larga e vai
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afinando rapidamente, mas nunca fica fechada — ou seja, seque até o infinito. A superficie
da trombeta € infinita, mas o volume que ela envolve nao € infinito. Se quisermos pintar

a superficie interna da trombeta, entao precisamos de uma quantidade infinita de tinta?

Figura 4.1: Trombeta de Gabriel

Podemos imaginar pegar uma quantia finita de tinta, correspondendo ao volume
da trombeta, e jogar esta tinta na trombeta, deixando escorrer. Serd toda a area coberta?
A resposta é nao! Esta ideia equivocada pode surgir na discussao em sala de aula, mas

com o professor pode fazer uma analogia simples e esclarecer melhor a questao.

Usando um tablete cilindrico de massinha de modelar podemos esticar mais e mais,
ou seja, aumentar sua superficie e seu volume inicial se mantém constante. Entao a ideia

de uma superficie infinita determinar um volume finito nao é tao dificil de imaginar.

A Trombeta de Gabriel é uma superficie de revolucao que se obtém girando a curva
Yy = %, com x € [1,00), em torno do eixo das abscissas. Usando ferramentas do Calculo

temos que o volume da superficie é dado por:

% 1 © AT
V:27T/ e (= da::27r/ VT
. T x? 1 x3

Portanto area infinita.

Evangelista Torricelli (1608-1647), discipulo de Galileu, foi o primeiro a pensar
neste problema, que ele achou tao extraordinario que a principio imaginou que tivesse
feito alguma coisa errada. Outros filésofos e matematicos ficaram tao horrorizados com

os paradoxos que surgiam com o infinito, que chegaram a propor o banimento da ideia.
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3.5 ATIVIDADE 5: Subconjuntos dos niimeros na-

turais

Qual conjunto € “maior” (tem mais elementos): o dos nimeros naturais, o con-

gunto dos miumeros pares ou o conjunto dos quadrados perfeitos?

Como ja vimos no capitulo I, é possivel estabelecer uma correspondéncia bijetiva
entre estes conjuntos, mesmo sendo os pares e os quadrados subconjuntos dos nimeros
naturais. Logo eles tém a mesma cardinalidade. Para fortalecer este conceito segue o

Corolario 1.1

Um conjunto X € infinito se, e somente se, existe uma bijecao f: X — Y, de X

sobre uma parte propria Y C X.

3.6 ATIVIDADE 6: Numeros primos

Qual o maior nimero primo?

O Teorema de Euclides afirma que a sequéncia de niimeros primos € infinita. Prova:
Sejam p; = 2, po = 3, p3 = 5, py = 7 a sequéncia dos nimeros primos. Digamos que
essa sequéncia seja finita e termine em p,, . Seja p = p1paps...p, + 1. Sabemos que todo
nimero maior do que 1 ou é primo ou é composto, o nimero p definido acima nao é
divisivel por nenhum dos p; conhecidos, pois tal divisao teria resto 1. Logo, temos um
nimero p maior do que todos os primos conhecidos e esse nimero p ou é primo ou é
composto. Se p for primo descobrimos um nimero que nao estava na sequéncia dada
e portanto a sequéncia dos primos nao é finita. Se p for composto ele entao é produto
de primos, e como vimos esses fatores primos nao podem ser nenhum dos nimeros da
sequéncia original e novamente achamos primos que nao estavam na sequéncia original

provando a infinidade dos primos.
cqd

Como exemplo imagine que todos os primos conhecidos fossem 2, 3 e 5. p =
2x3x5+1=231. O nimero 31 nao ¢é divisivel nem por 2, nem por 3 e nem por 5 pois
tal divisao teria resto 1. Logo 31 ou é primo ou composto. E facilmente verificamos que

31 é primo.
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Sejam agora todos os primos conhecidos 2, 3, 5, 7, 11, 13. p=2x3x5x7x11x
1341 = 30031. Usando o método das divisoes sucessivas chegamos a 30031 = 59 x 509,
portanto, achamos dois primos (59 e 509) que nao estavam na sequéncia original. Em Ja-
neiro de 2013, foi divulgado o maior niimero primo ja calculado. Tem 17.425.170 digitos
que, se fosse escrito por extenso, ocuparia 3,4 mil paginas impressas com 5 mil caracteres

cada. E o nlimero 257885161

—1. Foi descoberto por Curtis Cooper, da Universidade Central
do Missouri em Warrensburg, Estados Unidos, como parte do ”Great Internet Mersenne
Prime Search” (GIMPS), um projeto internacional de computagao compartilhada dese-

nhado para encontrar niimeros primos de Mersene [1]

Uma possibilidade de trabalho em sala de aula com o conjunto de niimeros primos
é a exploragao da demonstracao. Por outro, aliando o conhecimento ao lado ludico, o

professor pode uma competi¢cao na turma para encontrar o maior numero primo.

3.7 ATIVIDADE 7: Infinitos gangsters

a) Uma "gang” tem infinitos bandidos, e cada um desses meliantes tem um unico inimigo
no interior da “gang”, que ele quer matar. Prove que é possivel reunir uma quantidade
infinita de bandidos desta ”gang”sem que haja risco de que um bandido mate o outro

durante a reuniao.

b) Se cada bandido tiver um nimero finito, mas indefinido, de inimigos (um bandido pode
ter 2 inimigos, um outro somente 1, um terceiro pode ter 20 e assim por diante), serd
possivel promover uma reuniao com infinitos “gangsters” sem o risco de derramamento

de sangue?

Seja G = {Bj, By, B3, ...} um subconjunto enumerével infinito do conjunto dos
bandidos da ”gang”. Provaremos que é possivel escolher X C G sem que haja derrama-

mento de sangue em X . Inicialmente vamos definir para cada ¢ € N os seguintes conjuntos:

Hi={B; € G;j # i; B; quer matar B;}

ou seja, H; é o conjunto de todos os marginais em G que querem matar B;.

Dividiremos o problema em dois casos:

INtmero de Mersenne é todo ntimero natural da forma M,, = 2”1, onde n é um nimero natural. H4
mersennes nao-primos e primos.
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e 1° Caso: Existe 7 tal que H; é infinito. Neste caso podemos fazer X = H;, e nao ha

risco de mortes em H pois todos nesse grupo odeiam apenas o bandido B;.

e Nao existe H; infinito. Nesse caso, escolha B; para pertencer a X. Exclua de os
seguintes bandidos: Bj, o inimigo de By e o conjunto H;. O conjunto que resta de
GG a partir dessas exclusoes, que chamaremos de G, é infinito. Agora é s6 repetir o

processo com (7 no lugar de G.

b) A resposta é ndo. Mostraremos um exemplo de uma ”gang” onde nao é possivel
promover uma reuniao com infinitos bandidos sem derramamento de sangue. Nossa
"gang” serd o conjunto: G = {Bj, By, Bs,...}. Para cada i € N,i > 1, suponha que

o bandido B; queira matar By, Bs, Bs, ..., B;_; (B é bonzinho e ndo quer matar ninguém).

E facil ver que nessa situagao cada bandido tem um nimero finito de inimigos, e

que em qualquer reuniao com dois bandidos um deles vai querer assassinar o outro.

3.8 ATIVIDADE 8: Poeira de Cantor

Comecando com um segmento de tamanho 1 , diwvidimo-lo em trés partes iguais e
retiramos o interior da parte central, obtendo dois segmentos de comprimento 1/3. Re-
petimos agora essa operac¢ao em cada um desses segmentos e assim por diante. Sendo
Sn a soma dos comprimentos dos intervalos que restaram depois de n dessas operagoes,

determine o seu wvalor.

Comecamos com o segmento que representa o intervalo fechado [0,1]. Dividimos
este segmento em trés partes e jogamos fora o pedago do meio, ficando com os outros dois
tercos extremos. Repetimos depois o mesmo procedimento com cada um dos segmentos
restantes, sempre jogando fora o terco médio de cada divisao. Os quatro segmentos res-
tantes sofrerao o mesmo processo de divisao e retirada do terco médio, dando origem a
oito segmentos cada vez menores. Este processo deve ser repetido eternamente (”ad infi-
nitum”), sempre dividindo cada segmento restante por trés e dispensando o ter¢o médio
de cada divisao. O que sobra no limite é o Conjunto Terndrio de Cantor. Se exami-
narmos quais os pontos que restam apds o processo infinito de construcao do conjunto,
observamos que os pontos extremos dos diversos segmentos, obtidos em qualquer etapa
da construcao do Conjunto de Cantor, estarao sempre presentes até o fim. Os pontos
{0,1,1/3,2/3,1/9,2/9 etc} pertencem, todos eles, ao conjunto final. Se numerarmos cada

etapa da construcao do conjunto por j = 1,2,3,4,5, ..., observamos que sao criados (para
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sempre), no conjunto, 2 pontos na j-ésima etapa. Isso, ao contrario do que poderiamos
pensar no inicio, faz com que o Conjunto de Cantor tenha infinitos de pontos. A figura

abaixo que descreve varias etapas da construgao.

1] |

] 19 209 15 205 T 3 1
| ] | ]
0 1527 2027 19 20 1 2% 19527 20 ‘J No2s l 1
] [ | ] | | | | ]
H E HE | I | H N HE | I | H N I |

Figura 8.1: Poeira de Cantor

10 = [0,1]
n=[o2ulz
n=[0 Ul Ul Ul

E possivel mostrar que o ”tamanho”do Conjunto da Cantor, ou seja, seu nimero
de pontos matemadticos ou sua cardinalidade é a mesma do segmento [0,1] (e, portanto,
de toda a reta), apesar do tanto que se tira do segmento durante a construgdo do con-
junto. Para isso, vamos comecar observando que todo numero, em qualquer base, tem
uma (na verdade, pelo menos uma) escrita infinita. Por exemplo: o nimero 1 pode ser
escrito, na base dez, como 1,0000... ou 0,9999... que sao duas maneiras de escrever a
mesma quantidade igual a 1, o nimero 37,8694657 pode ser escrito , na base dez, como
37,86946570000... ou como 37,869465699999... . As dizimas periddicas s6 tem uma escrita
infinita possivel, por exemplo 1/3 = 0,333... J4 os racionais tem apenas uma tnica escrita
numérica possivel, infinita, é claro. Por exemplo, na base dez temos, 7 = 3,141592.... , e
= 2,7182818284590..... V2 = 1.414213562373... etc. Com isso em mente, vamos rotular
os segmentos usados na construcao do conjunto de Cantor. Comecando pelo primeiro
nivel da construgao, o intervalo [0,1] propriamente dito que serd chamado de ”0”. Nos
niveis subsequentes, chamaremos, sempre, aos intervalos de ordem impar de ”0” e, aos de
ordem par, de ”1”. Desta maneira estaremos associando a cada sub-intervalo utilizado na

construgao do conjunto de Cantor, um nimero real entre zero e um, escrito na base 2 (ja
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que s6 utilizamos os algarismos 0 e 1 para escrevé-lo).

Se pensarmos agora no conjunto de Cantor pronto, ja completamente construido,
isto é, o limite ao infinito do processo de divisao ternaria, previamente elaborado, podemos
observar que primeiro: cada extremo de cada segmento construido em qualquer nivel
permanece fixo por toda a construgao, pertencendo, portanto, ao conjunto (final) de
Cantor.

L& estarao, por exemplo,00,01/3,02/3,01,02/9,07 /27, etc. Na verdade,
o conjunto de Cantor é composto de todos esses extremos remanescentes no processo
infinito de sua construgao e, portanto, tem pelo menos um nimero infinito de elementos;
mas isso ainda nao é tudo o que queremos.

Segundo: a associacao feita acima entre cada segmento da construgao do conjunto
de Cantor e seu rétulo (0 ou 1 ) cria uma infinidade de sequéncias infinitas do tipo: 0,
(ou0oul) (ou0oul).... onde o digito 0 ou 1 dependera da escolha entre esquerda ou
direita, feita na passagem dos niveis durante a construcao do conjunto. Essas sequéncias
apontam, precisamente, para os pontos remanescentes do processo de divisao ternaria,
isto é, para os elementos do préprio conjunto de Cantor.

Terceiro: Finalmente observamos que as sequéncias infinitas criadas sao de fato as
escritas infinitas na base dois dos niimeros reais entre zero um. Esta correspondéncia é
biunivoca, pois qualquer sequéncia do tipo 0, (ou 0 ou 1), (ou 0 ou 1) .... representa (isto
é, escreve na base dois) um unico real e , por outro lado, qualquer niimero real entre zero
e um é representado, isto é , tem sua escrita infinita na base dois dada por uma seqiiéncia
do tipo 0, (ou O ou 1) (ou 0 ou 1 ).

Usando muita criatividade, Deledecq em SCIENTIFIC AMERICAN BRASIL (1997),
apresenta conto que explica e contextualiza muito bem este problema. Ele se passa num
planeta chamado Tri no qual, numa escola bem singular, os encarregados da limpeza des-

cobrem o conjunto de Cantor.

“Nas escolas de Gullicantor, uma provincia de Tri, a educacao era severa: o pior
trabalho reservado as criancas consistia em limpar as barras de cobre utilizadas na de-
coracao. As regras de limpeza eram estritas: devia-se limpar, em primeiro lugar, o terco
central de cada barra, depois o terco central de cada terco restante e assim por diante.
Indefinidadamente.

Os matematicos de Tri haviam demonstrado que que a limpeza de cada barra,
assim, levaria um tempo infinito, desde que a duracao da limpeza de cada barra nao

dependesse de nada além de seu comprimento.
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Os jovens gullicantorianos, porém, perguntavam-se: Como saber se toda a barra,
que tem comprimento 1, ficara limpa ao final desse processo? Os matematicos do império
explicavam aos meninos que, apés limpar o terco central, eles limpavam um tergo dos dois
tercos restantes, e assim por diante. O comprimento que eles limpavam, portanto, era

dado por:

L L () e (i 2 A ()4,
3 9 27 3 3 3 329 3

Mas as parcelas entre paréntese, prosseguiam os matematicos, formam uma pro-
gressao geométrica de razao 2/3. Sabemos que a soma 1 +a+a®+a® + ...+ a" +... vale
sempre 1/(1-a). Aqui, “a” é igual a 2/3 e a soma assim vale 1/(1 — 2/3), que é igual
3. Como a soma estd multiplicada por 1/3, obtém-se 1. Ao fim do processo, portanto, a
barra sera limpa por inteiro, pois o comprimento do trecho limpo ¢é igual ao comprimento
total da barra. Mas serd mesmo?

Como os habitantes de Tri s6 tem trés dedos, escrevem todos os niimeros em base
trés, os inteiros, por exemplo, ficam 0,1,2,10,11,12,20,21,22,--- também os numeros
fracionarios , expressos em base 3, sao formados pelos algarismos 0, 1 e 2.

Utilizando os nimeros fraciondrios (menores que 1) como coordenadas dos pontos
da barra, percebe-se que somente serao limpos aqueles pontos que apresentam algum
algarismo 1 em sua expansao . Os numeros que sé contem 0 e 2 indicam os pontos que
nunca serao limpos , como 0,2020202, 0,100200200 e muitos outros. O conjunto destes
pontos, chamado de poeira de Cantor, permanecera sujo. Mas quantos pontos desse tipo
existem?

Para escrever as coordenadas dos pontos nao limpos, necessita-se somente de al-
garismos 0 e 2, lembra uma matematica. Imaginemos agora, continua ela, que, como
os habitantes do planeta Bis, nds s6 temos dois dedos e s6 sabemos calcular em base 2.
Com dois algarismos, poderiamos expressar todos os nimeros e, em particular, escrever
coordenadas para todos os pontos da barra. Quando escrevemos um numero fracionario
menor que 1, com apenas dois algarismos, podemos com ele indicar diferentes pontos da
barra, dependendo da maneira como interpretamos a escrita: 1 - se escolhermos escrita
em base 2, obtemos todos os pontos da barra. 2 - se escolhermos a escrita em base 3,
obtemos todos os pontos nao limpos. O conjunto dos pontos nao limpos, portanto, esta
em bijecao com o conjunto de todos os pontos da barra. Parece que nao limpou nadal
Tanto trabalho, exclamam em coro as criancas, e nao sabemos nem mesmo se limpamos

a barra inteira ou se esta inteiramente suja...”
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3.9 ATIVIDADE 9: Tridngulo de Sierpinski

Considerando as figuras abaizo, qual a quantidade de triangulos pretos apos repe-

tirmos o processo n vezes?

Figura 9.1: Tridngulo de Sierpinski

Tomemos um triangulo equilatero de lado [ e drea A. Vamos determinar os pontos
médios de cada lado e unir esses pontos, obtendo assim, um novo triangulo equilatero de
lado % . Assim dividimos o triangulo inicial em quatro triangulos congruentes, sendo cada

um deles % do triangulo inicial.

Retira-se o triangulo central e repetem-se, em cada um dos triangulos restantes, as
mesmas construcoes, obtendo-se os pontos médios e unindo tais pontos de modo a formar
novos triangulos equildteros, depois retirando os triangulos centrais. Assim, na segunda
iteragao teremos 9 triangulos, de lado % . Este processo se repete indefinidamente, sendo

que, a cada nova iteracao, teremos uma figura com triangulos cada vez menores.

Nivel 0 1 2 3 e N
N° de triangulos 1 3 9 27 e 3N
Area de cada triangulo 12)16 121\? 126\4{5 l;g/g cee 5@{3
Area total le 52?%/5 1222{3 12%%/3 ‘e lif}iv +\1/§

Tabela 9.1: Areas dos Triangulos

Os conteudos abordados sao relacionados a Geometria Plana e Sequéncias Numéricas.
Cabe aqui, como proposta didética, o estudo da geometria fractal aliado interdisciplinar-

mente a Artes.
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3.10 ATIVIDADE 10: Areas dos quadrados

Considere a sequéncia de figuras, na qual a drea do primeiro quadrado € S. Qual é

a soma de todas as dreas sombreadas da sequéncia?

Figura 10.1: Quadrados

Esta questao é analoga a anterior.
Basta fazer 1+ 2 4+ +---+ 2 4

Percebemos que se trata de uma soma dos termos de uma PG infinita. A férmula

da soma dos primeiros termos de uma progressao geométrica a,, de razao q # 1 é

Prova:

Sp=a+ay+az+---+ap

Multiplicando ambos os membros por ¢, temos:

qSn =as+az+as+ -+ a, + aniq

Sn - an = a1 — Gp41

Sn(l—q) = a1 —a1q"
1—q"
l—gq

Nas progressoes geométricas em que |¢| < 1, a soma dos n primeiros termos tem

Sn:(ll

um limite finito quando n — oo . Como nesse caso lim,, ,, ¢" =0

temos,
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1 —
lim Sn:al Y

n—oo — q

lim S, = a;
n—00 —q

cqd

3.11 ATIVIDADE 11: Sequéncia de Grandi

Calcule a soma 1 —1+1—-14+1—-1+1—-1+4---

Bem, se adicionarmos parénteses a série desta maneira:
1-D4+01-1)+1-1D)+1—-1)+---
o resultado sera igual a zero.

Por outro lado, ao adicionarmos os parénteses de uma maneira um pouquinho

diferente e somarmos os seus contetidos
L+ (-14+1)+(-1+1)+(-1+1)+---

entao a resposta serd igual a 1.

Porém, existe ainda uma terceira resposta, que é a mais surpreendente: digamos
que o resultado do calculo da série infinita seja um nimero representado pela letra “S”.
Assim, se fizermos a conta 1 — S ficaria desta forma:

1-S=1-(1-14+1-14+1-141-14--+)

Contudo, se eliminarmos os parénteses, o sinal de subtracao faz com que todos os

sinais sejam invertidos, entao a conta passa a ser:
1-S=1-1+1-141-14+1—-1+---

que é exatamente igual a série infinita de Grandi, ou seja, igual a S novamente.

No entanto, reescrevendo o calculo, temos que:
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1-S=1-(1-1+1-141—-1+1-14---)=1-141-1+1-141—14---=§5

que é o mesmo que 25 = 1.
Ou seja, o resultado da soma e da subtragao infinita do niimero 1, de acordo com

esta terceira solucao é igual a 1/2.

3.12 ATIVIDADE 12: Quique de bola

Larga-se uma bola de uma altura de 5m. Apds cada choque com o solo, ela recupera

apenas 4/9 da altura anterior de 5m. Determine:

a) a distancia total percorrida pela bola

A bola percorre descendo 5 m, depois sobe % X5 m = %0 m e desce esta mesma
distancia; sobe e desce % X % m = % m e assim, sucessivamente.

. Ane .20 80 320 4 ~
Construindo a sequéncia, temos: %, &5, 255, --- . Observamos que ¢ uma progressao

geométrica de razao g e que o n-ésimo termo é:

20 (4\""
“=9 \9

A soma dos termos desra PG é:

1 2 1
lim Sn:al :—O

Logo, a distancia total percorrida pela bola é¢ 5 m+2 x4 m =13 m

3.13 ATIVIDADE 13: Linha Poligonal

Na figura 13.1 temos uma linha poligonal, de lados ora perpendiculares a AB, ora
perpendiculares a AC. Sendo a e b,respectivamente, os dois primeiros lados da poligonal,

pede-se determinar:

a) O comprimento da mesma

b) O comprimento do n-ésimo lado da poligonal
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Figura 13.1

Explorando a figura temos:

Figura 13.2

Assim, temos que todos os triangulos sao semelhantes pelo caso angulo-angulo, e,
consequentemente, os lados correspondentes de dois pares quaisquer de triangulos estao
em Proporgao.

b=a X 9
a
Aplicando proporcao em DEF e EFG para encontrar x:

a
—=—-—=1x=—=>0bX

b b? é
T x a a

Aplicando proporcao em EFG e GHI para encontrar y:
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b =z b b2 v¥ov b b
Y = . a a a a

Aplicando proporcao em GHI e HIJ para encontrar z:

2 3
Ty Lo b N b
Yy z pol z a a a a

Temos, entao, que os lados da linha poligonal estao em PG de termo inicial igual

a a e razao igual 2.
a

a) Como temos uma PG cujo médulo da razao é menor do que um, afinal , entao, temos

que a soma dos infinitos termos dessa PG ¢ igual a:

)

sendo este o comprimento da linha poligonal.

b) a, = (g)n, tendendo a zero.

3.14 ATIVIDADE 14: Cara ou coroa

Imagine que um cassino esteja oferecendo um novo jogo. O jogo comega com um
real no banco de apostas. A pessoa joga uma moeda. Se sair cara, o que tem no banco de
apostas ¢ dobrado, se sair coroa, o jogo termina e o jogador ganha o que tiver no banco

de apostas.

Quanto vocé pagaria para entrar neste jogo? Ou quanto seria justo para o cassino
cobrar? Se vocé souber um pouco de matemdtica jd deve ter ouvido falar em “esperanca
matemdtica”, ou seja, em um jogo envolvendo probabilidade do ganho esperado. E qual o

ganho esperado neste jogo?

A maioria provavelmente apostaria R$ 5,00, talvez um pouco mais, mas o que a
matematica diz é: “aposte o que voce tiver, a esperanca de ganho é infinito”. O jogador
tem probabilidade de 50% de ganhar R$ 1,00, 25% de probabilidade de ganhar R$ 2,00,
12,5% de ganhar R$ 4,00, e assim por diante. O valor esperado é a soma da probabilidade
multiplicada pelo valor do prémio, assim:

1 1 1

E=—4—-4+-4...
2+2+2+
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Esta é uma soma de infinitas fragoes %, e o resultado é infinito. Ou seja,matematicamente

falando, a esperanca matematica de ganho é infinita. Mas, paradoxalmente, muita pouca

gente estd disposta a pagar alguma coisa a mais que R$ 20,00 para jogar este jogo.

Obviamente, estamos falando de um cassino hipotético, capaz de colocar quanto
dinheiro for necessario no banco de apostas. Na pratica, havera um limite para o prémio
méaximo, e também para o nimero maximo de jogadas (ninguém vai ficar langando uma
moeda infinitas vezes). Talvez o paradoxo surja dai: ninguém espera ou consegue entender
um cassino capaz de cobrir um prémio infinito ou uma série infinita de caras em uma série

infinita de lances de moeda.

3.15 ATIVIDADE 15: Sequéncia de Fibonacci

Imagine-se que temos um recém-nascido par de coelhos, macho e fémea, que podem
acasalar no final do primeiro més, procriando, a partir do fim do sequndo més, um novo
par, macho e fémea, por més. Cada um destes novos pares procriard também um par
por meés, a partir do sequndo més. Se menhum coelho morrer, quantos pares de coelhos

teremos no final de um ano? Qual o termo geral desta sequéncia?

Comecamos com um par, no primeiro dia do primeiro mes.

No primeiro dia do segundo més, mantém-se esse par, porque ainda nao procriou.

No inicio do terceiro més, ha dois pares.

No inicio do quarto meés, o primeiro par volta a procriar, ficando trés pares.

No quinto meés, o primeiro e o segundo par procriam, ficando cinco pares.

No inicio do sexto més, os trés primeiros pares procriam, ficando oito.

No sétimo meés, procriam cinco pares, ficando treze.

No oitavo més, procriam oito pares, ficando vinte e um.

No nono meés, procriam treze pares, ficando trinta e quatro.

No inicio do décimo meés, procriaram vinte e um pares, ficando cinquenta e cinco.

No inicio do décimo primeiro meés, ficam 89 pares, porque procriaram trinta e
quatro.

No inicio do décimo segundo més, ficam 144, porque procriaram 55.

Cada termo desta sequéncia (ai, as, as, aq, -+ ,aGn,---) pode ser obtido pela

formula de recorréncia:

alzagzl

Ap = Ap_1 + Ap_9, paran > 2
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Para além das sequéncias elementares, como a dos ntimeros naturais, dos inteiros
etc. E possivel gerar incontaveis sequéncias numéricas. Algumas sequéncias, por diversos

motivos, tornaram-se famosas como, por exemplo, a sequéncia de Fibonacci.

A sequéncia de Fibonacci, aplicada aos lados de quadrados, gera um conjunto de
retangulos e espirais: Tendo a sequéncia 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,--- como medida dos
lados dos quadrados, vamos encostando um novo quadrado a dois lados dos dois quadra-
dos anteriores, ficando assim cada novo quadrado com um lado que é igual a soma dos
lados dos dois anteriores, obedecendo a regra da formacgao da sequéncia de Fibonacci.
Esta sequéncia permite depois, se inscrevermos um quarto de circulo em cada quadrado,
desenhar a espiral que se encontra espalhada pela Natureza, seja em formas minerais,

vegetais ou animais.

Uma caracteristica da sequencia de Fibonacci é que as aproximacoes para o irra-
cional ¢ calculam-se quando dividimos um nimero da sequéncia pelo ntimero anterior,
sendo que este quociente vai estabilizando a medida que avancamos na sequéncia, ou seja,

0 € o limite da razao entre termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci

8 13 21
=1,666, - =1,6, — =1,625, — =1,61538, ---
’ 75 ) 8 ) 713 ’ ’

| =
Il
—_

2
1

V5—1
2

O exato valor de ¢ pode ser representado por . Tem o valor aproximado de

1,618034, e chama-se numero dourado, seccao dourada ou niumero de ouro.

Como proposta, pode-se construir seqiiéncias inspiradas na sequencia de Fibonacci.
Se considerarmos a 1 e a 2 quaisquer nimeros e mantivermos a formula ou se, ao invés
disso, considerarmos uma terna inicial a; , as e a3 e, a partir dai, o proximo termo ser a

soma dos trés termos anteriores, as possibilidades sao infinitas.

3.16 ATIVIDADE 16: A Curva de Koch

A curva de Koch € obtida em estagios pelo sequinte processo:

i) No estagio 0, ela é um triangulo de lado 1.

ii) O estagio n+1 € obtido a partir do estagio n, dividindo cada lado em trés partes iguais,

construindo externamente sobre a parte central um triangulo equildtero e suprimindo
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entdao a parte central. Sendo P, e A, respectivamente o perimetro e a drea do n-ésimo

estagio da curva de Koch, determine:

/\

L

Figura 16.1: Curva de Koch

Para ser mais preciso, o floco de neve é constituido por trés curvas de Koch, cada

uma das quais corresponde a um dos lados do triangulo equilatero de partida. Esta curva

tem algumas propriedades notaveis. Apesar desta curva ter comprimento infinito, ela

delimita uma &area finita. Especificamente, se a area do triangulo inicial é igual a 1u.a.,

area do floco de neve 1,6 u.a.

a) Vamos calcular o perimetro do floco, observemos a tabela 17.1:

Estagio N° de lados do floco de Comprimento de cada
neve lado do floco de neve
0 3=3x4° 1=23"
1 12 =3 x 4! ;=31
2 48 = 3 x 42 § =37
3 192 x 43 5 =377
4 768 = 3 x 44 & =3"
n 3 x 4" 3"

Tabela 16.1: Medidas do floco de neve de Koch
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Logo , o perimetro P, do floco de neve de Koch é dado por:

Pn:3><4”><3":3><<§)

Que tende a infinito quando n tende a infinito.

A area do poligono em cada passo obtém-se adicionando a area do poligono do passo
anterior a area do triangulo eqiilatero cujo lado é % do anterior, multiplicada tantas

vezes quantas o nimero de lados do poligono anterior.

Axn |

Ay 1+1x3=1+1

A, T+i 4 (D2 43xa=1+4+141x4

R L b dxdrix (@)
Tabela 16.2

Pela semelhanca de figuras planas sabe-se que se o lado de um poligono sofre uma

1

reducdo de razdo £, a drea sofre uma reducio 5

39

Entao A,,1 =1+ S,. Fazendo

L1

3

e calculando o limite de S,, quando n tende para infinito, tem-se S,, = ;.

A 4rea do floco de neve é:

3
lim A, =1+ lim S, =14+ 2 =1,6

n—00 n—00 5

Este problema pode ser trabalhado em sala de aula em Geometria Plana, em Seqiiéncias
Numéricas, entre outros conteidos curriculares. Além disso, pode ser trabalhado in-
terdisciplinarmente com Artes. As propostas didaticas seriam: a construcao das varias
etapas da curva de Koch para exposi¢ao no ambiente escolar e o calculo dos perimetros

e respectivas areas.
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3.17 ATIVIDADE 17: Jogos de dardos

Suponha que vocé tem um alvo, um dardo, e 100% de certeza que ird acertar o
alvo em alguma parte. Agora pense na ponta do dardo, o ponto matemdtico exato da sua
extremidade, e pense em um ponto matemdtico no alvo. A pergunta €, qual a probabilidade

que aquele ponto tem de ser atingido pelo dardo?

Podemos comegar supondo que ha uma chance maior que zero daquele ponto ser
atingido pelo dardo. Sé que ai comecam os problemas. Se ha uma chance maior que
zero de um ponto ser atingido, entao hd uma chance maior que zero para todos os outros

pontos, de que eles serao atingidos pelo dardo. Mas existem infinitos pontos no nosso alvo.

Se vocé somar as probabilidades de todos os pontos, vai chegar a conclusao de que
o alvo todo tem uma probabilidade infinita de ser atingido, o que nao faz sentido, ja que

esta probabilidade nao pode ser maior que 100%.

E o que acontece se imaginarmos que a probabilidade de um ponto ser atingido
é zero? Se a probabilidade de acertar aquele ponto particular é zero, entao ela é zero
para todos os outros pontos, e se somarmos as probabilidades de todos os pontos para
ter a probabilidade de acertar o alvo, ela é zero. Mas, temos certeza de que o alvo sera

atingido, como pode ser zero, entao?



Consideracoes Finais

Este trabalho traz uma proposta de problemas e situacoes problemas que abordam
o conceito de infinito. Sejam eles problemas classicos inspirados nos paradoxos da anti-
guidade ou problemas desafiadores como os apresentados em Olimpiadas de Matematica,
por exemplo, falam da teoria dos conjuntos, cardinalidade, continuidade, bije¢ao, limite
entre outras nogoes.

E uma proposta que traz um novo olhar sobre o estudo da Matemética com o foco
no desafio intelectual que se pode verificar nos enunciados criativos e pelo proprio carater
abstrato no trato de tudo relacionado ao Infinito.

Filosofos, matematicos, fisicos, tedlogos, artistas, todos estes se debrucaram al-
guma vez sobre o assunto. Por séculos este tema tao controverso suscitou duvidas e
questoes. Nao se trata de uma simples questao ideoldgica, necessita de imaginagao e re-
flexao, ir além do evidente. Dos paradoxos de Zenao a teoria dos conjuntos infinitos de
Georg Cantor, da descoberta dos irracionais e dos incomensuraveis pelos pitagéricos ao
desenvolvimento do Calculo; da distingao entre infinito potencial e infinito atual, pensada
por Aristételes e que sé ressurge no século XIX, todas estas descobertas surgem de um

espirito de investigacao, da (infinita) imaginacao humana.
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