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RESUMO

A necessidade de implementar um programa de ensino para a educacao
basica que buscasse melhorar a aprendizagem dos estudantes da rede publica
estadual levou o governo do Estado de Séao Paulo a criar o Programa “Sé&o
Paulo Faz Escola”, norteado pelos principios da escola que aprende, o
curriculo como espaco de cultura, 22 as competéncias como eixo de
aprendizagem, prioridade da competéncia de leitura e escrita, a articulacdo das
competéncias para aprender e a contextualizacdo no mundo do trabalho. Em
Matematica, salienta-se a necessidade de uma abordagem contextualizada,
atuando em parceira com 0s recursos tecnoldgicos sempre que possivel e
priorizando 0s aspectos praticos dos conteudos. Pretende-se mostrar a
importancia da articulacdo entre teoria e pratica através do estudo da parte
tedrica das funcbes trigonométricas elementares (seno, cosseno e tangente)
presente nos seus graficos, aproveitando melhor o tempo disponivel em sala

de aula com a utilizagao do aplicativo GeoGebra.

Palavras-chave: educacdo basica; Programa “Sdo Paulo Faz Escola”;

curriculo; fungdes trigopnométricas; recursos tecnoldgicos.



ABSTRACT

The need to implement an educational program for basic education that seek to
improve student learning in public schools led the government of the State of
Séo Paulo to create the Program "Sdo Paulo Faz Escola”, guided by the
principles of school learning, the curriculum as a space of culture, skills as a
focus for learning, skills of reading and writing priority, the articulation of skills to
learn and contextualization in the workplace. In Mathematics, highlight the need
for a contextual approach, working in partnership with the technological
resources whenever possible and prioritizing the practical aspects of content. It
is intended to show the importance of the relationship between theory and
practice through the study of theoretical part of elementary trigonometric
functions (sine, cosine and tangent) present in their graphics, better use the

available time in the classroom using the GeoGebra application.

Keywords: basic education; Program “S&o Paulo Faz Escola”; curriculum;

trigonometric functions; technological resources.
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1 INTRODUCAO

Os contetdos contemplados no ensino de trigopnometria sdo essenciais para
ampliar os conhecimentos do aluno na resolucdo de problemas e aplica-los em
diferentes contextos. Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio
reconhecem a necessidade do estudo abrangente da trigonometria, com prioridade
aos conceitos relacionados as fungbes trigonométricas elementares, as
propriedades presentes nos seus graficos e a contextualizacdo com situacdes que

envolvem periodicidade e a medicao de distancias inacessiveis.

“Outro tema que exemplifica a relagédo da aprendizagem de Matematica com
o desenvolvimento de habilidades e competéncias é a Trigonometria, desde
que seu estudo esteja ligado as aplicagdes, evitando-se o investimento
excessivo no calculo algébrico das identidades e equagdes para enfatizar os
aspectos importantes das funcbes trigonométricas e da analise de seus
gréaficos. Especialmente para o individuo que ndo prosseguira seus estudos
nas carreiras ditas exatas, o que deve ser assegurado sédo as aplicacées da
Trigonometria na resolucdo de problemas que envolvem medicdes, em
especial o célculo de distancias inacessiveis, e na construcdo de modelos
gue correspondem a fenémenos periddicos” (BRASIL, 2000, p. 44).

Este trabalho tem como objetivo propor aos docentes da educacado basica
uma abordagem das fungdes trigonométricas elementares conforme as diretrizes
descritas nos PCNs e no curriculo do Estado de S&o Paulo, utilizando o aplicativo
GeoGebra como ferramenta de apoio durante o desenvolvimento do contelido em
sala de aula.

O capitulo 2 descrevera um breve historico sobre a implantacdo de um
curriculo Unico para a rede publica estadual paulista e o software GeoGebra.

No capitulo 3, serdo descritas as principais propriedades presentes nas
funcdes seno, cosseno e tangente com o uso desta ferramenta virtual.

No capitulo 4, sera feita uma analise da situacédo de aprendizagem “Graficos
de fungdes trigonométricas envolvendo senos e cossenos”, presente no caderno do
aluno de Matematica no 1° semestre da 22 série do Ensino Médio (SAO PAULO,
2014d). Sera descrito uma abordagem na qual o autor realizou o desenvolvimento
desta situacdo de aprendizagem com turmas de 22 série do Ensino Médio em uma
escola publica da rede estadual paulista nos anos de 2010 e 2013, utilizando o

GeoGebra e os resultados alcangados.
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2 PROGRAMA “SAO PAULO FAZ ESCOLA”, MATEMATICA
E TECNOLOGIA

Nos ultimos anos, o Governo do Estado de S&o Paulo tem criado a¢gbes na
perspectiva de obter avancos na qualidade do ensino oferecido pelas escolas
publicas estaduais, dentre as quais se encontra o Programa “Sao Paulo Faz Escola”,

instituido na rede de ensino no ano de 2008.

“Este documento basico apresenta os principios orientadores para uma
escola capaz de promover as competéncias indispensaveis ao
enfrentamento dos desafios sociais, culturais e profissionais do mundo
contempordneo. O documento aborda algumas das principais
caracteristicas da sociedade do conhecimento e das pressfes que a
contemporaneidade exerce sobre os jovens cidaddos, propondo principios
orientadores para a préatica educativa, a fim de que as escolas possam se
tornar aptas a preparar seus alunos para esse novo tempo. Priorizando a
competéncia da leitura e da escrita, esta proposta define a escola como
espaco de cultura e de articulacdo de competéncias e conteddos
disciplinares” (SAO PAULO (Estado), 2014a).

A Proposta Curricular tem como prioridade a qualidade da educacéo,
partindo do principio que “em um mundo no qual o conhecimento € usado de forma
intensiva, o diferencial sera marcado pela qualidade da educacédo recebida”’ (SAO
PAULO (Estado), 2014a).

Tal documento adota como eixos norteadores: a escola que aprende, o
curriculo como espaco de cultura, as competéncias como eixo de aprendizagem, a
prioridade da competéncia de leitura e escrita, a articulacdo das competéncias para
aprender e a contextualizacdo no mundo do trabalho.

A escola que também aprende tem como meta promover o trabalho
colaborativo, levando em consideracdo que nos tempos atuais a tecnologia
influencia avancos e mudancas repentinas nas formas de aprendizagem (SAO
PAULO (Estado), 2014a).

Considerar o curriculo como espaco de cultura implica em buscar a interacao
entre conhecimento e cotidiano, em que todas as atividades extraclasse propostas
possuem a finalidade pedagdgica de contribuir para aprendizagens relevantes que
contextualizam as praticas culturais com as areas do conhecimento (linguagens e
codigos, ciéncias da natureza, matematica e humanidades) (SAO PAULO (Estado),
2014a).
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A aprendizagem centrada em competéncias promove a democratizagcédo
escolar, cabendo a escola ser igualmente acessivel a todos. Os conteudos séo
desenvolvidos com énfase nos itens essenciais para que todos aprendam ao final do
processo, partindo da heterogeneidade presente em sala de aula, garantindo a todos
uma base comum na perspectiva de construir resultados unitarios (SAO PAULO
(Estado), 2014a).

Esta proposta prioriza o direito do aluno em aprender, levando em conta a
transicdo da cultura do ensino para a cultura da aprendizagem e considera também
que a triade “professores, gestores e alunos” sdo responsaveis em conjunto pelo
sucesso da aprendizagem. O dominio das linguagens é fundamental para a
autonomia, proporcionando condicbes para a construcdo de significados. A
responsabilidade pela disseminacéo e avaliacdo das competéncias leitora e escritora
compete a todos os professores, que devem promover oportunidades para que 0s
alunos compreendam as linguagens presentes nas culturas e suas diferentes formas
de comunicacdo (SAO PAULO (Estado), 2014a).

O curriculo segue as cinco competéncias formuladas no referencial tedrico do
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), articulando com a leitura e a escrita.

A articulagdo com o mercado de trabalho é realizada através de
contextualizagcdes nas disciplinas, em que o conteudo € direcionado para o0s
aspectos praticos necessarios as diferentes profissdées, no intuito de reduzir as
desigualdades sociais (SAO PAULO (Estado), 2014a).

2.1 A CONTEXTUALIZACAO NO CURRICULO DE MATEMATICA

Na area de Matemética e suas tecnologias, o curriculo do Estado de Séao
Paulo para o Ensino Médio é norteado por trés pares complementares de
competéncias, conhecidos por eixos e também presentes nas matrizes do Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM). O eixo “expressao / compreensao” contempla a
utilizacdo de diferentes linguagens para interpretar a leitura de um texto, a analise de
tabelas e gréficos, os fendbmenos histéricos. O eixo “argumentacdo / decisdo” a
compreende a construcdo de consensos e a capacidade de elaboracdo de sinteses
de leituras e de argumentacdes. O eixo “contextualizacdo / abstracdo” contempla a
criacdo de significados na realidade com os contetdos estudados e a capacidade de

7

imaginar 0 que ndo é concreto. No estudo das fungdes trigonométricas,
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reconhecemos faciimente as acdes descritas pelos trés eixos (SAO PAULO
(Estado), 2014a).

A proposta recomenda a interacdo da Matematica com as demais areas do
conhecimento e a utilizacdo dos recursos tecnolégicos, na perspectiva de promover
a contextualizacdo com os assuntos em estudo, favorecendo a constru¢cao do senso

critico do aluno.

“Neste Curriculo, a Matematica é apresentada como um sistema primario de
expressdo, assim como a lingua materna, com a qual interage
continuamente. Ela também deve articular-se permanentemente com todas
as formas de expressédo, especialmente com as que sdo associadas as
tecnologias informaticas, colaborando para uma tomada de consciéncia da
ampliagdo de horizontes que essas novas ferramentas propiciam” (SAO
PAULO (Estado), 2014a, p. 35).

“E importante mencionar ainda que, em tais procedimentos, a expectativa é
a de que se possa abrir o0 maior espago possivel para uma incorporacéo
critica das tecnologias disponiveis, particularmente as tecnologias da
informag&o e da comunicagéo” (SAO PAULO (Estado), 2014a, p. 40).

2.2 O SOFTWARE GEOGEBRA

GeoGebra (Hohenwarter, 2014) é um software matematico destinado ao estudo
de geometria, algebra e calculo. Foi desenvolvido em 2001 por Markus Hohenwarter
da Universidade de Salzburg para educagdo matematica nas escolas.

O aplicativo € um sistema de geometria dindmica que permite realizar
construcdes tanto com pontos, vetores, segmentos, retas, se¢des conicas como com
funcdes que podem se modificar posteriormente de forma dindmica. A sua
caracteristica marcante € uma expressao em algebra corresponder a um objeto
concreto na geometria e vice-versa, havendo a possibilidade de visualizacao
simultdnea de ambas. O software também trabalha com variaveis vinculadas a
nameros, vetores e pontos, permitindo ao usuario obter derivadas e integrais de
funcdes, além de oferecer comandos, como raizes e extremos.

GeoGebra é um software livre, disponivel com a permissdo para qualquer um
usa-lo, copia-lo, e distribui-lo, seja na sua forma original ou com modificacfes. Ele é
desenvolvido na plataforma Java, havendo a possibilidade de utilizagdo em diversos
sistemas operacionais. Também existe a versdo web, podendo ser acessada de

qualquer navegador que tenha o plugin da plataforma Java instalado.
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Conforme descrito em sua pégina oficial na web, o aplicativo é reconhecido
internacionalmente com premiagdes (GEOGEBRA, 2015), descritas a seguir:

= MERLOT Classics Award 2013: Multimedia Educational Resource for
Learning and Online Teaching (Las Vegas, Nevada, USA);
= NTLC Award 2010: National Technology Leadership Award (Washington D.C.,

USA);

= Tech Award 2009: Laureat in the Education Category (San Jose, California,
USA);

= BETT Award 2009: Finalist in London for British Educational Technology
Award;

= SourceForge.net Community Choice Awards 2008: Finalist, Best Project for
Educators;

= AECT Distinguished Development Award 2008: Association for Educational
Communications and Technology (Orlando, USA);

= Learnie Award 2006: Austrian Educational Software Award (Vienna, Austria);

= eTwinning Award 2006: 1st prize for"Crop Circles Challenge" with
GeoGebra (Linz, Austria);

= Trophées du Libre 2005: International Free Software Award, category
Education (Soisson, France);

= Comenius 2004: German Educational Media Award (Berlin, Germany);

= Learnie Award 2005: Austrian Educational Software Award (Vienna, Austria);

= digita 2004: German Educational Software Award (Cologne, Germany);

= Learnie Award 2003: Austrian Educational Software Award (Vienna, Austria);

= EASA 2002: European Academic Software Award (Ronneby, Sweden).

2.3 CONCEITOS FUNDAMENTAIS EM TRIGONOMETRIA

O objeto inicial de estudo em trigonometria é o triangulo retdngulo. Dado um
triangulo retangulo ABC, conforme a figura 1, podemos definir as relacdes

trigonométricas elementares:
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Figura 1 — Triangulo retangulo ABC, com angulo reto A

=2|[=] o5

Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

O seno de um angulo agudo B, representado por sen B, é a razdo entre as
medidas do cateto oposto a B pela hipotenusa. A partir da figura 1, temos:

.~ b
sen B = —
a

O cosseno de um angulo agudo B, representado por cos B, € a raz&o entre as

medidas do cateto adjacente a B pela hipotenusa. Com base na figura 1, temos:
~ C
cos B =—
a

A tangente de um angulo agudo B, representada por tg B, é a razdo entre as

medidas do cateto oposto a B pelo cateto adjacente a B. Pela figura 1, temos:
tgB = b
& B C

De modo analogo, a partir do angulo € na figura 1, temos:

. C
senC = —
a

cosC =

S| O
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Com as razbes descritas acima, nota-se que a razao tangente equivale ao

guociente da razao seno pela razdo cosseno. De fato:

. b
tB_senB_a_b
& T cosB £ ¢

a

¢ c

. sen - C

tC: A:gz—

8 cosC b b
a

Para estender o estudo das razfes trigonométricas (em particular seno e
cosseno) para angulos quaisquer, e assim estudar as fung¢des trigonométricas, como
funcdes reais, € construida uma circunferéncia de raio unitario, conforme descrito no

volume 2 do Caderno do Professor da 12 série do Ensino Médio e na figura 2:

Figura 2 — Circunferéncia trigpnométrica

Ay

=]
=

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014f, p.71.

“Escolhendo-se o raio igual a 1 e representando os angulos no sentido anti-
horéario, a partir da horizontal, a medida da semicorda vertical (PA) é o seno do
angulo a (@ é a metade do angulo central correspondente a corda inteira” (SAO
PAULO, 2014f, p. 71). De fato:

PA_PA

=—= PA
sen a 0A- 1

De modo analogo, a medida do segmento OP é o cosseno do angulo a:
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Oop OP
cosa = OA = T = 0P
Para estender o conceito de seno e cosseno para 0s demais quadrantes,
deve-se convencionar que, na circunferéncia acima, o eixo das abscissas (0Ox)
corresponde ao eixo dos cossenos e o0 eixo das ordenadas (0Oy) corresponde ao eixo
dos senos. Dessa forma, o ponto A possui coordenadas (cos a, sen a).

No 1° quadrante, temos 0 <cosa <1l e 0<sen a <1, conforme a figura 3:

Figura 3 — Seno e cosseno no 1° quadrante

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014f, p.73.

No 2° quadrante, temos -1 <cosa <0e 0<sen a <1, conforme a figura 4:

Figura 4 — Seno e cosseno no 2° quadrante

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014f, p.73.

No 3° quadrante, temos -1 <cosa <0 e -1 <sen a <0, conforme a figura 5:
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Figura 5 — Seno e cosseno no 3° quadrante

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014f, p.74.

No 4° quadrante, temos 0 <cosa <1l e -1 <sen a <0, conforme a figura 6:

Figura 6 — Seno e cosseno no 4° quadrante

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014f, p.74.

7

A definicdo da razdo tangente na circunferéncia € realizada no intuito de
mostrar que ela ndo existe para arcos de 90 e 270 graus, com foco na divisdo do
seno pelo cosseno, dado que o cosseno destes arcos € igual a zero.

Finalizado o estudo das razdes trigonométricas elementares nha
circunferéncia, € possivel calcular essas relagbes para angulos ndo definidos no
intervalo de 0 até 360 graus e 0s angulos equivalentes na circunferéncia.

Posteriormente define-se a equivaléncia entre graus e radianos, na qual 1
radiano equivale ao arco unitario cujo comprimento € igual ao raio da circunferéncia
que contém o referido arco. Pelo fato do comprimento da circunferéncia ser igual ao
produto de 2w pela medida do seu respectivo raio, 0 comprimento da circunferéncia
unitaria é 2w rad. Dessa forma, podemos concluir que 2w rad = 360°, 0 que permite
trabalhar com uma grandeza continua (o radiano) e, posteriormente, estender o

estudo das relagfes trigopnométricas para as funcdes trigonométricas.
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Para melhor familiarizagdo com o assunto, é necessaria a compreenséo do
conceito de continuidade de fungdes reais.

Dada uma funcdo f, o seu dominio corresponde a todos os pontos de um
intervalo I. Se para cada ponto a € I tivermos lim,._,, f(x) = f(a), entdo f é continua
em todo o seu dominio.

Sabemos que o gréafico de uma funcéo real é uma curva desenhada no plano
cartesiano. Se tal curva ndo apresenta “saltos” ou “interrup¢cdes” no seu tracado,
dizemos que a funcdo que determina tal curva € continua em todo ponto do seu
dominio ou no intervalo onde tal funcdo estiver definida. Na educacao basica pode
nao ser conveniente definir com um rigor matematico de certos conceitos, levando
em consideracdo que o estudante ainda ndo possui 0s requisitos necessarios para
adotar certa linguagem. A recomendacgdo é buscar uma linguagem mais acessivel,
ndo fugindo da conceitua¢cdo matematica correta.

Uma leitura recomendada ao docente para ampliar seus conhecimentos sobre
Trigonometria é o volume 3 da colecdo “Fundamentos de Matematica Elementar”
(IEZZI, 2004).
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3. FUNCOES SENO, COSSENO E TANGENTE NO
GEOGEBRA

Com o auxilio do aplicativo GeoGebra, serda mostrado alguns comportamentos

das funcdes trigonomeétricas seno, cosseno e tangente.

3.1 Funcéo seno e propriedades

Definicdo: Dado um numero real x, denomina-se funcéo seno a relacéo f:R — R
gue associa x a sen (x), ou seja, f(x) = sen (x).

Dominio: R

Periodo: 2m, visto que f(x) = f(x + 2m) para todo x € R.

Contradominio: R

Imagem: [-1;1]

Amplitude: como f(x) = sen (x) é uma funcédo circular e sua imagem situa-se em

um intervalo fechado, pode-se definir a amplitude da mesma pela relacao:

Fmax —fmin _ 1-(-1) _ 1+1 2 _ 1
2 2

> =

2

Estudo do sinal:

De um modo geral, f(x) =sen(x) € positiva no 1° e no 2° quadrante da
circunferéncia trigonométrica, negativa no 3° e no 4° quadrante e nula quando
x =kn (k € Z).

>0,se0 +2krn <x<m+2kn (k€Z)
f(x) =sen (x) =0,sex=knr (k€Z)
<0,sem+2kn <x<2m+2kn (k€Z)

A funcéo seno é continua em todo o seu dominio.

Variacbes da funcdo seno: Sejam A, B, C, D e x numeros reais, ha infinitas
variagbes da fungdo seno, representada por f(x) = A- sen(Bx + C) + D. A funcéo

f(x) =sen (x) é um caso particular na qual A=1, B=1, C=0¢e D=0. No
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presente trabalho, serd estudado o comportamento das sendides a partir das

variacfes dos parametros A, B, C e D no aplicativo GeoGebra.

3.1.1 Funcéo f(x) = A- sen(Bx + C) + D: variacdes no parametro A (amplitude)

Considere a fungdo f(x) =A-sen(x), com A€ER e A+0. Através do
GeoGebra, serdo representadas algumas sendides com valores distintos no

parametro A.

» Caso l: f(x) =2- sen(x)

Figura 7 — Representacao gréafica das funcdes f(x) = 2 - sen(x) (em verde) e
f(x) = sen(x) (em preto).

Arquivo Editar Exibir Opgles Feramentas Janela Ajuda Entrar

R )AL DO N rec] =22[5] > o
:

» Janela de Algebra x| | = Janela de Visualizagio
5 Fungio Eiac~

2 f(x) = sen (x) i

2 g(x) = 2 sen(x) A=2
= Numero - . -

3 A=2

Entrada: L]

Fonte: Elaboracao do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Na figura 7, observa-se que houve uma mudancga nos extremos globais em
relacdo a f(x) = sen(x), representada em preto. No caso, 0 maximo global e o
minimo global passam a ser, respectivamente y = 2 e y = —2. Consequentemente,
a amplitude sera igual a 2.

Devemos indicar que os termos maximo e minimo acima mencionados sao
nameros reais. Para f(x), um valor f(x°) € maximo se f(x°) = f(x), para todo x no
dominio de f. Neste caso x° € o ponto de maximo. Analogamente, um valor f(x’) é

minimo se f(x’) < f(x), para todo x. Neste caso x’ € o ponto de minimo.
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» Caso 2: f(x) = —2- sen(x)

Figura 8 — Representacao gréfica das funcdes f(x) = —2 - sen(x) (em verde) e

f(x) = sen(x) (em preto).

Aiguive Editar Extin Opgles Femamontas Janela Auda Enirar

A A L Tl =l D o *lianc|[==2]| «» -~
_ - Ll 2 G G Dl | | B : il s o @
* g L o (= = Janvia de Vissalizagho o

¥ - v |

& mi=) P eenin) Am-2

rsamarn —_——

s A=32

Enbaga 8@

Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste caso, 0 maximo global e o minimo global passam a ser,

respectivamente, y = 2 e y = —2. Dessa forma, a amplitude sera igual a 2.

» Caso 3: f(x) =5 sen(x)

Figura 9 — Representagédo gréafica das fungdes f(x) = 5- sen(x) (em verde) e
f(x) = sen(x) (em preto).

x

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Enfrar...
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A 1 I)- @ "‘{U‘a K’ ABC | 37 .
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9 f(x) = sen(x) ..
@ g(x) = 5 sen(x) A=5
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@ A=5 4
3
2
1
! q
o
1o ¥ K 1) % & X = R o 1 2 : ; : ; | : ¢ 1o
2
3
-4
Entrada; B Ol

Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".
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Neste caso, 0 maximo global e o minimo global passam a ser,

respectivamente, y = 5 e y = —5. Dessa forma, a amplitude sera igual a 5.

» Caso 4: f(x) =0,5- sen(x)

Figura 10 — Representacéo gréfica das funcdes f(x) = 0,5 - sen(x) (em verde) e
f(x) = sen(x) (em preto).

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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s
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Entrada: Ac)]

Fonte: Elaboracao do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste caso, 0 maximo global e o minimo global passam a ser,
respectivamente, y = 0,5 e y = —0,5. Sendo assim, a amplitude serd igual a 0,5.

Os testes variando o valor da constante A mostram intuitivamente que este
coeficiente esta relacionado direto com a amplitude da funcdo trigonométrica.

Portanto, o valor do coeficiente A indica qual a amplitude da funcao dada.

3.1.2 Funcgéo f(x) = A- sen(Bx + C) + D: variacdes no parametro B (periodo)

Seja a funcdo f(x) = sen(Bx), com B € R e B # 0. Através do GeoGebra,

serdo representadas algumas sendides com valores distintos no parametro B.



» Caso 1: f(x) = sen(2x)

Figura 11 — Representagéo grafica das fungdes f(x) = sen(2x) (em vermelho) e
f(x) = sen(x) (em preto).

x
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Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Observa-se que, na figura 11, ocorre uma variagdo no periodo da funcdo em
vermelho, passando a ser .

» Caso 2: f(x) = sen(4x)

Figura 12 — Representacgao gréafica das fungfes f(x) = sen(4x) (em vermelho) e
f(x) = sen(x) (em preto).
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Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".
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Observa-se que, na figura 12, ocorre uma varia¢do no periodo da funcdo em

vermelho, passando a ser g
: - x
» Caso 3: f(x) = sen (z)

Figura 13 — Representac¢éo grafica das fungdes f(x) = sen (g) (em vermelho) e
f(x) = sen(x) (em preto).

X
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Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Observa-se que, na figura 13, ocorre uma variacao no periodo da funcdo em
vermelho, passando a ser 4.

Os testes mostram de forma intuitiva que o periodo da fungéo

f(x)=A-sen(Bx+ C)+ D éigual a%”.

3.1.3 Funcéo f(x) = A- sen(Bx + C) + D: varia¢cdes no parametro C (deslocamentos
horizontais)

Considere a funcdo f(x) =sen(x +C), com C € R. Serdo representadas a

seguir algumas sendides com valores distintos no parametro C.



» Caso 1l: f(x) = sen(x + m)
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Figura 14 — Representagéo grafica das fungdes f(x) = sen(x + ) (em azul) e
f(x) = sen(x) (em preto).

Arquivo Editar Exibir OpeSes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaboracao do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste caso, houve um deslocamento em relagédo ao grafico de f(x) = sen(x)

de m unidades para a esquerda, mantendo o periodo e a amplitude. Por f(x) =

sen(x) ser uma funcdo peridédica, note no grafico que f(x) =sen(x +m) =

—sen(x) = sen(—x), implicando no fato de sen(x) ser também uma func¢éo impar.

» Caso 2: f(x) = sen (x +§)

Figura 15 — Representacgao gréafica das fungfes f(x) = sen (x + g) (em azul) e
f(x) = sen(x) (em preto).
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Fonte: Elaboracao do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".
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Neste caso, houve um deslocamento em relacdo ao grafico de f(x) = sen(x)

de g unidades para a esquerda, mantendo o periodo e a amplitude. Observe nos

gréficos que f(x) = sen (x + g) = cos(x).

» Caso 3: f(x) = sen(x + 2m)

Figura 16 — Representagao gréfica das fungbes f(x) = sen(x + 2m) (em azul) e
f(x) = sen(x) (em preto).
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Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste caso, houve um deslocamento em relagdo ao grafico de f(x) = sen(x)

de 2w unidades para a esquerda, coincidindo com o grafico de sen(x).



» Caso 4: f(x) = sen(x — m)

Figura 17 — Representacgéo grafica das fungdes f(x) = sen(x — ) (em azul) e
f(x) = sen(x) (em preto).
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Fonte: Elaboracao do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste caso, houve um deslocamento em relacdo ao grafico de f(x) = sen(x)

de m unidades para a direita, mantendo o periodo e a amplitude. Por f(x) = sen(x)

ser uma funcdo periodica, note no grafico que f(x) =sen(x —m) =sen(x + ) =

— sen(x).

A partir das construcdes realizadas, conclui-se que o parametro C interfere no

deslocamento horizontal nos gréficos das fun¢des em C unidades, para a esquerda

se C > 0 ou para a direita caso C < 0.
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3.14 Funcdo f(x)=A-sen(Bx+C)+D: variagbes no pardmetro D

(deslocamentos verticais)

Seja a funcdo f(x) = sen(x) + D, com D € R. Seréo representadas a seguir

algumas senoides com valores distintos no parametro D.

» Caso 1l: f(x) = sen(x) + 2

Figura 18 — Representagao gréfica das fungbes f(x) = sen(x) + 2 (em amarelo) e
f(x) = sen(x) (em preto).
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1
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o
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Ld 27
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-
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Entrada s @

Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste caso, houve um deslocamento em relacdo ao grafico de f(x) = sen(x)
de 2 unidades para cima, sem alterar o periodo e a amplitude. Desta forma, a

imagem de f(x) = sen(x) + 2 € o intervalo [1; 3].
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» Caso 2: f(x) = sen(x) + 3

Figura 19 — Representacéo grafica das fungdes f(x) = sen(x) + 3 (em amarelo) e
f(x) = sen(x) (em preto).
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14
!
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Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".
Neste caso, houve um deslocamento em relagdo ao grafico de f(x) = sen(x)
de 3 unidades para cima, sem alterar o periodo e a amplitude. Desta forma, a
imagem de f(x) = sen(x) + 3 é o intervalo [2; 4].

» Caso 3: f(x) = sen(x) — 1

Figura 20 — Representacgéo grafica das fungdes f(x) = sen(x) — 1 (em amarelo) e
f(x) = sen(x) (em preto).
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Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".
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Neste caso, houve um deslocamento em relacdo ao grafico de f(x) = sen(x)
de 1 unidade para baixo, sem alterar o periodo e a amplitude. Desta forma, a
imagem de f(x) = sen(x) — 1 € o intervalo [—2; 0].

A partir das construgdes realizadas, pode-se concluir que o parametro D,
juntamente com o parametro A, sdo responsaveis pela caracterizacdo da imagem da
funcé@o f(x) = A- sen(Bx+ C) + D.

Pedagogicamente, recomenda-se que seja feita a construcdo dos graficos
alterando um parametro de cada vez no primeiro momento, para garantir melhores
possibilidades de observagédo das caracteristicas presentes a partir das mudancgas.
E proposto posteriormente a alteracéo simultdnea dos 4 parametros, de modo que o

estudante fixe os conceitos de imagem, periodo e amplitude.

Segue um exemplo com a funcéo f(x) = 2 -sen (g) —1.

Figura 21 — Representa¢éo grafica das fungdes f(x) = 2 - sen (’Z—C) — 1 (emroxo) e
f(x) = sen(x) (em preto).

Arquivo Editar Cwbir Opgles Femamentsz Jlanela Ajuda Entrar.
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Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste caso, temos:
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Sendo assim, as suas informacdes notaveis séo:

, 2
e Periodo: ?’T =47

e Amplitude: A =2

e Imagem: [—3;1]
3.2 Funcao cosseno e propriedades

Definicdo: Dado um namero real x, denomina-se funcdo cosseno a relagéo f: R —
R que associa x a cos (x), ou seja, f(x) = cos (x).

Dominio: R

Periodo: 2m, visto que f(x) = f(x + 2m) para todo x € R.

Contradominio: R

Imagem: [-1;1]

Amplitude: como f(x) = cos (x) € uma funcao circular e sua imagem situa-se em

um intervalo fechado, pode-se definir a amplitude da mesma pela relacao:

Fmax —fmin _ 1-(-1) _ 1+1 2 _ 1
= 5 = > =

> =

2

Estudo do sinal:

De um modo geral, f(x)=cos(x) é positiva no 1° e no 4° quadrante da

circunferéncia trigonométrica, negativa no 2° e no 3° quadrante e nula quando
s

x=Z+kn (k€.

Vs Vs
(> 0,se =5+ 2km <x <= +2kn (k €2)

f(x) = cos (x) =0,sex=g+kn (ke

s 3
| <0,se §+2kn<x<7+2kn (k €Z)

Note que a funcéo cosseno é continua em todo o seu dominio.
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Variacdes da funcdo cosseno: Sejam A, B, C, D e x nimeros reais. Ha infinitas
variagbes da funcdo cosseno, representada por f(x) =A-cos(Bx+C)+D. A

funcdo f(x) = cos (x) € um caso particularnaqualA=1,B=1,C=0e D = 0.

O comportamento das cossendides a partir das variagcdes dos parametros A,
B, C e D é idéntico aos das sendides, podendo o docente trabalhar simultaneamente
a construcdo dos graficos das funcdes seno e cosseno, além de explorar com a

turma as suas particularidades e familiaridades.

3.3 Funcéao tangente e propriedades

Definicdo: Dado um numero real x, denomina-se funcdo tangente a relacéo
f:R — R que associa x a tg (x), ou seja, f(x) = tg (x).

Dominio: R — {g +km (k € Z)}

Periodo: m, visto que f(x) = f(x + m) para todo x € R.

Contradominio: R

Imagem: R

Amplitude: Nao se define amplitude para a funcdo tangente, visto que sua imagem

corresponde a todo o conjunto R.

Estudo do sinal:
De um modo geral, f(x) = tg (x) é positiva no 1° e no 3° quadrante da circunferéncia

trigonométrica, negativa no 2° e no 4° quadrante e nula quando x = kn (k € Z).

3
>Ose0+2k7r<x<2+2k7r ou 7T+2k7r<x<7+2k7r (keZ)
f(x) =tg (x) =0,sex =kn (k€Z)
I 3m
k<05e—+2kn<x<n+2knou 7+2kn<x<2n+2kn (k€Z)

VariacBes da funcdo tangente: Sejam A, B, C, D e x nUmeros reais. H& infinitas
variacdes da funcao tangente, representada por f(x) = A- tg(Bx + C) + D. A fungéo

f(x) =tg (x) € um caso particular naqual A=1,B=1,C=0e D=0. A seguir,
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sera estudado o comportamento das tangentdides a partir das variagbes dos
parametros A, B, C e D no aplicativo GeoGebra.

3.3.1 Fungdo f(x)=A-tg(Bx+ C)+ D: variagbes no parametro A (limites,

crescimento e decrescimento)

Considere a fungéo f(x) = A-tg(x), com A € R e A # 0. Serdo representadas

a seguir algumas tangentodides com valores distintos no parametro A.
» Caso l: f(x) = 2-tg(x)

Figura 22 — Representacéo gréafica das fungdes f(x) = 2 - tg(x) (em azul no intervalo ]—%g[ eem

verde nos demais intervalos do dominio) e f(x) = tg(x) (em vermelho no intervalo ]_%g[ e em preto
nos demais intervalos do dominio).

Arquivo Editar Exibir Opcbes Feramentas Janela Ajuda Entrar...
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o
i,
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Enrada {HBE

Fonte: Elaboracao do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".
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Ao comparar os graficos das duas funcdes no intervalo ]—g g[ verifica-se
que f(x)=2-tg(x) tende a +oo (apresenta um crescimento positivo) mais
rapidamente que f(x) = tg(x) ao se aproximar pela esquerda da assintota (reta na
qgual a curva se aproxima sem chegar a intersecta-la) x = % Analogamente, f(x) =
2-tg(x) tende a —oo (apresenta um crescimento negativo) mais rapidamente que

f(x) = tg(x) ao se aproximar pela direita da assintota x = —g.
» Caso 2: f(x) = 3-tg(x)

Figura 23 — Representa¢éo grafica das fungdes f(x) = 3 - tg(x) (em amarelo no intervalo ]—gg[ e
em laranja nos demais intervalos do dominio), f(x) = 2 - tg(x) (em azul no intervalo ]—%%[ eem

verde nos demais intervalos do dominio) f(x) = tg(x) (em vermelho no intervalo ]—gg[ e em preto
nos demais intervalos do dominio).
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Fonte: Elaboracao do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Pelas construcbes realizadas, verifica-se na figura 23 que f(x) = 3-tg(x)
tende a +c0 mais rapidamente que as outras duas fungdes ao se aproximar pela

esquerda da assintota x = % Da mesma forma, f(x) = 3-tg(x) tende a —c mais
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rapidamente que as outras duas fun¢Bes ao se aproximar pela direita da assintota

T
X =—_.
2

> Caso 3: f(x) = tgzﬁ

tg(x)
2
nos demais intervalos do dominio) e f(x) = tg(x) (em vermelho no intervalo ]—gg[ e em preto nos
demais intervalos do dominio).

Arquivo Editar Exibir Opclies Feramentas Janela Ajuda Entrar
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Figura 24 — Representagéo grafica das fungbes f(x) = (em azul no intervalo ]—gg[ e em verde
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Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Ao comparar os gréficos das duas fungbes no intervalo ]—g g[ verifica-se
que f(x) = tgzﬁ tende a +co0 mais lentamente que f(x) = tg(x) ao se aproximar pela
esquerda da assintota x = g Analogamente, f(x) = tgzﬁ tende a —oco mais

lentamente que f(x) = tg(x) ao se aproximar pela direita da assintota x = — %
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> Caso 4: f(x) = &2

Figura 25 — Representacéo gréafica das funcées f(x) = tg(x)

tg(x)

(em amarelo no intervalo ]—— —[ eem

laranja nos demais intervalos do dominio), f(x) = (em azul no intervalo ]—— —[ e em verde nos

demais intervalos do dominio) e f(x) = tg(x) (em vermelho no intervalo ]—;,;[ e em preto nos
demais intervalos do dominio).

Arquivo Editar Exibir Dp;oes Femamentss Janela Auda Entrar...

lﬂ// [elodNp=[=]+] +

1 .!ﬂ!lehj @A\gebm ~ Janela deV\suahlagao =)
= Funcdo Dﬁ AC~

-3 f(x) = tg(x) T
~@ glx) = 0.5 tg(x)

@ h(x) =tg(x) (—157 <x<157)
-3 plx) = 05 tg(x) (157 <x<1.57
-@ qx) = 0.25 tg(x)

]
= Nimero
=@ A=05
= Reta
@ ax=157

@ b:x=157 f

9 cx=4T1

9 dix=4T1

A=05

—(—

3T / T
2

< >

Entrada: ¥

Fonte: Elaboracao do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

~ . e t .
Pelas construcBes realizadas, verifica-se que f(x) = % tende a +oc mais
lentamente que as outras duas funcbes ao se aproximar pela esquerda da assintota

X =

NI

t .
Da mesma forma, f(x) = % tende a —co mais lentamente que as outras

duas funcdes ao se aproximar pela direita da assintota x = — %
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» Caso5: f(x) = —tg(x)

Figura 26 — Representacgédo grafica das fungbes f(x) = — tg(x) (em azul no intervalo ]— %g[ eem

verde nos demais intervalos do dominio) e f(x) = tg(x) (em vermelho no intervalo ]—gg[ e em preto
nos demais intervalos do dominio).

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Fonte: Elaboracao do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste exemplo, observa-se que f(x) = —tg(x) é simétrica a f(x) = tg(x) em
relacdo aos eixos coordenados.

A partir das construcoes realizadas, conclui-se intuitivamente que o parametro
A influencia na taxa de variacdo de crescimento e decrescimento da fungéo f(x) =
A- tg(Bx + C) + D, permanecendo constante o periodo da fungdo. Para |A| > 1,
quanto maior for |A|, mais rapido sera a variacdo da funcdo. Analogamente, para
0 < |A| < 1, quanto menor for |A|, mais lento serd a variacdo da funcéo. Para A > 0,
a funcdo é crescente nos intervalos em que é definida. Para A <0, a funcdo é

decrescente nos intervalos em que € definida.
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3.3.2 Fungé@o f(x) =A- tg(Bx + C) + D: variagbes no parametro B (mudanca de
dominio e periodo)

Seja a funcdo f(x) =tg(Bx), com BER e B # 0. Serdo representadas a
seguir algumas tangentéides com valores distintos no parametro B.

» Caso 1. f(x) = tg(2x)

Figura 27 — Representacgao grafica das fungées f(x) = tg(2x) (em vermelho) e f(x) = tg(x) (em

preto), ambas limitadas no intervalo —g;% .
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Fonte: Elaboracao do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste caso, o periodo de f(x) = tg(2x) € g e seu dominio é R — {% + k;” (k €

z)}.
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» Caso 2: f(x) = tg(4x)

Figura 28 — Representa¢éo grafica das fungdes f(x) = tg(4x) (em vermelho) e

f(x) = tg(x) (em preto), ambas limitadas no intervalo [—gg]
- & —9o=
Arquive Eatar Exiber GD{HI Ferramentas Jansia Ajuca

Entrar
" — = . . L
Rl ALL~U P OUEDI L N mnc] 222 3]

o 5
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fix) = tr(=)
&{x) = tg(4x) B=4
3 h(x) = tg(x) (—1.57 <x<1.57)
s pix) = tg(dx) (-1.567<z<157)

Entrada

Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste caso, o periodo de f(x) = tg(4x) é % e seu dominio é R — {% + %ﬂ (k €

z)}.
> Caso 3: f(x) =tg (g)

Figura 29 — Representa¢éo gréfica das funcdes f(x) = tg (g) (em vermelho) e f(x) = tg(x) (em
preto), ambas limitadas no intervalo [—m; 7].
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Fonte

. Elaboracao do proprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".
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Neste caso, o periodo de f(x) =tg(§) € 2m e seu dominio € R— {m +
2km (k € )},

Pelas construcbes, € possivel concluir intuitivamente que o parametro B
influencia no periodo da funcdo f(x) = A- tg(Bx + C) + D, sendo igual a g. Quanto

ao dominio, ndo se pode afirmar um padrdo antes de estudar as variagdes no

parametro C.

3.3.3 Fungdo f(x) = A- tg(Bx + C) + D: variagbes no parametro C (mudanca de

dominio e deslocamentos horizontais)

Considere a funcdo f(x) =tg(x+C), com C € R. Serdo representadas a

seguir algumas tangentéides com valores distintos no parametro C.

» Casol: f(x) = tg (x+§)

Figura 30 — Representa¢éo gréfica das fungdes f(x) = tg (x + %) (em vermelho) e
f(x) = tg(x) (em preto).
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Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".



45

Neste caso, houve um deslocamento em relagdo ao gréafico de f(x) = tg(x)
de g unidades para a esquerda. O dominio de f(x) =tg (x+§) € 0 conjunto

R —{r + kn (k € Z)}.
> Caso 2: f(x) = tg(x+%)

Figura 31 — Representacéo gréafica das funcdes f(x) = tg (x + %) (em vermelho) e
f(x) = tg(x) (em preto).
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Entrada:

Fonte: Elaboracao do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste caso, houve um deslocamento em relagdo ao gréafico de f(x) = tg(x)

de % unidades para a esquerda. O dominio de f(x) =tg(x+%) € 0 conjunto

R—{Z+kn (k € 1)},
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» Caso 3: f(x) = tg(x+m)

Figura 32 — Representacéo grafica das fungdes f(x) = tg(x + ) (em vermelho) e f(x) = tg(x)
(em preto).
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Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste caso, houve um deslocamento em relagdo ao gréfico de f(x) = tg(x)
de m unidades para a esquerda. Observe no grafico que f(x) = tg(x + ) = tg(x), o

gue mostra a periodicidade da funcéo tangente.
: = _r
» Caso4: f(x) = tg (x 4)

Figura 33 — Representacéo gréafica das funcdes f(x) = tg (x - %) (em vermelho) e
f(x) = tg(x) (em preto).

Arguive Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Enlrar.

Bl AL~ @Ol <) N asc) 222 +3] —

» Jansla de Algebra * _lanels do Visnalizagho
= Fungho I 5 c-

4 M=) = tzix) o R

2 glx) = tg(x - 0.79)

@ hix) =telx) (—wsx=m)

@ plx) = tg(= — 0.79) (—wex<mn)
= Mmers

@ mx=1.57
oK =0.79
cx=AST
dox =079
e

Ex= 314
Ea=-238
x=2.36

Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".
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Neste caso, houve um deslocamento em relacdo ao grafico de f(x) = tg(x)

de % unidades para a direita. O dominio de f(x) =tg (x—%) € o conjunto R —

{Z+ kn (k e B},

Através das construcdes, pode-se concluir que as variacdes realizadas no
parametro C interferem no deslocamento horizontal nos graficos das fungdes em C
unidades, para a esquerda se C > 0 ou para a direita caso C < 0.

Também € possivel observar que o dominio compreende o conjunto R —

(G -20)+5)

3.3.4 Fungéo f(x) = A- tg(Bx + C) + D: variagbes no parametro D (deslocamentos

verticais)

Considere agora a funcdo f(x) = tg(x) + D, com D € R. Serdo representadas

no aplicativo GeoGebra algumas tangentdides com valores distintos no parametro D.
» Casol: f(x) = tg(x)+1

Figura 34 — Representagéo grafica das fungdes f(x) = tg(x) + 1 (em vermelho) e f(x) = tg(x)
(em preto) , ambas limitadas no intervalo [—m; ].

x

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar

N ,/v/,@@.{;\m = [#] N

» Janela de A\gebra | | ~ Janela de Visualizagdo Ed|
= Funcao D@ AC~
0 () = tg(x)
O glx) = tg(x) +1 I
«@ h(x) = tg(x) (—w<x<w)
@ p(x) =tg(x)+1 (—w<x<m)
= Numero
~@ D=1
= Reta
@ a:x=1.57
-@ bix=079
? cx=157
~@ d:x=079
9 ex=m
P kx=-314
b Ex=-2.36
P kix=236

Entrada: 4@

Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".
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Neste caso, houve um deslocamento em relagdo ao gréafico de f(x) = tg(x)
de 1 unidade para cima, sem alterar o periodo e o conjunto imagem.

» Caso2: f(x) = tg(x)+2

Figura 35 — Representacgédo grafica das fungdes f(x) = tg(x) + 2 (em vermelho) e f(x) = tg(x)
(em preto), ambas limitadas no intervalo [—; 7t].

X
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
DOERSCENT e T
Q%
» Janela de Algebra #| |~ Janela de Visualizagio 5]
=/ Fungio | HAC
-0 f(x) = tg(x) T T T T
O g(x) = tg(x) +2 D=2
J h(x):tg(x) (_ws’(s") #
=0 plx) = tg()+2 (-7 <x<m)
= Nimero
4N
10 9 ] 7 ] 5 4 4 5 8 7 8 9
Entrada: i O
! 1

Fonte: Elaboracdo do proprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste caso, houve um deslocamento em relagdo ao gréafico de f(x) = tg(x)
de 1 unidade para cima, sem alterar o periodo e o conjunto imagem.



> Caso 3: f(x) = tg(x) —3
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Figura 36 — Representacgéo grafica das fungdes f(x) = tg(x) — % (em vermelho) e f(x) = tg(x)

b Janela deA\gebla

= Fungao
=0 f(x) = tg(x)

3 hix) = tg(x)

= Nimero

O glx) = tg(x) -

@ plx) = tg(x) -

0.5
(-r<x<n)
0.5 (-7<x<w)

(em preto), ambas limitadas no intervalo [—m; ].

Arquivo Editar Exibir OpcBies Feramentas Janela Ajuda

.ﬂ//wGOA\M“$

- Janela de Visualizagio

 Eztc-

D=-05

.

X

Entrar
ae|
o

3

=@ D=-05

=/ Refa

@ ax=157
@ bx=079
@ ax=-157
@ dx=4079
0 ex=m
@ Rx=-314
-0 x=-236
=@ Kx=236

=

< >
Entrada: I

Fonte: Elaboracao do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste caso, houve um deslocamento em relacdo ao grafico de f(x) = tg(x)
de % unidade para baixo, sem alterar o periodo e 0 conjunto imagem.

A patrtir das construcOes realizadas pode-se concluir que o parametro D nao
interfere no periodo, dominio e conjunto imagem da funcéo f(x) = A- tg(Bx+ C) +
D, uma vez que sua imagem € o conjunto R.

Da mesma forma que foi realizado o estudo das variagdes das fungbes seno e
cosseno, recomenda-se que também seja feita a construcdo dos graficos das
funcdes tangente alterando um parametro de cada vez no primeiro momento, para
garantir melhores possibilidades de observagdo das caracteristicas presentes a
partir das mudancas. Para fechamento, € proposto a alteracdo simultanea dos 4
parametros, de modo que o estudante fixe os conceitos de dominio e periodo das

funcdes tangente.



Segue um exemplo com a fungéo f(x) = -2 -tg (g

Figura 37 — Representagéo grafica das fungbes f(x) = —2-tg (f

[371:7'[

Arquivo Editar Exibir Dpcoes Ferramentas Janela Ajuda

+2)+3.

E) + 3 (em azul no intervalo

] e em amarelo nos demais intervalos) e f(x) = tg(x) (em verde no intervalo [—— —[eem
preto nos demais intervalos).
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D&

BC

» Janela de Algebra

~ Janela de V\suahza;ao

= Funcéo

5 T(x) = tae)

L@

@ he) =gl (-5 <x<7)
‘@ plx) = -2t (05 +0.79) +3 (-471<x<157)
= Nimero

@ A=-2

@ B=05

~@ C=019

@ D=3

= Ponto

-0 E={157,3)

= Reta

<0 ax=m

-0 bkx=4T

@ oox=-314

~@ dix=157

@ erx=157

@ Ex=41

.ﬁﬁt:v

< >

(.ﬂ_
¥

(S

Fonte: Elaboragédo do préprio autor, utilizando o software “GeoGebra 4.4.36.0".

Neste caso, temos:

A= =2
B=:

2
C_T[
T4
D=3

Sendo assim, as suas informac¢des notaveis sdo:

Entrada:




e A=-2(<0): fungdo decrescente

e Periodo: % =2

e Dominio: R — {(%— ZC) +

km

B

= R~ {2+ 20}

o1
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4 APLICACOES NA EDUCACAO BASICA PAULISTA

O Governo do Estado de Sao Paulo instituiu, em 2008, o Programa “Sao
Paulo Faz Escola”, uma proposta para universalizar o curriculo minimo previsto para
a educacao basica da rede publica estadual. Nessa proposta enfatiza-se o uso de
ferramentas tecnolégicas como auxilio no processo ensino-aprendizagem (SAO
PAULO (Estado), 2014a). O uso da tecnologia possibilita enriquecer varias das
atividades propostas, proporcionando ao aluno um conhecimento mais solido e, de
um certo modo, mais tangivel.

Varias sdo as situacdes de aprendizagem nas quais o uso de aplicativos
computacionais s&o grandes aliados para a constru¢cdo do conhecimento.
Particularizando para a disciplina de Matematica, as sequéncias didaticas sobre

funcdes sdo as que mais possibilitam o uso do aplicativo GeoGebra.

4.1 Fungdes trigonométricas e curriculo

O curriculo do Estado de S&o Paulo aborda o conteudo de trigonometria em
trés séries (no 9° ano do Ensino Fundamental, na 12 e na 22 série do Ensino Médio),
de forma gradativa.

Durante o0 9° ano é desenvolvida a trigopnometria no triangulo retangulo (apo6s
o fechamento do estudo sobre relacdes métricas no triangulo retdngulo) com o
estudo das razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente (SAO PAULO (Estado),
2014b, 2014e).

Na 12 série do Ensino Médio, explora-se as razdes trigopnométricas secante,
cossecante e cotangente, estendendo para as identidades trigopnométricas e inicia-
se o0 estudo da trigonometria na circunferéncia. Nesta etapa, sdo introduzidos os
conceitos de seno e cosseno de um angulo a no primeiro quadrante, tendo como
referéncia uma circunferéncia de raio unitario com centro no sistema de
coordenadas. Ap0s a conclusdo a respeito que 0 seno e 0 cosseno de um angulo a,
medidos a partir do eixo das abscissas em sentido anti-horario correspondem,
respectiva mente, a ordenada e a abscissa do ponto da circunferéncia que

corresponde ao angulo a, estende-se o conceito para os demais quadrantes,
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restringindo-se a uma volta (360 graus). Por ultimo, € trabalhado a lei dos senos e a
lei dos cossenos (SAO PAULO (Estado), 2014c, 2014f).

O encerramento de trigonometria é feito durante a 22 série do Ensino Médio,
momento em que estuda-se nocdes sobre periodicidade, ciclo trigonométrico,
relacdo entre graus e radianos, func¢des trigonométricas (restringindo as funcgdes
seno e cosseno) e equacdes trigonométricas em contextos praticos (SAO PAULO
(Estado), 2014d, 20149).

Recorrer ao GeoGebra como ferramenta de apoio € essencial para a
exploracdo das caracteristicas presentes nas funcdes trigonométricas. O proprio
curriculo recomenda o uso de um software auxiliar para a construcao de graficos, na

perspectiva de dinamizar as aulas, favorecendo a aprendizagem dos alunos.

4.2 Comentarios sobre a situacdo de aprendizagem “Gréaficos de funcdes
periddicas envolvendo senos e cossenos”

Realizada durante o 1° semestre da 22 série do Ensino Médio, esta situacao
de aprendizagem promove uma maior assimilacdo das caracteristicas das funcdes
trigopnométricas seno e cosseno, levando em conta que ocorre gradativamente a
construcdo dos conceitos de variagdo no periodo, na amplitude e na imagem.

Conforme SAO PAULO (Estado) (2014g), dentre os objetos de aprendizagem

relacionados a situacdo de aprendizagem, pode-se destacar:

- Graficos de funcbes dotipoy = D + A-sen(Bx)ouy = D + A-cos (Bx);
- Periodo e amplitude de uma fungé&o trigonométrica;

- Gréficos de fungbes seno ou cosseno em dependéncia com o tempo.

Ainda de acordo com SAO PAULO (Estado) (2014g), os objetivos a serem
alcancados com o conteudo proposto s&o:

- Compreender o fato de que os fendbmenos periddicos podem ser modelados
por intermédio de uma funcgéo trigonométrica;

- Reconhecer as propriedades de fungdes do tipo y =D + A-
sen(Bx) e y = D + A-cos(Bx), comparando-as com as fungbes elementares

y = sen(x) ey = cos (x);
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- Completar uma tabela com valores de arcos e de fungoes;
- Construir o gréfico de uma fungéo trigonométrica dada a equagédo que a

representa.

A técnica da construcdo manual de graficos mostra-se limitada, sendo
conveniente para iniciar a abordagem do conteldo. Nesta etapa, sera feita a
construgdo dos gréficos das fungbes f(x) =A-sen(x) e f(x) =A- cos(x), na
perspectiva de que seja reconhecida a variagdo da amplitude dessas funcdes a
partir da alteracao do parametro 4, conforme sequéncia descrita nas figuras 38, 39 e
40.

Figura 38 — Reproducéo da pagina 36 — caderno do aluno — Matemética — 22 série — volume 1

SITUACAO DE APRENDIZAGEM 3
& GRAFICOS DE FUNCOES PERIODICAS ENVOLVENDO
SENOS E COSSENOS

.-%'_5-. Leitura ¢ anilise de texto

Construgio do grifico a partir da rabela de valores

A eiboragio da tabela para a construcio do f;r:'ﬁq'u bovard em conta os valores que mar

cam a divisio cnire os quadrantes da circunferéncia migonomémica, isto &, 0, %~ I, ¥ o
2 2

Para COMECar 3 CoONSIruir em um mesmo sistema de eixos caresianos os prificos de

¥ = snx < de y = 2scnx, vool pode daborar a scguinte tabela de valonss:

= ¥ =senx y = Zsenx
0 0 0

= 1 2

T 0 0
e

. 1 2

2

2 0 0

e

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.
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Figura 39 — Reproduc¢éo da pagina 37 — caderno do aluno — Matematica — 22 série — volume 1

Mateminc — 2 sénie — Volume |
J VOCE APRENDEU?
1. Complese as mbelas e construa os grificos. uiilizando o papel quadriculado ¢ um sistema de
cixos caricsianos para cada abda
I ‘y--ﬂl ]r-l,'.il-: I 1 ‘y-u- y=3cosx
u | ﬂ -
[
i 3
T X
3n 3T
7 3]
2 2x |
Tabela 1
7

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.
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Figura 40 — Reproducéo da pagina 38 — caderno do aluno — Matemética — 22 série — volume 1

Matemine — P wie — Volome |

Tabela 2

2. Observando os grificos construidos até agora nesta Simagio de Aprendizagem, responda: qual
¢ a diferenca entre o grifico da fungio y = senx € o grifico da fungio y = Asenx, onde A £um

niimern diferente de zem?

3. Observando os grificos construidos na atividade 1, responda: qual ¢ a diferenca entre o grifico
da funcio y = cosx € o grifico da fungio y = Acosx, onde A € um niimero diferente de ze10?

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.

O material propbe a constru¢cdo dos gréficos de f(x) =A- sen(Bx) e

3T

f(x) = A- cos(Bx) a partir de tabelas com referéncia aos valores 0, g m e 27

(valores que dividem os quadrantes da circunferéncia), na perspectiva de que seja
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reconhecida a variagdo no periodo dessas funcdes a partir da alteragdo do
parametro B, conforme sequéncia descrita nas figuras 41 e 42.

Figura 41 — Reproduc¢éo da pagina 39 — caderno do aluno — Matematica — 22 série — volume 1

Matemincs — P série — Volume |

4.0|~.ﬂ:nrcauh:laas|:guir. N:l:ﬂiarcgis:udmvﬂnrudc pares ﬂrdtl'ﬂ.dcﬁdﬂ'ﬁ.l.l‘l:;ﬁﬁ
¥=senlx ey = 2senls

=
=
(=]
[—=]

T X
3 3 1 2
T % 0 0
3x 3n
e - -1 -2
4
2T x 0 0

a) Perccha que a primeira coluna da mhela, 3 esquerda, contém os valores divisdrios dos
quadrantes. que 530 adotados para fadlitar 3 construgio. Para demonstrar mdhor 2 im-
portincia do fator 2, intreduzido na sentenga alpdhrica, desenhamos os grificos de y = senx
edey = 2en?x em um dnico sistema de eixos caresianos, conforme representado a seguic

L o4 N i i | | i
T 2 ﬁ f’r‘!“h
f\ ..... f( ] |
ERSVEN i e
] | 1| | ¥ ::‘
[1] i;_\ :f;_\. 3= e T S W S T . - H
TN f D
T—t ‘\ _;I \.1\._..,_.-('_ i - - 4 | -
N A
NEEEEN /AN EE NSNS EEENENEENEEEE

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.
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Figura 42 — Reproducéo da pagina 40 — caderno do aluno — Matemética — 22 série — volume 1

b) Cumph-n_- a mhch e desenbe e wm mesmo sistema de cixos cacsianos, no papd qLu.:inn:u-

bdo, os grificos de ¥ = cosx e de ¥ = cos | — | o intervalo [0, 47).

)

=

|

b
"l
b |
i

|J|:'j" E

i e - X
ﬁ. l-_.-\.. TOVa Wi .jlfr:l'!h";: ENE O ;{t:‘hus\ di\ fl.lll;‘lllt.'\ '. COeY & 'l. ool — L

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.

Neste ponto, nota-se a necessidade de um maior aprofundamento na
exploracdo de outros valores atribuidos a variavel x, para que o aluno tenha
melhores condi¢cdes de interpretar o comportamento das novas func¢bes. Logo,
passa a ser imprescindivel a utilizacdo de um aplicativo computacional na
construcdo de graficos junto & constru¢cdo manual, para auxiliar com maior precisao
a identificacdo das propriedades, através dos recursos de ampliacdo e reducéo,
visualizacdo das funcbes em intervalos relativamente grandes ou relativamente
pequenos, insercdo de pontos e retas auxiliares, dentre outros disponiveis em que

seja conveniente 0 usoO.
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As figuras 43, 44 e 45 descrevem uma sequéncia didatica na qual € abordada
a interferéncia do parametro D no comportamento dos graficos de
f(x)=A-sen(Bx)+D e f(x) =A- cos(Bx) + D a partir de tabelas com referéncia
aos valores 0, g T, 37" e 2m. O nivel de dificuldade aumenta aos poucos, de modo
que 0s exercicios 6, 7 e 8 abordam a construcdo dos gréaficos e reconhecimento da
variacdo da imagem das fun¢des a partir da alteragdo do parametro D. O exercicio 9
da pagina 43 (figura 45) exige que o aluno identifique a funcao trigonométrica a partir

do seu respectivo grafico com os conhecimentos adquiridos até o presente momento

da situagao de aprendizagem.

Figura 43 — Reproducéo da pagina 41 — caderno do aluno — Matematica — 22 série — volume 1

6. Ohscrve a tabcla a scpuin. que coneém valores de parcss ordenados das fungics ¥ = sendx,
y = 2scirdx c y = 1 + 2scndix. Perccha quc foram atribuidos para 4x os valoncs 0, ;E . ; c 2,
que sio os valores que dividem os quadrantes da circunferéncia

a) Complcre a rabcla:

4x x ¥ = sendx ¥ = Zsendx ¥= 1+ 2sendx
L L]
e i
] B
T
x %
3 3x
= E]
q
I 3
b} Diescnhe os grifos de y =soox e de y = 1 + Zsondix om um idnico sistoma dic cinos coordenadios.

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.
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Figura 44 — Reproduc¢éo da pagina 42 — caderno do aluno — Matematica — 22 série — volume 1

Matemdng — M sinie - Volume 1

Repare que, em relagio ao grifico de y = senx. o grifico de y = 1 + 2sendx foi deslocado
verticalmente, 1 unidade para cima. € teve seu periodo diminuido 4 veres ¢ sz amplinde do-
brada, efeitos esses cansados, respectivamente, pelas constantes 1, 4 ¢ 2. A partir dessa observacio,
complete a tabela a sepuir:

7.9) %hau&nq&cﬁhugﬁﬁmdﬂﬁmﬁuy:—l4?.1-(!]:&:;:“:1
£m um mesmo sistema de cixos canesianos. 1

‘ ] |
2 x v (3) yeteza(3)
n 4
X
b 5
F.
3x
7
=
L
41

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.
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Figura 45 — Reproducéo da pagina 43 — caderno do aluno — Matemética — 22 série — volume 1

Mateminc — 2 sfric — Volume |

b} Complete 2 rabela com as caracieristicas das funghes cujos grificos vool construin po

item antenor.

Comparagio catre os dois grifices
Fangso ponms | y=-1+2a(3)
Periodo
Imagem

Amplitade

8. Qual £ a diferenga entre os prificos das fungics y = senx ey = C + sem?

9. Obscrve os grificos scpuinics ¢ csareva, para cada um, o periodo c 2 amplimde. Escreva ambém
o conjunto imagem de cada fungio.

.\?\;’ LICAO DE CASA

funcdes

i e e X
TN N £1R; T
2 r:_ l 1l ...‘..__\. i LV L] ¥ A
THLON A — A
HEEHE I \EL N EEEE R
. = = = 2 RUREF FEER x|
I -t -
Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.
O material ndo contempla 0o comportamento  das
f(x)=A-sen(Bx+C)+D e f(x)=A-cos(Bx+C)+D com a variagcdo no

parametro C, descrito no capitulo anterior deste trabalho.
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A recomendacgédo da utilizagdo de software (no caso, sado sugeridos o0
Graphmatica ou o Winplot) vem somente ap0s o término das atividades com

construcdo manual de graficos, como é visto na figura 46.

Figura 46 — Reproducéo da pagina 44 — caderno do aluno — Matemética — 22 série — volume 1

Mateminca — 2 série — Volume |

10. Qu.-lis 580 as sentengas das ﬁmnpﬁr_r. que pq:n:l:m ser associadas aos Rﬂ'ﬁcm r:prcn:nudm na
atividade 9

||.Ogliﬁmn%uinr:édcunuﬁlm;:hdnripay= AsenBx. Descubra os valors de Aede B e

escreva a equagio da fungio.
BAF
A h,
A 1
¥ N
i M
] N A
L1 Ih"‘- Bex T
/ N
G | Y A
L 1 ¥
A 1 I L N

&_ PARA SABER MAIS

Construgio de grificos com o auxilio de um soffware

Alguns saffwares livies, como, por exemplo, o Graphmatica ou o Winplst, podem
st utilizados para construir grificos de fungbes de virios tipos. Veja, por cxemplo, os
grificos scpuintes, das funghes y = senx. y = 2senx ¢ y = 3senx, desenhados com o auxilio

do Graphmarica.
kr |
L N N I |
3 r i R -2 Vi
¥ 1 2 I 1 F
| i | ;’/- '““\.-\—:.—-—-—-v-hm s
| J AT\ il /e “*--ej.-{——n-u- -
I_zfjajrh_ lax— Iz-):\t_ufh_,..f" a Il,;';c: E'\-:\“-._I;s‘z_.-—",;h_l;:
% <171/, 1~ |
| ¥ !
N o P
.
ii n

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.
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Deste ponto até a pagina 48 sdo contemplados exercicios de fixacdo de

conteudo, conforme é visto nas figuras 47, 48, 49 e 50:

Figura 47 — Reproducéo da pagina 45 — caderno do aluno — Matematica — 22 série — volume 1

VOCE APRENDEU?

1 U\'.q'nin [+ 1115'“;:-\ das sEines huu';'ux

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.
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Figura 48 — Reproducéo da pagina 46 — caderno do aluno — Matemética — 22 série — volume 1

| L Wl 1
Matemanc — P e — Volume |

13. Observando os E_:E‘ii.ﬁﬂh construidos, rup‘.unda: qu-.aj éa a][:m;-.in pmu:lu:r.idu no gra'ﬁu:- de
¥ = =nx quando multiplicamos tda 2 fungio por um valor constanie A =

14. Observando rodos os grificos desenhadas ¢ responda:

a) Qua] ¢ o dominio de uma ﬁ.m:;iu do tipo y = Asene?

b Ql.uléaimagun&:umﬁmqiudﬂlip:y:.ﬂjmﬂ

¢) Qual ¢ o periodo de uma fungio do tipo y = Aseax?

15. Desenhe em um tinico sistema de civos os grificos
a) y=sonx
b} y=snlx

) y= sendx

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.
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Figura 49 — Reproducéo da pagina 47 — caderno do aluno — Matemética — 22 série — volume 1

16. Voot deve ter thc:-laidu wma difcrc-m,‘: entre 35 formas “senoidais™ dos oés griﬁu:m que vood
desenhou na atividade anterior. Explique esa diferenca.

17. Desenhe em um tinioo sistema de eixos os gn'.ﬁms das seguintes ﬁmgﬁrcs:
a) y = senx

b) :.r=s:rn1

X
c) y=sn=-
4

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.
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Figura 50 — Reproducéo da pagina 48 — caderno do aluno — Matemética — 22 série — volume 1

18. Disenhe os grificos:

) ¥=omx

b} y=coskx

X
g y = cos| ~

19. Em funghes do tipo y = AscnBx ou do tipo y = AcosBx, qual &

a) o dominio?

b) aimagem?
c) o periodo?

20. Responda:
1) qual £ 0 dominio da fungio y = —4sendx?

b) qual €3 Imagem da fungdo y = 5sen ;

¢} quais sio os periodos das fungbes dos itens a e b?

s

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.
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A proposta orienta que o docente avalie a conveniéncia de um
aprofundamento do assunto e implemente-o conforme a realidade da turma, assim
como a utilizacdo de softwares para auxiliar no desenvolvimento da situacdo de

aprendizagem:

“N@o estamos apresentando aqui uma sequéncia de trabalho para a
discusséo do 3° tipo de gréfico,y =C+ A- sen(Bx) ey =C + A- cos(Bx), e
muito menos para gréaficos gerados por deslocamentos horizontais, do tipo
y = sen(x + D). Propomos que o professor avalie a pertinéncia de incluir ou
nao graficos desses tipos em algumas rotinas de trabalho com a ajuda de
software” (SAO PAULO (Estado), 2014g).

Ao finalizar as constru¢des dos graficos, sao realizadas perguntas no intuito
de que o aluno identifique as principais mudancgas causadas pelas alteragdes nos
parametros das funcoes.

A contextualizacdo da situacéo de aprendizagem, descrita na figura 51, é feita
com um caso de movimento periddico de corpo em funcdo do tempo, na qual &
solicitado a construcdo do seu gréfico a partir das informages sobre a amplitude,
periodo e o eixo que a projecdo é feita, conforme a figura 52.



Figura 51 — Reproducéo da pagina 49 — caderno do aluno — Matemética — 22 série — volume 1

21.

Mateming — P sric - Volume |

% Leitura e anilise de texto

Grificos irigonométricos em fungio do tempo

Fendmenos periddicos sc repetem a cada intervalo determinado de rempo, man-
tendo suas caracteristicas bisicas. Se queremos analisar o3 fendmenos periddicos, ndo

podemos deixar de considerar as fungies nas quais uma grandeza varia periodicamente
em fungio do rempo.

Veja, por exemplo, o grifico representativo de um fendmeno que se repete de 2 em

2 segundos, isto ¢, um fenémeno com periodo 2 segundos.
LY e | i
TR T

/ |
4 \ | ¥

A equagio da luncio que relaciona a grandeza D a0 tempo & D = senfx - €}, para o
qual teremos as sepuintes condigies:

= Dominio: R,
* Imagem: [-1, +1]
+ Periodo: 2L = 2

Ky

Escreva o dominio, 3 imagem ¢ o periodo das sepuintes fungies:
8) y=2scn (200

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.
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Figura 52 — Reproducao da pagina 50 — caderno do aluno — Matematica — 22 série — volume 1

_ . VOCE APRENDEL?

A partir dessa ideia de movimento periddico representado em fungio do rempo, resolva a
scpuinte atividade:

22. Um pequeno corpo gira em tormo de uma dramferénda de rio 4 am, no sentido indicado,
completando uma volia 2 cada 2 segundos. Considerando que o corpo parte do ponio O as-
sinalado na figura, determine 2 equacio maiemidtica que permite caloular a medida da projegio
do ponto sobre o eixo vertical ¢, em seguida, desenhe o grifico canesiano representative da
equacio obtida.

Fonte: SAO PAULO (Estado), 2014d.
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A sequéncia didatica proposta nesta situagdo de aprendizagem é rica na parte
tedrica, contemplando conteldos que visam despertar a atitude investigadora no
aluno e que o mesmo torne-se protagonista da sua aprendizagem.

A abordagem realizada carece do estudo da funcédo tangente. Um possivel
motivo identificado € a sua maior dificuldade para a construcdo manual dos gréficos,
0 que levaria um tempo ndo conveniente para exploracdo em sala de aula.

Para maiores possibilidades de sucesso no desenvolvimento desta situacao
de aprendizagem, é fundamental a disponibilidade de recursos multimidia para o
docente introduzir o assunto em sala, orientar previamente os alunos quanto aos
comandos basicos do aplicativo a ser utilizado na construgdo dos graficos e a

utilizacao do laboratorio de informética da escola.

4.3 Desenvolvimento em sala de aula e resultados

Desenvolvi a situacao de aprendizagem descrita na se¢ao anterior em sala de
aula em duas ocasides, nos anos de 2010 e 2013. Em 2010, foi meu primeiro
contato em sala de aula como professor de uma turma e na época ainda era aluno
cursando o 4° ano do curso de Licenciatura em Matematica pela UNESP de Ilha
Solteira. Em 2013, era meu 4° ano como professor na educacgéo basica e cursava o
2° ano do Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional — PROFMAT,
curso ao qual estou escrevendo esta presente dissertacao.

Na primeira experiéncia, utilizei os recursos multimidia somente para
exposicdo do conteudo. Optei pelo GeoGebra devido ao meu uso frequente, por ser
um aplicativo livre e por oferecer uma variedade satisfatéria de recursos. Nas
primeiras aulas, observei que era dificil responder com clareza as duavidas dos
alunos somente utilizando a lousa, visto que o espaco é limitado. Observei entédo a
necessidade de recursos complementares que oferecessem melhores oportunidades
de aprendizagem e dinamizar mais as aulas. A partir dai, dei inicio & constru¢do dos
graficos no aplicativo computacional e ampliava a imagem através do projetor
multimidia, com o intuito de dinamizar as aulas. Os alunos melhoraram
significativamente o seu desempenho, pois tornou-se possivel explorar com mais
detalhes exemplos similares aos propostos na situacéo de aprendizagem.

No ano de 2013, a Escola de Formacgao e Aperfeicoamento de Professores

“Paulo Renato Costa Souza” ofereceu o curso de formacéo continuada “M@tmidias
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2 — Objetos de aprendizagem multimidia para o ensino de Matemaética” (SAO
PAULO (Estado), 2015) aos docentes que atuavam no Ensino Médio com a
disciplina de Matematica. Como produto final, foi solicitado relatério de uma
atividade de vivéncia em sala de aula a qual contemplasse um dos conteudos
descritos nas situagbes de aprendizagem presentes na 22 série do Ensino Médio.
Optei em aprofundar o trabalho realizado em 2010 com a turma daquele ano,
desenvolvendo a situacdo de aprendizagem “Graficos de fungdes periodicas
envolvendo senos e cossenos” com a turma em sala de aula com o0s recursos
multimidia para orienta-los quanto a construcdo manual dos gréaficos no papel
qguadriculado. Aproveitei a oportunidade para trabalhar exercicios complementares,
além de acrescentar o estudo da funcéo tangente e dos deslocamentos horizontais.
Posteriormente, dei continuidade ao conteido em sala de informatica, com o objetivo
de fixar a compreensdo das principais caracteristicas presentes nas funcdes
trigonométricas elementares. Dentre os resultados alcancados, notou-se melhor
aproveitamento e um maior envolvimento dos alunos durante as aulas no
laboratorio, visto que nesta etapa eles foram responsaveis pela construcdo do
conhecimento e atuei orientando as duvidas. Além disso, o uso do GeoGebra
despertou a curiosidade da turma em explorar alguns dos recursos disponiveis,
dentre os mais utilizados foram a associacdo da representacdo algébrica e grafica
através da cor e possibilidade de alteracdes nela, facilidade em desfazer o grafico

caso tenha errado algo (o que se exige muito mais manualmente).
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo das fungbBes trigonométricas elementares com o auxilio do
GeoGebra trouxe uma alternativa diferente para as metodologias de ensino de
Matematica ja adotadas. O software permite ao estudante visualizar com clareza as
definicdes e propriedades presentes nos graficos das fungdes.

O presente trabalho pretende contribuir para que o professor da educacao
basica medie a construcdo da autonomia do estudante no processo de
aprendizagem, de forma a propiciar condicbes diversificadas de prosseguir nos
estudos conforme suas habilidades e limitac6es. Nesta perspectiva, o discente € o
protagonista da sua aprendizagem e o0 docente atua como um mediador,
direcionando novos saberes e despertando novas descobertas ao estudante.

Na aprendizagem autbnoma, os erros sao contribuicbes preciosas para
agregar novos conhecimentos. Através de descobertas, os educandos identificam
seus erros, sendo conduzidos de forma prazerosa aos acertos e ao desenvolvimento
de novas aprendizagens. Esta perspectiva de aprendizagem proporciona a
libertacdo do ato de aprender, independente de modalidade de ensino, conduzindo a
formacgéo de individuos autbnomos, criticos e criativos, atendendo as diretrizes da
Lei de Diretrizes e Bases (BRASIL, 1996). Em outras palavras, um cidadao que néo
pense de forma fragmentada, mas de forma sistémica. S6 assim serdo sujeitos de
sua prépria aprendizagem.

Enfim, o ensino informatizado colabora para o avang¢o do ensino, chamando o
estudante a se tornar critico, questionando vantagens e desvantagens da ferramenta

informatizada (software) e interagindo com todas as areas de estudo.
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