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RESUMO

Nesta dissertagao serao apresentadas consideragoes sobre o trabalho com resolugao
de problemas e a importancia do desenvolvimento de habilidades para tal, corroborando
com esse fato serd construida a nogao ingénua de grafos e matrizes com a culminancia
nas operagoes de matrizes (soma, produto por escalar e produto entre matrizes). Sera
estabelecida uma relacao entre grafos e matrizes, as matrizes de adjacéncia e por fim um
sequéncia de atividades a serem desenvolvidas em sala para a consolidacao da proposta.

Palavras — Chave: Grafos, Matrizes, Matrizes de Adjacéncia.



ABSTRACT

In this dissertation will be presented considerations on working with problem sol-
ving and the importance of developing skills for that, to confirm this fact will be built
the naive notion of graphs and matrices with the culmination of the matrices basic ope-
rations (sum, product and product between matrices), a relationship between graphs and
matrices, the adjacency matrices, and finally a sequence of activities to be developed in
class to consolidate the proposal.

Keywords: Graphs, Matrix, Adjacency Matrix.
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PREAMBULO

Em momentos historicos distintos, diferentes sociedades evoluiram com o conheci-
mento matemético de forma a obter os resultados necessarios ao seu crescimento. Compre-
ender e atuar no mundo ante aos multiplos contextos para melhor interferir na realidade
é o grande desafio. E partindo da proposta apresentada pelo MEC, que pretende de-
senvolver um curriculo baseado nas competéncias (capacidades do sujeito para mobilizar
recursos visando abordar e resolver uma situagao complexa) e nos cinco eixos cognitivos
(dominar linguagens, compreender fendmenos, enfrentar situagoes-problemas, construir
argumentacao e elaborar propostas) e nao no acimulo de informagoes é que se constroi a
nova forma de ensino/aprendizagem da matematica.

Sendo assim, faz-se necessario um curriculo vinculado ao cotidiano, que dé sig-
nificado ao conhecimento escolar mediante a contextualizagao, a interdiscipliradidade,
evitando a compartimentalizacao e a pretextualizacao, e incentivando o raciocinio, a ca-
pacidade de aprender e principalmente a criatividade. Nesse contexto deve-se procurar
sintetizar o que ha de melhor em cada fundamentacao tedrico-metodoldgica, por exemplo,
se por um lado alguns aspectos da memorizagao (tao tteis no dia a dia e para a propria
matematica ou fisica/quimica/biologia) deverao ser utilizadas na medida certa, por ou-
tro lado os aspectos peculiares do ensino renovador (contextualizado, logico, fundamental
na soluc¢ao de problemas cientifico-tecnologicos) merecem e devem ter destaque especial
durante todo momento.

Pede-se, entao, firmeza na crenca de que a matematica pode e deve ser aprendida

com sucesso e prazer. Para tanto, cuidados sao necessarios na escolha e na organizacao
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Preambulo

sequencial dos contetudos: a gradualidade (que leva os contetidos dos mais simples aos mais
complexos), a logicidade (que propicia a articulagao entre os contetdos), a integragao (que
cria o interrelacionamento entre a matematica e as demais disciplinas, bem como o dia-
a-dia do aluno) e a tecnicidade (que desenvolve a mateméatica em si mesma). Sendo
assim, fica a intencao primordial de educar para a resolucao de problemas. Despertando
a criatividade para abordagens nao-triviais da realidade que cerca a crianga / o jovem /
o adolescente. Fundando o curriculo nos elementos pertinentes ao desenvolvimento do ser

social atento para a transformagao social.
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CONCEPCOES

Resolver problemas faz parte da atividade de todos, porém os problemas cientificos
sao nitidamente diferentes dos problemas enfrentados pelo cidadao comum. Uma das ra-
zOes para esta diferenca esta fato de que as formas de raciocinio (heuristicas) necessarias
para a solucao destes diferem muito daquelas comumente evocadas para a solug¢ao daque-
les. Em outras palavras, o raciocinio cientifico difere substancialmente do raciocinio de
“senso comum”. E preciso ser objetivo quanto a essa diferenca, os problemas cotidianos
terminam onde comega o problema cientifico.

Destaque para o papel dos modelos (construgoes ideais para situagoes imperfeitas)
de representacao da realidade para o conhecimento cientifico. Nao se trata apenas de
conhecer a realidade — o funcionamento das coisas — mas de conhecer o grau de precisao
dos modelos dimensionados para interpreta-la ou representa-la — fundamentagao das coisas
— com devida projecao dos erros e implicagao desses no processo de construcao do saber.

De modo geral, a ciéncia pura nao resolve problemas reais, mas teoéricos. Nao
questiona a realidade, mas seus proprios modelos. Nisso, o conhecimento cientifico di-
fere consideravelmente do conhecimento pessoal ou cotidiano dos estudantes. O uso de
estratégias mais sofisticadas para a solucao de problemas exigiria a superagao das formas
simples ou intuitivas de raciocinio e uma batalha para a transposicao do lugar comum.

Afinal, o discurso e a racionalidade na qual se inserem as pesquisas e a tecnologia
sdo aversos & intuicdo imediata e & intransitividade do “senso comum”. E nesse cenério

plural que a matemaética se insere: Como linguagem universal e estruturante na cons-

trucao do pensamento cientifico/tecnologico. Sem ela seria improvavel a observacao das
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Concepgoes

engrenagens harmonicas da realidade. O despertar do homem para o admiravel mundo
que o cercava se deu concomitantemente com a fundamentacao das estruturas da logicas
presentes na natureza. De modo idempotente, perde-se o uso de uma mera “ferramenta’” e
ganha-se um conjunto de explicagoes compativeis com o nosso universo e diversos outros,
os mundos concreto e abstrato.

E assim nao basta ensinar/saber matemaética, é preciso desenvolver uma forma de
pensar matematicamente, analisando os recursos postos na situagao, os necessarios, os
sobressalentes e que aqueles que ancoram toda a situagao. E assim, desenvolver uma
visao empreendedora no/a estudante. Mesmo que, antes disse, faga-se indispensavel o
desenvolvimento instrumental de técnicas mateméaticas para resolver problemas puros

(algoritmos, regras, lemas, teoremas, corolarios, ...).
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INTRODUCAO

Durante as tltimas duas décadas foi presenciada a mudanca do ensino com o in-
tuito de compreender a evolucao da humanidade em prol do bem comum e do avango da
ciéncia para o ensino meramente informativo e acessério com o objetivo da construcao
de um arcabougo basico para o cumprimento do vestibular. Esta dissertacao visa exata-
mente abordar diversos contetidos do ensino médio utilizando estratégias diversificadas,
em especial: grafos e matrizes, de modo a desenvolver habilidades fundamentais para
o posicionamento cientifico racional frente a situagoes reais e o refinamento da intuicao
direcionada & problemas interessantes de matematica, que com o debate adequado pode
ser correspondida com dilemas préaticos em quaisquer areas do conhecimento. O primeiro

elemento base para o desenvolvimento do trabalho est4 nos PCNs [20]

“Os objetivos do Ensino Médio em cada area do conhecimento devem envolver,
de forma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos praticos, contextu-
alizados, que respondam as necessidades da vida contemporanea, e o desenvol-
vimento de conhecimentos mais amplos e abstratos, que correspondam a uma
cultura geral e a uma visao de mundo. Para a area das Ciéncias da Natureza,
Matematica e Tecnologias, isto é particularmente verdadeiro, pois a crescente
valorizagao do conhecimento e da capacidade de inovar demanda cidadaos ca-
pazes de aprender continuamente, para o que é essencial uma formacao geral

e nao apenas um treinamento especifico.”
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Introducao

O que esta proposto nao consta nos livros-textos adotados (nem nos escritos),
exatamente pelo foco atual do ensino geral matematica (e das demais areas) no vestibular
(agora ENEM). Havera o uso de atividades em combinatoria, conjuntos, potenciagao,
grafos, matrizes e outros elementos da matemética em geral de modo a decompor a tese.
Em todo o texto dessa dissertagao seré desenvolvida a linguagem com problemas de plano
de fundo com o intuito de possibilitar uma forma de trabalho (sequéncia didatica) no

ensino béasico, pois, como ensina POLYA [25]

“(...) resolver um problema é encontrar os meios desconhecidos para um fim
nitidamente imaginado; (...) é encontrar um caminho onde nenhum outro ¢é
conhecido de antemao; (...) é a realizacao especifica da inteligéncia, e a in-
teligéncia é o dom especifico do homem . Se a educagao nao contribui para
o desenvolvimento da inteligéncia, ela esta obviamente incompleta. Entre-
tanto, a inteligéncia é essencialmente a habilidade para resolver problemas:
problemas do cotidiano, problemas pessoais, problemas sociais, problemas ci-
entificos, quebra-cabegas e toda sorte de problemas. O aluno desenvolve sua

inteligéncia usando-a; ele aprende a resolver problemas resolvendo-os (...)”

Durante todo o texto serao propostos problemas que auxiliam nas defini¢oes de
cada topico, e também por problemas correlatos que permitam a garantia da compre-
ensdo completa, relagoes intradisciplinares e/ou extrapolagoes necessarias. Para iniciar
destaca-se também fragmento do documento ORIENTACOES CURRICULARES PARA
O ENSINO MEDIO [19]

“No ensino médio, o termo “combinatoria”’ estd usualmente restrito ao estudo
dos problemas de contagem, mas esse é apenas um de seus aspectos. (...).
Um exemplo classico é problema da pontes de Konisberg, tratado por Euler...
Problemas dessa natureza podem ser utilizados para desenvolver uma série
de habilidades importantes: modelar o problema, via estrutura de grafo (...)
situagoes em que hé ou nao solugao; convergir para a descoberta da condigao
geral de existéncia de uma tal soluc¢do... (...) outros exemplos de problemas
(...) podem ser tratados de modo semelhante, tais como determinar a rota
mais curta em uma rede de transportes ou determinar um eficiente trajeto

para coleta de lixo de uma cidade”
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Introducao

No qual ja aparece o termo grafo de modo objetivo e situagoes préticas para a
aplicacao desse ente matematico. No fragmento foi exposto o mote combinatoéria, contudo
sem ampliar para os elementos algébricos e geométricos, o que serd feito durante essa
dissertagao para compor a capilaridade deste tema. Segue abaixo resumo do que serd
abordado em cada um dos préximos capitulos.

No capitulo 1 uma breve explanacao acerca do método e da metodologia nos
quais essa dissertagao pretendeu seguir.

No capitulo 2 sera abordada a noc¢ao ingénua de grafos com diversos problemas
que culminarao na defini¢gao formal.

No capitulo 3 apresentacao sintética da teoria de matrizes.

No capitulo 4 uma relagao entre matrizes e grafos, matriz de adjacéncia.

No capitulo 5 sera apresentada uma sequéncia didatica lidica para definir ma-
trizes, grafos, matrizes de adjacéncia e o produto de matrizes com abordagem & uma
atividade da UNICAMP.

No capitulo 6 serao feitos mais problemas com abordagem geral de grafos e
matrizes.

No capitulo 7 serao feitas as consideragoes finais.

No capitulo 8 ficaram as atividades que podem ser desenvolvidas em sala.

Por fim, referéncia bibliografica consultada e apéndices.
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CAPITULO 1

METODO E METODOLOGIA

Os passos a serem dados para essa guinada na forma com a qual as/os jovens apren-
dem a pensar é “forca-los” a aprendar a observar. A observacao é a melhor das técnicas
cientificas. E olhando o que esta ao redor que se percebe quais os padroes (numéricos,
comportamentais, politicos, ...) que ocorrem no mundo. E preciso analisar (em siléncio)
primeiro para opinar (muito) depois, respeitando o rigor nos dados corretamente contabi-
lizados, e também a mensuracao dos resultados e da atengao aos achismos e opinides. O
segundo momento é o desenvolvimento da disciplina. Nao da matemaética (ou de qualquer
outra), mas da paciéncia para a comparagao de resultados, da revisdo dos calculos, do
respeitos as opinides contrarias e, quando necesséario (e quase sempre o €), da volta ao
estagio inicial.

O/A estudante precisa desenvolver esses elementos antes de sair da escola, nao por
ser uma regra académica, mas por se tratar de olhar fora da caixa, i.é. perceber/sentir
que ele/ela necessita muito mais de ferramentas e habilidades do que tao somente da
compreensao da Matematica. Isto posto, conclui-se: Esse processo é a pratica da criacao
de saberes além do saber disciplinar. Na sequéncia, é preciso escrever... registrar todas
as descobertas, mesmo que singelas do que foi vivenciado. A escrita revela um senso de
revisao e aprofundamento dos conceitos envolvidos nas ag¢oes realizadas e ter a clareza de
como articular num texto nogoes e conceitos dessa area.

A producao textual permite ao professor um panorama sobre a aprendizagem do

grupo e a percepgao de como os alunos expressam suas idéias e quais dificuldades eles
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CAPITULO 1. METODO E METODOLOGIA

apresentam no momento do trabalho. A todo momento vivemos situagoes onde apenas a
resolucao do problema nos interessa, contudo nem sempre temos a postura de parar de
discutir a tentar observar A QUESTAO sobre um outro angulo. E isso que esta sendo
proposto aqui.

A busca por ideias novas, o elixir da cria¢ao... com o intuito de seguir em frente,
aprimorando os sentidos na expectativa de um pensamento ao mesmo tempo coletivo
e independente. A resolucao de problemas consiste na forma de ser da matemética e
seu proprio caminho para o desenvolvimento. Assim, um problema desenvolve ideias ao
ser resolvido, apropriando-se de conhecimentos prévios e da percep¢ao de novos rumos a
serem experimentados.

POLYA [25] organizou as etapas do procedimento de resolugdo e dividindo-as em
quatro, a saber: compreensao do problema, construcao de uma estratégia de resolucao,
execucao de estratégia e revisao da solugao. Nessa tltima nos apegaremos a cada passo

dessa longa jornada.
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CAPITULO 2

GRAFOS, UMA INTRODUCAO INGENUA.

Uma empresa, com o intuito de economizar, possui apenas um funcionario de
limpeza, que a cada turno trabalha em um andar (tinico) do prédio. A figura 1 representa
a planta de cada um dos andares do prédio, os vértices sao baias de trabalho e os segmentos
sao corredores, a parte central sao salas de arquivos e outros usos que nao tém constante

transito de pessoas.

F P
Cc Cc
D D
E
B B
A A
Figura 1: 5 baias Figura 2: 6 baias

Existem dois objetivos numa situacao de economia: dinheiro e tempo. O or¢camento
encurtado da empresa causou a necessidade da otimizagao do tempo do funcionario da
limpeza. Sendo assim, ele precisa ajustar a limpeza com qualidade e andar o menor trajeto
possivel para subir ao préoximo andar, repetindo o procedimento até o ultimo pavimento.
Uma possibilidade de menor tempo é que ele va4 ponto a ponto sem passar pelo mesmo

segmento duas vezes.
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Um caminho possivel sera:

A-B-C-F-D-A.

Situagao Sanada.
Depois de um periodo a quantidade de funcionarios aumentou e foi necessario surgir

a baia E, conforme figura 2. Sendo assim, um caminho possivel sera:

Situacao Sanada.

A rota curta nao indica apenas economia, é possivel que o carrinho com os produtos
de limpeza nao possa passar no corredor apos a realizacao do servigo, logo, uma rota curta
implica na limpeza apropriada. As situagoes expostas contaram com repetigao de baias
(vértices). A pergunta agora é: e se os vértices nao puderem ser repetidos? A matematica
ensina que essa parte do problema é basicamente mais dificil de ser respondida. A resposta
geral para o primeiro problema sera exposta no transcorrer do texto (Conceito: Caminho
Eureliano') a resposta para a nova pergunta, como ensina o professor Paulo Cezar de
CARVALHO [4] nao possui solugao trivial e possivelmente nao chegaremos a um teorema
basico para compor todas as condigoes satisfatorias do problema (Conceito: Caminho
Hamiltoniano?).

O professor Samuel JURKIEWICZ [15] motiva de modo interessante o mesmo
problema, pensando numa cidade pequena e no caminhao de recolhimento do lixo. No
caso, rotas otimizadas evitam o desperdicio de recursos piblicos. Outro topico do texto
de [15] cita uma das diversdes mais frequentes da infancia: Vocé tem que levar agua,
luz e esgoto para 3 casas de uma cidade, sem alterar o plano no qual os encanamentos
serao postos. As fornecedoras de agua (A), luz (L) e esgoto (E) permitem que os canos
distribuidores sejam flexiveis, a tnica restricdo é quanto ao cruzamento dos canos e/ou

a invadisao da regiao interna de qualquer casa e de qualquer fornecedora. Recortando

'Em homenagem a Leonard Euler (1707-1783), que uso o argumento dos grafos para resolver um

problema interessante citado no anexo A — Pontes de Konigsberg, na péagina 97.
2Em homenagem ao matematico irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865), que estudou este

problema no grafo determinado pelas arestas de um dodecaedro regular.
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o texto original: “Encontrar esquemas de ligagao que evitem cruzamentos é crucial para

baratear os custos de manufatura; quanto menos camadas, mais rapido e rentéavel se

torna o servigo (...)", porém a situagao acima nao tem solugao possivel (demonstrac¢ao na

péagina 99). Voltando & exercicios com solugao viavel, observa-se um probleminha simples

de olimpiada com raciocinio semelhante de caminhos e setas de vinculo.

Problema 1 (Olimpiada Brasileira de Matematica:OBM — 1988)

Encontre uma maneira de se escrever os algarismos de 1 a 9 em sequéncia (sem

repeti-los), de forma que os nimeros determinados por quaisquer dois algarismos conse-

cutivos sejam divisiveis por 7 ou por 13.

[Solugao]

O primeiro passo é listar os numeros de dois digitos que sao multiplos de:
a) 7: 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, 91, 98;

b) 13: 13, 26, 39, 52, 65, 78, 91.

Para continuar o problema observe a regra da nao repeticao de algarismos, logo o

77 sai da lista, e mais, na nova listagem nao ha nimeros terminados em 7. Dai, devemos

iniciar com o 7 (usaremos a linguagem de diagramas e o simbolo ® indica um caminho

sem continuagao conforme as regras).

2R

/

F——1®
G —=5@ 5 —=6®

T—=f—d—2—s] — ] —— 02

9 —1 3 5 2 Gy/

Figura 3: Diagrama de Possibilidades

Assim, observando a figura 3, chega-se a: 784913526.

Fica claro que com o crescimento do ntimero de possibilidades faz-se necessario

o uso de computadores para completar os problemas mais sofisticados. Sendo assim,
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em sala de aula é importante ponderar a complexidade das situacoes-problema. Visto
que, além da energia dispensada para resolver cada item, existe uma heterogeneidade
salutar no ambiente escolar que exige mais tempo didatico para a resolucao desse tipo de
exercicio. Portanto, problemas mais diretos tém retorno mais amplo nos diversos niveis
de ensino. Para a melhor compreensao e garantia da aquisicao da habilidade em mote,
faz-se necessaria a repeticao do raciocinio em mais exercicios.

Segue mais um problema que ataca a mesma linha de raciocinio.

Problema 2 (OBM 2003 — nivel 1 — fase 3)

Considere as sequéncias de inteiros positivos tais que cada termo mais a soma dos
seus algarismos € igual ao termo sequinte. Por exemplo: 6, 12, 15, 21, 24, 30, 33, 39 é
uma seqiéncia nessas condicoes. FEscreva a maior seqiiéncia cujo ultimo termo é 103 e
que satisfaz tais condigoes.

Observagao: maior sequéncia € aquela com o maior nimero de termos.

[Solugaol?
Para a sequéncia terminar em 103, devemos comecar pelo fim. Utilizando o dia-

grama da arvore, teremos:

92 —» 82 —» 68 —» 61 —» 53

103
A w91 —»T77 —+T70-—»62—»49 —»38—»28-—+23 —»16-» 8§ S+ 4 > 2 —»1
101

“A100
86

Figura 4: Maior Sequéncia

Logo a maior sequéncia é:

1, 2,4, 8, 16, 23, 28, 38, 49, 62, 70, 77, 91, 101, 103.
[ |
O problema 3 é correlato aos anteriores, o que possibilida a certeza de compreensao

para os estudantes mais adiantados e o desenvolvimente da confianga para aqueles que

ainda estao num ritmo matemaético menos constante.

3Retirado de [1].
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Problema 3 (Numeros enfileirados)

4 Mostre que:

a) os numeros naturais de 1 a 16 podem ser escritos sobre uma reta, de tal modo
que a soma de quaisquer dois niumeros vizinhos seja um quadrado perfeito.

b) os nimeros naturais de 1 a 16 nao podem ser escritos sobre uma circunferéncia,

de tal modo que a soma de quaisquer dois nimeros vizinhos seja um quadrado perfeito.

[Solugao]

Inicialmente pode-se construir um diagrama na busca das possiveis vizinhancgas de
cada numero, por exemplo, as vizinhancas do 1 podem ser o 3, pois 1 + 3 = 4, ou o 8,
1+ 8 =9, 0ouol15 1+ 15 = 16. A menor soma possivel seria 1 + 2 = 3 e a maior
16+ 15 = 31. Com base nisso, vemos os niimeros quadrados perfeitos possiveis de se obter
sao os que ficam entre os nimeros 3 e 31, ou seja, 4, 9, 16 e 25. Apos os devidos célculos

chega-se a figura 5.

Figura 5: Vizinhangcal Figura 6: Organizando a vizinhanga!

Observa-se entao os nimeros das pontas como 8 e 16, pois s6 h4 uma soma para
cada um deles que resulta num quadrado perfeito, e mais, automaticamente responde-
se o item b, pois se nao ha dois vizinhos para todos os ntmeros, nao pode-se fechar
a circunferéncia®. Sendo assim, organiza-se um novo diagrama (figura 6) e escolhendo

dentre as composi¢oes pode-se chegar ao exemplo:

16-9-7-2-14-11-5-4-12-13-3-6-10-15-1-8

|
40 problema aparece no site dos Clubes de Matematica da OBMEP (http://clubes.obmep.org.br) e

no Banco de Questoes da OBMEP 2011.
5Condicdo necessaria, mas nao suficiente.
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Poderia ter sido acrescentada a pergunta: Existem dois trios que podem ser reti-
rando do conjunto de modo a construir apenas uma sequéncia como resposta — mantendo
a condi¢@o original da soma consecutiva totalizando um quadrado pereito (na verdade
duas simétricas) —, quais sdo esses niimeros? (resposta no rodapé®.)

Em sala de aula, por mais que o texto do ensino de matemética atual (ou edu-
cagdo matematica) tente expor o contrario, a aquisicdo dos contetidos formais se deve

basicamente pela repetigao, tangido muito como expoe CRATO7 [6]

“Um mestre tem o dever de transmitir a seus alunos os contetidos nos quais se
graduou. E, sim, precisa ter objetivos bem claros e definidos sobre o que vai
ensinar. E ingénuo achar que o estudante vai descobrir tudo por si mesmo e

ao seu ritmo, quando julgar interessante.”

No mais, a visao dos contetidos e muito menos o interesse imediato nao garantem o desen-
volvimento da(s) habilidade(s) que sdo necessarias para o posterior pensamento criativo
inovador. As etapas desse desenvolvimento (para a sequéncia da leitura dessa dissertagao)
também se baseiam em LIMA [17] que entende a estruturacao do ensino da matemética

em trés pilares:

“(...) o ensino da Matematica deve abranger trés componentes fundamentais,
que chamaremos de Conceituagao, Manipulagao e Aplicagoes. Da dosagem
adequada de cada um desses trés componentes depende o equilibrio do pro-
cesso de aprendizagem, o interesse dos alunos e a capacidade que terao para
empregar, futuramente, nao apenas as técnicas aprendidas nas aulas, mas
sobretudo o discernimento, a clareza das idéias, o habito de pensar e agir
ordenadamente, virtudes que sao desenvolvidas quando o ensino respeita o
balanceamento dos trés componentes basicos. Eles devem ser pensados como
um tripé de sustentacao: os trés sao suficientes para assegurar a harmonia do
curso e cada um deles é necessario para o seu bom éxito. (...) O professor
dedicado deve procurar organizar seu curso de modo a obter o equilibrio entre

os trés componentes fundamentais.”

6S30 os trios {1,8,15} ou {6,10,15}.
"Nuno Paulo de Sousa Arrobas Crato é um conhecido matemaético e estatistico portugués que com

extensa atividade de divulgagdo cientifica. Em 21 de Junho de 2011 tomou posse como Ministro da

Educagao e Ciéncia de Portugal.
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Destaca-se que as duas citagoes anteriores sao de matemaéticos com experiéncias
baseadas em pratica de ensino, nao meramente em textos sem realidade e aplicagao lo-
cais. Mesmo o conhecimento do primeiro em relagao a educagao portuguesa se extende
(por similaridade) ao Brasil, j4 o segundo dispensa apresentagoes. Por fim, o professor
tem o papel fundante para a apresentacao da matematica de modo integro e completo e
desenvolver sua sequéncia didéatica com cuidado para nao continuar a fama historico de

matéria pueril e sem aplicagoes, em especial, alerta POLYA [25],

“(...)a Matematica tem a duvidosa honra de ser a matéria menos apreciada do
curso. Os futuros professores passam pelas escolas elementares a aprender a
detestar a Matemaética (...). Depois, voltam & escola elementar para ensinar

uma nova geracao a detesta-la.”

E um recorte alarmista, contudo ainda muito comum no Brasil e no restante do
mundo. No processo de detabe em sala de aula é importante estd atento para o nao
adestramento dos estudantes, ou seja, ele nao pode ser um mero repetidor do que esta
sendo construido. Se numa aula, ap6s os problemas iniciais hd uma duzia de situagoes
similares, e o contetido se fecha ai, o aprendente nao se coloca na situacao de desenvolvedor.
Estudar problemas aparentemente sem conexao com o que foi dialogado é fundamental.

Observando um problema® menos direto, pode-se pensar em como usar raciocinio
semelhante, repetindo: a sala de aula nao pode ser um mapa de repetigoes. O trabalho
com questoes similares/parecidades é combustivel para despertar o primeiro contato com
o contetido, quando possivel, dialogando com o cotidiano, quando meramente cientifico,
sempre na busca de elementos que qualifiquem a aplica¢do, mesmo tedrica (ou superior)
do contetudo.

A matematica pela mateméatica também merece destaque, afinal os cursos que
evocam essas habilidades ja as querem como pré-requisitos. Nao adianta tentar “as cega”
reinventar a roda. H& elementos ja testados e comprovados (pela heuristica, nao pelo
formalismo pedagogico) que indicam a constru¢ao do conhecimento, com devidas pos-
sibilidades de ampliacao e novos desdobramentos que nao podem, nem devem ficar de

escanteio num planejamento de curso (ou apenas de aula).

8 Atribuido a antigas olimpiadas russas, problema famoso que consta em quase todos os livros que

versam sobre temas olimpicos, como por exemplo em FOMIN [10], SHINE [26] ou KRERLEY [9].
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Com a sequéncia didatica pensada antecipadamente, problemas sem contexto, com
nivel de dificuldade além do grupo de trabalho ou com saltos qualitativos desnecessarios,
nao correm o risco de afetar o desenvolvimento da estrutura do curso, nem o bindémio

professor/aluno, pois cada docente ira compor de acordo com seu grupo.

Problema 4 (Antigo Problema Russo)

O cavalo é uma pega do xadrez que possui o movimento

- em L constituido pelo movimento de duas casas em
_? A uma direcao e, logo em seguida, uma casa na diregao
I @.__: perpendicular, como ilustrado na figura abaixo. E
* v mais, dois cavalos nao podem ocupar a mesma casa do
-+ tabuleiro, conforme a figura 7.
Figura 7: L

E posstvel que a posicao dos cavalos da figura 8, utilizando os momentos tipicos do

zadrez, disponha-se como a da figura 97

A Al A A

A A A &)

Figura 8: Inicial Figura 9: Final

[Solugao]

Nao esta claro como se pode fazer uso de vértices e conexoes aqui. Para adaptar o
raciocinio é preciso associar cada casa do tabuleiro a um nimero, como na figura 10. Dai,
o tabuleiro vira um mapa com as cidades 1, 2, ... e 9, onde as estradas que as conectam
sao construidas conforme o movimento do cavalo no tabuleiro de xadrez, ficando com a
figura 11.

Para finalizar o problema é necessario visualizar os cavalos no tabuleiro como na
figura 12. O objetivo esté ilustrado na figura 13, contudo nao h& como os cavalos trocarem

de posi¢ao no tabuleiro, visto que um bloqueia o outro (sem capturar) e nao ha como
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Figura 10: Casas

Figura 12: Inicio Figura 13: Fim

cavalos de cores opostas ocuparem a mesma casa sem que haja a captura de um deles.

Logo, a disposi¢ao é impossivel.

Em sala, com o modelo atual (vestibulesco), o mote é direto para os exercicios
bésicos (fixagao), alguns itens mais elaborados e depois o aprofundamento. No entanto,
para o que esté sendo proposto pede-se uma ampliacao desse modelo — sem superposicao,
nem descarte — a proposta requer um refinamento da sequéncia didatica contemplando: os
jogos; as novas abordagens; novos temas e introducgao de outros elementos fora da ementa
dos processos seletivos triviais — ao encontro dos problemas que recaem no raciocinio

logico, pois como citado por DANTE em [7]:

“E preciso desenvolver no aluno a habilidade de elaborar um raciocinio logico
e fazer uso inteligente e eficaz dos recursos disponiveis, para que ele possa
propor boas solugoes as questoes que surgem em seu dia-a-dia, na escola ou

fora dela.”
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Importante destacar que a ludicidade em jogos — sejam os de tabuleiro, construgao,
mas, em especial, nos de computador, celular e videogame — faz-se essencial ferramenta
aliada ao desenvolvimento de habilidades matematicas o que remete a GRANDO citando

o grande Paulo Freire em [13]:

“ O homem é mais tempo jovem que qualquer outro animal. "O jogo é tipico
de juventude. Sendo assim, nenhum animal é mais dotado para o jogo que o
homem. (...) Do ponto de vista pedagogico, portanto, vemos claramente que
h& uma pedagogia subjacente a nossa como o mundo que tem no jogo seu ponto
de referencia. E pelo jogo que construimos nossas condicoes fundamentais de
vida. E por meio do jogo que construimos nossas habilidades e capacidades
mais tipicamente humanas: a habilidade de imaginar e a imaginagao (...).

Joga-se, no fundo por necessidade.”

Para formar de modo completo a habilidade de contagem de movimentos no tabu-
leiro, que pode e deve ser extendida para a contagem no espaco, destaca-se o problema
5, que enumera uma possibilidade de situacao a ser abordada imediatamente apds o pro-
blema 2, eles exigem habilidades correlatas e colaboram para tornar individuos mais aptos

com a formacgao matematica.

Problema 5 (OBM Fase 2 — Nivel 2 — 2012)

Joao gosta de verificar propriedades do jogo de xadrez em um tabuleiro 5 X 5. Num
de seus experimentos, Joao coloca um cavalo na casa inferior esquerda do tabuleiro 5 X
5. Qual o nimero minimo de movimentos do cavalo para que ele possa chegar a qualquer

casa do tabuleiro 5 X 5¢

[Solucao]
Na figura 14, os nimeros representam o minimo de movimentos que o cavalo deve
fazer para chegar na respectiva casa. Logo, o minimo de movimentos para alcancar

qualquer casa do tabuleiro é 04.

Conduzir a sequéncia didatica dessa maneira possibilita que o estudante perceba
que temas simples podem gerar diversos problemas, como por exemplo, no xadrez. Em

tempos nos quais se fala tanto em interdisciplinaridade (sem o sucesso desejado) é salutar
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Figura 14: Minimo

destacar a intradisciplinaridade? , ou seja, um problema explorado por diversos conceitos
da disciplina, gerando novas questoes e desencadeando a pesquisa matematica em torno
do tema inicial. Sendo assim, o debate estabelecido anteriormente conclui que todos os
itens anteriores sao exemplos da aplicacao dos grafos. Logo, cabe agora uma defini¢ao
formal.

Essa introducao longa dos grafos sem uma conceituacao estruturada é um dos
ensinamentos e FOMIN [10], é importante a compreesensao que os grafos podem ser

desenhados de diversos maneiras e suas aplicacoes sao tao vastas quanto .

Definigao 1 Um grafo'! consiste em certo niimero de pontos do espaco (A,B,C,...) cha-
mados de vértices e em segmentos (ou arcos) chamados de arestas, de forma que:

a. as extremidades de cada aresta sao vértices (um ou dois) do grafo;

b. duas arestas distintas ou sao disjuntas ou possuem somente extremidade(s)

comum(ns).

PITOMBEIRA em [24] enumera alguns exemplos do que sao grafos (figura 15) e
do que nao o sao (figura 16).

Segundo SANTOS [12], o termo grafo surgiu por volta de 1884, pela contragao da
expressao notacao grdfica (graphical notation, em inglés), criada pelo quimico E. Fran-

kland e adotada por outro quimico, A. Crum Browm. Existem aplica¢oes da teoria dos

9As areas do conhecimento nao sio blocos, eles podem a qualquer tempo ser subdivididas em subdis-
ciplinas de estudo. Essas podem (e devem) dialogar e esses links construidos ¢ que definem o conceito de

intradisciplinaridade.
0Em algum momento devers ser dada a culminania desse debate para o isomorfismo de grafos, conceito

que nao serad tema desta dissertagao.
1No material grafo tera o sentido de grafo simples (nfo orientado), salvo quando citacdo contréria.
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Figura 15: Exemplos do que sao Grafos e do que... Figura 16: ...nao sao!

grafos na modelagem de problemas provenientes da quimica, entre eles o modelo de “Is6-
meros Quimicos”.

A utilizacao imediata dos grafos, observando os ensinamentos do professor ARAUJO
[3] , pode ser feita no problema da otimiza¢ao da viagem (problema 6), conhecido como
problema do Caixeiro-Viajante. H& variagoes desse exercicio, todas abordando opcoes de
viagem e valores (dinheiro, tempo, quantidade de desvios, pedégios, etc) de cada trecho
(aresta) da viagem. E possivel, em alguns casos, alterar o ponto de saida com o intuito
de minimizar custos. Uma série de elementos devem ser valorados (moradia, servigo de
transporte, tempo, disponibilidade, etc) para o planejamento adequado. Para a tomada
de decisao é fundamental a consciéncia de que nem sempre o senso comum prevalecerd, a
analise dos grafos, em todas as suas variagoes, é imperativa.

Observando o problema 6, é possivel entender diretamente a aplicacao do que foi

citado quanto aos vértices e & minimizacao dos custos.

Problema 6 (Problema do Caixeiro-Viajante)
Um caizeiro trabalha em Coimbra.
E toda semana viaja de carro para trabalhar em Lisboa, Evora e Viana do Castelo.
Existem muitas escolhas possiveis no sentido de wvisitar as cidades e regressar a
Coimbra.

De que modo tem-se o caminho que minimize a distdncia necessdria a percorrer?

(Observe as informagoes na figura 17'2)

2Tmagem: http://www.mat.uc.pt/ alma/escolas/pontes/ em 24/10/2013 as 11:16h.
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Figura 17: Cidades de trabalho

[Solucao]
Um programa simples e 1til que pode ser levado para sala de aula é o “Grafos'3” .

O programa “Grafos” gerou, ap6s andlise, a rota minima (em verde), figura 18, que foi:

1-3-2-4-1

com uma distancia total = 949 unidades.

(225)
(200) | (191)

150 (432)

2 (383) 4

Figura 18: Percurso

Em sala cabe a construcao do grafo completo para constatacdo do resultado. E
importante destacar que o quando os problemas crescem em complexidade, o uso dos
computadores é indispensavel. SO para agucar a curiosidade, tem-se nesse mapa de
custos algo interessante, pois para ir de 3 a 4 é menos custoso fazer uma escala em 1,
analisando apenas o quesito custo. Fato salutar para expor minimamente a gama de

elementos a serem ponderados numa anélise.

13Grafos — versdao 1.3.5 (2012) VILLALOBOS [29].
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Para a compreensao do conceito e da utilidade dos grafos podemos propor uma
sequéncia didatica com quatro jogos de computador conforme a atividade 8.1. De modo
que nos trés primeiros poderemos compor os grafos de modo pratico, tanto para as solugoes
especificas, quanto para compor o caso geral, isto é, o mapa completo de cada acao
possivel nos jogos e no tdltimo sera estudada uma situagao similar ao Problema do Caixeiro-
Viajante.

E importante separar os problemas pelos tipos, como ensina o professor CARVA-

LHO [4], quando destaca um mapa de um pais ficticio (figura 19)** .

Figura 19: Pais Ficticio

“l. Um funcionério, encarregado de verificar, periodicamente, o estado das
estradas, deseja planejar a sua rota de inspecao. Idealmente, esta rota deveria
se iniciar na capital e percorrer cada estrada exatamente uma vez, voltando,

entao, ao ponto de partida. Existe tal rota?

2. Um representante de vendas de uma companhia deseja planejar uma rota na
qual ele visite cada cidade exatamente uma vez, voltando ao ponto de partida.

Existe tal rota?

Ha varios pontos em comum entre os dois problemas. Por exemplo: em ambos
se deseja verificar a existéncia de um circuito (ou ciclo) no grafo determinado
pelo mapa (um grafo é um par (V, A), em que V é o conjunto de vértices do
grafo, e A é um conjunto de pares de vértices — os arcos do grafo). No primeiro
problema, este circuito deve incluir exatamente uma vez cada arco do grafo.
No segundo problema, o circuito deve incluir exatamente uma vez cada vértice
do grafo. Embora os dois problemas sejam aparentemente semelhantes, hé

algumas diferengas fundamentais entre eles.”

4 Figura retirada de [4].
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Definicao 2 Um Caminho Fuleriano em um grafo visita cada aresta apenas uma vez.
Destaque também para o Circuito Fuleriano que € um caminho Euleriano que comecga e

termina no mesmo vértice.

Definigao 3 Em um grafo, o “grau de um vértice i (v;)” € o nimero de extremidades

de arestas ou arcos que se apoiam (incidem) naquele vértice. Simbolo: d(v;).

Euler provou que uma condigao suficiente para a existéncia de circuitos eulerianos é
de que todos os vértices tenham grau par, e afirmou, sem prova de que grafos conexos com
todos os vértices pares tém um circuito Euleriano. A primeira prova completa desta tltima
afirmagao foi publicada em 1873 por Carl Hierholzer. H4&, ainda, grafos com caminhos
Eulerianos se houver 2 vértices de grau impar. Nesse caso, ao se acrescentar uma aresta

ligando estes dois vértices, o novo grafo passa a ser Euleriano (teorema 1).

Definicao 4 Uma grafo conexo é aquele que 2 quaisquer de seus vértices podem ser liga-

dos por um caminho contido no grafo.

Teorema 1 (Euler-Hierholzer)Um grafo G conexo possui caminho euleriano se e so-

mente se ele tem exatamente zero ou dois vértices de grau impar.

[Demonstragao!®| Seja G um grafo conexo, com 0 ou 2 vértices impares. Seja C
um caminho unicursal em G comegando (se houver) num vértice de ordem impar ou em
qualquer vértice no caso contrario. Tomemos C com o maior niimero possivel de vértices
entre todos os caminhos que tém o mesmo inicio que C.

O vértice final de C coincidira com o inicial, se nao houver vértices de ordem impar,
ou com o outro vértice de ordem impar, no caso contrario. Se C nao percorrer todo o
grafo G, tomemos um vértice v fora de C e, a partir dele, um caminho que o ligue a um
vértice w em C e que nao tenha arestas em comum com C. O vértice v tem ordem par.
Logo, percorrendo, a partir de w, este segundo caminho, podemos prolonga-lo além de v e,
continuando sempre a partir dele, sem percorrer nenhuma aresta de C, poderemos sempre
seguir em frente e s6 pararemos quando retornarmos ao vértice w. Af prosseguiremos na
antiga rota C e teremos um caminho unicursal comegando no mesmo vértice que C, porém

com um nimero maior de arestas que C. Uma contradigao, que demonstra o teorema 1.

15 Adaptado de LIMA [16].
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E importante destacar que o tema “grafos” ja comecou também é ser tema vesti-
bulesco, aqui deve-se tomar o cuidado mais uma vez de nao explora-lo apenas por ser um
topico de uma ementa (ou uma cobranga mesmo fora desta). Afinal, caso isso acontega
entramos num circulo vicioso e essa dissertacao perde o sentido.

A abordagem deve continuar sendo pelo viés das habilidades, afinal, aquele que
possui o arcabouco técnico-pratico do conteido podera trabalha-lo independentemente
da forma que precise ser cobrado, seja numa prova, ou numa situa¢ao concreta (caso
pratico), um bom exemplo vira na atividade 8.6 que explica o caminho para localizar os
problemas sobre grafos que vém caindo na OBMEP 16,

Insistindo no tema, a abordagem nao deve ser feita em fungao de cair em olim-
piadas, na verdade, a incidéncia em provas olimpicas indica como o tema é interessante.
Para materias mais completos sobre grafos e outros tantos contetidos de matematica héa

o programa dos Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo — POTI'7,

Teorema 2 (Bdsico) Em um grafo, a soma dos graus de todos os vértices € igual ao
dobro do nimero de arestas. Em simbolos: no grafo (V, A),
> dv;) =214
vEeV
(| X'|denota o nimero de elementos do conjunto X.)
[Demonstragaol
De cada vértice v saem d(v) arestas. Assim, se somarmos os graus de todos os
vértices, obtemos o niimero de arestas multiplicado por dois, pois contamos cada aresta

duas vezes (lembre-se de que cada aresta esta associada a dois vértices).

Problema 7 Apertos de Mao'®. ... .. .. .. .. . . . . .
Antes da reuniao de um comité, alguns de seus dez membros trocaram apertos de
mao.
E possivel que os nimeros de apertos de mdo tenham sido, em alguma ordem,

iquais a 1, 1, 1, 8, 3, 3, 4, 6, 7T e 87

16Qlimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Piiblicas
17Site do programa: poti.impa.br.
18Problema retirado de CAMINHA [22].
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[Solugao]
Se os membros forem pensados como vértices de um grafo, e os apertos de mao
como arestas que o conectam vértices adjacentes teremos um ntimero impar de arestas, o

que fere o teorema 2.

Problema 8 Candidato Fajuto'® ... ... . .. .. .. . . . . . . .

Na cidade de Muritiba hd 7 telefones. Um candidato a prefeito prometeu que am-
pliaria a rede de telefonia de modo que cada um dos 7 telefones seja conectado diretamente
a exatamente 5 outros.

E possivel que ele cumpra essa promessa?

[Solucao]

Se imaginarmos um grafo onde os vértices sao os telefones e as arestas, as conexoes,
terfamos que o grau de cada vértice seria 5. Contando o ntimero de conexoes entre dois
telefones (ou seja, o ntimero de arestas do grafo).

Como de cada telefone sairiam 5 conexoes, teriamos a principio 5.7 = 35 conexoes;
mas contamos cada conexao duas vezes, uma vez em cada um dos dois telefones a que ele
esta conectado. Assim, deverfamos ter na verdade 35/2 conexoes, o que seria um absurdo.

Assim, o candidato ndo pode cumprir sua promessa (nao vote nele!).

Problema 9 Problemas com o nimero de arestas. ................c.oiiiiiiiiiiiii..
Verificar se cada uma das listas sequintes pode representar os graus dos vértices
de um grafo (simples) e no caso afirmativo, explique como representar um grafo com as

condigoes dadas.

a) {3;3;2;2;2;1} c){6;6;6;6;5;4;2;1}
b){6:6:6:4:4:2;2} d){6:6:6;4:4;3;3}
[Solugao]

a) nao pode representar os graus dos vértices de um grafo, uma vez que o numero

de vértices de grau impar tem que ser par e nesta sequéncia temos 3 valores fmpares.

19 Adaptado de SHINE [26].
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b) também nao pode representar os graus dos vértices de um grafo simples; para
justificar isso basta ver que se assim o fosse, cada um dos vértices de grau 6 teria que ser
adjacente a todos os outros vértices; logo todos os vértices teriam grau maior ou igual a
3.

c¢) poderiamos usar a mesma logica de “b”, mas em vez disso, vamos usar o seguinte
raciocinio: se a sequéncia é a representacao dos graus de um grafo simples, ao se retirar
um vértice com arestas para todos os demais, terfamos { 5;5;5;4;3;1;1 }, o mesmo
pensamento segue e fica-se comose {4;4;3;2;1;0 } e agora a ideia utilizada em
b) aplica-se claramente: cada um dos dois vértices de grau 4 teria que ser adjacente a
cada um dos outros trés vértices de grau positivo, e portanto nao poderia haver vértices
de grau 1.

d) Finalmente, a ultima sequéncia é a sequéncia de graus de um grafo simples:
ligamos os trés vértices de grau 6 entre si e a cada um dos outros quatro vértices e

finalmente escolhemos dois destes para serem adjacentes um do outro.

Problema 10 Esse veio de Banco de Problemas da 7* OBM ..........................
Apenas cinco casais participaram de uma reuniao. Apds os cumprimentos, Joao
pergunta a cada um dos outros nove participantes: “Quantos apertos de mao vocé deu?” e
obtém todas as nove respostas possiveis: 0,1, 2,3 ,4,5,6, 7,8 Qual foi a resposta
da esposa de Joao?
(Obsy .: obviamente ninguém apertou a mao do proprio conjuge.)

(Obsy.: a solugao fica como exerciciol)

Problema 11 Estradas............ ...
Em um certo reino, existem 100 cidades, e quatro estradas partem de cada cidade.

Quantas estradas existem no reino?

[Solugao]
Aplicacao imediata do teorema 2. Cidades serao vértices e as estradas serao as

arestas »_ d(v;) =4-100 =2|A| = A =200

v, €V
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Aplicagoes interessantes do teorema 2, situagoes ludicas, técnicas e ampliadas,
com o detalhe para a existéncia dos grafos apos analise dos graus de cada vértice, nao

bastando apenas a sequéncia de graus pares.

Problema 12 As estradas da Tiagoldndia, ou: Tiago no problema do “PECI” 2° ... ...

Tiagolindia é um pequeno pais que possui 10 cidades e 37 estradas. Cada estrada
une exatamente duas cidades. Duas cidades sao ligadas por no mdximo uma estrada.
Prove que € possivel viajar entre duas cidade quaisquer de Tiagoldndia, percorrendo uma

ou mais estradas.

[Solucao]

Observe que, do enunciado, como ha 37 estradas, a soma dos graus de todos os
vértices é 74. Sejam dy, ds, ds, ... , dip 0os nimeros das estradas que saem da cada cidade
(Cy, com i e {1,2,3,...,10}) (j4 ordenados de modo nao decrescente).

Logo,
d1+d2+d3+...+d10:74

Agora, alguma cidade deve ter mais do que 7 estradas, pois se fosse o contréario, a
soma nao chegaria a 74. Seja djg > 8 :
Se dip = 9, o problema acabou pois dyq estaria ligado a todas as cidades, conforme

figura 20.

C; C,
C4 C1

Cs Cro

C6 C‘?
C, Cs

Figura 20: Tiagolandia

Se dip = 8, entao existe uma cidade C5 que nao esta ligada diretamente a Cy.
E possivel viajar entre quaisquer duas cidades diferentes de Cy passando por Cqo?

Sera que Cy pode ser uma cidade isolada?

20Programa Especial para Competicoes Internacionais, problema localizado no férum fechado.
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Se este fosse o caso, existiriam no méaximo 9 -8 + 2 = 36 estradas em Tiagolandia,

o que contradiz a hipotese do problema , a figura 21 ilustra um possivel exemplo.

Cs Ca

CS C]O

C6 C‘?
Cs Cg

Figura 21: Tiagoconexoes

Problema 13 Cortando estradas .......... .. ... . i
Em uma ilha plana existem 11 cidades numeradas de 1 a 11. Estradas retas ligam

1a2 2a83 3a4, .. 10a1le1lal. E possivel que uma reta corte todas as estradas?

[Solugao] Suponha que sim. Escolha um dos semi-planos determinados pela reta
e chame-o de "esquerdo" (o outro semi-plano sera chamado de "direito"). Suponha ainda,
sem perda de generalidade, que a cidade 1 esta do lado esquerdo. Como a reta corta 1-2,
2 esta do lado direito. Como a reta 2-3, 3 esta do lado esquerdo. E assim sucessivamente,
prova-se que 11 estd do lado esquerdo. Mas entao a estrada 1-11 esta toda do lado
esquerdo, absurdo!

Logo, nao é possivel!

Apenas como recorte, observam-se os problemas 14 e 15 para que seja apreciado
como a depender da abordagem direta a beleza do topico pode ser ou nao explorada. Para
esses problemas nao haveréd solugao comentada. Acrescenta-se que, para o problema 15,
das trés solugoes da prova da UNESP (encontradas na internet) relativas ao item, nenhuma
explica os motivos que desenvolvem a solucao correta do problema, apenas indicam na

resposta certa o caminho eureliano (passeio de Euler) que o problema procurou em cada

item. Esse fato corrobora com JURKIEWICZ [14]
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“Ao longo do tempo cristalizou-se (...) a tendéncia a uma pedagogia de "falsa
construcao de solucgoes proprias". Para isso contribuiu a uniformizagao dos
curriculos, o aviltamento da profissao de professor e a industrializagao do seg-
mento de material didatico. Os livros de matemaética diferem hoje muito
pouco uns dos outros, nao sé nos contetidos como na forma de apresenta-
¢ao pedagbgica: pequenos fragmentos de contetido sao apresentados de forma
estritamente propedéutica, seguidos de exercicios cuja resposta tnica resulta
de um processo tnico cuja solugado se encontra nas tltimas paginas. (...) A
contrapartida, que sentimos de forma insofismével, é o comportamento cor-
respondente do corpo discente; os alunos procuram saber o que responder e
nao qual o significado de um problema, o que é uma solugao e qual o valor
da elaboragao de um processo de obtengao e avaliagdo de uma (entre muitas)

respostas.”

Problema 14 Como utilizar a beleza dos grafos corretamente.........................
Em cada um dos dezesseis circulos da figura 22 estda um estudante. Um total
de 3360 moedas sao distribuidas dentre os 16 estudantes. FEm um certo instante cada
estudante dd todas as suas moedas dividindo-as iqualmente entre cada um de seus vizinhos.
Apds o intercambio de moedas, cada estudante ficou com o mesmo nimero de moedas que
tinha no inicio.
Determine o numero de moedas que o estudante do circulo central tinha original-

mente.

Figura 22: Dividindo moedas

45



CAPITULO 2. GRAFOS, UMA INTRODUCAO INGENUA.

Problema 15 UNESP?' — 201222 .. . . . .

A figura 23 é um grafo cujos vértices A e C possuem ordem 3 (o vértice A € o
apoio de um arco cujas extremidades coincidem) e os demais vértices possuem ordem
2. Um grafo admite um “passeio de Fuler” se existir um caminho do qual fagam parte
todas as arestas ou arcos desse grafo, sendo possivel desenhd-lo sem tirar o lapis do papel
e passando-o uma unica vez em cada aresta ou arco. Na figura 23 € possivel fazer um

“passeio de Euler” partindo-se apenas dos vértices A ou C. Um possivel “passeio” pode ser

representado pela sequéncia de vértices dada por: AABCDEFC.

L I IIL.
I E E E
E D F D g D
F D A C A c A C
B B B
Iv. V.
E k=
C F D {‘/\D
A
Al Al C
E B I3
Figura 23: Grafo Figura 24: Grafos para analise

Considerando os grafos da figura 24, quais sao os que admitem um “passeio de

Euler” ?

21Universidade Estadual Paulista.
22Com adaptacdes no enunciado.
23Gabarito do problema 15: I, IV e V.
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CAPITULO 3

MATRIZES, EM POUCAS PALAVRAS.

No capitulo 2 desenvolveu-se a introdugao as linguagem e representagao dos grafos
a partir dos exemplos praticos, contudo as matrizes possuem estrutura mais direta, que

dispensa introducao ludicizada.

Definicao 5 Matrizes sao apresentadas como tabelas com entradas de linhas e colunas.
Uma matriz é escrita com letra maiuscula e dois indices, isto é: A;x; que € a matriz A

com 1 linhas e j colunas, por exemplo, Asxs € a representacdo de uma matriz com 3 linhas

e 2 colunas.

Quando i = j temos uma matriz quadrada, isto é:
e Aix; possui 1 linha e 1 coluna, e diz-se que ela tem ordem 1;

o Asxyp possui 2 linhas e 2 colunas, e diz-se que ela tem ordem 2;

o Aszxs possui 3 linhas e 3 colunas, e diz-se que ela tem ordem 3; etc.
Em regra, os nimeros (ou letras) presentes numa matriz sao os elementos que sao
representados por letra mintscula do alfabeto latino: a;; é o elemento da linha 1 e coluna

1, a3 é o elemento da linha 2 e coluna 3, a;; é o elemento da linha 7 e coluna j . O

problema 3 ilustra ludicamente essa parte teérica.
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Problema 16 UNESP — 2002. ... ... ... e
Considere trés lojas, Ly, Ly e Lg , e trés tipos de produtos, Py, P, e P5. A matriz
a sequir descreve a quantidade de cada produto vendido por cada loja na primeira semana
de dezembro. Cada elemento a;; da matriz indica a quantidade do produto P; vendido pela
loja Lj , 4,5 =1, 2, 3.
Ly Ly Ls
P 30 19 20
P | 15 10 8
Py | 12 16 11

Analisando a matriz, podemos afirmar que

a) a quantidade de produtos do tipo P, vendidos pela loja Ly é 11.

b) a quantidade de produtos do tipo P; vendidos pela loja L3z é 30.

¢) a soma dos produtos®! do tipo Ps vendidos pelas trés lojas é 40.

d) a soma dos produtos do tipo P; vendidos pelas lojas L; , i = 1,2, 3, é 52.

e) a soma dos produtos dos tipos P; e P, vendidos pela loja L é 45.

[Solucao]

Na letra (a) o nimero de produtos do tipo P, vendidos pela loja L; esta represen-
tado pelo elemento ass = 10.

Para (b), o ntimero de produtos do tipo P; vendidos pela loja Lj é a;3 = 20.

Em (c), a soma das quantidades de produtos do tipo P equivale a
ag) + ags + agz = 39.

(d) a soma das quantidades de produtos ¢ a soma de todos os elementos da matriz,
isto é, 141.

Por fim, (e) soma das quantidades dos produtos dos tipos P; e P, vendidos pela

loja Ly entende-se por aj; + a2 = 30 + 15 = 45. E a resposta, letra (e).

Para compor uma proposta didatica com o tema acima temos por exemplo os
problemas da atividade 8.9 (pagina 92), neles ocorre a apresentacao didatica das matrizes
e suas operagoes através da criptografia. Outra proposta se faz pelo didlogo entre grafos

e matrizes de modo préatico, o que serd tema do capitulo 4, a partir da pagina 53.

24No sentido de soma da quantidade dos produtos.
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Definicao 6 Uma matriz quadrada que possui todos os elementos da diagonal principal
iguais a 1(isto €, se i = j entdo a;; = 1) e os demais termos iguais a 0 € denominada de

wdentidade, representada pela letra I.

Problema 17 UFG Fase 1 — 1995 — adaptada .............. ... ..o iiiiiiiiiiin.
Apds uma prova de J questoes aplicada a 4 alunos, o professor construiu uma
matriz (A) onde cada linha corresponde a um aluno e cada coluna as questoes da prova,
colocou 0 (zero) se o aluno errou a questao e 1 (um) se acertou. Com base nesse enunciado
podemos afirmar:
(a) Se cada aluno acertou apenas 1 questao a matriz pode ser a matriz identidade

se as questoes acertadas sao distintas;

1sei >y
(b) Se Ayxs onde a;j; = , entao um aluno acertou todas as questoes.
0set1<j

[Solugao]

Para (a) observando a proposi¢ao destaca-se a expressao “pode ser”, o que implica
uma construcao possivel. Para tal, basta que o primeiro aluno acerte a questao 1, o
segunda a 2, o terceiro a 3, e o quarto a 4, dai teremos a identidade (no caso geral, uma

5

matriz qualquer de permutagao® serve, esse topico nao estara nessa dissertagao).

1 000
0100
0010
0001

Para (b) observando a matriz resultante é possivel perceber que o estudante 4

acertou todas.

1000
1 100
1 110
1 111

2>Uma matriz de permutagio é uma matriz quadrada com apenas digitos 1 e 0 (binaria), o algarismo
1 aparece exatamente uma vez em cada lingua e em cada coluna. Ela pode gerar uma permutagao dos

elementos de um vetor ou entre linhas ou colunas.
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E importante destacar o ano no qual o problema 17 foi aplicado, 1995, o que expde
que a ludicidade em matematica nao é um mote recente, contudo, a pasteurizacao do
vestibular e o ensino da matematica de modo in6cuo (a matematica direta, a matematica
pura) descontruiu, ao longo dos anos, exercicios como esse. O restante do item abordava
ainda elementos também interessantes como os determinantes e as poténcias de matrizes,
que ainda nao tiveram espaco nessa dissertacao e, na sequéncia didatica aqui construida,
nao seriam adequados ao momento de maturidade dos estudantes.

O trabalho com matrizes tende a ser repetitivo, o que possui importancia mas
gera falta de estimulo para a aprendizagem por parte dos estudantes, sendo assim, faz-se
necessaria a variagao da linguagem dos problemas e a abordagem diversa com contex-
tos intradisciplinares. O trabalho continuo de retomada das habilitadades matemaéticas
(ensino em espiral®®, destaque para [18] que aborda essa e outras metéforas de trabalhos
mais abrangentes que o ensino linear dos conteidos) é salutar para que, quando o avango
ocorrer para areas mais aridas, ser possivel dialogar com itens mais ludicos e que foquem
em elementos mais comuns no cotidiano.

Para exemplificar o argumento, segue:

Problema 18 ESCS?™ — 2009 — adaptada ....................ccieiiiiiiiiianaaii..
Mariana construiuv a tabela abaizo (figura 1) com 60 linhas e 60 colunas, preenchendo
uma casa com o nimero 2 (quando o nimero da linha divide o nimero da coluna) e, com
o numero 1 (em caso contrdrio). Assim, por exemplo, a casa da linha 3 e da coluna 6 foi
preenchida com 2, porque 3 divide 6; jd a casa na linha 4 e da coluna 5 foi preenchida
com 1.

Nessas condicoes, na tabela completa, qual a soma dos niumeros da coluna 487

26() ensino em espiral é uma metéfora que contrapde-se em relacdo ao ensino linear, que, em muitos
casos, nao transpoe o arcaboucgo minimo que sustenta cada contetido, como por exemplo, ensinar fungao
afim sem fazer uma insercdo adequada das progressoes aritméticas e quando possivel correlacionar aos
casos de proporcionalidade (no basico, regra de 3) ou ainda, pensar em combinatéria apenas como arranjos

vs combinagoes, ou ensinar grafos sem fazer exemplos com o uso de paridade (e vice-versa), dentro outros.
2TESCS: Escola Superior de Ciéncias da Satde.
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1 2 3 4 5 6 ......... 59 &0
1| 2 2| 2 2 2 2 2
211 211 2 1 2 | ... 1 2
3|1 1 2 1 1 I [P 1 2
4( 1 1 1 2 1 1 ...... ... 1 2
511 1 1 1 2 1| oiiia 1 2
6

g8 -

Tabela 1: Matriz Um Dois

[Solucao]

A coluna 48 tera o nimero 2 em cada linha rotulada com os divisores de 48.

Apos a fatoracao temos que 48 = 24.3! e aplicando o processo para obtencao da
quantidade de divisores (atividades 8.3 e 8.4) temos que 48 possui 10 divisores positivos,
dai em dez linhas da matriz ha o nimero 2, e nas outras cinquenta h& o niimero 1. Fazendo

a soma 10-2 + 50-1 = 20 + 50 = 70 .

Duas das atividades propostas (atividades 8.3 e 8.4) sdo exatamente a aplica¢ao
dos grafos, chamados “arvores” (o mesmo utilizado para resolver o problema 1) para
calcular a quantidade dos divisores inteiros positivos de um niimero e também quais sao
eles. O problema 18 foi motivado a partir de uma matriz, mas sua resolugao teve pouco
do assunto especifico, exatamente o preconiza o ensino em espiral. Nesse momento nao
se pode desperdicar uma questao tao bem construida, novas perguntas caberiam, por
exemplo:

a) Qual nimero sempre se repetira na primeira linha dessa matriz?
b) Com que padrao ocorre a distribui¢ao dos ntimeros 1 e 2 na segunda linha?
c¢) Na coluna 1, o elemento 2 aparece na linha 1, algum outro sera igual a 27
d) Quantos niimeros 2 irdo aparecer nas colunas rotuladas com ntimeros primos?
Todas com a solicitagao de justificativa pratica e/ou teorica de cada resposta.
Até aqui é o suficiente para o desenvolvimento do trabalho. No decorrer do capitulo

5 serdo apresentadas brevemente as operagoes com matrizes (soma, subtra¢ao, multipli-
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cagao por escalar e produto de matrizes) de modo ludico.
Uma outra aplicacao para matrizes é na computacao gréafica, segue o problema

para ilustré-la.

Problema 19 Universidade Salvador — 2011 ...... ... .. . ..

As imagens vistas em uma pdgina na Internet, assim como fotos tiradas com md-
quinas digitais, podem ser representadas usando-se matrizes. Uma imagem, em preto e
branco, pode ser representada por uma matriz cujos termos sao os niumeros 0 e 1, especi-

ficando a cor do pixel: 0 indica a cor preta e 1, a cor branca.

(aq)m =

o O O O O
O o N o
- A a a O

Figura 25: Imagem e Matriz

Considerando-se a figura 25 e sua representagcao matricial, qual a representagao
da matriz B tal que (b;;) = (a@—jyi) ?
[Solugao]
O primeiro passo e construir teoricamente a matriz B.
bin =as1 bip=agy biz=az buu=an bis=oan
B = by =asy byy=aus bog=asy boy=am by =amp

b31 = as3 b3y = ag3 bsz = asz bsg = asz bss = a3

Fazendo as substituigoes, temos:

00000
B=111010
11110

Matriz Resultante. Figura 26: Imagem Resultante.
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GRAFOS E MATRIZES: MATRIZES DE ADJACENCIA!

Faz-se necessaria agora uma pausa para dialogar grafos com matrizes. A relagao
tao proxima entre esses dois topicos é salutar e observa-se pela construcao das correspon-

déncias entre os vértices e as arestas.

Defini¢ao 7 Dado um grafo®® G com n vértices, a matriz de adjacéncia A, , ¢ definida

por:

1 se o vértice 1 estd conectado ao vértice j
aij =
0 se o vértice 1 nao estd conectado ao vértice j

O vértice 1 estar conectado ao vérice j equivale a existir uma aresta (direcionada ou nao)

entre 1 e 7.

Definicao 8 Laco € tipo de aresta que conecta um vértice a ele mesmo. Na figura 28 todos
0s veértices possuem lagos. Importante destacar na contagem do grau do vértice com lago,

esse deve ser contado duas vezes, em func¢ao da incidéncia (chegada) e correspondéncia

(saida,).

Para melhor compreensao das definigoes 7 e 8 tem-se os seguintes exemplos:

28Destaque para a situacdo do grafo direcionado, que néo foi citado durante o trabalho e também tera
a mesma leitura que o grafo simples para a légica de construgao da matriz de adjacéncia. E mais, no caso
do multigrafo, ao invés de unicamente o 1, o elemento que vai representar a conexao entre os vértices i
e j serd a quantidade de arestas que tém extremidades em ambos ao mesmo tempo, isto é, o niimero de

arestas (v;,v;).

23



CAPITULO 4. GRAFOS E MATRIZES: MATRIZES DE ADJACENCIA!

d a 01 11
1010
1 1 01
c b 1010

Figura 27: Grafo e Matriz de Adjacéncia 1

000O0O0@O0
01 0101
001001
010101
000O0T1P0
011101

Figura 28: Grafo e Matriz de Adjacéncia 2

Para praticar essa defini¢do tem-se a atividade 8.7 (pagina 88), com grafos reti-
rados de PICADO [23]. Esse ¢ o estopim de um ramo chamado Teoria Espectral dos
Grafos que nao sera explorado nesta dissertacao, apenas as representacoes das matrizes

de adjacéncia. Observe a problema 20 para um primeiro contato.

Problema 20 UFLA? MG — 2008........ ... i

Matrizes sao arranjos retangulares de numeros e possuem inumeras utilidades.
Considere seis cidades A, B, C, D, E e F; vamos indexar as linhas e colunas de uma
matriz 6 X 6 por essas cidades e colocar 1 na posi¢ao definida pela linha X e coluna Y,
se a cidade X possui uma estrada que a liga diretamente a cidade Y, e vamos colocar 0

(zero), caso X nao esteja ligado diretamente por uma estrada a cidade Y.

29Universidade Federal de Lavras.
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Colocaremos também 1 na diagonal principal.

A 100 1 01
B 011 0 10
¢ 011 0 00
D 100 1 01
E 010 0 10
F 100 1 01

Assinale a alternativa INCORRETA.
a) E possivel ir, passando por outras cidades, da cidade C até a cidade E.
b) E possivel ir, passando por outras cidades, da cidade A até a cidade C.
c) A matriz acima € simétrica.

d) Ezxistem dois caminhos diferentes para ir da cidade A para a cidade D.
[Solucao]

a) M Saindo de C s6 temos: b) ® Saindo de A s6 chega-se a A,D e F.

( (

B M A ®
(G| A ®
B D D ®

C

D A F ®

0
| A ®
C o F D ®

\

F ®

N \

¢) M Sim! d) M Existe ao menos:

A—De A—F—D.

(Sao suficientes!)

Resposta: B
|
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As conclusdes anteriores poderiam ter sido tiradas sem o desenho do grafo (na
verdade, esbogo!), apenas com a observagao do diagrama, contudo: nao se faz matematica
apenas por observagao, o registro é essencial para nao ser traido por uma memorizacao
truncada ou um céalculo mental equivocado. O que remete & uma historia com dois
estudantes brasileiros na saida de um dia de prova da olimpiada mundial de matematica

(IMO) que consta em [2].

“Dois brasileiros da equipe no 6énibus, voltando da primeira prova:
— Quais problemas vocé fez?

—Fizoleo2 Evoce?

—S6 01 ... espera, acho que saiu o 3!

— ... ah, acho que fiz também!

(nenhum papel foi utilizado nesse diélogo)”

O problema 3 em questao estd no rodapé®’. Para terminar a histéria, no referido
ano, a pontuacao dos 6 brasileiros nesse item foi zero! Matematica nao se faz sem papel,
lapis e os devidos registros (mesmo que, inicialmente, desorganizados).

A sequéncia didatica de uma aula deve, sempre que possivel, contemplar outros
elementos (musicas, videos, poemas, brinquedos, etc). E curioso que no caso das matrizes
de adjacéncia isso seja possivel com cenas do filme “Génio Indomével” (nome original:
Good Will Hunting).

No recorte de cena tem-se um dos problemas que durante o filme despertam para
a genialidade da personagem. Os itens 1 e 2 no “quadro” podem ser resolvidos com o que

ja foi exposto neste trabalho.

Problema 21 Génio em cena.......... ... ... ..
(1) A matriz de adjacéncia.

(2) A matriz de representa as possibilidades de caminhos com 3 passos.

30(IMO 2001) Vinte e uma meninas e vinte e um meninos participaram numa competi¢io matemética.
Cada participante resolveu no méaximo seis problemas.
Para cada menina e cada menino, existe pelo menos um problema que foi resolvido por ambos.
Prove que existe um problema que foi resolvido por pelo menos trés meninas e pelo menos trés meninos.

Solugdo em: https://www.artofproblemsolving.com/Wiki/index.php/2001 IMO _Problems/Problem 3
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sl
\
=& F\E,x .l :
¢ > »
| i =
i— L |:} Irf:\i_ ad I-‘ fa e S 5’1"" “n t‘&;";’v‘- A
# - -

R

2 HE mabivs O tirima, |
[/

.'-lf 2 ster wallk

Figura 29: Cena do filme Génio Indomavel

Figura 30: Matriz da Cena

[Solucao]
A solucio completa dos 4 itens pode ser lida em HORVATH [11], segue-se com a

solugao do item (1), e depois sera feita uma pausa para resolver o item (2).

0101
10 21
0200
1100

Figura 31: Resposta do item 1

O

O item (2) aborda uma matriz que representa as possibilidades para 3 passos. Nao
esta claro como fazer esse calculo, entao, em situacoes como essa, é interessante abordar

um problema menor.
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CAPITULO 4. GRAFOS E MATRIZES: MATRIZES DE ADJACENCIA!

Quais as possibilidades de ir de 1 a 1 em dois passos?

Sao duas (1= 2 —1lel—4—1).

Quais as possibilidades de ir de 1 a 2 em dois passos?

Apenas uma (1— 4 — 2).

Quais as possibilidades de ir de 1 a 3 em dois passos?

Sao duas (1— 2 — 3 e 1— 2 — 3”), onde o 3’ representa o caminho superior e o
3" representa o caminho infeior.

Quais as possibilidades de ir de 1 a 4 em dois passos?

Apenas uma (1— 2 — 4).

E importante observar que a relacdo construida foi entre a primeira linha da matriz

de adjacéncia (saidas de 1) e cada um das suas colunas (chegadas em 1,2,3 e 4).

0101 0101
1 0 21 10 21
X
0200 0200
1100 1 100

Tabela 2: Preparando o item 2

Repetindo o processo destacando cada passo. A proposta é uma aborgadem ludica
para a multiplicacao de matrizes que devera depois ser revista na atividade 8.8 da pagina
89. Esta operacao é a mais polémica entre os estudantes, visto que no ensino médio ha
a compreensao da operagoes basicas da matematica como umas das poucas estruturas na
qual os estudantes sabem todos os problemas. Ao passo que as matrizes tém sua teoria
apresentada, quase todos os estudantes se saem bem pois até a sexta ou sétima aula nada
de nao trivial é apresentado.

Os alunos entendem o que é uma matriz, como construi-la a partir da lei de forma-
¢ao, como localizar os termos, a igualdade, a soma de matrizes, a subtracao e o produto
por escalar. Faz-se uma imensidao de problemas com essas operagoes basicas e normal-
mente uma atividade avaliativa. Tudo isso é extremamente natural.

Contudo, na aula de apresentacao da multiplicacao de matrizes volta-se a perdé-
los, afinal, além de um algoritmo longo e com necessidade grande de atengao acrescenta-se
uma gama de observagoes da qualidade do que sao matrizes comutaveis, que normalmente

A - B # B- A (uma das tnicas supostas crengas matematicas juvenis), e coisas afins.
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Aproveitando o ensejo, pode-se definir formalmente o produto de matrizes como:

Definigao 9 O produto de duas matrizes é definido somente quando o nimero de colunas
da primeira matriz € igual ao numero de linhas da sequnda matriz.

Se A é uma matriz m-por-n (Apmxn) € B € uma matriz n-por-p (Byx,), entdo
seu produto é uma matriz m-por-p definida como AB (ou por A - B). No produto, cada

elemento é constituido por € dado por

(ab)i; = Z Qirbrj = @itbij + @igboj + -+ + Qinbn;.

r=1

para cada par i ejcom I< i< mel<j<p.
Como exemplo®', a figura 32 mostra como calcular os elementos (1,2) e (3,3) de

AB se A € uma matriz 4X 2, e B é uma matriz 2X 3. :

B —1~ + Elementos de cada matriz sao postos aos pares na diregao das
A _ ;‘ ! - setas; cada par é multiplicado e os produtos sao somados.
i hd A posigao do niimero resultante em AB corresponde ao da seta
i T' e coluna que foi considerada.

(AB)2 = Zzzl a1rbry = a11b1z + ai2bz
Figura 32: AxB (AB)33 = D7, asbrs = azibiz + asabay

Retomando:

Quais as possibilidades de ir de 1 a 1 em dois passos?
Saindo de 1: linha 1 — Chegando em 1: coluna 1

O elemento a;; = 0, entao a relacao de a1 e aq; é nula, ou seja: nao se chega a 1
a partir de 1, com 2 passos, pois 1 nao tem laco.

O elemento a2 = 1, ou seja, ha uma aresta de 1 para 2, e de 2 ha uma aresta
também para 1. Logo, existe a sequéncia com 2 passos passando por 2, 1—2 — 1.

O elemento a3 = 0, ou seja, nao ha uma aresta de 1 para 3, a relagao entre de a;3

e agz; ¢ nula, sem passo duplo saindo de 1 e indo para 3 e voltando para 1, relagao nula.

31Figura: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Matrix multiplication diagram.png em 16/01/2014
as 00:50h.
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1 1
0 0 0 10 1
10 21 1 0o 2 1
X
092 0 0 0 2 0 0
1 10 0
1 100

Tabela 3: Saida e Chegada em 1

O elemento a;4 = 1 , ou seja, ha uma aresta de 1 para 4, e de 4 ha uma aresta
também para 1. Logo, existe a sequéncia com 2 passos, 1—4 — 1.

Em resumo, aiq - aq] + a2 - Go1 + 13 - @31 + Q14 - Q41 = 2.

Minimamente, talvez até de modo prematura, é possivel iniciar a compreensao
(uma motivagao) da existéncia da condi¢ao de que o namero de colunas da primeira
matriz deve ser igual ao nimero de linhas da segunda.

De volta ao problema, para calcular a matriz com 3 passos, deve-se primeiramente
calcular a matriz com 2 passos e depois aplicar o mesmo algoritmo. Para economizar
espaco aqui, expoe-se abaixo as matrizes pedidas. A matriz de dois passos pode ser indi-
cada (entendida) como A - A = A? e a matriz de 3 passos fica A- A- A = A3 de modo
forcado, conclui-se que a matriz de n passos sera A-A-...- A= A".

n matrizes A

A conclusao acima pode virar um teorema, com demonstracao por inducao, que
nao estara nessa dissertacao3?.

[Solucao]

De volta para resolver o item (2)

1121 2 7 2 3
¥ Leo1f o, T2 127
= e A =

2 0 4 2 2 12 0 2

1122 3 7 2 2

Tabela 4: Finalizando o item 2

32Link: http://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_de adjacencia acessado em 16,/01/2014 as 00:53h.
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Aqui fica a recomendacao de em sala cumprir o raciocinio ladico em cada linha
e no “produto” por cada coluna, de modo a dirimir as duvidas e dar sentido (mesmo
que indireto, quiga for¢ado) & esse entrave existente. Depois de 3 ou 4 exemplos cabem
perguntas que dispensam o produto geral, tipo: quantas maneiras pode-se sair de 2, fazer
um passo (uma escala) e chegar a 3, para o estudante perceber que basta multiplicar a
linha 2 pela coluna 3 para concluir o que foi pedido.

Esse problema de contar de quantas maneiras pode-se fazer um determinado ca-
minho é um dos temas mais recorrentes em combinatoria, com solugoes extremamente
intrincadas, contudo, com menos dificuldade de ser executado quando pensado sobre as
matrizes de adjacéncia, afinal, o problema se reduz a calcular a poténcia de uma matriz.

Para os ensinos fundamental e médio as formulas para poténcia de matrizes sao
limitadas, para ensino superior cabe o Teorema de Cayley-Hamilton. Para mais sobre
o assunto de modo peculiar, consultar SODRE [27]. Destaca-se a inspiragao para essa
situagao em TOMEI [28].

Encerrando essa capitulo, duas situagoes, uma com ligacao direta ao tema das

33 ¢ outra aproveitando o ensejo do produto de matrizes e para

matrizes de adjacéncia
retomar as figuras digitais como matrizes binéarias e também retroalimentar o ensino em

espiral seguem os problemas 22 e 23.

Problema 22 OMCPLP**, ou: a Olimpiada da Lusofonia mudou de nome — 2012% . ..
Uma formiga decide passear sobre o perimetro de um triangulo ABC. A formiga
pode comegar em qualquer vértice. Sempre que a formiga estd num vertice, ela escolhe
um dos vértices adjacentes e caminha diretamente (em linha reta) até o vértice escolhido.
a) De quantos modos a formiga pode passear visitando cada vértice exatamente
duas vezes?
b) De quantos modos a formiga pode passear visitando cada vérice exatamente trés

vezes?

Observacao: Em cada item, considere que o vértice inicial é visitado.

33Problema com nivel de dificuldade elevado.
340limpiada de Matematica da Comunidade de Paises de Lingua Portuguesa
35Respostas: a) 30 modos. b) 174 modos.
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Problema 23 UFE%0 RJ — 2000 ........ ... .. . . @ e
Nos processos de digitaliza¢ao, imagens podem ser representadas por matrizes cujos
elementos sao os algarismos 0 e 1. Considere que a matriz linha L = (1 01001)

representa a figura a sequir:

Figura 33: Matriz Linha

onde 1 representa “quadrinho” escuro e 0 representa “quadrinho”branco.

Seja X a matriz linha dada por X = LM, onde M € a matriz M = (m;;) com

I,sei +j =7
mij:
0,sei +j # 7,1<i<6,1<j<6

Qual a representacao em matriz linha da matriz X? 37

36Universidade Federal Fluminense.

3TResposta: B[ [ 0
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CAPITULO b

ESTUDANDO MATRIZES AEREAS.

O principio dessa dissertagao ensaiou a abordagem das matrizes de equilibrio de
um Boing 747. Elemento de estudo extremamente complexo, com fung¢oes de recorréncia
e quantidade razoavel de variaveis. Depois disso, chegou a mesa uma proposta de trabalho
da UNICAMP [21], que aborda as matrizes de adjacéncia geradas a partir dos grafos de

conexoes de voos®®.

O tema se mostrou rico, contudo, uma proposta de trabalho para
a educagao bésica necessitou, apos estudos, do desenvolvimento de todos os capitulos
anteriores.

Esse capitulo poderia estar numa das atividades do material, do mesmo modo
que todos os problemas corridos no texto poderiam ser permutadas com os que constam
nas atividades, sem prejuizo. Fica a critério do aplicador a inversao ou nao na linha de
trabalho.

Um dos destaques da situacao estudada esta na interatividade que o software par-
ticipa, mas, caso a escola nao disponha de recursos midiaticos, é possivel fazer o mesmo

com o Geoplano.

Um dos primeiros problemas é:

Problema 24 Fazer a 10ta......... ... . .
Construir uma malha aérea pequena, mas que ainda assim atenda as exigéncias de

um pais, € um grande desafio. Tente montar a menor malha possivel para um pais com

38Link: http://m3.ime.unicamp.br/app,/webroot/media/software/1229 /introducao.html acessado em
18/09/2013 as 17h.
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aeroportos em oito cidades, e cuja forma seja tal que se possa ir de uma cidade a outra

com, no madximo, dois v00s.

[Solucao]

Figura 34: Matriz Aérea 1

A situag@o remete & uma agao consciente de reflexdo do aprendente (e também ao
problema 12, na pagina 43). Nao ¢ uma situagao trivial pois s6 pode ser cumprida com

uma postura proativa. Fazendo um recorte [21].

“Como essa configuragao possui sete voos, ela é a menor configuracao possi-
vel que permite conectar todos os aeroportos. Observamos ainda que os voos
poderiam ser concentrados em qualquer uma das oito cidades, o que resul-
taria em oito solugoes diferentes, mas em algum sentido equivalentes, para o

problema.”

O diferencial do trabalho desenvolvido em Campinas é que cada problema requer

uma habilidade diferente do estudante, e mais, uma postura ativa em cada situagao.

Problema 25 Modificar trajetos ........... ...
Modifique os trajetos de tal modo que cada cidade tenha no mdrimo quatro voos.
Além disso, o nimero total de voos nao pode passar de onze, e € imprescindivel que se

possa ir de uma cidade a outra com, no mdximo, trés voos.
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Figura 35: Matriz Aérea 2

[Solugao]

O limite de onze voos estabele a nao fragmentacao excessiva da malha. FEssa
imposicao leva a ter que criar estratégias complexas para resolver o problema. Uma
solu¢do envereda por criar dois hubs (cidades que concentram um grande ntimero de
voos) conectados entre si.

8\ 7

/.4
/ =3

_.-——""_F'_—_.__F.r

o
1 2

Figura 36: Matriz Aérea 3

Problema 26 Malha GErea. ......... ...

Construa uma malha para o pais abaizo de tal modo que todas as cidades estejam
conectadas por, no mdxrimo, trés voos. Porém, como as cidades 4 e 9, 3 e 8, e 2 e 7 estao
muito distantes uma da outra, as viagens entre elas devem ser feitas com, pelo menos,

dois 1v00s.

Esses foram alguns exemplos de problemas a serem explorados. Agora, quando
pensa-se na pratica, e ideal fugir do béasico e para isso, tomam-se outra vez as figuras 35
e 36 com novos rotulos.

Aproveitando os ensinamos do capitulo 4, sera feita a construgao das respectivas

matrizes de adjacéncia. Contudo, é possivel estabelecer antes um conceito interessante
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-

® L

[] LY

Figura 35: Empresa Alfa «. Figura 36: Empresa Beta 3.

que vai incidir na importancia do aeroporto em 1 para a Empresa Alfa « e dos aeroportos

1 e 6 para a Empresa Beta (3.

Definicao 10 Diz-se que um grafo € conexo quando possui um vértice a partir do qual
hd caminhos para todos os demais.
Na releitura da figura 35 tem-se a representacao de wm grafo conexo, contudo se,

por exemplo, o vértice 1 for excluido, o grafo passard a ser desconexo.

01111111 01110100
101000O00O0 100 00O0O0O
11010000 100 0O0O0O0O
101 0000O0O0 100 00O0O0O
100000710 000O0O0OT1O0TO0
100 0O0O0O0O 10001011
10001001 000O0O0OT1O0O0
100000710 000O0O0OT1O0TO0
Matriz da Empresa Alfa a. Matriz da Empresa Beta (.

Nesse momento o professor pode comegar a criar situagoes para estruturar o ra-

ciocinio para as operacoes bésicas com matrizes, a saber: soma, diferenca e produto por
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escalar.

Alguns exemplos:

e Se a Empresa Alfa o compra a Empresa Beta 3, com quantos voos « ficara?

e Se a Empresa Beta (3 dobrar todo o seu alcance, como ficara a sua matriz de adja-

céncia?
e Como ficard o grafo apos a fusao das empresas criando a Compania AlfaBeta?

S6 para citar alguns debates que os estudantes se empolgarao em travar. A ati-
vidade da UNICAMP ainda possui uma série de outros topicos, basta explora-la para

buscar mais ideias.
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CAPITULO 6

EXTRAPOLACAO.

Esta dissertacao ainda tem espaco para algumas extrapolagoes utilizando situagoes
com grafos, paridade, principio da casa dos pombos e afins.

De inicio um debate entre grafos e paridade.

Problema 27 Tridngulo amigo® ........ ... .. . .. . . . . .
Em uma reuniao, hd 6 pessoas. Mostre que necessariamente existem 3 pessoas que
se conhecem mutuamente ou 3 pessoas que nao se conhecem mutuamente.

(Admitindo que se a conhece b, entao b conhece a).

[Solugao] Observando a figura 38 abaixo para ilustrar a situgao.

Cada pessoa é representada por um vértice do hexdgono. Quando duas pessoas
se conhecem, ligam-se os vértices correspondentes por uma segmento ou continuo ou
tracejado. Com esse raciocinio, basta mostrar que necessariamente existe um triangulo
formado por linhas continuas ou um triangulo formado por linhas tracejadas.

Destacando pp, nele incidem 5 segmentos (arestas), e portanto hé pelo menos 3
desses que sao continuos ou pelo menos 3 que sdo tracejados. Sejam 3 continuos (o
argumento seria analogo no outro caso). Denotemos por ps, p3 € py 0s veértices ligados
a p; por segmentos continuos (veja a figura 39). Se algum dos segmentos paps, pP2p4

ou psps é continuo, este, juntamente com os que ligam seus extremos a p;, formam um

39Encontrado em CARVALHO [5].
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] .
121 \ * s
. 2y
Figura 38: Hexagono Figura 39: Recorte

triangulo continuo. Por outro lado, se nenhum deles é continuo, eles formam um triangulo

tracejado, o que completa a demonstracgao.

Problema 28 Festa animada®® . . ... ...
Prove que numa festa com n pessoas, o nimero de pessoas que conhecem wm nimero

impar de outras pessoas na festa d par.

[Solucao]

Numere as pessoas de 1 até n e denote por o d; niimero de amigos da pessoa i.
Imagine que existe um fio entre duas pessoas que se conhecem. Se E denota a quantidade
de , temos

di+dy+ ... +d, = 2F,

pois cada fio é contado duas vezes, um para cada ponta. Como o lado direito é par, no

lado esquerdo devemos ter uma quantidade par de niimeros impares.

Problema 29 Mesmo grat. ..........o oo

Mostrar que em qualquer grafo existem dois vertices com o mesmo grau

[Solugao]

Se G tem n vértices, os graus destes podem tomar n valores: 0 < d; <n — 1.

40Encontrado em FEITOSA [8].
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No entanto, se algum vértice tiver grau 0, nenhum pode ter grau n — 1 e vice-versa.
Portanto, os graus dos n vértices s6 podem tomar n — 1 valores e pelo Principio da Casa

dos Pombos*!', dois deles tém que ter o mesmo valor.

Problema 30 Rioplatense — 1997 .. ... ...
Em um grupo de pessoas, sabe-se que cada uma conhece exatamente 101 pessoas
do grupo.
(a) E possivel que haja exatamente 1997 pessoas no grupo?
(b) E possivel que haja exatamente 1998 pessoas no grupo?

Observacao: supoe-se que se A conhece B, entdo B conhece A

[Solucao]

Vamos representar as pessoas como vértices de um grafo e ligar dois vértices por
uma aresta se as pessoas representadas por estes vértices se conhecem.

Em linguagem de grafos, o problema pergunta em (a) se existe um grafo com 1997
vértices tal que todos possuem grau 101.

Suponhamos que tal grafo exista. A soma dos graus de todos os vértices é entao
igual a 1997 x 101. Mas a soma de todos os graus é igual ao dobro do niimero de arestas.
Como 1997 x 101 é impar, tal grafo nao pode existir.

(b) Neste caso queremos um grafo com 1998 vértices tal que cada um tem grau
101. O argumento usado em (a) nao se aplica, pois a soma de todos os graus é igual a
1998 x 101 e a quantidade de arestas é entao 999 x 101. Tal grafo existe sim. Considere
as pessoas Py, P, P3, Py, ..., Piog7, Progs.

Suponha que elas estao ao redor de um circulo nesta ordem e olhando para o centro.
Se cada pessoa conhece as 50 pessoas mais proximas a esquerda, as 50 mais proximas a
direita e a pessoa que esta diametralmente oposta, entao cada uma conhecera exatamente

101 pessoas.

41PCP: Se n objetos forem colocados em, no méximo, n — 1 gavetas, entdo pelo menos uma delas
conteré pelo menos dois objetos. Formalmente, se o numero de elementos de um conjunto finito A é
maior do que o nimero de elementos de um outro conjunto B, entdo uma fungdo de A em B nao pode

ser injetiva.
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Para ilustrar a situagao anterior basta utilizar um exemplo com menos pessoas.
Segue:
O diagrama abaixo mostra uma situacao analoga para 12 pessoas, cada uma co-

nhecendo exatamente 5 outras. Duas a direita, duas a esquerda e a pessoa mais distante.

Figura 40: Amizade

Problema 31 Amizade II ........ .. . . . .
Cada um dentre os 102 estudantes em uma escola € amigo de pelo menos outros
68 estudantes. Prove que existem quatro estudantes que possuem o mesmo numero de

amigos.

[Solugao]

O grau de cada vértice pertence ao conjunto A = { 68 , 69 , ... , 101} de 34
elementos.

Como existem 102 vértices e 34 possiveis graus, se supusermos que nao existem
quatro com o mesmo grau, teremos que cada elemento de A esta associado a exatamente 3
vértices (pois 102 = 34 x 3). Como existem 17 niimeros impares no conjunto A, o ntumero
de vértices de grau impar do nosso grafo serd 17-3 que é um nimero impar, absurdo.
Portanto, deverao existir quatro vértices com o mesmo grau, ou seja, quatro estudantes

com a mesma quantidade de amigos.

Problema 32 Doming. .............o
Apenas com as pedras 0-1, 0-3, 0-6, 1-1, 1-2, 1-4, 2-3, 3-8, 3-4, 3-6, 4-4, 4-5, 4-6

e 5-6 de um domind, € possivel dispo-las sequencialmente da forma usual em tal jogo?

71



CAPITULO 6. EXTRAPOLACAO.

[Solugao] Basta estruturar um grafo com os vértices marcando o total de pontos
de cada meio dominé e as arestas serao representadas pelas conexoes, donde percebe-se
nas figuras 41 e 42.

4

CEERE LT

- 1-1

Figura 41: Dominés Figura 42: Sequéncia de dominoés

O grafo figura 41 possui algum percurso que passe por todas as arestas sem repe-
ticao de nenhuma? Mas tal grafo possui s6 os vértices 0 e 1 com grau impar! Ainda pelo
resultado do teorema 2, portanto, este grafo admite tal percurso (desde que se inicie em

0 e termine em 1 ou vice-versa).

Problema 33 United States of America Mathematical Olympiad 1989.................
Um torneio de zadrez reiune 20 jogadores. Foram jogadas 14 partidas, com cada
jogador jogando pelo menos uma vez. Prove que nesse campeonato deve haver um conjunto

de 6 jogos com 12 jogadores diferentes.

[Solugao] Vamos montar um grafo G com 20 vtertices a 14 arestas, onde os vtertices
representam os jogadores e as arestas os jogos. Como cada jogador jogou pelo menos uma
vez, cada vértice do grafo tem pelo menos grau 1. Agora, usando o teorema 2 temos que
a soma dos graus dos vértices é 28.

Dai, pelo PCP, devem existir pelo menos 12 vértices com grau exatamente 1.

Esses 12 vértices representam os 12 jogadores solicitados pelo problema.
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Problema 34 Tabuleiro 3% 3 com um dose da paridade na “Hungria de 1998742..... ...

Considere um tabuleiro 3xX 3 com elementos inteiros e nem todos com a mesma
paridade*®. Repete-se a mesma operacdo: simultaneamente substitui-se cada elemento
pela soma dos seus vizinhos**. Independentemente da posicao inicial, pergunta-se:

(a) Serd sempre possivel obter um tabuleiro com todos os elementos pares?

(b) Serd sempre possivel obter um tabuleiro com todos os elementos impares?

[Solugao] Observando o tabuleiro como uma matriz e considerando todas as

operacoes “modulo 274 obtém-se:

a b c b+d a+c+e b+ f

d e f|—| ate+g b+d+f+h cte+i | —

g h i d+h gte+i f+h

c+g b+h a+i b+h+f+d c+g+a+i b+h+d+f

f+d 0 d+f | — | c+gt+a+: 0 a+i+c+yg

a+i b+h c+g f+d+b+h a+i+c+g b+h+d+f
000

— [ 000

000

Para (a), independentemente dos elementos do tabuleiro, em 4 operagoes todos os
elementos se tornam pares.
Para (b), observe os elementos da diagonal principal apos a primeira sequéncia de

operagoes (b+d, h+ f, b+d+ h+ f) e perceba que deles ao menos um é par. Logo nunca

se obtém um tabuleiro com todos impares.

42Problema e solugao encontrados em [31].
43Dizemos que dois ntimeros inteiros tém mesma paridade, quando sdo ambos pares ou ambos impares.
Assim, podemos dizer que a soma de dois ntimeros inteiros é par se, e somente se, eles tém mesma

paridade, definigao retirada de WAGNER [30].
44Vizinhos sdo aqueles que compartilham uma aresta.

45Dois naturais sdo congruentes médulo 2 quando deixam o mesmo resto na divisdo por 2.
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Problema 35 Os Duendes invadiram o Cone Sul. ........ ... .. . . .00 . cciiiiiieeei....
Em Terra Brasilis existem n casas onde vivem n duendes, cada um em uma casa.

Existem estradas de mao tunica de tal modo que:
e cada estrada liga duas casas;
e em cada casa comeca exatamente uma estrada;
e em cada casa termina exatamente uma estrada.

Todos os dias, a partir do dia 1, cada duende sai da casa onde estd e chega a casa
vizinha. Uma lenda de Terra Brasilis diz que, quando todos os duendes regressarem a
posicao original, o mundo acabard.

(a) Demonstre que o mundo acabard.

(b) Se n = 98, demonstre que € possivel que os duendes construam e orientem as

estradas de modo que o mundo nao se acabe antes de 300.000 anos.

[Solucao]

(a) Numere os duendes de 1 a n e seja f(i) o vizinho do duende ntmero 4. A fungao
f é claramente uma bije¢ao. Em algum momento cada duende retornara a sua casa pois
a seqiéncia f (i), f (f (i) ), f(f(f(i))), .. assume um namero finito de valores, donde
existirao inteiros positivos r < s tais que f; (i) = f, (i), portanto fs of,. (i) =i (pois f é
bijetora). Seja g(i) o menor inteiro positivo tal que o duende i retorna a sua casa depois
de ¢(7) dias. Depois de mme(g(1), g (2),...,9(n)) dias, todos os duendes retornarao a
posicao original e o mundo acabara.

(b) Divida os 98 duendes em 8 ciclos de tamanhos 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23
(98 =3+ 5+ 7+ 11+ 13+ 17+ 19 + 23). Os duendes retornardo a posi¢ao inicial depois
ded3 x5 x7x11x 13 x 17 x 19 x 23 = 111546435 > 366 x 300.000. Alternativamente,
podemos dividir os duendes em ciclos de tamanhos 3, 8, 9, 5, 7, 11, 13, 19 e 23, e eles
retornarao a posicao original em

mme(3,8,9,5,7,11,13,19,23) =8x 9x 5x7x 11x 13x 19x 23 = 157.477.320
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Problema 36 Tabuleiro em Maio®® de 2004 .......... ... .. . . . . . . . ...

Em cada casa de um tabuleiro de 5 x &5 estta escrito 1 ou —1. Em cada passo
troca-se o numero de cada uma das 25 casas pelo resultado da multiplicacao dos nimeros
de todas as suas casas vizinhas. Inicialmente se tem o tabuleiro da figura 43. Mostre

como fica o tabuleiro ao final de 2004 passos.

—1
1
1
1
1

=== ==
= = = = | =
=== ==
| == = | =

Figura 43: 1 ou -1

[Solugao] Quando nao se tem ideia de como sera a solugao de uma questao, pode-
se obter varios indicios fazendo alguns casos menores e buscando observar algum padrao.

Ao aché-lo, basta analisar em que situacao caird o nimero 2004. Esse fica como exercicio!

46Problema retirado da Olimpiada de Maio de 2004.
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CONSIDERACOES FINAIS

Quando se fala em algum topico de matematica que nao é recorrente nos editais
dos vestibulares comuns, a primeira coisa que se pensa é no risco de ensinar algo que o
estudante nao sera testado pelos exames oficiais. Contudo, essa é uma ideia ultrapassada.
Boa parte dos topicos mais interessantes da matematica nao constam nas ementas dos
processos seletivos nao olimpicos.

Grafo é um deles e as matrizes (juntamente com os determinantes) que ja estiveram
como uma das mais queridas, hoje, estao relegadas ao segundo plano. A responsabilidade
por esse fato estd no ensino mecéanico e pueril que nao vangloria o processo criativo como
um dos motes da escola contemporanea.

No mais, as atividades corroboraram para robustecer a argumentacao desenvolvida
durante o texto, unindo ludicidade e formalismo em questoes comuns e, a0 mesmo tempo,
desafiadoras, de modo que as habilidades fundamentais para a sequéncia de uma educa-
¢ao numérica, garantam-se. Por fim, ressalta-se a educacao voltada para a resolugao de

problemas, sem os quais a matematica perderia todo o sentido.
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ATIVIDADES.

Essas atividades compoe um dos requisitos béasicas para a dissertacao do PROF-
MAT. Todas sao acompanhadas das devidas instrugées e métodos de aplicacao na educa-
¢ao basica, com indicagao de ano(s)/série(s) adequadas e com as devidas solugdes quando

forem o caso.

8.1 Jogos para aprender a desenhar grafos.

[Referéncia na Dissertacao| Capitulos 2 e 6.

[Ano/Série] Essa é uma atividade para qualquer ano do Fundamental 2 e/ou para
as séries iniciais do Ensino Médio.

[Tempo Pedagogico] O tempo sera ajustado para o respectivo ciclo de aplicagao
da atividade, a saber: para o Fundamental 2, a teoria inicial deve ter 200 min (capitulo 2).
A atividade 8.1 deve ter 30 minutos de apresentacao completa do jogo 1 e 60 minutos para
a turma tirar as conclusoes dos demais jogos; para o Ensino Médio, a teoria inicial deve
ter 100 min (capitulo 2). A atividade 8.1 deve ter 20 minutos de apresentagao completa

do jogo 1 e 50 minutos para a turma tirar as conclusoes dos demais jogos.

Uma das formas interessantes de introduzir o uso dos grafos é através dos jogos

de sequéncia de acoes. Abaixo estao destacados alguns jogos que, a depender dos passos
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executados, e obedecendo as regras preestabelecidas, chegam ao resultado desejado. O
planejado é que todos os jogos sejam apresentados com algum diagrama (nao necessari-
amente grafos triviais) para que haja interagdo com os desenhos (de raciocinios 16gicos)
na matematica.

O diagrama facilita para a nao repeticao do erro. Um erro cometido e entendido
como nao continuo ao jogo finaliza um ramo do grafo. E importante também pois segrega
os caminhos e executados de modo imperfeito destacando as partes a nao serem repetidas.
Deixa-se claro que o diagrama pode ser ainda sem uma estrutura formal (ainda sem ser
um grafo). O intuito é desenvolver habilidades, s6 que isso nao se vende em caixas, faz-se

necessario, um trabalho gradual de desenvolvimento.

Jogo 1 O Lobo e a Ovelha

Figura 44: O Lobo e a Ovelha

A figura 44 é referente ao jogo “O Lobo e a Ovelha?™ cuja regra é:
“o camponeés deseja atravessar o rio, mas ele tem que ser cuidadoso para que o lobo
nao coma a ovelha e para que a ovelha nao coma o couve.” (texto do site).

Estruturando o diagrama para a légica do jogo tem-se que:

C—Lx0O
L—0OxC

C— OxC
O «— @—)

Logo, a ovelha deve ir (e o barco volta vazio), depois o lobo e nesse momento a

ovelha volta, dai vai a couve e o barco volta vazio para buscar o lobo.

4TLink: http://rachacuca.com.br/jogos/o-lobo-e-a-ovelha/ em 24,/10,/2013 as 15:03h.
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Nesse momento deve pensar na simplicidade do jogo de modo ao diagrama ficar
limpo, para jogos mais elaborados o diagrama ficara extenso, contudo o tempo de resolugao
seré reduzido pois os erros nao deverao ser repetidos ao passo que ficam registrados.

O segundo jogo ja é mais elaborado, o uso do diagrama sera mais interessante.

Esse ja pode ser passado para os estudantes esbocarem os primeiros diagramas.

Jogo 2 Pula Sapo

Figura 45: Pula sapo

O objetivo é inverter os sapos de lado, ou seja, os que estao na esquerda devem
ser levados para a direita (vice-versa). Cada sapo s6 pode pular para a pedra a frente
ou saltar um (tinico) sapo do time oposto. Qual o diagrama das possibilidades e no final

qual a sequéncia de pulos que resolve o problema?

Problema 37 Domind.......... ..

(a) Considere as sequintes pedras: 0-1, 0-2, 0-3, 1-4, 1-6, 1-3, 2-4, 2-6. Com esse
conjunto de pedras € possivel formar que tipo de partida? Por qué?

(b) Considere esse outro conjunto de pedras: 0-5, 0-2, 0-3, 0-4, 1-2, 1-4, 4-3, 4-
5. Monte um esquema com pontos e linhas para identificar o tipo de partida que seria
formada.

(c) Vamos acrescentar as pedras 0-0, 1-1, 2-2, 3-3, /-4 aos conjuntos de pedras
dos itens 1 e 3. Faga os esquemas (os grafos) para cada caso e, com base neles, explique

0 que ocorre nas partidas.
Jogo 3 Travessia do Rio

As regras sao as seguintes:
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Figura 46: Travessia do Rio

1. Somente o pai, a mae e o policial sabem pilotar o barco;

2. A mae nao pode ficar sozinha com os filhos;

3. O pai nao pode ficar sozinho com as filhas;

4. O prisioneiro nao pode ficar sozinho com nenhum integrante da familia;
5. O barco s6 pode transportar 2 pessoas por vez;

6. Vocé pode ir e vir com as pessoas quantas vezes precisar;

7. Clique nos bonequinhos para coloca-los dentro do barco e depois na alavanca ver-

melha para atravessa-los.

Jogo 4 Travessia da Ponte

o Ao A
D OO
1 3 6 8

2

Figura 47: Travessia da Ponte

As regras sao as seguintes:
E noite e ha somente um lampiao;
No méximo 2 pessoas podem cruzar a ponte (sempre com o lampiao;

Cada pessoa possua a respectiva velocidada;
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A dupla anda na velocidade mais lenta;

O lampiao dura 30 segundos, depois disso a travessia da ponte tem que parar.
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8.2 Desenhando sem tirar o lapis do papel.

[Referéncia na Dissertacao] Capitulo 2.

[Ano/Série] Essa é uma atividade para qualquer ano do Fundamental 2 e/ou para
as séries iniciais do Ensino Médio.

[Tempo Pedagogico] O tempo sera ajustado para o respectivo ciclo de aplicagao
da atividade, a saber: para o Fundamental 2, a teoria inicial deve ter 200 min (capitulo
2). A atividade 8.2 deve ter 5 minutos para a execugao de cada atidade. Aqui fica-se

apenas com exemplos, o docente pode criar (ou pesquisar uma gama).

Problema 38 Desenhar € preciso! ....... .. . . .

E possivel desenhar cada um dos grafos abaizo sem tirar o ldpis do papel?

Figura 48: E possivel?

Problema 39 Correio! ....... ... .
E possivel distribuir as cartas nas casas da figura abaizo de modo a passar apenas

uma unica vez por cada uma das ruas que as ligam?

Figura 49: Correio!
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8.3 Divisores (I) para aprender a desenhar grafos.

[Referéncia na Dissertacao] Capitulo 2.

[Ano/Série| Essa ¢ uma atividade a partir do oitavo ano até o Ensino Médio.

[Tempo Pedagogico] O tempo sera ajustado para o respectivo ciclo de aplicagao
da atividade, a saber: para o Fundamental 2, a teoria inicial deve ter 200 min (capitulo
2). A atividade 8.3 deve ter 20 minutos de apresentacao completa e 5 minutos para a
turma tirar as conclusoes de cada processo de divisores. Para o E.M., 100 min de teoria
e 3 minutos para cada processo de divisores..

Utilizando o conjunto de poténcias que dividem um nimero inteiro de modo a
construir a arvore de divisores positivos de um ntmero inteiro positivo. Observando o

exemplo abaixo, o docente pode criar mais exemplos.

Problema 40 Divisores I ... ...
Observe o grafo abairo e determine qual inteiro possui, unicamente, todos os ni-

meros abaixo como divisores?

Figura 50: Divisores I
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8.4 Divisores (II) para aprender a desenhar grafos.

[Referéncia na Dissertacao] Capitulo 2.

[Ano/Série| Essa é uma atividade para qualquer ano do Fundamental 2 e/ou para
as séries iniciais do Ensino Médio.

[Tempo Pedagoégio] O tempo sera ajustado para o respectivo ciclo de aplicagao
da atividade, a saber: para o Fundamental 2, a teoria inicial deve ter 200 min (capitulo 2).
A atividade 8.1 deve ter 30 minutos de apresentacao completa do jogo 1 e 60 minutos para
a turma tirar as conclusoes dos demais jogos; para o Ensino Médio, a teoria inicial deve
ter 100 min (capitulo 2). A atividade 8.1 deve ter 20 minutos de apresentagao completa
50 minutos para a turma tirar as conclusoes.

Utilizando o conjunto de poténcias que dividem um nimero inteiro de modo a
construir a arvore de divisores positivos de um ntmero inteiro positivo. Observando o

exemplo abaixo, o docente pode criar mais exemplos.

Problema 41 Divisores II ... ... ... ..
Observe os grafos abaizo e depois faga o mesmo processo para os numeros, 8, 20,

60 e 807

Figura 51: Divisores de 6, 12, 30 e 36.
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8.5 Divisibilidade por 7, observando um problema olim-

pico.

[Referéncia na Dissertagcao] Capitulo 2.

[Ano/Série] Essa é uma atividade a partir do sexto ano até as duas séries iniciais
do Ensino Médio.

[Tempo Pedagdgio] O tempo serd comum para todos/as anos/séries, a aplica¢ao
do problema pode ser imediata, apenas na leitura do enunciado e no processo da atividade
25 min (sequinto a aplicagdo do capitulo 2, um uso apenas como leitura de grafo). A
atiwidade 8.5 deve ter 10 minutos de apresentacao do algoritmo e 15 minutos para a a¢ao
dos estudantes. A partir do nono ano deve-se explicar formalmente o funcionamento do

algoritmo. (30 minutos)

Problema 42 Olimpiada Paulista de Matemdtica — 2010 — Fase 1 — Niveis Alfa e Beta

Neste problema vamos mostrar uma forma de calcular o resto da divisao de um
numero inteiro positivo por 7. Considere a figura 52, com os restos que um numero
interro pode deizar na divisao euclidiana por 7 e algumas flechinhas pretas ou brancas
entre eles. Para descobrir o resto da divisao de um nimero qualquer n por 7, fazemos o

sequinte:

partimos do zero e sequimos o caminho indicado por x1 flechas pretas, sendo x1 o algarismo

mais & esquerda de n.

Sequimos por uma flecha branca e entao sequimos o caminho indicado por xo flechas

pretas, sendo xo o sequndo algarismo mais a esquerda de n.

Sequimos por uma flecha branca e entdo sequimos o caminho indicado por w3 flechas

pretas, sendo x3 o terceiro algarismo mais a esquerda de n; e

assim por diante até sequir a quantidade de flechas pretas indicada pelo algarismo das

unidades de n e terminar em algum dos restos de 0 a 6.

O nimero no qual terminarmos € o resto da divisao de n por 7.

Por exemplo, para n = 3401:
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Figura 52: Regra do 7

Partimos do 0 e sequimos por 3 flechas pretas, chegando em 3.

Sequimos uma flecha branca para 2 e, entdao, sequimos por 4 flechas pretas, che-
gando em 6.

Seguimos uma flecha branca para 4 e, entao, sequimos por 0 flecha preta (ou seja,
ficamos na mesma posicao), continuando em 4.

Sequimos uma flecha branca para 5 e, entao, sequimos por 1 flecha preta, chegando
em 6.

Podemos concluir que 6 € o resto da divisao de 3401 por 7.

Perguntas:

a) Encontre, sequndo a regra descrita, o resto da divisao de 4288 por 7. Sequindo
o modelo actma, descreva os passos para obtengao do resto.

b) Encontre, sequndo a regra descrita, o resto da divisio de 10*°1° por 7.

Nao € necessdrio descrever todos os 2011 passos ©! Justifique.

Para finalizar essa atividade, cabe destacar que em sala podem ser criados diversos ni-
meros, talvez menores em quantidade de digitos, para possibilitar a compreensao de todos.

Comegando com niumeros de 1 algarismo, depois 2 algarismos, etc.
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8.6 Grafos na OBMEP.

[Referéncia na Dissertacao] Capitulo 2.

[Ano/Série] Essa é uma atividade para qualquer ano do Fundamental 2 e/ou para
as séries iniciais do Ensino Médio.

[Tempo Pedagdgio] O tempo serd ajustado para o respectivo ciclo de aplicagao
da atividade, a saber: para o Fundamental 2, a teoria inicial deve ter 200 min (capitulo
2). A atividade 8.6 deve ter 30 minutos de apresentacao completa da busca das questoes
e para cada problema, 10 minutos; e para o Médio, teoria em 100 minutos (capitulo 2)
e a atwidade 8.6 deve ter 20 minutos de apresentacao completa da busca das questoes e
para cada problema, 5 minutos.

No novo site da OBMEP hd a possibilidade de encontrar problemas por assunto
nas provas anteriores e também nos bancos de questoes. Basta ir na drea de material
diddtico e escolhar “Provas e Solucdes” ou “Banco de Questées”. E importante durante a
execucao dessa atividade, expor aos estudantes como eles podem buscar informagao e base

de estudo sem a depedéncia do professor.
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8.7 Matrizes de Adjacéncia

[Referéncia na Dissertac¢ao] Capitulo 4.

[Ano/Série] Essa é uma atividade para todas os/as anos séries a partir do oitavo.

[Tempo Pedagdgio] O tempo serd de 100 min (capitulo 4). A atividade 8.7 deve
ter 50 minutos de apresentagao completa da teoria e mais 5 minutos para o leitura dos

grafos para constru¢ao das matrizes de adjacéncia.

Problema 43 Construindo matrizes. . ... ... ...

A partir dos grafos a sequir construa as respectivas matrizes de adjacéncia.

b e h w xr @ d
b
/ g v Y e

a

a) Figura 53: 9 vertices 1) Figura 54: 5 vértices c) Figura 55: 4 vértices

Problema 44 Construindo grafos............ ...

A partir das matrizes de adjacéncia a sequir construa os respectivos grafos e depois

avalie o grau de cada vértice.

010
a) |1 0 1

01 0

1011

00 20
b)

1201

1011
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8.8 Trés problemas explorando grafos e matrizes

[Referéncia na Dissertagao] Capitulos 3, 4 e 5.

[Ano/Série] Essa é uma atividade para a segunda e a terceira séries do Ensino
Médio.

[Tempo Pedagdgio] O tempo serda de 200 min (capitulos 4 e 5). A atividade
8.8 deve ter 50 minutos de apresentacao completa da teoria e mais 10 minutos para o

problema 45 e 5 minutos para os problemas 46 e 47.

Problema 45 OPM 2009 — Fase 2. . ... ...t

Um grafo orientado € formado por um conjunto finito V= Py ,Ps , ..., P, , cujos
elementos denominamos vértices, e por um conjunto E C 'V XV ; os elementos de E sao
denominados arestas. O estudo de estruturas como essas € uma drea muito importante
da Matemdtica contempordinea denominada Teoria dos Grafos. Os chamados grafos sao
vitais para a Computacdo e suas aplicagoes estendem-se até aos Negocios e as Ciéncias
Sociais. Vejamos um exemplo que dd uma mostra bastante simplificada do que pode ser
feito em Teoria dos Grafos.

Vamos supor que em um estudo sociologico observaram-se as sequintes relacoes:
Arnaldo influencia Bernaldo; Arnaldo influencia Cernaldo; Arnaldo influencia Ernaldo;
Bernaldo influencia Arnaldo; Cernaldo influencia Bernaldo; Cernaldo influencia Der-
naldo e Ernaldo influencia Dernaldo. FEntao tomando V = A, B,C, D, E e E = (4,
B),(A,C),(A, E),(B, A),(C, B),(C, D),(E, D) obtemos o grafo que representa essenci-
almente a situagao descrita, o qual usualmente € representado através de um diagrama

como o mostrado na figura .

01101 11020
5 E 10000 01101
AG)=|0 1 01 0 [AG)P=[1 0 0 0 0

00000 00000

c D 00010 00000

Figura 56: Grafo da Influéncia

Seja G um grafo orientado com n vértices. Consideramos a matriz n X n com

a;j= 1 se (P;,P;) é uma aresta de G e a;;= 0 caso contrdrio.
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Tal matriz é denominada matriz de adjacéncia de G e € indicada por A(G) .

Acima, a direita, exibimos a matriz de adjacéncia do exemplo dado e o seu quadrado,
A[G)? = A|G] - AlG].

Um caminho entre os vértices P; e P; em um grafo orientado G € uma sequéncia
de vértices Py, Py, ... , Py, em que Py = P;, Py, = Pj e (P, Pyr+1)) € uma aresta de G
e € indicada por A[G],1 < k < m. Ou seja, podemos partir do vértice P; e, percorrendo
arestas de G, ir até P; .

a) Mostre que, em todo grafo orientado G, o elemento b;; da matriz € igual &
quantidade de caminhos entre P; a P; com exatamente duas arestas.

b) Prove que existe um caminho entre quaisquer dois vértices (distintos ou nao) de
um grafo orientado G de n vértices se, e somente se, A|G]+ A[G]? + A[G]® + A[G]* + ...

€ uma matriz formada apenas por numeros positivos.

Problema 46 UNESP — 2009% . .. ... . . . . .
Uma rede de comunicagao tem cinco antenas que transmitem uma para a outra,
conforme mostrado na matriz A = (a;;), onde a;;= 1 significa que a antena i transmite

diretamente para a antena j, e a;; = 0 significa que a antena i nao transmite para a antena

j.
(0100 0]

10100

A= 11010

1110 1

100 1 0]

Qual o significado do elemento by da matriz B = A%?

a) Como by = 0, isso significa que a antena 4 nao transmite para a antena 1.

b) Como by, = 1, isso significa que a antena 4 transmite para a antena 1.

c) Como by = 3, isso significa que a antena 4 transmite para a antena 1.

d) Como by = 3, isso significa que existem 3 maneiras diferentes de a antena 4
transmitir para a antena 1, usando apenas uma retransmissao entre elas.

e) Como by = 3, isso nada significa, pois b;; so pode valer 0 ou 1, conforme

definido no enunciado da questao.

48Resposta: D
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Problema 47 FMTM MG — 2003 . .. ... .. . . . i

0011
1 000
Na matriz A = , um elemento indica que a esta¢ao i pode atingir
0001
1110

(transmitir) diretamente a estagio 5. Na matriz , o elemento cij indica o nimero de
maneiras pelas quais a estagao j pode ser atingida através de uma retransmissao de outra
estacao. O numero de maneiras pelas quais a estacao 2 pode ser atingida diretamente ou
por uma retransmissao é:

a) 2

b) 3

¢) 4

d) 5

e) 6

49Resposta: B
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8.9 Criptografia com Matrizes.

[Referéncia na Dissertacao] Capitulos 3 e 4.
[Ano/Série] Essa ¢ uma atividade para qualquer série do Ensino Médio.

[Tempo Pedagoégio] O tempo serd de 200 min.

e A atividade 8.9, apos explicacao da teoria, deve ser passada para casa de modo a
compor o arcabouco intermedirio de producao do estudante. Sao apenas 2 proble-
mas, mais a complexidade é intermediaria. Pode ser solicitado que os estudantes

criem elementos criptograficos a partir desses métodos e desafiem os colegas em sala.

Problema 48 UEL PR — 2006 — adaptada ........... ... i,
Uma das formas de se enviar uma mensagem secreta € por meio de codigos mate-

mdaticos, sequindo 0S passos:

1. Tanto o destinatdrio quanto o remetente possuem uma matriz chave C ;

2. O destinatdrio recebe do remetente uma matriz P, tal que MC' =P , onde M ¢ a matriz

mensagem a ser decodificada;

3. Cada numero da matriz M corresponde a uma letra do alfabeto: 1=a, 2=b, 3=c, ....

28=z;

4. Consideremos o alfabeto com 23 letras, excluindo as letras k, w e y;

5. O numero zero corresponde ao ponto de exclamagao;

6. A mensagem € lida, encontrando a matriz M, fazendo a correspondéncia nimero/letra e

ordenando as letras por linhas da matriz conforme seque: Mq1M12M13M14M15M16M17MA8.

Considere as matrizes:

1 10 2 10 1
C=1|0 -10| eP=118 38 17
0 2 1 19 14 0

Com base nos conhecimentos e nas informacoes descritas, calcule mensagem que

foi enviada por meio da matriz M. °°

50Resposta: Boasorte!
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Problema 49 UFG GO - 2011 — Sequnda Fase .......... ... ... ... . ...
Uma técnica para criptografar mensagens utiliza a multiplicacdo de matrizes. Um
codificador transforma sua mensagem numa matriz M, com duas linhas, substituindo cada

letra pelo nimero correspondente a sua ordem no alfabeto, conforme modelo apresentado

a Sequir.

letra |A|B|\C|D|E|\F|CG|H|I|J|X letra |L |M|N|C|P|Q|R|S|T|U Letra |V W | X |Y | Z
Mimero |12 3|4 |5|6|7)8 Mimero (12 (13 |14 |15 (16 |17 |18 |19 | 20 |21 ] Mimero |22 |23 |24 | 25|26 |27

=]
—_
(=]
—
—

Tabela 5: Chave de Criptografia

Por exzemplo, a palavra SENHAS ficaria assim:
S E N 19 5 14

H A S 8 1 19
Para codificar, uma matriz 2x2, A, é multiplicada pela matriz M, resultando na

matriz F = A X B que é a mensagem codificada a ser enviada. Ao receber a mensagem,
o decodificador precisa reobter M para descobrir a mensagem original. Para isso, utiliza
uma matriz 2x2, B, tal que B x A = I, onde I é a matriz identidade (2x2). Assim,

multiplicando B por E, obtém-se B x E=B x A x M = M.

Uma palavra codificada, segundo esse processo, por uma matriz A = resultou

47 30 29
28 21 22

Calcule a matriz B, decodifique a mensagem e identifique a palavra original. °!

na matriz E =

1 -1
-1 2

S 1 G

5lResposta: B =
I L O

9 9 7
Decodificacao (SIGILO): BE = =
9 12 15
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APENDICE A

PONTES DE KONIGSBERG

O texto a seguir ¢ uma leve adaptacao de [4], com alguns acréscimos.

A situacao estudada por Euler ficou imortalizada como o Problema das Pontes de

Konisberg, ilustrado na lenda abaixo juntamente com a figura .

Lenda 1 A cidade de Konigsberg (hoje Kaliningrado) é banhada pelo rio Pregel que, ao
atravessar a cidade se ramifica formando duas ilhotas que estao ligadas entre si as partes
da cidade por sete pontes. Dizia-se que os habitantes da cidade, nos dias de descanso,
tentavam efetuar um percurso que os obrigasse a passar por todas as pontes, mas apenas
uma vez em cada uma e retornar ao ponto de partida. Como as suas tentativas sempre
falharam, muitos deles acreditavam que nao era possivel encontrar tal percurso. Serd que

tinham razao?

Figura 57: Konigsberg e seu grafo!

Em linguagem de grafos, trata-se de encontrar um circuito euleriano no grafo da

figura acima, no qual os vértices representam as ilhas e as margens e os arcos sao as
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pontes®®. Euler mostrou a nao-existéncia de tal circuito através de um argumento extre-
mamente simples. Consideremos, por exemplo, a ilha da direita. Um circuito qualquer
deve chegar a ilha e sair dela o mesmo ntimero de vezes. Logo, para que exista um cir-
cuito euleriano, deve haver um ntmero par de pontes com extremidade nesta ilha. Como
existem trés pontes nessas condigoes, concluimos que nao é possivel encontrar um circuito

euleriano. De modo mais geral, temos o seguinte:

Teorema 3 (Euler) Eziste um circuito euleriano em um grafo se e somente se o grafo
¢ conexo (isto €, existe um caminho ligando qualquer par de vértices) e cada vértice tem

grau par (ou seja, o nimero de arcos que nele incidem € par).

O argumento acima mostra a necessidade de se ter grau em cada vértice para existir
um circuito euleriano. E também 6bvio que o grafo precisa ser conexo. A prova de que
essas duas condi¢oes implicam na existéncia de um circuito euleriano pode ser feita por
inducao finita no ntimero de arcos do grafo e nao sera posta aqui.

O caminho é supor propriedade verdadeira para grafos com menos de n arcos e
considere um grafo com n arcos, satisfazendo as duas condigoes. Comegando em um
vértice qualquer, percorra arcos do grafo, até voltar a um vértice ja visitado (o caminho
gerado possui, entdo, um ciclo). Retirando do grafo os arcos desse ciclo, obtém-se um
ou mais grafos satisfazendo as duas condigoes e com menor numero de arcos (portanto,
com circuitos eulerianos, de acordo com a hipotese de indugao). Basta explicar como
“costurar” esses circuitos eulerianos ao ciclo descrito acima.

Pode-se aplicar este teorema ao problema de inspecao de estradas. Da mesma forma
como no Problema das Pontes de Kénisberg, nao existe qualquer circuito euleriano no grafo
determinado pelo mapa rodoviério, ja que o vértice correspondente a capital tem grau 3.
Assim, se o0 nosso inspetor de estradas recebesse de seu chefe a incumbéncia de elaborar
um trajeto nas condi¢oes dadas, ele poderia facilmente convencé-lo da impossibilidade de

fazé-lo utilizando o teorema 3.

3 . . ., L . ~ . .
52 A rigor, neste caso temos um multi-grafo, j& que certos pares de vértices sio ligados por mais de um

arco.
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APENDICE B

LEVAR AGUA, LUZ E ESGOTO PARA 3 CASAS.

O texto a seguir ¢ uma leve adaptacao de [16], com ajustes de linguagem.

Representando (com bastante criatividade) as centrais de agua, luz e telefone pelas
letras A, L, T e as trés casas por pontos X, Y e Z. Comecemos ligando agua e luz as casas

X e Y. Obtem-se um “quadrilidtero com possivel lado curvilinio” XAYL.

Figura 58: Casas e ligacoes

A central telefonica T pode estar dentro ou fora deste quadrilatero. Isto nao fara
diferenca alguma mas, para fixar as idéias, suponhamos que esteja fora, como na Figura
58%3. Liguemos o telefone nas casas X e Y. Ficamos com dois “quadrilateros” adjacentes
XAYL e XLYT, os quais decompdem o plano em trés regioes, que designamos por 1, 2 e
3, conforme figura 58. (As regides 1 e 2 sdo interiores aos quadrilateros, enquanto a regiao

3 é exterior.) A terceira casa, Z, devera estar numa dessas trés regioes.

®3Figura original de [16]
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Se Z estiver na regiao 1, poderemos ligar-lhe dgua e luz porém nao telefone. Se
estiver na regiao 2, ficard com luz e telefone, mas sem agua. Finalmente, se Z estiver na
regiao 3, podera ter dgua e telefone, mas nao tera luz. Portanto, as nove ligacoes nao

podem ser todas feitas sem que se cruzem, e o problema esta resolvido.
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