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Resumo

A ideia para este trabalho surge da necessidade de se criar um material préatico, didatico
e aplicavel para dar suporte aos professores de ensino fundamental, sobretudo no que
diz respeito ao ensino de numeros inteiros. Para isso, precisamos contextualizar a
origem dos nimeros negativos bem como a resisténcia que houve para sua aceitacéo,
entendo assim que a dificuldades que os alunos possuem ao se depararem com estes
nameros € legitima.

Em seguida, construo de maneira formal o conjunto dos nimeros inteiros, explicitando
suas operac0es, dedicando parte do capitulo ao estudo da polissemia do sinal de menos.
Embora essa construcdo formal ndo seja utilizada em sala de aula com os alunos, cabe
ao professor entender este processo, em seguida analisamos as propostas do PCN para
com o0 ensino de ndameros inteiros.

Apds o solido embasamento historico e tedrico, iniciamos a parte pratica do trabalho,
debrucando-nos sobre a formacédo do professor de matemaética e sugerindo trabalhar
duas praticas pedagdgicas em conjunto, o conhecimento de conteudo no horizonte e a
aprendizagem significativa, que norteiam a forma na qual proponho o ensino de
ndmeros inteiros.

Tendo estruturado tais praticas pedagdgicas e exemplificado diversas aplicacGes das
mesmas, deixo seis sugestdes para o0 ensino dos nimeros inteiros, todas elas testadas e
de aplicacdo imediata, pensadas para auxiliar o professor no seu cotidiano de sala de
aula.

Posteriormente concluo o trabalho e deixo como sugestdo a insercdo de contetdo
pratico (como o apresentado neta obra) nas graduacdo de licenciatura em Matematica.



Abstract

The idea for this work arises from the need to create practical, didactic and applicable
material to support elementary school teachers, especially with regard to teaching
integer numbers. For that, we need to contextualize the origin of the negative numbers
as well as the resistance that there was for their acceptance, so it is easy to understand
that the difficulties that students have when facing these numbers is legitimate. Then, |
formally construct the set of integer numbers, explaining their operations, dedicating
part of the chapter to the study of the polysemy of the minus sign. Although this formal
construction is not used in the classroom with students, it is up to the teacher to
understand this process, then we analyze the PCN proposals for teaching integer
numbers. After the solid historical and theoretical basis, we started the practical part of
the work, focusing on the mathematics teacher training and suggesting working two
pedagogical practices together, knowledge of content on the horizon and meaningful
learning, which guide the way in which I propose teaching integer numbers. Having
structured such pedagogical practices and exemplified several applications of them, |
give six suggestions for teaching integer numbers, all of them tested and of immediate
application, designed to assist the teacher in his daily classroom. Later I finish the work
and leave as a suggestion the insertion of practical content (like the one presented in
this work) in undergraduate courses in Mathematics.
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Capitulo 1: Introducéao

A ideia para o presente trabalho surgiu a partir da percepcdo de que a abordagem dos ndmeros
negativos no ensino fundamental se da, muitas vezes, de modo puramente procedimental e nao
problematizado, sem significado ou concretude — 0 que causa estranheza e confusdo nos alunos, e
assim, prejudica sua construcdo de significados e, em consequéncia, seu aprendizado nos anos
seguintes.

Quando iniciei como professor do Ensino Médio e de cursos preparatorios, logo percebi que boa parte
dos alunos, embora soubessem o contetido do ensino médio, erravam questdes em suas etapas finais,
com contetidos do ensino fundamental. Sendo mais especifico, decidi tentar entender mais a fundo as
possiveis causas para essas lacunas no tema “niimeros negativos” e comecei a lecionar também para
o Ensino Fundamental. A dificuldade em construir determinados conteudos era perceptivel,
principalmente pelo fato de os assuntos serem familiares para mim, mas ndo para os alunos. Portanto,
meus proprios conhecimentos sobre o conteido ndo eram suficientes. Foi quando me dei conta da
necessidade de articular o saber disciplinar especifico com o saber pedagogico, e de que essa falta de
articulacdo nos conhecimentos do professor pode ser uma causa importante da lacuna na
aprendizagem dos alunos. Naquele momento pude perceber que se eu nao fosse protagonista do meu
proprio aprendizado jamais seria capaz de construir tais articulagdes, o que me levou a concluir que
na formacdo de professores ha um hiato quando o assunto é relacionar saberes disciplinares e
pedagdgicos. Pela primeira vez notei a necessidade de um trabalho intencionado a colaborar com o
professor em sua pratica, auxiliando-o a preencher o hiato de sua formacéo e consequentemente as
lacunas na construcgdo do conhecimento por seus alunos.

Ap0s alguns anos lecionando no Ensino Fundamental percebi, empiricamente, a importancia de dar
significado ao que se estava construindo em sala, ou seja, dar concretude aos assuntos abordados
relacionando-os aos conhecimentos prévios dos alunos. Foi a segunda vez na qual senti a necessidade
de um trabalho voltado para pratica pedagdgica da matematica, no entanto com o passar do tempo
essas percepgdes adormeceram e ficaram no campo das ideias.

Alguns anos depois, ja havia decidido fazer a dissertagdo no tema “fungdes” quando nesta mesma
época acompanhava um professor de criatividade chamado Murilo Gun. Através dele me deparei com
algumas obras de David Ausubel, sobre aprendizagem significativa. Imediatamente conectei as

leituras com a minha pratica de sala de aula, quer dizer, eu acabara de encontrar uma teoria em que



minhas aulas estavam baseadas por experimentacdo. Foi entdo que resolvi mudar o tema do trabalho
de fungBes para nimeros negativos.

A teoria da aprendizagem significativa serd melhor abordada adiante, porém adiantamos que, em
linhas gerias, ela sugere que, para termos significado na aprendizagem, € necessario ancorar novos
conceitos em conceitos prévios. No nosso caso, isso significa ancorar 0s nimeros negativos a
conceitos que remetam a simetria, oposicao e afins.

Apos a escolha do tema, meu orientador me apresentou alguns textos. Uma das autoras que mais me
chamou atencgéo foi Deborah Ball, com o conceito de Horizon Content Knowledge (conhecimento de
contedo no horizonte). Esse conceito diz respeito ao conhecimento amplo que o professor deve ter,
inclusive no gque tange a conteudos que seus alunos terdo mais a frente. De imediato relacionei as
ideias de aprendizagem significativa (Ausubel) e de Horizon Content Knowledge (Ball). Quer dizer,
a primeira procura relacionar os conceitos que os alunos estdo aprendendo com aqueles aprendidos
anterior; enquanto a segunda nos diz que o ensino deve considerar aquilo que os alunos aprenderao
futuramente.

Além disso, os professores das séries iniciais possuem um papel extremamente importante na
introducéo de conceitos futuros. Sabendo que os seus alunos em algum momento se deparardo com
0S numeros negativos, por exemplo, estes podem prepara-los através de provocagdes matematicas
condizentes com a turma, pondo em exercicio o conhecimento de conteddo no horizonte. Foi neste
contexto que me propus a desenvolver um trabalho intencionado a colaborar com o professor em sua
pratica auxiliando-o a articular saberes disciplinares e pedag6gicos, como propde Shulman(1986), e a
mobilizar em sala de aula as ferramentas conceituais de aprendizagem significativa e conhecimento

de contetido no horizonte, tornado assim sua aula mais interessante e concreta.



Capitulo 2: Os numeros inteiros

A passagem dos numeros positivos para 0s negativos envolve uma ressignificacdo do
proprio conceito de numero. Até entdo, os numeros expressavam quantidades, sendo
associados a abstrac@es das nog¢oes concretas de contagem ou de medida. A introducao dos
negativos incorpora a essas no¢des um novo atributo: a orientacdo. Assim, 0s nimeros
passam a representar uma quantidade orientada, isto €, uma quantidade munida de um
referencial. Ripoll, et al. (2016)

Neste capitulo abordaremos o universo dos numeros inteiros dando énfase aos nimeros negativos,
protagonistas do presente trabalho. Apds discutirmos um contexto histérico, apresentaremos uma
formalizacdo do conteddo. Feito isso, comentaremos sobre alguns novos conceitos que aparecem

mediante o surgimento desse conjunto numérico.

2.1. Contexto histdrico dos nimeros negativos

Na Grécia antiga surgiu o matematico as vezes considerado como criador da algebra, Diofanto de
Alexandria (aprox. 250 A.E.C.-350 A.E.C.), que ao publicar sua obra “Livro I: Aritmética” apresentou
uma declaragdo em que é possivel perceber que os gregos tinham alguma percepcao sobre a grandezas

negativas. De acordo com Lisboa (2013), um trecho dessa obra afirma que:

Aquilo que esta em falta multiplicado pelo que falta resulta em algo positivo, enquanto que
aquilo que estd em falta multiplicado pelo que é positivo resulta em algo que estd em falta.
De maneira implicita temos mencdo a, atualmente consolidada, regra dos sinais: “menos

com menos da mais” e “menos com mais da menos”. (2013, p. 3)
Corroborando, Roque (2012), nos diz que:

Nas civilizagdes mais antigas (babilénios, egipcios, chineses, gregos, hindus, etc), ndo se
usavam numeros negativos no sentido proprio [...] As regras de operacgao entre somas ou
diferengas, que exprimimos hoje como (a + b) x (a — b) ou (a — b) X (a — b), e que eles
exprimiam para valores numéricos especificos, deviam levar em consideracdo regras de
sinais. Muitos destes povos ja sabiam, portanto, intuitivamente, que mais com mais da mais,
menos com mais da menos e menos com menos da mais. No entanto, esse problema, bem
como o dos numeros imaginarios, s6 surgird, de modo mais explicito, com o

desenvolvimento da algebra a partir do Renascimento.

Alguns matematicos indianos, como Fibonacci, ja propunham interpretar um nimero negativo como

uma perda, no lugar de um ganho. No século XV, Nicolas Chuquet ja representava o nUmero negativo



“—a” como “0 — a”, 0 que indica que o sinal “—" ainda ndo era um atributo do ndmero, mas sim a
indicacdo de uma operacdo (ROQUE, 2012).

Podemos notar que ao longo do tempo praticas matematicas de diversos povos envolviam ideias que,
de alguma forma, tém a ver com o que interpretamos na matematica contemporanea como ndmero
negativo, e, a sua maneira, abordaram o assunto. Mesmo sem 0s mesmos padrdes de rigor da
matematica contemporanea, ideias de numeros negativos foram utilizadas ao longo da historia por
povos em diversas épocas. Como comenta Gleaser, “Assim a pratica clandestina do célculo dos
nimeros negativos antecedeu em 1600 anos sua compreensdo.” (apud Lisboa, 2013, p.4). Segundo

Lisboa, para argumentar:

Na Idade Média, o uso dos numeros negativos foi marcado por sua pratica no calculo, apesar
de sempre usado pelos matematicos com certo receio [...]. A existéncia dos nameros
negativos no periodo que se inicia na idade média e se estende até o inicio da idade moderna
¢ marcada pelo uso operatério eficaz no campo algébrico, todavia inexplicavel

conceitualmente pela comunidade Matematica. (Lisboa, 2013, p.4)

A partir do século XVIII os nimeros negativos comegaram a aparecer em artigos cientificos pela sua
usabilidade nos calculos, no entanto, ndo havia ainda uma formalizacdo para o conceito. Alguns
matematicos colaboraram para o processo de consolidacao formal dos nimeros negativos como sendo
0 objeto matematico que € hoje. Destacaremos aqui alguns deles. Frangois Viéte (1540-1603) foi um
dos primeiros matematicos a utilizar os simbolos “+” ¢ “-”, mesmo que somente em operagdes com
numeros positivos. Segundo Lisboa (2013), Viete considerava que oS numeros negativos nédo
possuiam um significado intuitivo ou fisico; dizia “diminua 3” em vez de dizer “acrescente -3”.
Intuitivamente ele sabia que “somar -a” tem o mesmo significado que “subtrair a”.

René Descartes (1596-1650) chamou de falsas as raizes negativas que apareceram na geometria
cartesiana, desenvolvendo um método para transforméa-las em positivas. Gottfried Leibniz (1646-
1716) foi responsavel por mostrar que poder-se-ia efetuar calculos com as proporgdes (—1) : 1 =1 :
(—1), ja que formalmente isso era equivalente a calcular quantidades imaginarias, dando condigdes
para validacdo das operacGes com nimeros negativos. Colin Maclaurin (1698-1746) publicou “O
tratado da Algebra”, obra em que define quantidades negativas e discute como essas sdo tao “reais”
guanto as positivas, tendo sentido oposto.

De acordo com Lisboa (2013), Maclaurin admitia quantidades negativas em relagéo ao zero origem,
0 que anteriormente causava conflitos pois ndo se distinguia o zero absoluto do zero origem. Assim,

ao darmos sentido aos numeros negativos, o0 zero deixa de ser apenas a auséncia de quantidades e



passa a ter o importante papel de referencial (origem). Ainda em sua obra, define a regra dos sinais, 0
que marcou o inicio do formalismo e a conceituacgao atual dos niUmeros negativos.

Augustin Cauchy (1789-1857) langcou uma obra em que faz uma distingdo entre 0s nimeros reais
positivos e as quantidades positivas e negativas. Nessa obra, ele define as quantidades positivas por
grandezas que aumentam representadas por um namero com um sinal de mais ( + ) na frente e
quantidades negativas por grandezas que diminuem representadas por um numero como sinal de
menos ( - ) na frente. Essas defini¢bes que facilitavam a compreensao das propriedades aditivas, em
contrapartida acabaram dificultando o entendimento da multiplicagao.

Herman Hankel (1839-1873), revolucionou a forma com gue 0s himeros negativos eram percebidos
através da formalizacdo que prop6s. Hankel abandonou a ideia de procurar na natureza exemplos para
ilustrar as propriedades dos nimeros negativos, passando a adotar as propriedades aditivas e
multiplicativas de R e R,, respectivamente, como veremos a seguir de acordo com Glaeser (????,
apud Lisboa, 2003, p. 6)

O Teorema de Hankel foi enunciado da seguinte forma: “A Gnica multiplicacdo sobre R, que prolonga
a multiplicacdo usual sobre R, respeitando as distribuicdes (a esquerda e a direita) é conforme a
regra de sinais.” A demonstracdo de Hankel para a regra dos sinais da multiplicacdo é assim
apresentada:

0 =a.0 = a.(b + oposto b) = ab + a.(oposto b) ()
0=0.(oposto b)=(a+oposto a).(oposto b) = (oposto a).(oposto b)+a.(oposto b); (I1)
Comparando | e Il temos:

(oposto a) . (oposto b) = ab.

Notemos que a formalizacdo dos nimeros negativos é muito posterior a suas utilizagdes — como € o
caso de grande parte dos conceitos da matematica contemporanea — e que a histéria dos nimeros
negativos envolveu muitos percal¢os, até que 0os matematicos abrissem mao de encontrar “um modelo
concreto” capaz de explicar a existéncia de tais nimeros, e buscassem uma construcéo formal baseada

em um modelo geométrico compativel com sua estrutura algébrica.

2.2. Construcao e formalizacdo dos numeros inteiros

Nesta sessdo, construiremos o conjunto dos nimeros inteiros de acordo com os padrbes formais da
matematica contemporanea, definiremos suas operacdes e demonstraremos suas propriedades. E
importante deixar claro que ndo é essa abordagem que sugerimos que seja adotada no ensino basico.

A nocdo de conhecimento de conteddo no horizonte, proposta por Ball e seus colaboradores, que
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discutiremos mais adiante, sugere que de fundamental importancia para o professor desenvolver uma
visdo panoramica sobre o contetdo a ser ensinado, que inclui sua construcéo formal.
Considerando o conjunto dos nimeros naturais (N) construido, com suas operacfes de soma e

multiplicacdo bem definidas. Para isso, observamos a definicdo de operacéo binaria.

Definicéo 2.2.1: Operagéo
Uma operagcao (binaria) *em um conjunto A é definida como uma funcéo
*TAxA - A

gue associa, a cada par de elementos de A um elemento de A

Assim, a adicdo e a multiplicacdo em N séo de fato operac¢Ges no sentido matematico do termo:
+NxN—->N ":NxN—->N
(ab) —a+b (ab) —a-b

Dada a definigdo acima, pode-se notar que a subtracdo e a divisdo ndo sdo operagcOes bem definidas
em N, pois seriam necessarios objetos matematicos que estariam além das limitacdes impostas pelas
caracteristicas desse conjunto numérico. Para que essas opera¢des sejam bem definidas precisamos de
“novos niumeros”, 0 que leva a construcdo dos conjuntos dos inteiros (para a operagdo de subtragdo)
e dos racionais (para a divisdo). Assim, como ndo podemos subtrair dois nUmeros naturais e garantir
que o resultado seja um nimero natural, construiremos entdo o conjunto dos numeros inteiros. Para a
divisdo ser bem definida precisamos do conjunto dos nimeros racionais que ndo sera abordado neste
trabalho.

Seguiremos a proposta descrita em Ripoll et al (2016), segundo a qual a construcdo se da a partir de
uma relacdo de equivaléncia entre pares de nimeros naturais, que corresponde a uma ideia de
subtracdes equivalentes. Cada nimero inteiro sera entdo associado a uma classe de equivaléncia, que
corresponde a uma familia de subtracdes equivalentes. Assim, desenvolveremos a construcdo do
conjunto dos nameros inteiros definindo seus elementos como classes de equivaléncia a partir de uma
relacdo de equivaléncia entre pares de nimeros naturais. Em seguida, definiremos as operacdes de
soma e multiplicacdo e finalmente a operacdo subtracdo. Comecaremos definindo os conceitos que

fundamental essa construcéo: relacdo de equivaléncia, classe de equivaléncia e conjunto quociente.
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Definigcdo 2.2.2: Relagdo de Equivaléncia
Uma relacdo bindria R em um conjunto A é chamada uma relacdo de equivaléncia se satisfaz as

seguintes proposic¢oes:

reflexiva: aRa,V a,b,c € A
simétrica: aRb = bRa,Va,b €A
transitiva: aRb, bRc = aRc,¥Y a,b,c € A

Definicdo 2.2.3: Classe de equivaléncia
Se R é uma relacao de equivaléncia no conjunto A e a € A, entdo o conjunto
[a] ={b € A| bRa }
E chamado de classe de equivaléncia determinada por a. Neste caso, o elemento a é chamado um

representante da classe [a].

Definicéo 2.2.6:Conjunto Quociente
Seja R uma relacdo de equivaléncia no conjunto A. Entdo o conjunto de todas as classes de
equivaléncia determinadas em A pela relacdo R é chamado conjunto quociente de A pela relacdo R e
denotado por:

Al/R={[a]|a€A}

Exploraremos melhor a ideia de subtracdes equivalentes, e em seguida usaremos o conceito de classe
de equivaléncia, definido acima, para formalizar a construcdo dos nimeros inteiros.

Tomemos como exemplo as subtracdes 6 - 7 e 9 - 10, que sdo subtracbes equivalentes, no sentido em
que6-7=9-10 =-1, ou seja, 0 primeiro numero de cada par subtraido pelo segundo de cada par
gera 0 mesmo resultado. Como no conjunto dos numeros naturais ndo faz sentido enunciar essas
subtragdes, pois ndo existem ndmeros naturais que possam representar seus resultados, devemos entdo
substituir a igualdade 6 - 7 =9 - 10 por 6 + 10 = 9 + 7, que essa faz sentido nos naturais. Podemos
generalizar essa ideia para quaisquer dois pares de nameros naturais (a,b) e (c,d), substituindo a
igualdade a- b =c - d por:

a+d=b+c.

Temos entdo uma relacdo entre dois pares de nimeros naturais, que é equivalente a igualdade de que
nos interessa (aquela que define subtracdes equivalentes) e que utiliza apenas a soma, operacao
12



definida neste conjunto numeérico. De acordo com Machado (2014), esta foi a forma encontrada pelos
matematicos do século XIX para formular a constru¢do do conjunto dos nimeros inteiros (Z) sem
usar explicitamente a subtracdo, mas trazendo sua esséncia, tendo como ponto de partida os naturais
e suas operacBes. Enunciamos a seguir a definicdo que estabelece formalmente essa relacdo de

equivaléncia.

Definicdo 2.2.4: Relagdo =

Em N x N, definimos a relagcdo = por:

(@b)=(cd) & a+d=b+c

Observemos alguns exemplos da definigdo acima:

(2,8) ~ (10,16) & 2+ 16 =8 + 10

41)=B0) <= 4+0=1+3

A seguir demostramos que a relacéo binaria ~ é uma relagédo de equivaléncia (veja a definicdo 2.2.2).
Reflexividade: Seja (a,b) € N x N, pela comutatividade dos naturais temos que a+b=Db +a, e da
definicdo de ~ temos que

(a,b) = (a,b) , logo, = é reflexiva.

Simetria: Se (a,b), (c,d) e Nx N, e (a,b) = (c,d) , pela definicdo de =,

a+d =D+ c. Pela comutatividade dos nimeros naturais temos

c + b =d + a, novamente pela definicdo de =, temos (c,d) = (a,b), logo =~ é simétrica.
Transitividade: Sejam (a,b) , (c,d), (e,f) € N x N, tais que (a,b) = (c,d)

e (c,d) = (e,f).

Pela definicdo da relacdo = , temos:

atd=b+c =>a+d+f=Db+c+f(igualdadel) e

c+f=d+e =b+c+f=Db+d+e (igualdade II)

Das igualdades I e 11, temos:

atd+f=b+c+f=b+d+e,segue que:

a+d+f=b+d+e. Pelalei do cancelamento da soma nos naturais, ficamos coma+f =b + e. Pela
definicdo da relagéo =~ :

(a,b) = (&),

Logo = é transitiva.
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Tendo demostrado que a relacdo =~ é uma relacdo de equivaléncia, usaremos a definicdo 2.2.3 para
finalmente construirmos o conjunto dos ndmeros inteiros. Denotaremos por [(a,b)] a classe de
equivaléncia do par ordenado (a,b), determinada em N x N, pela relacdo =~ , ou seja:

[(a,b)]={(xy) € Nx N|(xy) = (ab)}.
Em outras palavras, cada classe de equivaléncia [(a,b)] corresponde a uma classe de subtragdes

equivalentes, como veremos em alguns exemplos a seguir. Observemos os seguintes exemplos:

[(5.2)] ={(3,0), (4.1). (5.2), (6,3)... }
[(1,3)]={(0.2), (1.3), (2.4)... }
[(50,50) = {(1.1), (2.2), (3,3)...}

E importante notar que para esta construcio devemos considerar a ordem dos nlimeros naturais a e b
envolvidos, dai segue a importancia de utilizarmos pares ordenados. O par ordenado (a,b) corresponde
a subtracdo do nimero a, na primeira posi¢do pelo nimero b, na segunda posicéo.

Finalmente definiremos formalmente o conjunto dos nimeros inteiros.

Definig¢éo 2.2.5: Conjunto dos nimeros inteiros
O conjunto quociente N x N /.. constituido pelas classes de equivaléncia [(a, b)]
sera denotado por Z e chamado de conjunto dos numeros inteiros. Assim temos:

Z=NxN/.

De acordo com Ripoll (2016), na construgdo de Z por classes de equivaléncia, cada par ordenado de
numeros naturais também pode ser associado a um segmento orientado da reta. Por exemplo, os pares
ordenados (5,10), (2,7) e (0,5), que representam uma mesma classe, podem ser interpretados,
respectivamente, como 0s segmentos orientados que vdo de 10 a5, de 7a 2 e de 5a 0. Assim um
numero inteiro pode ser interpretado como uma classe de subtracdes equivalentes ou como uma classe
de segmentos equipolentes. Nesse sentido, os segmentos orientados de 10a5,de 7a2 e de5a 0 sdo
equipolentes. Logo, correspondem a um mesmo namero inteiro, que chamaremos de -5. Por outro
lado, os segmentos orientados de 5a10,de 2a 7 e de 0 a5, que tém orientacdo oposta, serdo associados
ao numero +5. Desta forma, além de representar quantidades (como é o caso dos naturais), 0s nUmeros
ganham um novo atributo: a orientacdo. No conjunto dos inteiros, 0s hUmeros passam a representar

quantidades munidas de orientagao.
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2.3. Operac0es e relagdes no conjunto dos inteiros

Na secdo anterior construimos o conjunto dos numeros inteiros de maneira formal. Nesta, definiremos
as operagdes de adigcdo e multiplicagdo e mostraremos que existe uma relagcdo de ordem no conjunto
dos inteiros. Com isso, mostraremos que Z € uma estrutura algébrica do tipo (Z,+,-, <), conhecida
como anel ordenado (ndo nos aprofundaremos neste conceito). Além disso, veremos que N pode ser
identificado com um subconjunto de Z, o que nos permite considera-lo como tal para todos os efeitos.
Discutiremos ainda os conceitos de simétrico, modulo, valor absoluto, e abordaremos de maneira
informal a subtracdo como uma operacdo no conjunto dos inteiros. Na verdade, conceituaremos a
subtracdo como uma variagdo, ou melhor, um desdobramento da adi¢do. Iniciamos pela defini¢do de

adicao.

As operac0es de adicdo e de multiplicacdo nos inteiros

Vale lembrar que construimos o conjunto dos numeros inteiros por meio de subtracdes equivalentes,
ou seja, devemos pensar no par (a,b) como sendo associado a subtracdo (a - b). Logo, a definicdo de
soma entre dois nimeros inteiros deve corresponder a somar duas subtracdes equivalentes. Devemos,
portanto, reescrever essa soma como uma subtracdo equivalente: (a-b) + (c-d)=(a+c) - (b +d).
Feito isso, reescrevemos esse resultado como um par ordenado, (a + ¢, b + d). Assim, definiremos a
adicédo entre [(a, b)] e [(c, d)] e Nx N/_ como

[(a, b)] @ [(c, d)] =[(a+c,b+d)].

Como estamos lidando com classes de equivaléncia, precisamos mostrar que o resultado da operagéo
independe da escolha do representante de cada classe. Perceba que cada nimero inteiro é representado
por uma classe de equivaléncia, esta por sua vez pode ser representada por infinitas subtragdes
equivalentes, ou seja, infinitos pares ordenados. Sendo assim, se o resultado da operacdo dependesse
da escolha do representante de cada classe, teriamos infinitos resultados para adi¢do de dois nimeros

inteiros.

Teorema 2.3.1: Se [(a, b)]=[(a’,b’)] e [(c, d)]=[(c’, d")], entdo [(a, b)] D [(c, d)]=[(a’,b")] D [(c’,

d’)], isto €, a expressao acima € consistente.

Demonstracao:
Como [(a, b)] = [(a’, b’)], temos que (a,b) = (a’, b’), ou seja,
atb’=b+a’ (1)
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analogamente, temos:

c+td =d+c’(2).

Por definicao, [(a, b)] @ [(c,d)]=[(a+c,b+d)] e
[(a’,b)] D [(c’,d)]=[(a"+c’, b’ +d)]

mostraremos que [(@+c,b+d)] =[(a’+c’, b’ +d’)].

Somando as equacdes (1) e (2 ) temos:
(a+b)+(c+d)=(b+a)+{d+c)=>@+c)+ b +d)=(b+d) + (a"+c).
Dai, temos:

[@+c,b+d)]=[(a"+c’ b +d’)], como queriamos demostrar.

Definigdo 2.3.1: Adi¢ao no conjunto dos inteiros
A adicdo em Z é a operacao:
@ : Z x Z — Z definida por: [(a, b)] @ [(c, d)] =[(a+c, b +d)]

Mostraremos a seguir que a adicao satisfaz as propriedades basicas usuais, que sdo: comutatividade,

associatividade, elemento neutro e elemento inverso.

Comutatividade: [(a, b)] @ [(c,d)] = [(c, d)] & [(a, b)] V [(a, b)], [(c, d)] € Z.

Demonstracéao:

[(a b)] & [(c,d)] =[(a+c, b+d)]=][(c+a d+ b)]=I[( d)] & [(ab)], como queriamos
demostrar.

Associatividade: ([(a, b)] & [(c,d)]) @ [(e,)] = [(a b)] & ([(c, D)1 & [(e,N) V [(a b)], [(c, d).[(e,
f)] € Z.

Demonstracéao:

([(a b)] & [(c,a)]) & [(eN]

=([@+c,b+d)]) & [(eN]

=([@+c)+e (b+d)+1])

=([(a+ (c+e), b+ (d+1)]

= [(a, b)] @ [(c+e, d+f)]

= [(a, b)] ® ([(c, d)] @ [(e, f)]), como queriamos.

Elemento Neutro: 3z € Z tal que V [(a, b)] € Z, [(a, b)] ® z = [(a, b)]
Demonstracéao:
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ComozeZ z=[(c, d)], seja [(c, d)] = [(0,0)], temos,
[(a, b)] & [(0,0)] = [(a+0, b+0)] = [(a, b)], como queriamos.

Elemento inverso: V [(a, b)] € Z 3 [(a’,b’)] € Z tal que [(a, b)] D [(a’, b’)] ==

Demonstracao:

Como vimos na propriedade III, z = [(0,0)], mostraremos que existe um unico [(a’, b’)] para cada
[(a, b)] de modo que [(a, b)] @ /(a’.b)] = [(0,0)]
Tomemos [(a’, b’)] = [(b, a)]
[(a 0)] @ [(a’, b)] = [(c, d)] = [(a, b)] ® [(b, a)] = [(c, d)
=[(a+b,b+a)]=I[(c d)]
= a+b+d=b+a+c, pelalei do cancelamento*
>d+0=c+0
= [(d.e)] = [(0,0)]
= [(a, b)] ® [(b, )] = [(0.0)]

A demonstracéo da unicidade do elemento inverso deixaremos como exercicio.

*A lei do cancelamento € uma propriedade da soma nos nimeros naturais, como a igualdade a + b
+ d =b + a + c envolve apenas nimeros naturais, podemos aplica-la, no conjunto dos inteiros ela é

consequéncia do inverso aditivo (simétrico).

A propriedade IV mostrada acima é de suma importancia para entendermos dois conceitos relativos a
numeros inteiros, que sdo: simétrico ou oposto, valor absoluto ou modulo de um numero. Voltaremos
a esses assuntos mais a frente, apds definirmos a multiplicagéo, a relacao de ordem, e determinarmos
N como subconjunto de Z.
Adotaremos um raciocinio analogo ao da adicdo. Para a multiplicacdo teremos o produto entre duas
subtracdes equivalentes e temos que reescrevé-la como uma subtracgéo equivalente. Temos (a - b).(c-
d) = (ac + bd) - (ad + bc) associando o resultado ao par ordenado (ac + bd, ad + bc). Definiremos a
adicéo entre [(a, b)] e [(c, d)] e N x N/_ como:

[(a, b)] © [(c, d)] =[(ac + bd, ad + bc)].
Assim como na adicdo, estamos lidando com classes de equivaléncia e precisamos mostrar que 0
resultado da operacédo independe da escolha do representante de cada classe.
Teorema 2.3.2: Se [(a, b)] =[(a’,b")] e [(c, d)] =[(c’, d*)], entdo [(a, b)] © [(c, d)]=[(a’,b)] O [(c’,

d”)], isto ¢, a expressao acima € consistente.
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O raciocinio dessa demonstracdo é analogo ao que foi utilizado na demonstracdo do teorema 2.3.1,

sendo assim, a demonstracéo deste, fica a cargo do leitor.

Definicdo 2.3.2: Multiplicacdo no conjunto dos inteiros
A multiplicacdo em Z é a operacéo:
® :Zx 7 — Z definida por: [(a, b)] ® [(c, d)] = [(ac + bd, ad + bc)].

As propriedades basicas acima demonstradas sdo validas também para a multiplicagdo, deixaremos
suas demonstracdes para o leitor, haja vista a semelhanca no raciocinio utilizado (ver por exemplo
Ferreira, 2013, p. 40).

Mostraremos, como exemplo, a distributividade da multiplicagdo em relacdo a adicéo.

Sejam x =[(a,b)], y = [(c,d)], z = [(e,))] € Z.

x(y +2) = [(@,b)] ©([(c.d)] + [(e,)]) = [(@b)] O[(c +e,d+1)]

= [a(c+e) + b(d+f), a(d+f) + b(c+e)]

=[(ac + ae + bd + bf, ad + af + bc + be)]

=[@b)] © [(c.d)] + [(ab)] O [(e)] = xy + xz

Relacéo de ordem nos inteiros

Tendo definido adicdo e multiplicacdo, nos resta mostrar que € possivel definir uma relacdo de ordem
no conjunto dos inteiros, para em seguida concluir que N pode ser indentificado com um subconjunto

de Z, sendo preservadas as estrutura algébrica e de ordem.

Definicdo 2.3.3: Relacdo de ordem nos inteiros
Dados os inteiros [(a,b)] e [(c,d)] temos que:
[@b)]=[(cd)]ea+d<b+c

Mostraremos que esta €, de fato, uma relacao de ordem, isto €, que a relacdo < satisfaz as propriedades
reflexiva, antissimétrica e transitiva. Em seguida, mostraremos que a relagdo < satisfaz também a

tricotomia, isto é, que é uma relacdo de ordem total, e, ainda, que preserva as operagoes.

Teorema:
A relacdo < € uma relagdo de ordem.

Demonstracao:
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Propriedade reflexiva:
Sejax =[(a,b)] € Z.
Como a + b =b +a, temos que [(a,b)] = [(a,b)],e entdo [(a,b)] =2 [(a,b)].
Propriedade antissimétrica:
Sejax=[(a,b)],y=[(c,d)] € Z,x2yey=2 x, assim temos:
Xy
[(a,b)] < [(c.d)]
a+d<sb+c ,poroutro lado,
y <X
[(c.d)] = [(a.b)]
c+tbh=d+a.
Como a,b,c,d sdo numeros naturais podemos afirmar, pela tricotomia dos naturais, que a+d =b +c,
ou seja:
[(a,b)] = [(c.d)].
Propriedade transitiva:
Sejax=[(ab)],y=[cd)],z=[(ef)]€ Z ,x=2y ey=2z
Daitemosa+d<b+c e c+f= d+e.
Com isso, existem m,n € N tais que:
atd+m =Db+c e c+tf+n=d+e.
somando as desigualdades de maneira ordenada, temos:
atd+m+c+f+n=b+c+d+e
atm+f+n=b+e

Como m e n sdo nimeros naturais podemos afirmar que:
a+f=b+e, 0que nos permite concluir que [(a,b)] =2 [(e,f)].
Assim estd demostrado que se x 2y ey 2 z, entdo X 2 z.
Tendo demostrado que a relagdo < satisfaz as 3 propriedades, nos resta mostrar que satisfaz a
tricotomia e preserva as operacoes.
Teorema 2.3.3 (Tricotomia)
Dados os inteiros x = [(a,b)], y = [(c,d)], apenas pode ocorrer uma das trés opcdes:
X<QAYy,X=youy<X.
Demonstracao:
Suponhamos que X <y e y < X ocorram simultaneamente. Assim temos:

x<y—[(ab)] <[(c,d)] —a+d<b+c
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y<x—[cd]<[(@b)]—c+tb<d+a
O que pela tricotomia dos nimeros naturais é um absurdo, logo apenas uma das premissas deve ser
verdadeira, X <y ou y < x.
Suponhamos agora, sem perda de generalidade, y <« x(oux <y) ey =X.
Assim temos:
y<ax—[(cd]<[(@b)]—c+b<d+a
y=x-[(cd]=[@b)]—>ctb=d+a
O que é um absurdo pela tricotomia dos nimeros naturais.
Portanto somente uma das suposicdes pode ser verdade, y < X ouy = X.
Sendo assim, a relacdo < satisfaz a tricotomia e portanto é uma relacdo de ordem total.
Podemos ainda dizer que [(a,b)] < [(c,d)] se [(a,b)] = [(c,d)] e [(a,b)] # [(c,d)], a esta ordem damos
0 nome de ordem estrita.
Teorema 2.3.4
Dados os inteiros x = [(a,b)], y = [(c,d)], z = [(e,)] vale:
Xy—->xPzayPz
x2y ,[(00)]=2z -x©z2y©Oz
Demonstracao:
X2y —[(ab)]=2[(cd]—a+d<b+c
—atet+d+f <b+f+c+e
—[(at+te,b+tf)]2[(c+e d+1)]
— [(a,b)] @ [(e,N] = [(c,d)] D [(e.N)]

—»x2qy—-> xPzIyPz

Considerando x 2y ,[(0,0)] 2 z temos:

atd<b+ce f<e.

Sendo assim existem p e g naturais, taisque, b+c=a+d+pe

e =f+ . Temos que,

b+c=a+d+p—be+ce=ae+de+pe— ae+de+pe=be+ce(l)
b+tc=a+d+p— bf+cf =af +df +pf (ll)

e=f+q— pe=pf+pq. (IlI)

Somando | e I1:

ae + de + pe + bf + cf = be + ce + af + df + pf

Substituindo 111, temos:
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ae + de + pf + pg + bf + cf = be + ce + af + df + pf
ae + de + pq + bf + cf = be + ce + af + df
aet de+ bft cf < be+ cet af+ df
[(ae + bf, af + be)] = [(ce + df, cf + de)]

[(@b)] © [(e.N] = [(c.d)] OL(e.N]
XOz23yQ©z

Tendo demostrado a compatibilidade da relacdo de ordem com as operacfes de definidas em Z,
concluimos que a estrutura: (Z,8, ®,<) é um anel ordenado.
Tendo completado a construcdo de (Z,, ©,2), mostraremos que tal estrutura contém uma copia
isomorfa de (N, +,-, <). De acordo com Ripoll, et. al. (2016), para que este objetivo seja atingido, ndo
é suficiente provar que existe um subconjunto de Z que pode ser posto em bijecdo com N. Deve-se
provar ainda que existe um subconjunto N c Z que replica a estrutura de N, isto é, em que as operagdes
de adicdo e de multiplicacéo e a relacéo de ordem se comportem da mesma forma que aquelas de N.
O conjunto N procurado é:

N={[n0]€Z|neEN}cZ

Deixaremos como exercicio para o leitor a prova de que existe uma funcéo bijetiva entre N e N que
preserva a adi¢do, multiplicacéo e a relacéo de ordem.

Assim o conjunto dos numeros naturais esta identificado com um subconjunto dos nimeros inteiros e
que as operacgdes e relacdes de ordem possuem 0 mesmo comportamento. Dito isso, ndo ha mais
necessidade de diferenciar os simbolos utilizados para operacfes e ordem em Z, podendo utilizar os

mesmos de N. Passaremos a escrever: (Z, +, -, <).

2.4. A polissemia do sinal de menos e seus desdobramentos

Nos niimeros naturais, o sinal de “—" possui um unico significado: subtra¢éo. Com a introdugéo dos

13 2

numeros negativos o sinal de passa a ser polissémico, adquirindo pelo menos outros dois
significados: numero negativo e simétrico. Nesta secdo discutiremos, no contexto dos numeros
inteiros, essa polissemia, que embora possa parecer sutil € de central importancia para o ensino de
nameros negativos na educagdo basica. A partir dai, introduziremos os conceitos de simetria e de
modulo, discutiremos a regra dos sinais na multiplicacdo, e comentaremos sobre a subtracdo no

conjunto dos inteiros.
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2.4.1. Simetria

Expandindo o conjunto dos numeros naturais para 0s nimeros inteiros, incluimos os inversos aditivos
(simétricos) dos numeros naturais. O inverso aditivo de um nimero inteiro n é representado por -n, ou
seja, um sinal de menos na frente do numero, dando assim outro significava ao sinal de menos, antes
visto apenas como um sinal operatdrio pelos alunos.
Qualquer namero inteiro pode ser escrito como um ndmero natural ou seu simétrico (a demonstracéo
desse fato pode ser vista em Ripoll at. al., 2016). Assim o conjunto dos nimeros inteiros pode ser
escrito como a unido disjunta de trés subconjuntos:
Z={0}yUZ*UZ"
Isto é, Z pode ser decomposto da seguinte forma:
e 0=[(0,0]é0zerodeZ.
e ZV=N* =N={[n0]|neN}={a€Z |a>0}éo conjunto dos nimeros inteiros maiores
que zero, chamados numeros positivos.
e Z~={[n0]|neN}={a€eZ |a<0}éoconjunto dos nimeros inteiros menores que 0,
chamados de nimeros negativos.
No conjuntos dos nimeros naturais, o sinal de menos assume trés possiveis significados:
e Subtracdo: Diferenca entre dois nimeros inteiros quaisquer
Por exemplo: 7 - 10
e Numero Negativo: Como foi explicado 0os numeros negativos sdo representados pelo sinal de
menos.
Por exemplo: -3
e Simétrico: o sinal de menos pode ainda ser utilizado quando queremos representar o simétrico
de algum ndmero.
Por exemplo: o simétrico de 3 é - (3) ou ainda, o simétrico de -3 é -(-3)
Note que no caso do numero positivo, utilizar o sinal de menos para identificar o simétrico é o mesmo
que identifica-lo como nimero negativo. De acordo com Ripoll et. al.(2016) o aluno no ensino
fundamental ndo precisa saber classificar interpretagdes do sinal “—" (e muito menos ser cobrado
nesse sentido). Porém, € importante que o professor proponha atividades que envolvam os 3
significados. A atencéo por parte do professor dos diferentes significados do sinal “—"" é fundamental
para aprendizagem dos alunos. Explorar com o aluno esses diversos significados podera evitar davidas
recorrentes em sala de aula, que aparecem em perguntas como: “Professor, esse sinal € do nimero ou

da conta?” Mais a frente deixaremos sugestdes de como solucionar esse tipo de questionamento.
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2.4.2. Mddulo

Podemos entender modulo de um ndmero com sua distancia até o zero. Portanto, o médulo de n é a
distancia do nimero n ao zero, que € igual a n; e 0 médulo de -n é a distancia do nimero -n até o zero,
gue também é n. Assim, podemos afirmar que o médulo de um ndmero é seu valor absoluto, ou seja,
o valor numérico independente do sinal. Para sinalizar o modulo, a notacdo usual corresponde a
colocar o nimero entre duas barras verticais, como nos exemplos a seguir.

EX:

|5]=5

|-5]=5

E interessante comentar sobre médulo com os alunos pois ao ensinarmos as operacdes com nimeros

negativos podemos fazer associagdes aos numeros de maior maédulo.

2.4.3. Regra dos sinais

Uma caracteristicas das opera¢fes com numeros inteiros, que usualmente envolve reconhecidos
desafios na educacdo béasica, € chamada a “regra dos sinais” da multiplicacdo. Tal regra é
consequéncia da estrutura algébrica dos inteiros — e ndo fruto de convengbes matematicas ou escolhas
arbitrarias, como as vezes ela é apresentada. E possivel mostrar (com os argumentos da demonstrago
a seguir) que as propriedades que constituem essa regra sdo validas ndo apenas em Z, como em

qualquer anel. Isto €, a regra dos sinais é intrinseca a estrutura algébrica de anel.

Teorema 2.4.3.1
Sejam p, q € Z, entéo:
i. p.0=0;

ii. -(-p)=p

ii. p.¢-q)=(-p-.q= -(p.9)

iv. (-p).C-a)=pg
Demonstracao:
p.0 =p.(0 + 0) = p.0 + p.0, somando -(p.0) em ambos os lados da igualdade, temos: p.0 - p.0 =p.0
+p.0-p.0
Oquenosda0=p.0
Esta afirmacdo decorre da definigdo de inverso aditivo. Como o inverso aditivo de p é -p, poisp + ( -
p) =0. o inverso aditivode - pé p, isto €, - (- p) = p.

Mostraremos que p. ( - q) € inverso aditivo de p.q, isto €,
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p.(- q)+ p.q=0. De fato, temos:
p.(-q) +p.g=p.[(-9) +q] =p.0 =0. Analogamente é possivel mostrar que ( - p).q = - (p.q)
Aplicaremos as propriedades ii e iii para assim demostrarmos a (iv)

(-p).C-a)=(-(.(-a0))=-(-p.0) =p.q.
2.4.4. Subtragéo

Com a regra dos sinais, torna-se mais claro como efetuamos a operacdo de subtracdo no conjunto dos
nameros inteiros.
Podemos entender a subtracdo como uma variagdo da soma, portanto, a parte formal ja foi

demonstrada anteriormente, ficaremos aqui com alguns exemplos praticos.

Exemplos:

10 - 20

-20 =10 + (- 20) , ou seja, subtrair 20 de 10 é o mesmo que somar 10 ao inverso aditivo de 20,
somando e subtraindo 10, temos:

10+ (-20)+10-10=20+ (-20)- 10=0- 10 = - 10.

Ou seja, 10 - 20 = - 10.

-10-20
-10-20=-10+ (- 20) =-1. (10 + 20) = -1.30 = - 30.
10 - ( - 20)
Como vimos anteriormente - (- p) = p , portanto, temos:
10 - (- 20) =10 + 20 = 30.

Nos capitulos finais do trabalho, deixaremos algumas sugestdes de abordagens pedagodgicas para 0s

conceitos, definicBes, propriedades e opera¢des abordadas neste capitulo.

2.5. Numeros inteiros no PCN

Finalizando este capitulo, faremos uma breve discussdo sobre como 0s numeros inteiros, agora
formalmente construidos, aparecem nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), apresentando
nossa proprias visdes sobre o ensino de ndmeros inteiros no ensino fundamental. E interessante frisar
que os PCN sdo 1998, ou seja, sdo concebidos para o Ensino Fundamental de 20 anos atras, nao
contemplando as mudancas que ocorreram nas Ultimas duas décadas, especialmente em relacdo a

tecnologia e a0 modo como a sociedade — e nisso incluimos as escolas — se organizam. Nos PCN, a
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nomenclatura do Ensino Fundamental se da pela divisdo de séries: quinta, sexta, sétima e oitava série.
Faremos a conversdo para nomenclatura atual que sdo: sexto, sétimo, oitavo e nono ano,
respectivamente.

Os PCN sugerem que 0s numeros inteiros devam ser abordados no terceiro ciclo do ensino
fundamental (6° e 7° ano), ndo deixando claro especificamente em qual dos anos abordar. Entendemos
que o mais adequado é abordar o contetdo no 7° ano, porém, ndo de maneira exclusiva. Para isso, 0
professor de matematica deve considerar o conceito de conhecimento de contetdo no horizonte. Com
isso, mesmo lecionando nas séries anteriores ao 7° ano, o professor deve ter conhecimento do contetido
que esta por vir e sempre que possivel leva-lo em conta ao planejar sua abordagem. Assim, o professor
permite que os alunos que ingressarem no 7° ano ndo se deparem com algo totalmente novo, algumas
vezes tido como inexistente, tornando possivel a aplicacdo do conceito de aprendizagem significativa,
que consiste em iniciar um contetdo buscando objetos matemaéticos ja conhecidos pelos alunos,
ancorando a parte nova em algo ja parcialmente construido.

De acordo com o PCN (1998, p. 66):

Os numeros inteiros podem surgir como uma ampliagdo do campo aditivo, pela analise de
diferentes situacBes em que esses numeros estejam presentes. Eles podem representar
diferenca, falta, orientacéo e posicoes relativas. As primeiras abordagens dos inteiros podem
apoiar-se nas ideias intuitivas que os alunos ja tém sobre esses nimeros por vivenciarem

situacOes de perdas e ganhos num jogo, débitos e créditos bancérios ou outras situacoes.

Assim, e sugerido que iniciemos 0s nimeros inteiros como uma expanséo do campo aditivo. De certa
forma, essa sugestdo estd atrelada a construcdo que fizemos no inicio do capitulo, utilizando
subtracdes equivalente de nimeros naturais. No trecho acima podemos notar o carater posicional e de
orientacdo dos numeros inteiros, no entanto. Talvez ndo seja tdo natural entdo restringir a abordagem
a comentarios sobre débitos e créditos bancarios. E valido explorar a relagdo de simetria entre os
nimeros positivos e negativos através de situacdes concretas ndo necessariamente associada a
nameros.

Os PCN (1998, p. 66) esclarecem ainda que:

O estudo desses nimeros ndo poderd, no entanto, restringir-se apenas a esses aspectos mas
incorporar situagfes que permitam a compreensdo das regras do calculo com os inteiros
pela observacdo de regularidades e aplicagdo das propriedades das operacfes com 0s

naturais.

25



A partir do terceiro ciclo os alunos devem ser estimulados a reconhecer a importancia de uma
argumentacdo matematica. Podemos fazer isso através da busca de diferentes solucdes para situagdes

problema, como nos sugerem os PCN (1998, p. 70):

No terceiro ciclo é importante que os alunos sejam estimulados a construir e analisar
diferentes processos de resolucdo de situagdes-problema e comparé-los. Ao desenvolver a
capacidade de buscar solucGes favorece a que o0 aluno passe a reconhecer a necessidade de

construir argumentos plausiveis.

Isso é bastante importante no que tange a compreensao dos nimeros inteiros, sobretudo dos negativos.
Algumas vezes é possivel que os alunos fagam alguma confusdo com o papel do sinal de menos, ou
seja, ora este sinal “¢ do nimero” ora “é da conta”. Esta ¢ uma excelente oportunidade para abordar
diferentes olhares sobre um mesmo problema e que consequéncias isso ira acarretar. Falaremos mais
de situacdes praticas de sala de aula no Capitulo 5.

Os PCN destacam no terceiro ciclo o tdpico “conceitos e procedimentos”, € neste “nimeros e
operagdes”, com recomendacdes de abordagens dos temas do ciclo. Nesse topico, os PCN (1998, p.71)

nos esclarecem que:

Reconhecimento de ndmeros inteiros em diferentes contextos -cotidianos e historicos- e
exploracdo de situacbes-problema em que indicam falta, diferenca, orientagcdo (origem) e

deslocamento entre dois pontos.

A respeito de avaliagcdes, 0os PCN nos sugerem abordar os diferentes significados dos nimeros inteiros,

como podemos ver no trecho a seguir:

Utilizar os diferentes significados e representacdes dos nimeros naturais, inteiros, racionais
e das operagdes envolvendo esses numeros, para resolver problemas, em contextos sociais,

matematicos ou de outras areas do conhecimento. (1998, p.76).

Sobre o que foi citado acima, considerando 0s nimeros negativos, podemos verificar através das
avaliacOes se o aluno compreende os diferentes significados que o sinal de menos possui, se 0S
algoritmos das operacgdes estdo bem definidos, se consegue interpretar em uma situacdo problema
como utilizar devidamente os nimeros negativos. Ainda como sugestdo de avaliagdo podemos utilizar
0S numeros inteiros e a geometria de maneira colaborativa através do plano cartesiano. 1sso nos
ajudara a avaliar as nocdes geométricas de direcdo e sentido e avaliar se o aluno consegue atribuir

significado algébrico a essas nogdes. Como elucidam os PCN (1998, p. 76):

Utilizar as nogdes de direcdo, sentido, angulo, paralelismo e perpendicularismo para

representar num sistema de coordenadas a posicéo e a translacao de figuras no plano.
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A respeito do trecho acima, os PCN (1998, p. 76) completam:

Por meio deste critério o professor verifica se o aluno é capaz de utilizar as nogoes
geométricas como paralelismo, perpendicularismo, &ngulo, direcdo, sentido, para descrever

e representar a posicdo e o deslocamento de figuras no referencial cartesiano.”

As recomendag6es dos PCN no que diz respeito aos nimeros inteiros no quarto ciclo sao semelhantes
as do terceiro, para ndo dizer iguais. Portando ndo h& acréscimo substancial em relagéo a este tema.
Os PCN apresentam ainda, orientacOes didaticas para o terceiro e quarto ciclos. O objetivo dessas
orientacGes é provocar os docentes para que, a partir delas, busquem mais conhecimento e tenham

insights para planejar suas aulas. De acordo com os PCN (1998, p. 95):

As orientacOes didaticas apresentadas a seguir pretendem contribuir para a reflexdo a
respeito de como ensinar, abordando aspectos ligados as condi¢fes em que se constituem
0s conhecimentos matematicos. Analisam conceitos e procedimentos a serem ensinados,
modos pelos quais eles se relacionam entre si, e também formas por meio das quais 0s

alunos constroem esses conhecimentos matematicos.

As orientaces ndo sdo regras para serem seguidas, haja visto que sequer abordam todo o conteddo.
Além disso conferem ao professor autonomia pedagdgica para estabelecer a sequéncia didatica de sua

preferéncia. O trecho a seguir, extraido dos PCN (1998, p. 95), corrobora com o paragrafo acima:

Certamente estas orientagcbes ndo abordam todos os aspectos dos conteldos a serem
desenvolvidos nos terceiro e quarto ciclos e, portanto, devem ser complementadas e
ampliadas com a leitura de documentos e trabalhos que discutam pesquisas, estudos e outras
orientagBes didaticas sobre os conteidos mateméticos que fazem parte do curriculo do
ensino fundamental. Elas também n&o indicam uma sequéncia de tratamento dos blocos ao
longo dos terceiro e quarto ciclos. Também na escola o estudo dos nimeros inteiros costuma
ser cercado de dificuldades, e os resultados, no que se refere a sua aprendizagem ao longo

do ensino fundamental, tém sido bastante insatisfatérios. (PCN, 1998, p.97)

A seguir destacaremos alguns dos obstaculos enfrentados pelos alunos em relagdo aos numeros
inteiros, mais especificamente no que tange aos nimeros negativos. De acordo com PCN (1998, p.
98) alguns dos obstaculos enfrentados séo:
o conferir significado as quantidades negativas;
e reconhecer a existéncia de numeros em dois sentidos a partir de zero, enquanto para 0s
naturais a sucessao acontece num unico sentido;

o reconhecer diferentes papéis para o zero (zero absoluto e zero origem);
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e perceber a logica dos nimeros negativos, que contraria a légica dos nimeros naturais -
por exemplo, é possivel “adicionar 6 a um numero e obter 1 no resultado”, como também
¢ possivel “subtrair um ntimero de 2 e obter 97;
e interpretar sentengas do tipo x = -y, (0 aluno costuma pensar que necessariamente X é
positivo e y é negativo).
Um outro problema em relacéo ao ensino de nimeros negativos é citado nos PCN (1998, p. 98) como

podemos ver no trecho a seguir:

Quanto ao tratamento pedagdgico dado a esse contelido, a énfase na memorizacdo de regras
para efetuar calculos, geralmente descontextualizados, costuma ser a tonica da abordagem
dada aos nimeros inteiros no terceiro e no quarto ciclos. Uma decorréncia dessa abordagem
é que muitos alunos ndo chegam a reconhecer os inteiros como extensdo dos naturais e,
apesar de memorizarem as regras de calculo, ndo as conseguem aplicar adequadamente, por

nado terem desenvolvido uma maior compreensdo do que seja 0 nimero inteiro.

Uma das motivagOes deste trabalho é ajudar professores que ensinam matematica a buscarem novas
abordagens, que reducdo alguns dos obstaculos ja citados. Mais adiante, daremos sugestfes sobre
como lidar com cada um desses obstaculos. Os PCN nos apresentam alguns recursos como alternativas
para abordagens tradicionais, geralmente descontextualizadas. Um dos recursos sugeridos é a
utilizacdo do contato prévio que os alunos possam ter tido com numero negativos em algumas

situagdes como jogos, saldos, comparacdes de altura, saldo de gols etc.

“Qs contatos dos alunos com os significados dos nimeros inteiros podem surgir da analise
de situagdes-problema do campo aditivo. Situagdes em que esses nimeros indicam falta,

diferenca, posi¢do ou deslocamento na reta numérica”. (PCN,1998, p.98)

A utilizacdo da reta numérica € um recurso bastante Gtil, como nos sugerem os PCN (1998, p. 98- 99):

e A representagdo geométrica dos inteiros numa reta orientada também é um interessante
recurso para explorar varios aspectos desse contetdo, como:

¢ Visualizar o ponto de referéncia (origem) a partir da qual se definem os dois sentidos;

o Identificar um nimero e seu o oposto (simétrico): nimeros que se situam a mesma
distancia do zero;

¢ Reconhecer a ordenacao dos inteiros: dados dois numeros inteiros quaisquer, 0 menor é
0 que esta a esquerda (no sentido positivo da reta numérica); assim, dados dois nimeros
positivos sera maior o que estiver mais distante do zero e dados dois negativos serd maior
0 que estiver mais proximo do zero;

e Comparar nameros inteiros e identificar diferencas entre eles;

o Inferir regras para operar com a adi¢do e a subtracdo, como: (+3) + (-5) =+3-5=-2
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Outros recursos que 0s PCN nos apresentam € a utilizacdo de tabelas, que é bastante Gtil par elucidar
multiplicacdo e divisdo de inteiros, além da utilizacdo de fatos historicos. Abaixo temos um exemplo
extraido do PCN(1998, p.100)

3 |2 |-1 |0 1 2 3 X
9 |6 |[-3 |0 3 6 9 3
6 |4 |-2 |0 2 4 6 2
-3 |2 |-1 |0 1 2 3 1
0 0 0 0 0 0 0 0
-1
-2
-3

Podemos utilizar tabelas como essa para comentarmos sobre sequéncias numéricas, progressdes
aritméticas, descobrir padrdes etc. Com base no conceito de conhecimento de contetdo no horizonte,
podemos familiarizar os alunos com conceitos com que terdo contanto nos anos seguintes. O
interessante é que quando chegarem ao ensino medio, podemos refazer este quadro e usa-lo como
conexd0 com conceitos ja vistos, fazendo assim uso do conceito de aprendizagem significativa,
ancorando o contetido a algo ja conhecido.

N&o podemos nos limitar a situagbes concretas, algumas vezes elas ndo sdo suficientes para

construirmos as nogdes desejadas, como afirmar o trecho a seguir (PCN, 1998, p.100).

Ao buscar as orientacOes para trabalhar com os nimeros inteiros, deve-se ter presente que
as atividades propostas ndo podem se limitar as que se apoiam apenas em situacles
concretas, pois nem sempre essas concretizagdes explicam os significados das nocbes
envolvidas. E preciso ir um pouco além e possibilitar, pela extensao dos conhecimentos ja
construidos para os naturais, compreender e justificar algumas das propriedades dos

ndmeros inteiros.

Os PCN deixam claro que o formalismo € necessario, porém nao suficiente para o aprendizado, é

possivel perceber isso no trecho a seguir (PCN, 1998, p. 100).

“Ao desenvolver um tratamento exclusivamente formal no trabalho com 0s nUmeros
inteiros, corre-se o risco de reduzir seu estudo a um formalismo vazio, que geralmente leva

a equivocos e ¢ facilmente esquecido.”.
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E possivel notar que embora os PCN nos fornecam diversos recursos para uso em sala de aula, todos
eles se utilizam de algum conceito matematico. E bastante interessante recorrer a fatos cotidianos que

trazem a nocao de oposicao e associar tais fatos aos nimeros positivos e negativos. Falaremos melhor

sobre esses recursos no capitulo de sugestoes.
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Capitulo 3: A formacio do professor de

matematica

“[...] O dominio desses conhecimentos certamente proporcionara condigdes para o professor
explorar e desenvolver, em aula, uma matematica significativa, isto €, uma matematica que
faca sentido aos alunos, ao seu desenvolvimento intelectual.” (FIORENTINI, OLIVEIRA,
2013, p. 924)

Neste capitulo, analisamos a formacdo do professor de matematica, verificando que a mesma vem
sendo apontada ao longo de décadas por pesquisadores e professores como pouco articulada com a
pratica profissional na educacdo basica. Propomos algumas sugestdes que acreditamos ser pertinentes

e ao final comentamos sobre como essas sugestdes podem se aplicar a pratica docente.

3.1. A formacao do professor de matematica e suas necessidades

Nesta sessdo, propomos a seguinte provocacdo: O que um profissional formado em licenciatura em
matematica sabe, ou deveria saber, para pratica de ensino, que outras pessoas ndo sabem?
Procuraremos responder essa pergunta ao longo deste capitulo.

A principio, a resposta imediata para esta pergunta é provavelmente a respeito do contetdo ministrado,
a ideia de que o professor deve ser detentor de todo contetdo técnico da disciplina. Ndo negamos a
importancia do conhecimento de conteldo para o professor, no entanto ha saberes tdo relevantes
quanto esses. Quando nos debrucamos sobre essa questdo com mais cautela, percebemos que os
saberes do professor vdo além do saber técnico. De fato, € de suma importancia que o professor domine
0 conteldo a ser lecionado, mas embora esta habilidade seja necessaria, nao é suficiente.

Antes de ponderarmos 0s nimeros inteiros na formacdo do professor de matematica, consideramos
importante discutir saberes necessarios para a pratica pedagdgica no ensino basico e a formacéo do

profissional de professores de matematica. De acordo com Fiorentini e Oliveira (2013, p.924):

Os cursos de licenciatura em geral, isto €, ndo s6 de matematica, tém sido alvo de inimeras
criticas|...]. Essas criticas referem-se aos curriculos, sobretudo as disciplinas especificas, as
metodologias de ensino das aulas, ao distanciamento ou desconexdo ente as praticas de
formacdo e as praticas de ensinar e aprender na escola basica, a falta de dialogo ou inter-

relacdo entre as disciplinas especificas e as de formagao didatico- pedagdgica [...].
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Como mencionamos acima, € precipitado acreditar que para lecionar basta dominar o contetdo
matematico. Como argumentam Moreira e David (2005), a matematica escolar ndo se reduz a uma

versdo elementar e “didatizada” da matematica cientifica. Ainda segundo Moreira e David:

“A préatica profissional do professor de matematica da escola basica ¢ uma atividade
complexa, cercada de contingéncias, e que ndo se reduz a uma transmissao técnica e linear

de um “conteudo” previamente definido.” (Moreira e David, 2005, p.51)

Reforgcamos que o dominio do contedo é importante para o processo de ensino, no entanto, este por
si s6 ndo garante os conhecimentos necessario para o ensino. E interessante que o professor adquira
ferramentas pedagogicas eficazes e objetivas, enriquecendo assim sua pratica docente. Deixamos aqui
um questionamento para o leitor: As disciplinas pedagogicas presentes na graduacéo em licenciatura
acrescentam de maneira eficaz na pratica em sala de aula?

Neste ponto do trabalho iremos considerar trés perspectivas que foram destacadas no trabalho de
Fiorentini e Oliveira (2013) a respeito da préatica docente do professor de matemaética e sua formagéo

profissional.

A primeira perspectiva parte do principio que a pratica do professor de matematica pode ser
vista como essencialmente préatica, bastando a ele apenas o dominio do conhecimento
matematico que é objeto de ensino e aprendizagem [...]. O lugar da matemaética, nessa
concepgdo de prética de formacdo docente, € central e majoritaria, porém mais voltado ao
conhecimento matematico classico [...]. Além disso, as disciplinas didatico-pedagdgicas
ocupam um lugar secundario, pois priorizam aspectos genéricos das ciéncias da educacédo
[...], ndo situando-as ou focalizando-as nas préaticas de ensinar e aprender a matematica da

escola bésica. (Fiorentini e Oliveira, 2013, p.920)

Nessa primeira perspectiva temos uma visdo contraria a de Moreira e David, ou seja, de acordo com
ela, a pratica pedagogica se resume a didatizar a matematica pura. Tal perspectiva considera que a
habilidade de ensinar se aprende ensinando, diminuindo a importancia da pesquisa na area de
educacdo. A segunda perspectiva é, de certa forma, um contra ponto da primeira. Ainda no trabalho

de Fiorentini e Oliveira (2013, p.921) temos que:

A segunda perspectiva vé a pratica de ensino da matematica como campo de aplicacdo do
conhecimento produzido, sistematicamente, pela pesquisa académica. Para essa concepcao
de pratica, faz-se necessario o futuro professor ter, primeiramente, uma solida imersédo
tedrica tanto em termos de conhecimentos matematicos quanto das ciéncias educativas e
dos processos metodolégicos de ensino da matemaética (enfatizando mais a dimensdo
didatica do que pedagodgica). A aplicacdo desses conhecimentos na préatica educativa viria

somente mais tarde, mediante um processo de treinamento profissional.
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Como destacam Fiorentini e Oliveira (2013, p. 921), nessa concep¢do a matematica ocupa um lugar
central, porem ainda distante da realidade escolar. O processo formativo enfatiza mais a dimenséo
técnica e didatica (relacdo entre professor-aluno-contetido e método de ensino) do que a pedagdgica
(o sentido, a relevancia, e as consequéncias do que ensinamos).

Na terceira e Ultima perspectiva que abordaremos, a matematica, embora seja importante, ndo ocupa

um lugar tdo destacado quanto nas anteriores.

Na terceira perspectiva, a pratica pedagdgica da matematica é vista como pratica social,
sendo constituida de saberes e relagdes complexas que necessitam ser estudadas, analisadas,
problematizadas, compreendidas e continuamente transformadas. 1sso requer uma pratica
formativa que tenha como eixo principal de estudo e problematizacdo as maultiplas

atividades profissionais do educador matematico. Fiorentini e Oliveira (2013, p.921).

Nesta terceira abordagem o educador matematico pode assumir diferentes fun¢@es dentro do universo
de educacéo, trabalhando direta ou indiretamente com a educacéo basica. E possivel notar que nesta
terceira perspectiva, ha uma maior liberdade de atuacdo em relacao as anteriores.
Acreditamos que o professor de matematica deve encontrar uma harmonia entre as 3 abordagens
supracitadas, sabendo escolher o0 momento mais propicio para cada uma delas, ou seja, 0 ensino
fundamental, o ensino médio e os cursos preparatérios requerem diferentes perspectivas sobre o
ensino da matematica.
Vamos nos apegar aqui ao ensino fundamental, periodo no qual é ensinado o conteddo de nimeros
negativos. Nesta etapa do ensino, acreditamos que as perspectivas 2 e 3 devem ser predominantes. A
seguir destacaremos saberes que consideramos necessarias que um professor de matematica
desenvolva e que deveriam ser contempladas no curso de formacdo de licenciatura, nos baseando
livremente em Shulman (1987) e Ball, Thames e Phelpes (2008).

e Conhecimento didatico/pedagdgico coerente ao ensino basico;

e Dominio do conteido matematico do ensino basico;

e Conhecimento sobre o curriculo do ensino béasico;

e Dominio de turma;

e Montagem do quadro nas aulas expositivas;

e Criatividade para resolugédo de problemas e explicabilidade;

¢ Planejamento das aulas.
Deixaremos aqui uma observacao pertinente: De fato, ao concluir o curso de licenciatura o graduando
¢ capaz de resolver problemas matematicos de nivel superior e boa parte do ensino basico

(contemplando um dos itens citados). No entanto, os saberes docentes nao sdo claramente ensinados,
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0 que nos leva a crer que a formacdo académica vai de encontro a primeira perspectiva que
apresentamos, que nao € a mais adequada para o ensino de matematica no ensino fundamental.
Corroborando com nosso texto trazemos um trecho de Moreira e David (2005, p.55) que nos diz 0

seguinte:

“num projeto de formagdo matematica na licenciatura, assumir a posi¢do do matematico
diante dessas questdes|...] significa furtar-se ao enfrentamento de questdes postas pelas

necessidades concretas da propria pratica para a qual se pretende formar o profissional”

Ainda de acordo com Fiorentini e Oliveira (2013, p.926) a modelagem matematica e a educacgdo
estatistica podem ajudar a compreender e problematizar a relacdo da matematica com a sociedade e a

realidade.

Mizukami e Reali (2002) defende que a formacao matematica deve continuar possibilitando
aos futuros professores 0 acesso aos conhecimentos académicos e as teorias, ndo como fins
em sim mesmos, mas como ferramentas intelectuais capazes de enriquecer seu pensamento
e sua agdo, além de instrui-los na anélise e sintese da realidade pedagdgica. (apud Fiorentini
e Oliveira, 2013, p. 926)

Historicamente tiveram algumas tentativas de enfrentar o problema da formacdo do professor de
matematica, iremos elucidar algumas aqui. Um dos pioneiros nesta empreitada foi Felix Klein (1849-
1925). De acordo com Veloso (2004, p.58) “Klein interessava-se profundamente pelo ensino de
matematica nas escolas secundérias, tanto no que diz respeito aos contetdos a ensinar, como no
melhor modo de o fazer. [...] Procurou reduzir a distancia entre as escolas e a universidade, para tirar
as escolas da letargia da tradi¢aol...].” (apud Fiorentini e Oliveira, 2013, p.927). Em 1908, Klein
publicou o livro “Elemnetary Mathematics from na advanced Standpoint, no qual denunciava que 0s
professores de matematica da universidade estavam “preocupados exclusivamente com a sua ciéncia,
sem pensar sequer um momento nas necessidades das escolas, sem mesmo se preocuparem em
estabelecer ligagdes com a matematica escolar” .(KLEIN,1908, apud VELOSO, 2004, p59 apud
Fiorentini e Oliveira, 2013, p.927)

Consequentemente, ao iniciar a docéncia o professor de matematica se sentia “incapaz e sem ajuda,
de descobrir qualquer ligacdo entre esta tarefa ¢ a matematica universitaria”. (KLEIN,1908, apud
VELQOSO, 2004, p. 59 apud Fiorentini e Oliveira, 2013, p.927). O resultado disso era 0 abandono do
que havia aprendido na universidade, recaindo rapidamente no modo tradicional de ensinar.
(Fiorentini e Oliveira, 2013, p. 927). Ao publicar o livro, Klein tinha o objetivo de mostrar: *“ As
conexBes mutuas entre os problemas dos varios dominios(algebra, teoria dos nimeros, teoria das

fungdes, geometria...), coisa que ndo é feita suficientemente nas aulas habituais e, em especial,
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salientar as relagdes entre estes problemas e os da matematica escolar” (KLEIN,1908, apud VELOSO,
2004, p59 apud Fiorentini e Oliveira, 2013, p. 927).

Quem deu sequéncia ao projeto de Klein foi o matematico Richard Courant (1888 - 1972) tendo
publicado dois livros: “ What is Mathematics” e Differential and Integral Calculus”. O segundo livro
é, de acordo com Fiorentini e Oliveira, 2013, p.927, “um dos mais importantes livros didaticos sobre
calculo e analise real do século XX. Essa obra deu destaque especial a origem e evolucéo dos conceitos
fundamentais do Calculo, sem seguir uma abordagem formal ou axiomatica do Calculo.”

Os questionamentos feitos por Klein no século passado ainda estdo presentes atualmente, 0 que nos
permite constatar que evoluimos muito pouco e vamos além, esta evolucéo é lenta.

A seguir veremos um caso interessante que ocorreu em curso de Licenciatura em Matematica da
UNICAMP. O relato deste caso foi retirado da obra de Fiorentini e Oliveira, 2013, p. 927.

[...] no final dos anos 80, foi introduzida a disciplina Geometrias ndo Euclidianas. A ementa
sugeria uma exploragdo historica, experimental e investigativa de varias geometrias néo
euclidianas, a partir da negacdo do 5° postulado de Euclides. E, assim foi feito, enquanto
Beatriz D’ Ambrosio assumiu a disciplina, sendo apontada pelos futuros professores como
uma disciplina importante e contributiva para sua pratica na educagdo bésica. Entretanto,
com a mudanga de Beatriz para os Estados Unidos, docentes de matematica pura assumiram
a disciplina e passaram a trabalha-la formalmente sob um enfoque algébrico e axiomatico.
E, pouco tempo depois, a disciplina seria excluida da grade curricular, tendo em vista a

pouca importancia na formacdo do professor de matematica.

O caso citado acima nos faz pensar sobre a importancia das disciplinas que sdo lecionadas na
graduacdo, na maneira como sdo ensinadas, e por ultimo, mas ndo mesmo importante, sobre as
diversas ferramentas importantes que ndo sdo ensinadas na graduacdo. Te convidamos a fazer a
seguinte reflexdo: “O que vocé, professor de matematica, sabe sobre técnicas de ensino e que aprendeu
na graduacdo em uma de suas disciplinas e coloca em préatica no seu cotidiano profissional?
Daremos um destaque maior a pesquisadora que mencionaremos a seguir, Deborah Ball, devido ao
seu conceito de conhecimento de conteudo no horizonte, o qual dedicaremos a proxima sessao.
Como sugere Fiorentini e Oliveira, 2013, p. 928: “A partir de estudos e pesquisas que vem sendo
realizados na Universidade de Michigan, aponta o distanciamento entre a pratica e a formacao
necessaria ao professor de matematica.”

Os resultados de tais estudos corroboram com a nossa critica a respeito da formacéo do professor de
matematica, havendo algumas lacunas pedagdgicas a serem preenchidas. Salientamos novamente que
0 conhecimento técnico matematico ndo deve estar em segundo, mas sim entrelacado com o

conhecimento pedagdgico.
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Para ela, embora o conhecimento do assunto a ser ensinado seja um componente essencial
do conhecimento dos professores, a preparacdo dos professores para o ensino desses
assuntos raramente é o foco central de qualquer fase do processo de formacéo. (Fiorentini e
Oliveira, 2013, p.928)

A autora nos mostra, através de suas pesquisas, que os futuros professores de matematica sao
preparados para aprender o contetdo ao invés de serem preparados para ensina-los. Ainda sob o olhar
de Fiorentini e Oliveira (2013) podemos afirmar que Deborah Ball apresenta trés grandes problemas
a ser enfrentados, na formagéo docente.

O primeiro consiste em identificar o conhecimento de contetdo que importa para 0 ensino; o segundo
consiste em considerar como tal conhecimento tem que ser estudado e compreendido para ser
ensinado; o terceiro consiste em criar oportunidades de aprendizagem do conteldo de forma a
capacitar futuros professores ndo somente a ter dominio do conhecimento desses contetdos, mas,
também, saber utiliza-los em contextos variados de pratica. (BALL,2000, apud, Fiorentini e Oliveira,
2013, p. 928).

Estamos indo na direcdo de encontrarmos a resposta, ou uma das respostas, para a pergunta proposta
no inicio desta sessdo. Faremos isso na sessao seguinte, através dos trabalhos de Deborah Ball. Ela se
propde a destacar saberes inerentes a profissdo de professor de matematica e diferencia-los dos saberes
comuns no campo matematico.

Nesta sessdo percebemos que a formacao do professor de matematica vem sendo questionada ao longo
de décadas, quicd, séculos; e mesmo assim parece que 0 movimento para mudanga € lento. Os
profissionais da educacdo basica, no entanto, ndo precisam esperar passivamente que a mudanca surja
advinda de alguma entidade competente a educacdo para iniciarem essa transformacdo. Essa
fomentada mudanca pode ser protagonizada pelo professor dentro da sala de aula. A finalidade deste
trabalho, como ja foi dito, € servir de suporte e ferramenta para que o profissional consiga transformar
sua préatica, a principio de numeros inteiros, sendo este trabalho extensivel para outras areas,

dependendo apenas da criatividade do leitor.

3.2. O conhecimento de conteudo no horizonte e sua aplicacdo na pratica docente

Antes de abordarmos o conceito propriamente dito, faremos uma contextualizacdo a respeito das
habilidades/saberes do professor.

O conceito introduzido pela pesquisadora e professora Debora Ball esta alinhado com a nossa proposta
feita na sessao 3.1 deste trabalho. A aplicabilidade deste conceito se da quando o profissional alcanca
a intersecdo de trés itens dentre os que citamos como saberes/habilidades do professor: Conhecimento

didatico/pedagdgico coerente ao ensino basico, dominio do conteido matematico do ensino basico e
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conhecimento sobre o curriculo do ensino basico. Esses trés itens sdo considerados por Shulman
(1986) como essenciais para que o professor exerca sua profissdo. Posteriormente em 1987, em seu
trabalho intitulado “Conhecimento e ensino: fundamentos para uma nova reforma”, Shulman
aperfeicoou as bases de conhecimentos necessarias para um professor, reescrevendo-as da seguinte
forma:

Se o conhecimento dos professores viesse a ser organizado em um manual, uma enciclopédia, ou outro
formato para organizar o conhecimento, que titulo de topicos poderia ter? No minimo deveria incluir
(SHULMAN, 1987, p. 8, livre traducdo):

e Conhecimento de conteudo;

e Conhecimento pedagdgico geral, com referéncia especial aos principios e estratégias de gestao
e organizacdo de sala de aula que aparecem e transcendem a matéria especifica;

e Conhecimento de curriculo, com uma compreensdo particular dos materiais e programas que
servem de ferramenta de trabalho para os professores;

e Conhecimento pedagdgico do conteudo, especialmente o entrelace de contetdo especifico e
pedagogia que é da alcada dos professores, e que cada um possui uma forma Unica de
entendimento profissional;

e Conhecimento sobre os alunos e de suas caracteristicas;

e Conhecimento do contexto educacional, indo desde os trabalhos com grupos ou classes, a
administracdo e financas das escolas, até as caracteristicas das comunidades escolar e sua
cultura;

e Conhecimento dos fins educacionais, seus propositos e valores bem como sua base filosofica e
raizes historicas.

Baseando-se no trabalho de Shulman, Ball, Thames e Phelps criaram o termo “Mathematical
knowledge for teaching (MKT)”,ou seja, conhecimento matematicos para ensinar, o qual
comentaremos adiante. E interessante notarmos que pela nomenclatura usada, ha diferenca em
“conhecimento matematico puro” e “conhecimento matematico para ensinar”. Convidamos o leitor a
fazer a seguinte reflexdo:

Quando um aluno erra um exercicio, sera que somente repetir os algoritmos matematicos corretos é o
suficiente para que ele a aprenda ou temos que entender onde o erro foi cometido? H& mais de uma
maneira de errar, portanto ha mais de uma maneira de corrigir os erros, sendo assim a repeticdo de
algoritmos de forma mecanica (matematica pura) ndo é suficiente para o reconhecimento do erro e

sua correcdo, o professor precisa identificar como corrigir aquele erro especifico.
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De acordo com Ball e Bass (2009) essa analise de erros para futuras correcdes é algo que professores
habilidosos fazem com facilidade enquanto outros profissionais da area de matematica que nao sao
professores possuem certa dificuldade.

Ainda citando Ball e Bass (2009), esta habilidade n&o é Gtil apenas para correcao de erros, mas tambeém
é bastante atil para quando algum aluno resolve um exercicio corretamente de maneira nédo
convencional. E interessante verificarmos se foi coincidéncia ou ndo, se 0 método utilizado funciona
de modo geral ou se é particularidade. Se for uma particularidade devemos pesquisar quais as
condicBes necessarias para que tal resolucao seja possivel.

Estamos construindo a resposta para a pergunta feita na sesséo anterior em relacdo aos saberes do
professor de matematica. O MKT engloba alguns saberes que vdo muito além do conhecimento
técnico da disciplina, o que ndo significa de forma alguma que este saber fica de fora ou é menos
importante, o fato é que ele sozinho ndo é suficiente para a boa pratica de um professor de matematica.
Sobre o MKT Ball e Bass (2009) nos diz:

Nossa analise sobre o trabalho de dar aula, combinado com a analise empirica a respeito do
saber e do raciocinio dos professores no que tange ao trabalho e lecionar nos permitiu
produzir uma estrutura que articula dominios distintos do MKT (Ball, Thames e Phelps,
2008)

Apoiados no trabalho de Shulman (1987), Ball, Thames e Phelps (2007) refinaram as categorias
implementadas por ele, adaptando-as para o universo do professor de matematica, além de terem feito
uma sutil reorganizacéo, como eles mesmo afirmam:
Nossa no¢do do MKT compreende duas das categorias de conhecimento definidas por
Shulman e seus colegas: conhecimento de contetido pedagdgico (PCK); e conhecimento de

conteudo(CK) (Shulman, 1986).Em nosso trabalho , noés refinamos as caracterizagdes

anteriores , particularmente o conhecimento de contetdo.

O trabalho de Ball, Thames e Phelps (2009) nos explica que no conhecimento de contetdo, ficaram
as habilidades requeridas em professores de matematica, especificamente. Neste campo ha 3
subdivisdes:

e Conhecimento comum de contetdo (CCK)

e Conhecimento especializado de conteddo (SCK)

e Conhecimento de contetdo no horizonte
J& o conhecimento de contetdo pedagdgico foi definido como uma mistura de conhecimento de
conteldo e conhecimento pedagogico. Dentro dessa estrutura ha 3 subdivisdes:

e Conhecimento de contetdo e de alunos (KCS)
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e Conhecimento de contetdo e de ensino (KCT)

e Conhecimento do curriculo
A seguir temos a figura do trabalho de Ball, Thames e Phelps (2007) (figura 1) e a traducdo da mesma,
retirada do trabalho de Silva e Carvalho (2017) (figura 2).

Subject Matter
Knowledge

Pedagogical Content
Knowledge

Knowledge of
Content and

Commeoen .
e Soecialized Teaching (KCT)
Knowledge I:: Knowledge of
(CCK) ontent Content and
Knowledge

(SCK) Students (KCS)

Horizon
Knowledge

Knowledge of
Content and
Curriculum

Figura 1: Estrutura proposta por Ball, Thames e Phelps (2007).

Conhecimento do contetudo
(Subiect Matter Knowledge — SMK)

Conhecimento pedagogico do conteudo
(Pedagogical Content Knowledge — PCK)

’—/_’-——-_—-— K
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Comum gg I((‘onleudo B i (KCS) Conlisiasats
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Conhecimento do (SCK )
53 Conhecimento
Horizonte Matematico! :
(KMH) do Conteudo e
do Ensino
(KCT)
k -_’-’__/‘

Figura 2: Tradugdo feita por Silva e Carvalho (2017) baseando-se em Ball, Thames e Phelps (2007).

Explicaremos adiante cada uma das subdivisdes nos baseando no trabalho de Ball, Thames e Phelps
(2007) e posteriormente focaremos no conhecimento de contetdo no horizonte, objeto principal desta
sessdo e uma das duas habilidades propostas neste trabalho para que seja usada em sala de aula na
pratica de ensino dos numeros inteiros. A outra habilidade serd comentada na proxima sessdo,

relembramos que € o conceito de aprendizagem significativa, sugerido por Ausubel.
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e Conhecimento comum do contetido: E o conhecimento e habilidades matematicas que n&o séo
necessariamente exclusivas do professor. Os professores precisam conhecer o material que
ensinam. Precisam saber quando seus alunos tém respostas erradas, ou quando o livro da uma
definicdo imprecisa. Além disso precisam utilizar as notacGes corretamente ao longo das aulas,e
estarem aptos a exercerem a profissdo. No entanto ha conceitos que outras pessoas, ndo
professoras, também sabem. Um exemplo disso é o fato de amigos ou parentes conseguirem
ensinar o contedo mesmo sem o0 mesmo rigor do professor.

e Conhecimento especializado de contetido: E o conhecimento do contelido e as habilidades
necessarias para professores conduzirem seu trabalho. E uma espécie de conhecimento
especifico dos professores. Esse conhecimento ndo € o conhecimento passado aos alunos, é o
conhecimento utilizado para ensinar da melhor forma o conteddo matematico. Esse
conhecimento engloba a habilidade de encontrar padrdes de respostas erradas dos alunos,
perceber uma abordagem pouco vantajosa para algum exercicio, coisas desse tipo que ndo sao
comuns as outras areas. Podemos citar como exemplo de aplicacdo desse conhecimento: A
explicacdo de ideias matematicas, encontrar os melhores exemplos para cada caso especifico
facilitando o processo de aprendizagem dos alunos, conectar tépicos dentro do conteddo
ministrado. Observe que dentro do conteddo de nimeros inteiros esta habilidade é bastante util
para tornar um contetdo abstrato em algo mais palpavel através da utilizagdo dos exemplos que
tenham estreita ligacdo com a realidade dos alunos e que tragam significado ao conteudo
numérico, que é abstrato.

e Conhecimento do conteddo no horizonte: Na figura 2 acima, denominado como
“conhecimento do horizonte matematico” por Silva e Carvalho (2017) o conhecimento de
conteddo no horizonte é o tipo de conhecimento responsavel pela alocacdo do conteudo
curricular dentro do cronograma, além da antecipacdo de um contetido futuro com forma de
provocacdo aos alunos, é também responsavel pelas conexdes de conteudos atuais com 0s que
estdo por vir. Na linguagem informal utilizada atualmente, € o conhecimento que permite que o
professor forneca alguns “spoilers” aos alunos. Mais adiante nos aprofundaremos mais neste
no conhecimento de conteddo no horizonte.

e Conhecimento do contetido e dos alunos: E o conhecimento que combina o saber sobre 0s
alunos e o saber sobre matematica. Os professores precisam ter a habilidade de antecipar o que
os alunos provavelmente pensardo e o que eles acharao confuso, e assim ter uma estratégia para
esclarecer as confusdes. Ao escolher um exemplo,0s professores precisam prever o que 0S

alunos achardo interessante e motivador, além de prover um exemplo que faca parte do universo

40



em que os aluos estdo inseridos. Ao atribuir uma tarefa, eles precisam antecipar o que os alunos
provavelmente fardo com ela e se achardo facil ou dificil. Eles também devem ser capazes de
ouvir e interpretar o pensamento emergente e incompleto dos alunos, conforme expresso nas
formas como os alunos usam a linguagem. Cada uma dessas tarefas requer uma interacao entre
compreensdo matematica especifica e familiaridade com os alunos e seu pensamento
matematico.(trecho baseado no trabalho de Ball, Thames e Phelps, p. 42, 2008)

e Conhecimento do contetdo de ensino: é o conhecimento que combina saber sobre ensinar e
saber sobre matematica. Muitas das tarefas matematicas de ensino exigem um conhecimento
matematico do design de instrucdo. Os professores precisam sequenciar contetdos especificos
para instrucdo, decidindo quais exemplo para comecar e que exemplos usar para levar os alunos
mais fundo na conteudo. Eles precisam avaliar as vantagens e desvantagens de instrucédo de
representacdes utilizadas para ensinar uma ideia especifica e identificar os diferentes métodos e
procedimentos disponiveis instrucionalmente (trecho baseado no trabalho de Ball, Thames e
Phelps , p.38 2008), E bastante interessante utilizar os exemplos corretos para cada situagio, e
através deles mostrar aos alunos como pensar no conteido abordado. A utilizacdo de exemplos
€ muito interessante para mostrar uma generalizacdo quando pertinente ou para mostrar as
particularidades de alguns casos.

e Conhecimento de contetido de curriculo: E necessario conhecer o curriculo o qual o contetido
esta inserido para que todos o0s outros conhecimentos supracitados sejam aplicados de maneira
eficaz.

A sequir, elucidaremos um exemplo de como utilizar o conhecimento de comum de conteldo,
conhecimento de conteudo especializado e conhecimento do conteudo e dos alunos:

Reconhecer uma resposta errada € parte da habilidade “conhecimento comum de contetido”, enquanto
a capacidade de dimensionar a natureza do erro pode ser um “Conteudo especializado Conhecimento”
ou “conhecimento de conteudo e alunos” , dependendo de como o professor vai intervir. Ele pode usar
predominantemente seu conhecimento de matematica e sua capacidade de transportar um tipo de
analise matematica ou em vez disso, compara 0 erro com erros cometidos comumente por outros
alunos. (trecho baseado no trabalho de Ball, Thames e Phelps (2008, p. 37).

Acreditamos que os conhecimentos/habilidades que foram expostos acima sao de extrema necessidade
para a formacédo do professor, ajudando a construirmos uma boa resposta para a provocacao feita na
sessdo 3.1, iremos relembra-la: “O que um profissional formado em licenciatura em matematica sabe,

ou deveria saber, para pratica de ensino, que outras pessoas nao sabem?”’
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Como pudemos verificar nos baseando em Shulmann e Ball, Thames e Phelps ha conhecimentos que
sdo inerentes aos professores de matematica, e esses conhecimentos deveriam ser aprendidos dentro
dos cursos de graduacéo.
Dos 6 diferentes tipos de conhecimento citados acima, iremos focar no “conhecimento de contetido
no horizonte”, nos aprofundando um pouco mais neste conceito e através dele sugerir abordagens a
alguns temas , inclusive numeros inteiros, que é o objeto pricipal deste trabalho.
Muitas vezes nos deparamos com a seguinte situacdo em sala de aula:
Um aluno faz uma pergunta a respeito de um assunto que, de acordo com o curriculo, é de alguma
série posterior(para isso o professor precisa ter o dominio do conhecimento curricular). Temos 3
possiveis reacdes dos professores nesse momento e para mostra-las mais claramente, vamos utilizar
a seguinte situacdo: Jorge € um aluno do 6° ano do ensino fundamental, e ao se deparar com a reta
numérica colocada no quadro pelo professor, fez o seguinte questionamento: “Professor, o que
acontece antes do zero?”
Rapidamente um colega, Pedro, interviu: “Nada, ué, os nimeros comegam no zero”
Neste ponto temos 3 possiveis reacdes de professores:

1. Afirmar que ndo ha nimeros antes do zero(ideia que alguns alunos trazem do ensino

fundamental 1)

2. Comentar que existem nimeros que ele ird aprender nas séries posteriores.

3. Aproveitar a oportunidade e comentar a respeito de nimeros negativos.
A reacdo 1, é a menos indicada pois certamente na série em que o aluno se deparar com nimeros
negativos, ira relutar ou questionar o motivo de ter aprendido errado em alguma série anterior.
A reacdo 2 é um alerta da existéncia do contetdo, porém deixando implicito que ndo € simples a ponto
de ser entendido naquele momento. O aluno entendera que o contetido nédo € facil. Na série seguinte,
ao se deparar com nimeros negativos, ele tera a recordacdo da dificuldade imposta no ano anterior.
A reacdo 3 é a ideal. E interessante comentar com os alunos que o contetido serd visto por completo e
de maneira aprofundada na série seguinte, mas nada impede que uma prévia seja feita. E interessante
propor uma discussdo de maneira informal e buscar algum significado para a existéncia desses
numeros. Adotando esta estratégia, na série seguinte os alunos se lembrardo, mesmo que vagamente,
que esses tipos de nimeros ja foram vistos e que possuem algum significado, assim sera possivel
ancorar eses novo conhecimento em algo que ja conhecem dentro do contetdo.
Na reacdo 3 utilizamos o conceito de aprendizagem significativa (veremos na préxima sessdo) e o
conhecimento de conteddo de horizonte, que permite, através do dominio do curriculo, um debate

acerca de conteudos posteriores.
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Ao fazer isso conseguimos duas vantagens, a primeira é estimular o aluno mosntrando-o0 que tem
capacidade de entender conceitos posteriores e a segunda é que na série posterior o aluno néo ira

aprender um novo contetdo a partir do nada, e sim a partir de algo que ja fora visto.

O conhecimento do horizonte é uma consciéncia de como 0s topicos matematicos estdo
relacionados ao longo do periodo de matemética incluido no curriculo. Professores de
ensino fundamental, por exemplo, podem precisar saber como matematica que eles ensinam
esta relacionado com os alunos do ensino medio, para ser capaz de definir a base matemaética

para o que vird mais tarde. (Ball, Thames e Phelps , 2009)
Baseando em dois outros autores (Bruner e Schwab), Ball, Thames e Phelps esclarecem:

Amplamente conhecida é a afirmacdo de Bruner (1960) de que € possivel ensinar qualquer
sujeito a qualquer aluno de forma intelectualmente honesta - uma afirmagdo que inspira
desenvolvedores de curriculo e professores para considerar maneiras de envolver os alunos
e plantar sementes de ideias grandes e complexas. Schwab (1961/1978) também defendeu
a importancia de familiarizar os alunos com as principais estruturas de uma disciplina como

base para a apreciacdo de suas principais ideias e formas de aprendizado.
Ainda de acordo com Ball, Thames e Phelps (2009):

Nosso interesse na relagdo da disciplina com o ensino e aprendizagem de qualquer idade
particular esta em simpatia com as idéias de Bruner e Schwab, mas surge diretamente de
nossos estudos da pratica. Repetidamente vemos que conexdes surgem e idéias se tocam,
mesmo através de grandes extensdes de sequéncia curricular. Nés vemos que 0 ensino
requer um senso de como 0 a matematica em jogo agora esta relacionada a idéias
matematicas maiores, estruturas, e principios. Alguns podem ser aqueles que os alunos
aprenderdo em séries posteriores; alguns podem estar no centro do que é matematica. A
tencdo para o horizonte matematico é, portanto, importante na orienta¢do da instrucéo para

incorporar tanto a previsdo pedagdgica como a integridade matematica.

Corroborando com os trechos supracitados, afirmamos que é de suma importancia que o professor
faca as devidas conexdes dos assuntos que se intersectam dentro do curriculo matematico,
independentemente da idade ou série do aluno, cabe ao professor utilizar suas habilidades para adaptar
a linguagem, abordagem e dosagem do conteudo a série em questao.

Ainda seguindos os ensinamentos de Ball, Thames e Phelps, chegamos a uma interessante definicdo

do Conhecimento de contetido no horizonte.

Definimos o conhecimento do horizonte como um tipo de sabedoria - mais como um turista
experiente e apreciativo do que como guia turistico - das grandes paisagem matematica em

gue a presente experiéncia e instrucdo € situado. Ela envolve os aspectos da matematica
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que, enquanto talvez ndo contidos no curriculo, sdo Uteis para o aprendizado dos alunos,
gue iluminam e conferem um sentido compreensivel do maior significado do que pode ser
apenas parcialmente revelado na matematica aprendida naquela momento. E um tipo de

conhecimento que pode guiar 0s seguintes tipos de responsabilidades de ensino e atos:

o Fazer julgamentos sobre importancia matematica

e Perceber o significado matematico no que os alunos estéo dizendo

¢ Realcar e destacar pontos-chave

e Antecipar e fazer conexdes

o Perceber e avaliar oportunidades matematicas

e Capturar distorgdes matematicas ou possiveis precursores de futuras confusdes ou

deturpacdes.
(Ball, Thames e Phelps, 2009)

De acordo com Ball, Thames e Phelps ha 4 elementos constituintes na concepc¢éo do conhecimento
de contetido no horizonte, que séo:

1. Uma no¢ao do ambiente matematico em torno da “localiza¢ao” atual na instrucao.

2. Principais ideias e estruturas disciplinares

3. Principais praticas matematicas

4. Valores matematicos e sensibilidades fundamentais
Esses 4 elementos norteiam a atitude do professor na intervencdo em alguma situacao de sala de aula
como vimos na situacdo que descrevemos anteriormente em uma turma de 6° ano, na qual Jorge
questiona o professor a respeito “do que acontece antes do zero?” Vamos fazer uma breve analise da
reacdo 3, considerada por n6s a mais adequada.
O professor utilizou o elemento ( 1 ) ambientando os alunos para iniciar a discussao, trocando a
nomenclatura dada pelo aluno pela nomenclatura matematica. O elemento ( 2 ) traz para o aluno a
ideias principais que serdo utilizadas naquele debate, sdo as ferramentas que eles possuem para
argumentar. O elemento ( 3 ) sdo as ferramentas do professor, j& que ap6s o debate feito, este ira
mostrar o que de fato é verdade através de equivaléncias, relagfes, provas matematicas e algum outro
artificio que esteja ao alcance dos alunos. O elemento (4 ) € o responsavel pela precisao, linguagem,
consisténcia na explicacao e percepcao do quao longe se pode chegar em um debate sem que ele fique
confuso ou desinteressante para os alunos, € importante que o professor tenha a consciéncia de que o
protagonista no processo é o aluno e nao ele préprio.
De fato, a aplicacdo do conhecimento de conteido no horizonte néo é algo engessado, ndo funciona

como uma receita de bolo, o professor precisa de pratica, conhecimento do curriculo e uma nocao
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ampla do que esta por vir em relacdo ao conteudo. Entendemos que este conceito é uma habilidade
essencial para a préatica docente e deveria ser ensinada nos cursos de graduacao.

Deixaremos uma analogia bastante interessante para que o entendimento do contetdo fique ainda mais
claro.

Quando viajamos de carro vemos apenas alguns metros a nossa frente, a paisagem € vista de maneira
direcionada e linear, ainda que passando pelo caminho diversas vezes ndo sabemos se na proxima vez
houve alguma mudanca. Ao viajarmos de avido, basta subir um pouco para que consigamos ter uma
visdo bem mais ampla, sendo possivel enxergar a paisagem de maneira mais completa e conexa, € ndo
linear ou direcionada como na viagem de carro.

Perceba que uma excelente aplicacdo do conhecimento de contetdo no horizonte relaciona,
basicamente, o contetido presente, que o aluno esta vendo em sua série, com algum contetdo posterior.
A seguir, usaremos uma habilidade denominada aprendizagem significativa que nos permite utilizar
0 que o aluno ja conhece (do universo matematico ou ndo) para fazer com que a pratica docente fique
mais precisa, clara e concreta. Essa conexdo de habilidades € muito interessante pois uma
complementa a outra, se usadas em conjunto sao muito poderosas no ensino de matematica como um
todo, e no ensino de nimeros inteiros.

[lustraremos essa conexdo no exemplo a seguir:

No ensino fundamental quando os alunos aprendem potenciacdo, os professores podem comentar
sobre logaritmos, que estd totalmente conectado (uso do conhecimento de contetdo no horizonte).
Quando esses alunos chegarem no ensino médio e forem aprender a respeito de logaritmo, ja terdo
alguma familiaridade com o significado dessa linguagem, permitindo ancorar este contetdo em algo
que ja fora visto (uso da aprendizagem significativa).

Na préxima sessdo comentaremos sobre aprendizagem significativa nos aprofundando mais neste

conceito para que em seguida possamos explicar sobre a conexao dos dois conceitos/habilidades.

3.3. A aprendizagem significativa e sua aplicacdo na prética docente

Nesta sessdo iremos abordar um conceito fundamentado por David Ausubel(1968, 1978, 1980)
denominado aprendizagem significativa que é extremamente Util no processo de ensino-aprendizagem
e essencial no ensino de matematica, uma vez que os contetdos estdo intimamente conectados. No
entanto, além de conectarmos contetidos antes vistos com conteldos que desejamos ensinar, iremos
além; proporemos que qualquer conhecimento (seja ele matematico ou ndo) que o aluno possua, pode
nos auxiliar no ensino de matematica, dando significado e concretude ao que se esta aprendendo.

Para entendermos melhor o conceito fundamentado por David Ausubel é necessario que fagcamos uma

breve contextualizacdo para nos situarmos a respeito da teoria da aprendizagem que circunda o estudo
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de Ausubel. De acordo com Moreira (1999) em sua obra “Teorias de aprendizagem” temos trés tipos
gerais de aprendizagem: Cognitiva, afetiva e psicomotora.

e Cognitiva: é aquela que resulta no armazenamento organizado de informacdes na mente do ser
que aprende. E esse complexo organizado é conhecido como estrutura cognitiva;

o Afetiva: é aquela que resulta de sinais internos ao individuo e pode ser identificada como
experiéncias tais como prazer e dor, satisfacdo ou descontentamento, alegria ou ansiedade.
Algumas experiéncias afetivas acompanham sempre as experiéncias cognitivas, portanto a
aprendizagem afetiva € concomitante com a cognitiva.

e Psicomotora: é aquela que envolve respostas musculares adquiridas mediante treino e pratica,
mas alguma aprendizagem é geralmente importante na aquisicdo de habilidades psicomotoras
tais como aprender a tocar piano jogar golfe ou dancar balé.

Os trés tipos acima apresentados ndo sdo excludentes, pelo contrario, sdo muitas vezes concomitantes.
Por exemplo, se uma pessoa deseja aprender a tocar cavaquinho, ela pode iniciar sua aprendizagem
de forma psicomotora mas em algum momento ird precisar da teoria musical o que envolve a
aprendizagem cognitiva e nada impede que esta seja também entrelacada a afetiva.

Queremos nos aprofundar e oferecer ao leitor a o conceito de aprendizagem significativa, que € um
excelente ferramenta para o processo de aprendizagem do aluno, por isso daremos mais atengdo a

aprendizagem cogpnitiva, por ser o foco da teoria de Ausubel, como nos ensina Moreira (1999):

A teoria de Ausubel focaliza primordialmente a aprendizagem cognitiva. Ausubel é um
representante do cognitivismo e, como tal, propde uma explicacdo tedrica do processo de
aprendizagem, segundo o ponto de vista cognitivista, embora reconheca a importancia da
experiéncia afetiva. Para ele, aprendizagem significa organizag&o e interagdo do material da
estrutura cognitiva. Como outros teéricos do cognitivismo, ele se baseia na premissa de que
existe uma estrutura na qual essa organizagio e integracdo se processam. E a estrutura
cognitiva, entendida como conteddo total de ideias de um certo individuo e sua organizacao;
ou, contetido e organizacdo de suas ideias em uma area particular de conhecimentos. E o
complexo resultante dos processos cognitivos, ou seja, dos processos por meio dos quais se

adquire e utiliza conhecimento. (Moreira, 1999, p.152)
Ainda de acordo com Moreira (1999)

Estrutura cognitiva significa, portanto, uma estrutura hierdrquica de conceitos que séo
representagdes de experiéncias sensoriais do individuo”. Trazendo para o campo do ensino
em matematica, a estrutura cognitiva é, entdo, o conteldo e organizacdo das ideias dos
alunos em relacdo a matematica, ou seja, tudo que ele adquiriu e armazenou faz parte de

uma estrutura cognitiva.
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A ampliacdo da estrutura cognitiva através da incorporacdo de novas ideias e conceitos chama-se
aprendizagem, Ausubel distingue 2 eixos em relacdo a aprendizagem escolar e nos apresenta duas
distingdes. As principais distin¢des que devemos fazer séo:

e Aprendizagem por recepgéo versus Aprendizagem por descoberta

e Aprendizagem Automatica (por decoracdo) versus Aprendizagem significativa.
Em relacdo a essas duas distingdes Ausubel (1980, p.20) afirma que:

A primeira distincdo é importante porque grande parte das informacdes adquiridas pelos
alunos tanto dentro como fora das escolas é apresentada preferencialmente descoberta. E
uma vez que a maior parte do material de aprendizagem é apresentado verbalmente, é
igualmente importante observar que a aprendizagem receptiva verbal ndo é necessariamente
automatica em carater e pode ser significativa sem uma experiéncia prévia nao verbal ou de

solucdo de problema.

Pelizzari et al, nos explica os diferentes eixos adotados por Ausubel a respeito da aprendizagem
escolar. “Para esclarecer como ¢ produzida a aprendizagem escolar, Ausubel propde distinguir dois
eixos ou dimensoes diferentes que originardo, a partir dos diversos valores que possam tomar em cada
caso, a classes diferentes de aprendizagem.” (Pelizzari, et al., 2002, p. 39).

Continuando sob a 6tica dos estudos de Pelizzari et al em relagdo a David Ausubel temos que:

O primeiro é o eixo relativo a maneira de organizar o processo de aprendizagem e a estrutura
em torno da dimensdo aprendizagem por descoberta/aprendizagem receptiva. Essa
dimensao refere-se a maneira como o aluno recebe os contetdos que deve aprender: quanto
mais se aproxima do polo de aprendizagem por descoberta, mais esses conteldos sdo
recebidos de modo ndo completamente acabado e o aluno deve defini-los ou “descobri-los”
antes de assimila-los; inversamente, quanto mais se aproxima do polo da aprendizagem
receptiva, mais os conteiidos a serem aprendidos sdo dados ao aluno em forma final, ja

acabada.

Como foi possivel notar, o primeiro eixo diz respeito de como o aprendiz recebe o conteddo a ser
aprendido, que pode ser de forma ndo lapidada (aprendizagem por descoberta) ou de forma bem

lapidada, j& refinada (aprendizagem receptiva), corroborando com o que afirma Ausubel:

Na aprendizagem receptiva (automatica ou significativa) todo o conteido daquilo que vai
ser aprendido é apresentado ao aluno sob a forma fina! A tarefa de aprendizagem néo
envolve qualquer descoberta independente por parte do estudante. Do aluno exige-se
somente internalizar ou incorporar o material (uma lista de silabas, sem sentido ou adjetivos
emparelhados; um poema ou um teorema geométrico) que € apresentado de forma a tornar-

se acessivel ou reproduzivel em alguma ocasido futura. (Ausubel, 1980, p. 20)
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A aprendizagem por recep¢do nos auxilia na objetividade do contetdo, no entanto perdemos a
oportunidade de fazer com que o aluno explore de maneira intuitiva o conteddo a ser incorporado em
sua estrutura cognitiva. E interessante para contetidos inicias que servem como alicerce para dar
sequéncia a contetidos posteriores.

A aprendizagem por descoberta é dada de forma menos refinada, ou seja, o conteido a ser aprendido
n&o é fornecido diretamente, ele é descoberto pelo aluno antes de ser aprendido de fato. E interessante
que o aluno ja tenha algum conceito prévio para que consiga fazer associacdes e a partir dai descobrir
0 nNovo conteudo a ser incorporado a sua estrutura cognitiva.

Como afirmar Ausubel:

A caracteristica essencial da aprendizagem por descoberta, seja a formacédo de conceitos ou
a solucdo automética do problema, é que o contedo principal daquilo que
significativamente incorporado a sua estrutura cognitiva. A tarefa prioritaria deste tipo de
aprendizagem, em outras palavras, é descobrir algo - qual das duas passagens do labirinto
leva ao objetivo, a natureza precisa das rela¢fes entre duas varidveis, os atributos comuns

de diferentes objetos, e assim por diante. (Ausubel et al, 1980, p. 20)
Ainda seguindo os ensinamentos de Ausubel a respeito da aprendizagem por descoberta temos:

A primeira fase de aprendizagem por descoberta envolve um processo bastante diferente
daquele da aprendizagem receptiva. O aluno deve reagrupar informagdes, integré-las a
estrutura cognitiva existente e reorganizar e transformar a combinacdo integrada, de tal
forma que dé origem ao produto final desejado ou a descoberta de uma relacéo perdida entre
meios significativos da mesma forma que o conteido apresentado torna-se significativo na
aprendizagem receptiva. Os dois tipos de aprendizagem 0s quais citamos acima tem suas
caracteristicas especificas e cada um com sua utilidade. Segundo Ausubel et al: “é
importante observar nesse ponto que a aprendizagem receptiva e por descoberta diferem
também com respeito aos seus respectivos papéis principais no funcionamento e

desenvolvimento intelectual” (1980, p. 21)

O outro eixo adotado nos fornece outras duas diferenciagdes que sdo A aprendizagem significativa e
aprendizagem mecanica, que € o tipo de processo pelo qual o aluno (no caso da aprendizagem escolar)
expande sua estrutura cognitiva.

Abordaremos uma discussdo a respeito de aprendizagem significativa versus aprendizagem
automatica. E interessante salientar duas coisas: a primeira é que esse debate nada tem a ver com o
debate anterior, que relaciona aprendizagem receptiva versus aprendizagem por descoberta. A
segunda coisa é que a aprendizagem significativa e a aprendizagem mecanica ndo S0 mecanismos

necessariamente excludentes.
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Corroborando com os dois fatos salientadas, destacamos os trechos a seguir:

Embora a distin¢do entre aprendizagem receptiva e aprendizagem por descoberta discutida
acima ndo tenha absolutamente nada a ver com a dimensdo automatico-significativa do
processo de aprendizagem, existe comumente muita confusdo em torno destas duas
dimensdes de aprendizagem. Grande parte da confusdo nas discussdes de aprendizagem
escolar tem origem na deficiéncia de se reconhecer que as aprendizagens automaticas e

significativa ndo sdo completamente dicotomizadas. (Ausubel et al, 1980, p. 22)

Ainda segundo Ausubel, hd uma falsa correlacdo entre Aprendizagem receptiva e Mecéanica e

aprendizagem significativa e por descoberta. Como vemos no trecho a seguir.

[...] crenca gémeas muito difundidas porém infundadas de que a aprendizagem receptiva €
invariavelmente automatica e que a aprendizagem por descoberta é inerente e

necessariamente significativa.” (Ausubel et al, 1980, p. 22)

Segue a figura retirada de Jesus (1999) para ilustrar o que fora dito até aqui.

tipos de aprendizagem

v '

por recepcdo por descoberta

| |
A i l A J L

significativa mecanica significativa mecanica

Retomando a discussdo anterior, vamos pontuar as diferencas entre aprendizagem significativa e a
mecanica e, feito isso, focaremos no objeto principal desta sessao que é a aprendizagem significativa.
A aprendizagem mecanica e significativa se diferem basicamente pelo grau de relacdo entre o
contetdo a ser aprendido com o conteldo ja estabelecido na estrutura cognitiva do aluno. Na
aprendizagem mecanica, o conteido a ser aprendido ndo precisa ter alguma relagdo com o contetido
ja conhecido pelo aluno e instaurando em sua estrutura cognitiva. Ja na aprendizagem significativa, o
conteddo a ser aprendido é relacionado com os contetdos ja conhecidos pelos aprendiz, e através
dessa relacdo ocorre a expansao da estrutura cognitiva do aluno.

A respeito dos conceitos supracitados, Ausubel fomenta que:

[...] a aprendizagem significativa ocorre quando a tarefa de aprendizagem implica
relacionar, de forma ndo arbitréria e substantiva (ndo literal), uma nova informacéo a outras

com as quais 0 aluno ja esteja familiarizado, e quando o aluno adota uma estratégia
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correspondente para assim proceder. Aprendizagem automatica, por sua vez, ocorre se a
tarefa consistir de associagdes puramente arbitrarias, como na associagdo de pares, quebra-
cabeca, labirinto ou aprendizagem de séries e quando falta ao aluno o conhecimento prévio
relevante necessério para tornar a tarefa potencialmente significativa, e também
(independente do potencial significativo contido na tarefa) se o aluno adota uma estratégia

apenas para internaliza-la de uma forma arbitraria, literal [...] (Ausubel et al, 1980, p. 24).

A Aprendizagem Significativa

Neste momento iremos nos aprofunda na forma de aprendizagem que, para nés, é de suma importancia
no processo de ensino/aprendizagem do aluno.

Adotaremos uma defini¢do simples e bastante objetiva do que é aprendizagem significativa, que nos
é dada por Moreira (2012).

Aprendizagem significativa é aquela em que ideias expressas simbolicamente interagem de
maneira substantiva e ndo-arbitraria com aquilo que o aprendiz ja sabe. Substantiva quer
dizer ndo-literal, ndo ao pé-da-letra, e ndo-arbitraria significa que a interagdo ndo é com
qualquer ideia prévia, mas sim com algum conhecimento especificamente relevante ja

existente na estrutura cognitiva do sujeito que aprende. (Moreira, p.2, 2012)

A aprendizagem significativa, como ja foi explica anteriormente, necessita que a estrutura cognitiva
do aprendiz tenha algum contedo prévio para que 0 mesmo possa interagir com o novo contetdo.
Este conteudo ndo necessita ser, necessariamente, relacionado a Matematica, explicaremos isso
depois. O conhecimento relevante a nova aprendizagem que esta presente na estrutura cognitiva do
aluno é chamado por David Ausubel de subsuncor, podemos chamé-lo também de conceitos &ncoras
pois servem de ponto de ancoragem para uma nova informagao, permitindo que o aprendiz atribua um
significado ao novo conceito. Aos poucos este novo conceito vai se naturalizando, podendo inclusive
virar um novo conceito subsuncor. No entanto, é natural que tenhamos o seguinte questionamento:
“De onde vem os subsungores?”’.

Uma resposta imediata para essa pergunta e sem muita profundidade é através do uso da aprendizagem
mecanica. Quando o aprendiz se depara com alguma area de conhecimento completamente nova para
ele, a aprendizagem mecanica é a maneira mais eficiente para que o mesmo possa adquirir informacéo
a respeito daquele assunto. “A aprendizagem mecanica ocorre até que alguns elementos de
conhecimento relevantes a novas informag6es na mesma area, existam na estrutura cognitiva e possam
servir de subsuncores, ainda que pouco elaborados” (Moreira, 1999 , p.154).

Uma outra forma bastante interessante para que o aluno adquira conceitos subsuncores é o uso de

organizadores prévios como ancoras para 0 novo conceito a ser aprendido (futuro subsuncor). Moreira
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nos ensina que “o uso de organizadores prévios é uma estratégia proposta por Ausubel para,
deliberadamente, manipular a estrutura cognitiva, a fim de facilitar a aprendizagem significativa”
(Moreira, 1999, p.155).

Os organizadores prévios ndo precisam ser conceitos diretamente relacionados ao conteido técnico
da disciplina, eles funcionam como um ponto de partida para que o aluno consiga associar conceitos
ja conhecidos por ele aos novos conceitos que devem ser aprendidos. Moreira (1999), baseando-se

nos ensinamentos de Ausubel afirma:

Segundo o proprio Ausubel, no entanto, a principal fungdo do organizador prévio é a de
servir de ponte entre o que o aprendiz j& sabe e 0 que ele deve saber, a fim de que o material
possa ser aprendido de forma significativa, ou seja, organizadores prévios sdo Uteis para

facilitar a aprendizagem na medida em que funcionam como “pontes cognitivas” (Moreira,
1999, p. 155).

Observe o seguinte exemplo:

Um aluno do 7° ano ird aprender a respeito de raiz quadrada. O professor pode utilizar o conceito de
potenciacdo como ancora, ou ainda o conceito de areas de quadrado para fazer uma associagcdo com a
definicdo de raiz quadrada. O fato € que dar significado ao que se aprende € de suma importancia para
0 processo de aprendizado. Talvez, vocé esteja se fazendo a seguinte pergunta: “E se o aluno nio
possuir qualquer conceito prévio em sua estrutura cognitiva?”

Respondemos esta pergunta na discussdo acima, o professor deveréa ser criativo o suficiente para usar
de organizadores prévios ou outros conceitos subsuncores para conseguir expandir a estrutura
cognitiva do aluno. Por esse e outros motivos citamos a criatividade como uma das habilidades
inerentes ao professor de Matematica.

Os organizadores prévios, vao sendo descartados conforme a estrutura cognitiva se expande e o
aprendiz desenvolve subsuncores.

Para que ocorra uma aprendizagem significativa deve-se haver duas condi¢bes muito importantes. A
primeira condigdo é que o material a ser aprendido seja relacionavel, ou seja, deve ser possivel
conectar o material a ser aprendido com a estrutura cognitiva do aprendiz. Para satisfazer esta condi¢ao
0 aprendiz deve possuir subsuncores em sua estrutura cognitiva e o professor deve ser criativo o

suficiente para criar organizadores prévios par esse material.

A esséncia do processo de aprendizagem significativa € que ideias simbolicamente
expressas sejam relacionadas de maneira substantiva(ndo-literal) e ndo arbitraria ao que o
aprendiz ja sabe, ou seja, a algum aspecto de sua estrutura cognitiva especificamente

relevante para a aprendizagem dessas ideias. Este aspecto especificamente relevante pode
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ser, por exemplo, uma imagem, um simbolo, um conceito, uma proposicao, ja significativo.
(Ausubel, 1978, p.41 apud, Moreira 1999, p. 155)

A segunda condicédo € que o aprendiz deve apresentar disposi¢do para relacionar o novo conceito a
sua estrutura cognitiva, ou seja, ele ndo pode ter a intencdo de simplesmente mecanizar conceitos.
Ausubel afirma que “a aprendizagem significativa pressupde que o aluno manifeste uma disposicéo
para a aprendizagem significativa.” (Ausubel et al. p.34, 1980) .

H& 3 diferentes tipos de aprendizagem significativa que sdo distinguidos por Ausubel:
representacional, de conceitos e proposicional.

e Aprendizagem representacional: De acordo com Ausubel é o tipo mais basico de aprendizagem
significativa, sendo uma condi¢do para que 0s outros tipos ocorram. Diz respeito a atribuicdo de
significados a simbolos (tipicamente palavras). Por exemplo, apds ver algumas vezes dois
objetos e vivenciar situacdes concretas onde haja dois objetos, o aprendiz consegue, ao ver o
simbolo “2”, conectar a uma determina quantidade de objetos, por isso 0 nome representacional,
0 simbolo 2 representa uma determinada quantidade.

e Aprendizagem de conceitos: Semelhante a forma representacional, porém, a formacdo do
conceito advem de experiéncias com o conceito a ser aprendido e apds algumas experiéncias o
aprendiz assimila os conceitos, ou seja, amplia seu vocabulario. Por exemplo: Ao conversar com
outras pessoas ele escuta coisas do tipo “vocé tem dois anos”, “faz com o dedo quantos anos
tem” ou ainda, “vocé pode comer dois biscoitos”, assim, o “dois” adquire , para ele significado.

e Aprendizagem proposicional: O objetivo neste tipo de aprendizagem € aprender o significado
de ideias em forma de proposicdo, combinando diversas palavras produzindo esta proposicao
em questao.

A teoria de aprendizagem significativa de Ausubel € bastante interessante e bem fundada; para o nosso
trabalho, é necessario e suficiente sabermos os conceitos que foram explicitados acima. Por ser uma
teoria bastante interessante, deixamos como sugestao a leitura dos livros que tratam desta teoria que
foram utilizados na bibliografia deste trabalho.

Se pudéssemos resumir a teoria da aprendizagem significativa em uma frase, podemos mencionar uma
frase de Ausubel na qual ele diz que: “Se eu tivesse que reduzir toda a pscicologia educacional a um
Unico principio, diria isto: o fator singular mais importante que influencia na aprendizagem € aquilo

que o aprendiz j& conhece. Descubra o que ele sabe e baseie nisso os seus ensinamentos” .
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Capitulo 4: Sugestoes para o ensino dos

numeros inteiros

Neste capitulo iremos sugerir abordagens que envolvam a aplicacdo do conhecimento de contetdo no
horizonte e da aprendizagem significativa para o ensino de matematica, e predominantemente no que
diz respeito aos numeros inteiros. A intencdo deste capitulo é ser totalmente pratico, podendo ser
aplicado assim que acabar de ser lido. Esperamos ainda que, além da praticidade, este capitulo, bem
como todo o trabalho, seja fonte de inspiracdo para outras ideias criativas além das que serdo vistas
aqui. Gostariamos de salientar ainda que este capitulo foi construido para ser um dialogo entre o autor
e o leitor.

A matemaética é uma disciplina que, ao longo do ensino bésico esté totalmente interligada do 6° ano
do ensino fundamental até a 3% série do ensino médio, dito isso, é possivel “anteciparmos”
determinados conteldos nas séries iniciais, para isso o professor precisa dominar o curriculo
(conhecimento de conteddo no horizonte) e feito isso, ao chegar nas séries posteriores utilizar o que
fora dito anteriormente como subsuncor (Aprendizagem significativa) , facilitando assim o processo
de aprendizagem do aluno.

E comum que nas séries iniciais (ensino fundamental | ou 1) os alunos fagam perguntas a respeito de
conteddos que serdo vistos posteriormente, esta € uma 6tima oportunidade para gerar engajamento e
mostrar aos alunos que mesmo sendo de uma série antes, sdo capazes de entender determinados
conteudos, por nossa experiéncia profissional e empirica percebemos que os alunos ficam bastante
satisfeitos com isso. Contrario a isso, alguns professores dessas séries deixam essa oportunidade
passar, afirmando que o conteddo é muito dificil para que aprendam naquele momento ou ainda
afirmando que determinadas situacdes sdo impossiveis, causando no aluno enorme frustracdo ao

chegarem nas séries posteriores e se depararem com 0 suposto inexistente.

Abordando raizes de nUmeros negativos

Uma pergunta bastante frequente entre os alunos é a respeito das raizes de nimeros negativos,
excelente oportunidade para comentar sobre numeros complexos. Em uma turma de 7° ou 8° ano,
quando o professor de matematica se aprofunda um pouco mais no assunto radiciacdo e os alunos ja
sabem da existéncia dos numeros negativos, € comum que os alunos se deparem com a seguinte
afirmagdo: “ndo existe raiz quadrada de nimero negativo” .

Abordando o assunto atraves desse recorte superficial, o professor esta mentindo para o aluno que,

posteriormente, ira descobrir a mentira e se frustrar, considerando que em matematica primeiro
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aprende-se errado para depois aprender certo. O ideal é comentar com 0s alunos que essas raizes “nao
existem nos conjuntos dos nimeros reais” e fazendo com que os alunos fiquem curiosos e perguntem

onde elas existem. Eis que surge 0 momento de escolher entre duas respostas:

Resposta 1: Vocés irdo ver isso no ensino médio.

Dando essa resposta, o professor perde uma excelente oportunidade de iniciar um rico debate acerca
de nimeros complexos, mesmo que de maneira superficial. Nao subestime a capacidade dos alunos
de compreenderem conceitos ou ideias, por mais que eles aparentem ser desinteressados, quando algo
novo aparece eles ficam no minimo, curiosos. O professor que domina o conteudo poderia facilmente
envolver os alunos utilizando frases como: “Olha, vamos aprender aqui, um contedo do ensino
médio, uau!”. Repare que esta sendo dita a mesma coisa, porém valorizando a capacidade do aluno de

aprender.

Resposta 2: Otima pergunta, vamos explorar um pouco esses niimeros.

O professor seguro de sua capacidade e com dominio do curriculo, aproveita esta pergunta para
explorar o universo dos nimeros complexos, certamente de maneira adaptada, com uma linguagem
que os alunos de ensino fundamental entendam. Temos aqui a aplicacdo do conhecimento de contetdo
no horizonte, para que posteriormente, ao chegar no ensino médio, o aluno possua alguma ancora na

sua estrutura cognitiva que o permita conectar o conteddo de nimeros complexos.

Hé& duas abordagens bastante interessantes como citamos acima, a primeira € valorizar a capacidade
do aluno de aprender, afirmando que irdo ver um contetdo de ensino médio mas que como professor,
acredita na capacidade deles. Em seguida, € interessante deixar que eles debatam entre si e como
professor, colocar-se na funcdo de mediador para depois explicitar alguns pontos importantes.

e E pertinente comenta que existe em um “lugar” chamado conjunto dos ndimeros complexos.

e E bastante plausivel aproveitar o debate para reforgar a importancia do plano cartesiano.

e E interessante também a abordagem historica, tracando um paralelo dos nimeros complexos

com 0s nimeros negativos e a rejeicdo historica ao redor de ambos.

Perceba que utilizamos uma ferramenta de ensino/aprendizagem a qual conectamos o conhecimento
do conteudo no horizonte com a aprendizagem significativa. Tais conceitos podem ser usados
separadamente, mas sdo muito poderosos quando usados juntos, possuem a habilidade de conectar o

passado ao futuro.
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O mostramos no exemplo acima pode ser feito com diversos conteudos, basta que o profissional tenha
dominio do conteddo de maneira ampla ndo verticalizada e que tenha criatividade para gerar situacdes
as quais vao resultar naturalmente em possiveis questionamentos.

Vejamos a seguir um exemplo de mais uma aplica¢do de conhecimento de contetido no horizonte e

aprendizagem significativa.

Onde esta o expoente?

No 8° ou 9° ano do ensino fundamental, quando os alunos se aprofundam em potenciacao e radiciagéo,
o professor pode aproveitar a oportunidade e instiga-los de modo a introduzir o béasico sobre
logaritmos. Assim, ao chegarem no ensino médio, j& vdo possuir alguma informacdo sobre aquele
assunto em sua estrutura cognitiva, o que pode diminuir a barreira que 0s alunos possuem ao se
depararem com logaritmo. Mas como fazer com que surja de maneira natural a partir dos alunos um
questionamento que envolva logaritmos?

A maneira com que o professor apresenta o contedo faz toda a diferenca neste momento. Veja uma
sugestdo de abordagem para esse assunto:

Note que esta sugestdo € dada para um segundo momento de aprendizado em potenciagéo e radiciagéo,
o0 aluno ja sabe como resolver tais operacdes. A seguir, a abordagem sugerida.

O professor pode falar: “Nas potenciagdes temos a base e expoente e queremos determinar o resultado
da potenciacdo.”

“A pergunta que fazemos ¢: Qual resultado temos ao colocarmos o expoente 3 na base 2?”

Exemplo: 23 =7, portanto ? = 8.

Continuando a fala: “Na radicia¢ao temos o expoente ¢ o resultado da poténcia e queremos determinar
a base”

Exemplo: /8 = ?

“A pergunta que fazemos é: Qual a base que precisamos abaixo do expoente 3 para obtermos resultado
8 ? Repare que podemos reescrever a radiciacdo em forma de poténcia, vejam”

?3=8,logo, ? = 2.

E entdo o professor continua e conduz os alunos: “Vejam bem, na potenciagdo nds temos a base, 0
expoente e queremos o resultado. Na radiciacdo nos temos o expoente, o resultado e queremos a base.
O que esta faltando?”

Neste momento, pelo menos alguns alunos irdo responder que esta faltando querer descobrir o
expoente, e € neste momento que o professor comenta que existe esta pergunta também. E a maneira

de escrever também ¢é diferente, mas assim como a radiciacdo pode ser transformada em potenciac&o.
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Exemplo: log, 8 =?

Entdo o professor continua a fala: * Este simbolo significa que temos o resultado 8 e a base 2 ,
e queremos saber qual expoente devemos colocar nesta base para obter este resultado. Vamos
transformar para poténcia”

27 = 8 portanto temos que ? = 3.

Em seguida comenta-se com os alunos que este assunto € visto no ensino médio. Com algumas
repeticdes simples eles irdo entender. Com isso usamos o conceito e conhecimento de conteldo no
horizonte, criando na estrutura cognitiva do aluno um gatilho para logaritmos, gatilho esse que sera
ativado no ensino médio através da técnica de aprendizagem significativa, e assim conectamos as duas
técnicas.

Deixaremos aqui uma sugestdo de atividade ludica para potenciacdo, radiciagdo e opcionalmente
logaritmo que ja foi testada por nos.

Coloca-se para os alunos trés pecas numericas, por exemplo: 2, 3, 8 e eles deverao organiza-las de
modo que a conta dé certo. Os nimeros deverdo ser alocados onde estdo as letras e 0 jogo é dividido
em 3 fases:

12 fase: easy

AB=C
22 fase: medium
RNE=F
3?2 fase: Hard
loge H = |

Podemos ainda aproveitar esse jogo simples para trabalhar assuntos como:

e O que é uma incognita;

e Valor numérico;

e Analise combinatdria e no¢6es de probabilidade;
Este Gltimo topico podemos trabalhar questionando aos alunos de quantos modos eles podem
organizar os 3 numeros nos locais permitidos em cada fase, em seguida podemos perguntar a
probabilidade de um aluno que chutou a organizacao fazé-la de modo correto.
Note que esta atividade por nds elaborada € carregada de aplicagdes Uteis e deixas para aplicarmos o
conhecimento de conteudo no horizonte como alicerce para a posterior aplicacdo da aprendizagem

significativa.
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NuUmeros inteiros

A seguir daremos sugestdes embasadas nas teorias de conhecimento de contetido no horizonte e
aprendizagem significativa para a abordagem dos nimeros inteiros. Essas sugestdes se iniciam para
professores de 6° ano, ou até mesmo séries anteriores dependendo da turma, dos alunos e da habilidade
do profissional. Daremos a seguir, algumas sugestfes para a constru¢do dos nameros inteiros, de

alguns conceitos importante e de como realizar as operac¢des neste conjunto.

12 sugestdo: Construcdo da reta numérica. (utilizacdo do conhecimento de conteddo no

horizonte)

Nas séries iniciais, ao ensinar sobre nimeros naturais, evite colocar o zero no inicio da reta numérica,
isso faz com que os alunos assumam que 0s numeros se iniciam ali mesmo que o professor ndo
comente isso.

Colocando o zero deslocado para a direita e a partir dai iniciando a contagem dos nimeros naturais,
os alunos provavelmente se questionardo o motivo de ter algo antes do zero desenhado. A esquerda
do zero pode-se desenhar uma nuvem, uma floresta, deixar somente a reta, desenhar um cadeado
fechado sinalizando algo bloqueado, evidenciando que ha alguma coisa antes do zero fazendo com
que o aluno pergunte: “Professor, o que tem antes do zero?”” Nosso objetivo foi atingido. J& sabemos
que ndo podemos perder essas oportunidades de aplicacdo do conhecimento de contetdo no horizonte.
Neste momento o professor repassa a pergunta para os alunos questionando-os o que eles acreditam
ter ali, alguns irdo responder que sd0 0s nimeros negativos, outros ndo fazem ideia. E importante que
os alunos fagcam parte desta construcdo, ap6s isso o professor pode comentar que existem alguns tipos
de nimeros que estdo antes do zero, dar alguns exemplos simples e afirmar que nas séries posteriores
os alunos véo aprender este contetdo com mais profundidade.

Esta primeira sugestao nos permite utilizar o conhecimento de conteldo no horizonte como ferramenta
pois ela é aplicavel ao 5° ou 6° ano, séries em que os alunos ndo irdo aprender de fato a respeito dos
nlmeros negativos, mas com isso terdo ciéncia de que existe algo antes do zero. Ao chegarem no 7°
ano, o professor podera utilizar a mesma construcdo e a técnica de aprendizagem significativa para
conectar o contetido de nlimeros inteiros com esta experiéncia proporcionada nas séries anteriores. E
interessante que no 7° ano o professor comece com uma construgdo semelhante a anterior para ancorar
0 novo conhecimento no que os alunos ja possuem (subsuncores). Uma maneira muito interessante de
se comecar a aula é relembrar aos alunos que este contetido fora visto superficialmente na série

anterior, boa parte ira se recordar.
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2% sugestdo: Construa a parte negativa dos inteiros por simetria.

Construindo a reta como sugerido anteriormente, é interessante neste momento usar a ideia de um
espelho, objeto de funcionamento j& conhecido pelos alunos. Comente com a turma: “imaginem que
colocamos um espelho no zero, como a imagem do espelho ird aparecer? “Peca para que alguns alunos
desenhem no quadro, ele irdo desenhar os nimeros de maneira invertida. O professor entdo introduz
0 que é oposto/simétrico mas comenta que ndo sdo usados 0s numeros invertidos, e sim o sinal de
menos.

Nota: Sabemos que a construcao formal ndo é feita dessa forma, é importante que isso também fique
claro para os alunos, explique para eles que vocé esta dando uma ideia de forma concreta para que
eles entendam o que € simétrico.

Para este momento € valido também comentarmos que o zero adquiriu um papel de ponto de
referéncia; ao andarmos para a direita do zero representamos com nimeros positivo, ao andarmos para
a esquerda estamos indo para o lado do simétrico, para “dentro” do espelho, portanto representamos

o niamero com o sinal de “ - “ na frente. Com isso damos a ideia de orienta¢do aos nimeros.

Neste contexto o 0 (zero) determina o referencial que distingue os nimeros negativos dos
numeros positivos. Dessa forma, o 0 (zero) adquire um novo estatuto e deixa de representar
apenas a auséncia de quantidade para também estar associado a ideia de referencial para a
orientacdo que determina a distingdo entre nimeros positivos e niumeros negativos. ( Ripoll
etal, 2016, p.69)

E oportuno comentarmos ainda a respeito do médulo de um nimero. Mostrar aos alunos que a
distancia do -3 ao zero é igual a distancia do 3 ao zero. Para isso basta que utilizem a régua. E valido
comentar com os alunos que sempre que lerem “moddulo de um numero” a tradugdo feita deve ser
“distancia deste numero até o zero”. Para concluir esta etapa, reforcamos que 0 modulo de um ndmero
€ sempre um numero positivo por se tratar de uma distancia. Cabe, neste momento, usarmos o
sindbnimo valor absoluto de um numero.

Na segunda sugestdo comentamos a respeito da constru¢do dos nimeros inteiros a partir de um espelho
ou do conceito de distancia, ambas situagdes sdo de conhecimento do aluno e ndo estdo diretamente
relacionados ao conteddo matematico, portanto funcionaram como organizadores prévios e
posteriormente foram formalizados e substituidos por subsuncores.

Dentro dessa sugestdo podemos comparar 0s nimeros inteiros. A comparagao entre nimeros positivos
é bem simples e ja conhecida pelos alunos, o que nos leva a crer que é mais interessante focar na
comparacdo entre nimeros negativos. E facil mostrar, pela reta numérica, que qualquer nimero

negativo é menor que qualquer positivo. Sendo assim iremos abordar a comparacdo de numeros
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negativos com mais cautela. Nesse ponto é valido comentar que, como estamos no “mundo dos
numeros negativos” e a construcao foi feita por um espelho, os fatos acontecem de maneira invertida,
ou seja, se na parte positiva o nimero 10 é maior que o 5, na parte negativa, 0 nimero -5 é maior que

-10. De fato, no universo dos nimeros negativos o nimero de maior modulo é menor.

32 sugestéo: Ressignificando o “sinal de menos”

O “sinal de menos” ¢ um simbolo conhecido dos alunos, porém, o aprendizado de nimeros inteiros ¢
0 momento em que o “sinal de menos” passa por um momento de ressignificagao.
Nos entendemos que é muito importante dedicar parte da aula para deixar claro aos alunos 0s novos
significados do j& conhecido “sinal de menos”. Nao devemos naturalizar essa ressignificagdo por
parte dos alunos.
Sugerimos que os professores deixem claro que o “sinal de menos” ( - ) possui 3 significados:

e Esta associado a subtracéo

¢ Identificacdo de um nimero negativo

e Determinacédo de simétrico
Dar esta nogdo ao aluno antes de iniciar o ensino das operagdes € importantissimo e para isso 0
professor deve dominar o curriculo e prever os possiveis questionamentos dos alunos, ou seja, estamos

aplicando o conhecimento de conteido no horizonte.

Ainda no contexto da abordagem dos inteiros, o sinal “ —* fica associado a operagdo de
determinar o oposto. Assim, na expressdo — (—1) , o primeiro sinal “—" ndo indica um
nimero negativo, mas o comando “determinar o oposto de” .Essa determinacdo exige um
referencial, o zero. “—(—1)" é 0 oposto do nimero negativo (— 1) ,que &, por defini¢do, o
numero positivo + 1 ( ou, simplesmente, 1). Da mesma forma, o oposto do nimero positivo

+ 1, indicado por — (+ 1) é o nimero negativo — 1. (Ripoll et al, 2016, p.73)

Neste momento € interessante utilizarmos a reta numérica, que foi mostrada inicialmente, para ilustrar
geometricamente os 3 significados do “sinal de menos”.
O leitor deve ter em mente que cada aluno ird assimilar o conteddo de maneira particular, por isso
explique de maneiras diferentes e deixe claro que cada um podera entender melhor em uma das
explicacdes fornecidas.

Nesta parte cabe ainda exemplificar diversas situagdes cotidianas nas quais 0s nimeros inteiros
se tornam essenciais como: Temperaturas abaixo de zero, saldo de gols, pontuagdo em um
determinado jogo, profundidade(ou altitude em relag&o ao nivel do mar), alguns prédios que possuem

andares negativos, saldo bancario, dentre outros.
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42 sugestdo: Faca analogias simples (utilizacdo de organizadores prévios)

Nesta sugestdo iremos abordar as operacfes entre nameros inteiros. Antes de apresenta-las
formalmente ou de enunciar qualquer regra, iremos nos valer de diversos organizadores prévios para
que estes auxiliem na formacdo dos subsuncores. Futuramente os alunos vao estar habilitados a
ancorar um novo contetido no antigo, expandindo sua estrutura cognitiva.

Gostariamos de deixar claro que operacfes trazidas dos niUmeros naturais como a soma de nimeros
positivos ou subtracdo de um ndmero maior por um ndmero menor, ndo serao abordadas aqui pois
estas estdo incorporadas a estrutura pedagdgica dos alunos, corroborando com isso citamos Ripoll et
al: “[...] Eles ja sabem que, por exemplo, ‘7 - 5 = 2’. Isso ndo muda! No entanto ¢ necessario que

ampliem o conceito de subtragdo para alcangar os niameros inteiros.” (Ripoll et al, 2016, p.76).

Soma entre nUmeros inteiros.

Como foi dito, ndo abordaremos neste topico a soma entre nimeros positivos, acreditamos que esta
os alunos j& dominam por conta das operagdes ja vistas no conjunto dos naturais, afirmamos isso

apoiados em Ripoll et al.

A adicdo de nameros inteiros preserva as interpretacdes de juntar e de acrescentar. Neste
sentido, nada muda em relacdo aos nimeros positivos. Entretanto, diferentemente do que
ocorria com 0s numeros naturais, o resultado de uma adi¢do com inteiros nem sempre é um

numero maior que as parcelas, em virtude do atributo de orientacdo incorporado. (Ripoll
et al, 2016, p. 86)

Deixaremos duas propostas de analogias que funcionam com organizadores prévios para a
aprendizagem de soma de nimeros inteiros e uma terceira proposta utilizando o conceito de médulo
como subsuncor.

A primeira analogia elaborada por nos, que é bastante interessante, e funciona como organizador
prévio, é a da brincadeira do cabo de guerra. O professor inicia a aula contando alguma historia a
respeito de cabo de guerra, e sugestiona os alunos a imaginarem duas equipes. A positiva e a negativa.
A mesma quantidade de participantes nas equipes, faz com que a brincadeira dé empate, sendo mais
especifico: se temos um integrante na equipe positiva (+ 1) e um na equipe negativa ( - 1) o resultado

é empate, ou seja, dd zero. + 1+ (-1)=0.

Exemplo 1: Vamos calcular 4 + ( - 4)

Situacdo proposta: 4 pessoas na equipe positiva e 4 pessoas na equipe negativa.

Reescrevendo isso matematicamente: +4 + (- 4)
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Chamaremos de empate o fato de dar zero e deixaremos claro que para saber o resultado da brincadeira
faremos uma adicao de forcas onde o mais forte ganha.
Portanto+4+(-4)=0

Exemplo 2: Vamos calcular 10 + ( - 15)

Situacdo proposta sera: 10 integrantes na equipe positiva e 15 na equipe negativa, somaremos as
forcas.

Matematicamente temos: +10 + ( - 15)

Note que a equipe negativa possui 5 integrantes a mais, logo é mais forte e serd a campea, ser a campea
é um codigo para dizermos que o sinal do resultado sera negativo. O valor numérico vem da diferenca

entre a quantidade de integrantes. Assim o resultado da conta é: 10 + (- 15) =-5

Mais um exemplo de soma de nimeros inteiros, agora com dois nimeros negativos.

Exemplo 3: Vamos resolver a operagéo - 4 + ( - 10)

A situacdo proposta sera a seguinte: A equipe negativa possui 4 integrantes e logo em seguida
chegaram mais 10 integrantes.

Matematicamente nos temos: - 4 + (- 10)

Se estdo todos na mesma equipe, a quantidade de integrantes aumenta, portanto teremos 14
integrantes, e sdo da equipe negativa, logo o resultado da operacéo é - 14.

Outra analogia que serve como organizador prévio é a situacdo dos liquidos magicos. Conte aos
alunos uma histéria de dois liquidos que ao se misturarem em mesma quantidade evaporam, sdo 0s
liquidos mais e menos.

Por exemplo, 1 litro do liquido mais ( + 1) se juntando com 1 litro do liquido menos ( - 1) evaporae
restam O Litros.

Matematicamente: +1 + (-1) =0.

A partir dai peca que os alunos inventem situacdes. E interessante que eles participem do processo.

Vamos utilizar dois exemplos para melhor ilustrar a situacéo.

Exemplo 1: Vamos calcular +10 + ( - 25)

Situacdo: Um recipiente contem 10L do liquido + e adicionamos 25L do liquido - .
Matematicamente temos: +10 + ( - 25)

Os 10L positivos evaporam com 10L negativos, sobrando 15 litros do tipo negativo, ou seja, sobrando
- 15. Portanto 10 + ( - 25) = -15.
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Ap0s estas duas propostas pedagdgicas utilizando organizadores prévios, mostraremos uma terceira
proposta para 0 ensino da soma dos nimeros inteiros. Nesta vamos utilizar o conceito de médulo como
subsuncor, tornando o processo de aprendizagem da soma sutilmente mais formal

Para exemplificar, vamos calcular 40 + ( - 50) utilizando como ancora o conceito de médulo.

1. Determinamos junto aos alunos o nimero de maior modulo (seria 0 mais forte na linguagem do
cabo de guerra), neste caso € o 50. Este nimero € responsavel por fornecer o sinal ao resultado
da operacéo.

2. Como os sinais sao diferentes, faremos a diferenca entre os modulos, ou seja, 50 - 40 = 10.

Assim, temos que o resultado seréa - 10.

Esta terceira proposta ajuda a formalizacdo do processo, substituimos os organizadores prévios por
subsuncgores, como sugerimos no capitulo 3.

Além das estratégias pedagdgicas mostradas para a adi¢cdo de numeros inteiros, o professor deve
utilizar a criatividade e elaborar outras estratégias, tendo a sensibilidade de perceber qual € a mais

adequada ao seu publico. Veremos a seguir uma sugestdo de Ripoll et al, 2016, p 87:

Algumas estratégias pedagdgicas especificas podem amparar o ensino de adi¢do. Uma

possibilidade bastante conhecida envolve colecGes de fichas (ou de algo semelhante),

13

diferenciadas pela cor ou de alguma outra forma, por exemplo os sinais “ - “ e “ + “(como

propde Malaguti & Baldin ( Malagutti et al., 2012)). Esse tipo de material tem como
proposito representar quantidades positivas e quantidades negativas, como por exemplo,
fichas azuis representando nimeros positivos e fichas vermelhas representando nimeros

negativos.

Note que a fundamentacdo da estratégia das fichas é a mesma das outras duas estratégias que
sugerimos. A reunido das fichas representa a soma dos nimeros que elas representam, é importante
deixar claro que duas fichas de cores diferentes unidas resulta em zero.

Vamos calcular a adicdo 4 + (-7)

Utilizaremos 4 fichas azuis e 7 vermelhas, como na figura 1.

Fig 1: Figura retirada da obra de Ripoll et al, 2016, p 88

Como foi dito, a reunido das fichas representa a soma das quantidades. Além disso, quantidades

iguais de fichas de cores diferentes se anulam.
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Apds unirmos em um mesmo conjunto as fichas azuis e as fichas vermelhas, vamos juntar pares

de cores diferentes e elimina-los como pode-se ver na figura 2.

Fig 2: Figura retirada da obra de Ripoll et al, 2016, p 89

Com isso, restardo apenas 3 fichas vermelhas, portanto a resposta é -3. (figura 3)

®
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<

Fig 3: Figura retirada da obra de Ripoll et al, 2016, p 89

Além das estratégias pedagogicas mostradas por nos para a adicdo de numeros inteiros, 0
professor deve utilizar a criatividade e elaborar outras estratégias, tendo a sensibilidade de perceber

qual é a mais adequada ao seu publico.

Subtracdo entre niumeros inteiros

Neste ponto é interessante comentar com os alunos que podemos adaptar a subtracdo e transforma-la
em uma adicdo e em seguida utilizaremos as técnicas sugeridas anteriormente.

E pertinente comentar a respeito das diferentes funcdes do sinal de menos. O sinal de menor pode
funcionar como um sinal para indicar a subtracéo, pode funcionar como um sinal para indicar simetria
ou ainda para indicar que determinado nimero é negativo. O interessante € que independente da
abordagem do aluno em relagéo a sinal de menos, o resultado da operagéo néo se altera.
Utilizaremos o seguinte exemplo:

Vamos calcular a operacdo 10 - ( +15).
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Neste caso 0 numero 10 e o nimero 15 sdo positivos, neste ponto ja foi dito aos alunos que ndo ha a
necessidade de se colocar o sinal de + quando um ndmero for positivo, portanto podemos reescrever
a operacdo como 10 - 15.
Esta operacdo causa estranheza aos alunos pois estardo tirando do nimero 10 uma quantidade maior
que a “permitida”. Uma forma de solucionar este problema ¢ fazer com que o sinal de “ - “ funcione
como um sinal do nimero negativo “ - 15 e ai nds teriamos a operacdo: 10 + (- 15) que ja foi vista
anteriormente. Logo surgird, da parte dos alunos a pergunta:
“De onde saiu esse sinal de + ?
Pode-se explicar que a operagdo original era 10 - ( + 15) e que trocar os sinais de - e + de posi¢do ndo
prejudica o resultado.
Outra maneira de abordar esse tipo de operagao ¢ utilizar o sinal de * - “ como um orientador, ou seja,
a operacdo 10 - 15 significa que a localizacao inicial € no ponto 10 e teremos que voltar ( por causa
do sinal de - ) 15 nameros, o que significa que parariamos no -5. Sendo assim, 10 - 15 = - 5.
Neste momento é interessante mostrar ao aluno que somar algo negativo € o mesmo que subtrair algo
positivo, esta ideia ajuda bastante posteriormente (aplicacdo de conhecimento de conteudo do
horizonte).
Dando seguimento a subtracdo nds sugerimos que inicialmente sejam feitas operacfes de formatos
diversos. Iniciamos com 10 - 15, faremos agora a subtracdo: - 20 - 50.
Perceba que a analogia dos liquidos ou a do cabo de guerra torna a operacdo mais concreta.
Situagdo proposta: “ha 20L do liquido negativo, adicionando-se 50L do liquido negativo ficamos com
quanto?”
Os alunos novamente irdo perguntar o motivo de adicionarmos os nimeros pois a conta é uma
subtracdo. Temos mais uma oportunidade para explicarmos que subtrair 50 € 0 mesmo que somarmos
0 numero menos 50, ou seja, - ( +50) = + (- 50) .
Em outras palavras, subtrair um ndmero € 0 mesmo que somar seu simétrico.
Corroborando com esta afirmacao citamos Ripoll et al, 2016, p 89:

“Na extensdo dos naturais para os inteiros, a inclusdo de inversos aditivos (ou simétricos)

possibilita que toda subtracdo seja expressa como uma adigdo(com o simétrico). Por

exemplo, a subtragdo 7 - 4 pode ser expressacomo 7 + (-4)”

Dito isso, voltemos ao problema em questdo: 20L do liquido negativo: - 20

Somaremos 50L do liquido negativo: - 50

Como ambas quantias sdo de liquidos negativos, a quantidade de liquido negativo aumenta, o que nos
permite afirmar que -20 + (-50) =-20-50=-70
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O ultimo modelo de subtracdo que apresentaremos é 0 modelo no qual subtraimos de um nimero
negativo.

Por exemplo, vamos calcular: 40 - ( - 10).

Lembre-se que é interessante interagir com os alunos. Utilize o subsuncor ja plantado no aluno.
Pergunte quais possiveis papeis do sinal de “ - “ e conduza para que algum aluno responda “o sinal de
‘- ‘ representa o simétrico.

Consideremos que o primeiro sinal de menos pode ser usado como sinénimo de “simétrico* a leitura
ficaria:

40 + 10 pois o simétrico de - 10 é 10.

Portanto 40 - ( - 10) = 50.

Repare que nesta operacdo nos utilizamos o conceito de simetria como subsuncor ao invés de
utilizarmos um organizador prévio como feito anteriormente, isto pois o nivel de abstracdo comeca a
aumentar e os alunos comegam a amadurecer.

E muito importante que o professor leitor perceba que essas ideias sdo concretas e funcionam como
organizadores prévios para que os alunos entendam através de situa¢cfes comuns como 0 mecanismo
das operacdes funciona. A assimilacdo deste conhecimento funcionard como os subsuncores para
conteudos seguintes serem ancorados. Isto é a utilizacdo do conhecimento de contetdo no horizonte
para preparar a estrutura cognitiva do aluno para situacdes posteriores. No futuro utilizaremos a
aprendizagem significativa ancorando conhecimento nestes subsuncores que foram gerados.

Uma pergunta constante feita pelos alunos, Sobretudo em subtragdes, é: “ Professor, este sinal
¢ da conta ou do nimero?” Para sanar este tipo de duvida ¢ interessante nos apoiarmos nas diferentes
funcbes do sinal de menos e no conceito que explicamos anteriormente que somar um ndmero
negativo é 0 mesmo que subtrair um ndmero positivo, com isso mostramos aos alunos que o resultado
da operagdo nao depende de “onde € o sinal”, posteriormente isso sera naturalizado pelos alunos e este

tipo de pergunta ird ser cada vez menos frequente.

52 sugestdo: Explore o conceito de simétrico e evite frases prontas

Nesta quinta sugestao iremos abordar estratégias pedagogicas referentes a multiplicacédo e divisdo de
numeros inteiros. Como as regras operatdrias em relacdo aos sinais sdo as mesmas, iremos nos referir
somente a multiplicacdo. O professor pode aproveitar este momento para comentar que nas séries
seguintes os alunos irdo aprender sobre os numeros racionais, e perceberdo que a divisdo e a
multiplicacdo podem ser resumidas em uma operacao, apenas, isto é a utilizacdo do conhecimento ode

contetdo no horizonte.
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A ideia de multiplicacdo dos numeros naturais (somas repetidas) ndo faz sentido para todas as

possibilidades de nimeros inteiros. Na verdade a multiplicacdo no conjunto dos nimeros inteiros nos

remete uma ideia de reflexdo e orientacéo.
A operacdo de multiplicagcdo pode ser interpretada com base na ideia de soma de parcelas
iguais (isto é, 3 x 5 pode ser interpretado como 5 somado a sim mesmo 3 vezes), que emerge
a nogdo de contagem. Esta ideia ndo pode ser generalizada diretamente para interpretar a
multiplicacdo de inteiros, pois, por exemplo, ndo faz sentido dizer que (-3)Xx(-5)¢€é5
somado a sim mesmo - 3 vezes. A no¢do de orientacdo, incorporada a contagem na expansao
dos numeros naturais para os inteiros, implica em uma ressignificagdo da multiplicagdo, que
passa a ser interpretada como a composicao de uma ampliacdo com uma reflex&o. (Ripoll
et al, 2016, p. 92)

Inicialmente utilizaremos a nocdo de ampliagdo dos numeros naturais, como subsuncor. 1sso sera

valido para multiplicagcdes de nimeros inteiros (positivos ou negativos) por fatores positivos.

Para multiplicacfes entre nimeros negativos usaremos o conceito de simétrico como subsuncor.

Exemplo 1: Vamos calcular 3 x (- 2)

Podemos reescrever esta operagdo como sendo -2 + (-2 ) + (-2 ), com isso podemos usar a teoria da
soma de numeros inteiros para resolver este produto e assim nos resta fazer uma soma que ja é
conhecida. Sendo assim, 3x (-2)=-6.

Ou seja, ao multiplicarmos nimeros com sinais diferentes, basta calcularmos o produto como no
conjunto dos nimeros naturais para obtermos o modulo e o sinal sera negativo, isto pois estamos

ampliando um namero negativo, portanto ele aumentara de mddulo e continuara negativo.

Exemplo 2: Vamos calcular -3 x (- 2)

Nesta operacgdo, diferentemente da anterior, ndo sera possivel aproveitar a nogcdo de ampliacdo dos
nimeros naturais. Neste ponto utilizaremos como referéncia os significados do “sinal de menos” .
Pode-se combinar com os alunos que o “sinal de menos” do niimero 3 carrega a ideia de reflexdo em
relacdo ao zero, ou seja, simétrico. E o valor absoluto 3 é o quanto ampliaremos o nimero inteiro -2.
Com isso, inicialmente, esta operacdo sera composta por duas etapas.
1. Ampliacdo do nimero inteiro em questdo. 3x (-2)=-2+(-2)+(-2)=-6
2. Utilizacao do “sinal de menos” para indicar reflexdo em relacdo ao zero, ou seja, queremos o
simétrico da resposta do item 1. Assim, temos que - ( - 6) € o simétrico de ( - 6) que é +6 ou
somente 6.
Sendo assim, podemos utilizar o “sinal de menos” de um dos numeros com sendo o comando
“simétrico de” .
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Na prética € interessante mostrarmos aos aluno que a operacao - 3 X ( - 2) pode ser lida como:

-[3x(-2)], ou seja, “ o simétrico de (-2) + (- 2) + (-2)” que é igual a - ( - 6) = 6.

Apos algumas solugBes de operagdes desse e de outros tipos € uma boa ideia perguntar aos alunos se
perceberam algum padrao, e provavelmente irdo responder que dois sinais negativos seguidos resulta
em algo positivo.

Tendo os alunos percebido os padrdes existentes tem-se um momento oportuno para enunciar a regra
dos sinais para multiplicacao.

Regra 1: Produto de sinais diferentes resulta em um nimero negativo.

Regra 2: Produto de sinais iguais resulta em um ndmero positivo.

E de suma importancia ter a sensibilidade de notar que a ultima coisa que deve ser feita me sala de
aula é a mencdo de qualquer regra ou algoritmo mecanico, e quando o fizer, é interessante que a
percepcao do padrao parta dos alunos.

A seguir deixaremos algumas sugestfes de exercicios bastante interessantes para auxiliar na

abordagem dos nimeros inteiros em sala de aula.

62 sugestdo: Ha exercicios além da resolucdo de operacdes

Nossa ultima sugestdo diz respeito a alguns exercicios que podem ser aplicados em sala de aula.
Antes, gostariamos de esclarecer que a resolucao de operagfes convencionais sdo bastante Uteis mas
ndo podem ser 0 Unico recurso para exercitar o conteddo aprendido, por isso deixaremos aqui algumas
propostas de exercicios.

Proposta 1: Forneca aos alunos resultados e pe¢a-os que inventem alguma operacao que tenha
o resultado fornecido como resposta. O grau de dificuldade pode aumentar de acordo com as restricoes

feitas.

Exemplo 1:

Sem restricdo: Determine uma operacao que tenha como resultado o numero - 5
Ha diversas possibilidades de resposta.
Com restricdo: Determine uma operacao que tenha como resultado o nimero - 5 e que o0s dois
nUmeros a serem operados possuam sinais iguais.
As possibilidades de resposta se restringem a:
(-1)+(-4);
(-2)+(-3);
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Exemplo 2:

Determine dois nimeros negativos que ao serem subtraidos, gere como resultado - 10.
Algumas possibilidades de resposta:

-20-(-10);

-45-(-35);

Proposta 2: Operando com sinais, a arvore da multiplicag&o.

Esta atividade € indicada para que os alunos exercitem a multiplicacdo entre nimeros inteiros.
O fato € que a maior dificuldade dos alunos de modo geral ndo é na parte numeérica e sim nos sinais,
por isso elaboramos uma atividade na qual os alunos devem operar somente com sinais.

A estrutura remete a uma arvore genealogica como podemos ver na figura abaixo.

3

O professor completa alguns espagos com sinais de “ +” ou “ - “ e os alunos devem completar o
restante de modo que as operacdes entre os sinais estejam corretas. E importante mencionar que a
operagdo em questdo é multiplicacdo

Abaixo temos um exemplo de um exercicio sugerido aos alunos utilizando a arvore da multiplicagéo.

=1 1= =0 10
e e == I =
] [ L] - [

|
. L
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Ao receber este exercicio o aluno devera preencher corretamente os espagos vazios com ‘“‘sinais de
mais” ou “sinais de menos” de modo que todas as multiplicagdes fiquem corretas.

O professor poderéa fazer as arvores do tamanho que quiser variando o grau de dificuldade.

Nossa expectativa com este capitulo é ajudar no aprimoramento da pratica pedagdgica dos professores

bem como estimula-los a criar estratégias criativas para o ensino de nimeros inteiros.
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Capitulo 5: Conclusao e Sugestoes de Pesquisa

E indiscutivel a importancia dos nimeros inteiros ao longo da vida académica dos alunos, bem
como fora dela. O conteddo de nimeros negativos é um divisor de aguas para o0s estudantes que o
aprendem, sendo um marco no ensino fundamental e acompanhando-os por toda vida escolar. E de
suma importancia que os professores de matematica percebam a importancia deste conteido e tenham
todo o cuidado para que seus alunos o aprendam de maneira soélida e profunda, evitando a
memorizacédo de frases ou procedimentos sem significado.

Para dar o devido suporte ao leitor no que diz respeito aos nimeros inteiros, sobretudo aos
negativos, nos valemos de 4 pilares que sdo: 0s nimeros negativos ao longo da historia, a construcao
dos nimeros inteiros, 0s nimeros inteiros no PCN e estratégias pedagodgicas praticas para sala de aula.

Acredito verdadeiramente que o aluno de graduacgdo (futuro professor) deveria ter em sua
formacdo académica disciplinas que abordem de maneira préatica algumas estratégias pedagogicas
como as que foram apresentadas neste trabalho. Com isso o professor entraria no mercado de trabalho
mais bem preparado e com menos inseguranc¢a, haja visto o respaldo tedrico e pratico que sua
formagao iria proporcionar.

Uma proposta de inser¢do deste conteldo pratico na graduacdo se da através de disciplinas
eletivas ou complementares, ou até mesmo dentro das disciplinas ja existentes. Dito isso, o graduando
teria em sua formacéo uma disciplina que o ensinaria habilidades Gnicas do professor de matematica,
levando a profissdo para um patamar que transcende o conhecimento técnico.

Para os professores j& graduados é interessante que sejam oferecidos cursos (online ou
presenciais) a respeito de estratégias a serem adotadas em sala de aula, como o “conhecimento de
conteddo de horizonte” e a “aprendizagem significativa”.

Em ambos casos (professores graduados e alunos de licenciatura) had uma caréncias no que diz
respeito a estratégias praticas para abordagem de assuntos especificos em sala de aula. E pensando
nessa caréncia que pretendo dar continuidade a esse trabalho, promovendo pesquisas de campo com
professores que ja estdo inseridos no mercado de trabalho e ministrando possiveis aulas

complementares em turmas de graduacéo .
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