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RESUMO

Um Resgate As Fracbes Continuas tem seu inicio com uma abordagem histérica,
mostrando aquilo que se sabe hoje sobre esse assunto é fruto de estudos de varios
matematicos pelo mundo. Além da historia, o texto é dividido em mais cinco
capitulos e um apéndice, que mostram através de teoremas e exemplos a
vantagem, indiscutivel, da aproximacdo de numeros reais através de numeros
racionais, usando o dispositivo das fragBes continuas.

Palavras chaves: FragBes Continuas. Numeros Reais. Numeros Racionais.

Aproximacao.



ABSTRACT

The Rescue A Continuous Fractions got their start with a historical approach,
showing what is known today about this issue is the result of studies by various
mathematical world. Besides the story, the text is divided into five chapters and an
appendix, showing through theorems and examples advantage, indisputable, the
approximation of real numbers by rational numbers, using the device of continued

fractions.

Keywords: Continued Fractions. Real Numbers. Rational Numbers. Approaches.
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1 INTRODUCAO

Ja dizia o célebre matematico russo Nikolai N. Luzin

“as vantagens do sistema decimal ndo sdo matematicas, mas sim
zoolégicas. Se em vez de termos dez dedos nas maos tivéssemos oito, a
humanidade utilizaria um sistema de base oito” (Nikolai N. Luzin,1883-
1950).

O estudo das fragGes continuas ndo é abordado nos livros didaticos ou
pelo menos a grande maioria dos livros de ensino fundamental e ensino médio nédo
trazem esse assunto.

Esse trabalho tem carater bibliografico e seu principal objetivo é servir de
fonte de pesquisa, tanto para professores de ensino fundamental e médio que
gueiram incrementar suas aulas, quanto para alunos mais curiosos que nao se
contentam somente com o que é visto em sala de aula e sentem dificuldade quando
se deparam com questdes sobre esse assunto.

Em geral, o trabalho apresenta ao longo de seis capitulos e um apéndice,
além do contexto histérico, a representacdo de nimeros racionais e irracionais em
fracbes continuas, mostrando as principais propriedades, teoremas e trazendo
varios exemplos que servem para mostrar a vantagem do uso desse tipo de fracdes

nas aproximac¢des de numeros reais.



2 FRACOES CONTINUAS: ASPECTOS HISTORICOS

Os livros didaticos deixaram de lado o uso das fragbes continuas para
representacfes de numeros reais substituindo essa representacao pela decimal por
parecer a mais obvia.

As fracbes continuas foram objeto de trabalho de renomados
matematicos entre os séculos XVII e XIX , como Euller (1707-1783) que em 1737, no
livro De Fractionibus Continuis, apresentou a seguinte expressao para o nimero e

em fracdes continuas.

ou de forma abreviada: [2;1,2,1,1,4,1,1...]

E bem antes disso, no século V ja existia registros de desenvolvimentos
de fracBes continuas de nameros. Por exemplo, Aryabhata (476 d.C.), matematico
hindu, teria usado um método semelhante para encontrar as solucdes inteiras de
equacdes com uma ou mais incognitas. As famosas equacfes diofantinas que
recebem esse nome em homenagem ao matematico grego Diofanto de Alexandria
(250 a.C.), contudo Aryabhata ndo resolveu de uma forma geral, particularmente
usou fracBes continuas somente em exemplos especificos. Quem generalizou o
processo para resolver equacdes diofantinas com o uso de um processo semelhante
ao desenvolvimento de uma fracdo continua de um nuamero foi o matematico,
também hindu, Bhascara.

O primeiro uso conhecido desse tipo de fragdo é dado por Rafael Bombelli

(1526-1572), que no livro Algebra, acha uma boa aproximacdo para raizes

quadraticas, do tipo V13, usando esse tipo de fracao:
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Que é uma aplicacao do resultado abaixo,

Jaz+b =a+ b 5
2a+
b
2a+

2a+....

O cientista italiano Cataldi (1548-1626) também obteve uma boa

aproximacao para o niumero +18:

2

8+

8+
8+....

Um dos fundadores da Royal Society o matematico inglés William

Brouncker (1620-1684), apresentou um desenvolvimento do nudmero 1% =

[1;3,1,1,1,15,2,72....] como fra¢des continuas.

I1 1
— =1
+ 9

4
2+L

2+ 81

2+...

Ou ainda;
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1
1

72 +...

15+
2+

0 que pode ser considerado importante para as aproximac¢des do niamero

Voltando a Euler, ele teria criado um método para encontrar as fracdes

continuas de raizes de uma equacao quadratica com coeficientes inteiros, provando

que qualquer irracionalidade quadratica é expressa na forma de fracdo continua

infinita, também em seu trabalho De Fractionlous Continious.

Mais a frente, em 1766, J.H. Lambert generalizou o trabalho de Euler

sobre o nimero e, e ainda mostrou que:

e’ -1 _ 1
ef+1 2, 1
x 6 1
10 1
x 14

Varios outros matematicos deram a sua contribuicdo para esse campo de

estudos, como Karl Friedrich Gauss (1777-1855), Karl Jacobi (1804-1851), Augustin
Cauchy (1789-1857), Charles Hermite (1822-1901), Thomas Stieltjies (1856-1894),

OskarPerron e etc... Hoje a teoria das fracdes continuas esta presente em varias

areas, como as engenharias e a computacao sendo objeto de pesquisa ainda longe

de terminar.
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3 FRACOES CONTINUAS

Da relagédo de conjuntos N c Z < Q < R < C, a mais complicada € a

passagem dos racionais para os reais.

Sabemos que,

N ={0,1,234..}
={.—-3,-2,-101,23..}
Q={/g.p.9€2,q9#0FP/g="/5 o ps =rq}
R=QuUI
C ={a+bi,ab €R}
NOTA: I é o conjuntos dos numeros que ndo podem ser expresso pela divisdo

de dois niUmeros inteiros.

Partindo da afirmacao que os racionais sdo densos nos reais, isto €, 0s
nameros reais podem ser arbitrariamente aproximados por racionais, ou em uma

linguagem um pouco mais formal temos,

Va eR, Ve >0, EI%GQ com ‘a—%

Por exemplo, o nimero [] =3,141592...

<&

3<]I<4
31 32
<[I<
10 10
Py + 1
<[I< LS
1ok 10* ‘ 10%| 10%

. L : L 1
Preposicdo: V a € R, V g > 0 inteiro, existe p inteiro com £<a<p_+ .
q q



P+l

Prova: Sejap =|qa e Z, p<qa<p+l Py .
q

NOTA: |x| € o maior numero inteiro menor ou igual a x.

Com isso, temos que,

‘_£<£ea_£+ el 1
al 9 q q q
Logo: a—ﬁ si ou a—p—+1 si

al 29 q 2q

13

Isso mostra que qualquer nuamero real tem infinitas aproximacdes

isso ndo é o melhor possivel .

racionais, de fato, pois podemos ter aproximagdes racionais com o denominador que

quisermos, com o0 erro menor ou igual a metade do inverso do denominador. Mas

Por exemplo, Arquimedes sabia que [] = % = 3,1428571428...., 0 erro

. ~ 22
da aproximacéao de - e,

o—22| =0,0012.. <1
7 700

O holandés Adriaen Antoniszoon, em 1585, encontrou uma aproximagao

ainda melhor para o nimero [I que é.

[~ % = 3,14159292... o0 erro dessa aproximacao é:

355 _ 0,00000026..< 1+

‘H_E 3000000
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3.1 Formacao de fragBes continuas: desenvolvimento de um numero real em

fracOes continuas”
A representacdo de um numero real por fracdes continuas sempre
fornece aproximacgfes surpreendentemente boas e veremos que ndo s6 sdo muitos
boas como ainda sé&o as melhores aproximagoes.

Conceitos Basicos:

Seja @ um numero real e a,= |_aJ €Z,ouseja, a, éaparte inteirade «,

teremos dois casos.

1° caso: Se a =a, paramos.

2° caso: Se «a # a, temos,

A partir dai, faremos sempre a mesma coisa.

Paran>1;a, >1 e a, =|«, | um inteiro positivo.

Se a, =a,, paramos

Sendo, a,,=——>1;a,=4a, +

a. —a "«

n n n+1

Dai segue:

a=a,+—



1
a=a,+
a +—
a,
a=a,+ !
=a, 1
a +
a, +—
oy
1 :
a=a,+ 1 =[ag;a, ;.8
a, +
1
a, + 1
a; + 1
L+ 1
a, +——
an+l
Em geral.

Se o, =a, paraalgumn € N, temos

a, =[ay;a,,a,,..,a,]€Q

Agorase «a, ¢Z, Vne Ntemos

""an’an+1]

15
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Vamos usar esse processo para resolver alguns exemplos préticos, ou

seja, seguiremos os dois passos de forma alternada abaixo.

Passo 1: Destaca-se a parte inteira do nimero, ou seja, representa-se
este Ultimo sob a forma de uma soma, em que uma das parcelas é um namero

inteiro e a outra € o resto, inferior a unidade.
Passo 2: A segunda parcela é representada sob a forma de uma fracao
de numerador 1 e denominador igual ao inverso do resto. A este denominador,

aplica-se de novo o primeiro passo, e assim sucessivamente.

Exemplo: Usando o algoritmo acima para o numero [].

7+

15+

1+

292+ ——
1+...

Se utilizarmos até a segunda parcela, ou seja

1_2
[[=3+= = —
7 7

Teremos a aproximacao de Arquimedes e se usar até a quinta parcela, ou

seja

1 355

1 113
15+11
1+ —
292

Teremos a aproximacgao de Adriaen Antoniszoon.

Existem representacdes por fracdes continuas que sao muito mais

simples que a representacdo decimal, veja o exemplo a seguir.
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Exemplo: Represente a razdo aurea em forma de fracdo continua.

1+\/§ _
2

A razao aurea é igual a 1,618..... , €sse numero € raiz da

equacédo x?2-x-1=0.

Fazendo o desenvolvimento temos

1445 _ 1
=1+
2 1++/5
2
1++5 _ 1
; U1
1+
1++/5
2
Assim fica facil ver que 1+2\/§ =[1; 1, 1, 1...], e observe gque esse
resultado respeita a equacao x? - x — 1 = 0 pois se isolamos 0 x ha equacao temos x

=1+ 1

X

Exemplo: Desenvolver J2 em fracdes continuas.

J2 =142
al
1
a=——=~2+1=2+—
b2 a,
a - 1
* V21

Verificando que a, =a,, concluimos que, a partir deste momento tudo ira

repetir-se, isto €, a, =a,, a, = a,... Dai teremos que,
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E bom ressaltar que quando representamos J2 sob a forma finita
incluindo o nimero irracional a,, podemos utilizar o sinal de igualdade. Mas quando
o processo de desenvolvimento se prolongar indefinidamente, escreveremos
V2 ~[12,2,2,2,..].

Em geometria também é possivel desenvolver uma grandeza numa

fracdo continua, veja o exemplo abaixo.

Exemplo: Determinar a razdo entre a base e um dos lados de um

triangulo isésceles, com angulo oposto a base de 108°.

Solugéo: Os angulos do triangulo ABC medem, respectivamente, 108°,

36°, 36°. Marquemos na base o comprimento BM =x e BC =.

A
X
X
C B
M X

Dai temos:

X: BC :BM +MC 1 MC L

x BM BM BM a,
1_BM_AC

a, MC MC

Agora fazendo CN =z e CA = w temos,
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M
z
F4
A C
N z

w CA CN+NA NA 1
—= = =1+ —=1+—
z CN CN CN a,
1 _CN_MA

a, NA NA

E os angulos do triangulo MAC medem, respectivamente 108°, 36°, 36°,

isso torna o triangulo MAC semelhante com o triangulo inicial. Na primeira parte

: ~ X A
determinamos a razdo — entre a base e o lado do triangulo ABC e na segunda parte
y

~ Z A .
temos a razdo — entre a base e o lado do triangulo MAC. Nos dois casos temos a
w

razdo entre a base e o lado de triangulos semelhantes e uma vez que, apos o
primeiro passo voltamos a situacéo inicial e apos o segundo voltamos ao primeiro, o
processo nunca terminara.

Entdo podemos escrever,

X 1111, ]
y

3.2 Algoritmos de Euclides

Utilizando o processo de Euclides para o calculo do maximo divisor
comum entre dois niUmeros naturais, teremos uma representacao, que sera finita, de
nameros racionais por fragcdes continuas.

Sejam p e g numeros naturais com g # 0, podemos escrever,
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p=a,q+r,0<r <q.

qg=arn+r,,0<r,<r,
n=a,rn+r,0<r<r,,
0

r.,=a.r

n'n?

r

nel T

Dai segue que,

1) R=a0+i
q q
2) g:al+r—2
r1 r-l

Ou ainda, gz[ao;al,az,aS,...an]

Exemplo: desenvolver % e % em fragcdes continuas utilizando o

algoritmo de Euclides.
a)61=27x2+7

61 727
— =2+
27 27 7
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6L _ 2*% - [2:3,1,6]
YRR

1+1
6

b)91=62x1+29

9l +§ Q—2+i,§:7+%,

i | g
62 62 29 29 4

Ol 11 o274
62, 1
A

T+
4

Obs: Numeros racionais equivalentes possuem a mesma representacao

em fraces continuas, veja o desenvolvimento abaixo:

613 _18_15316) pois,
27x3 81

183=81x2+21

183_, 2181 o 1821 ) 318
81 81 21 21 18 18 3

183 1
_:2+—1
81 3+ L
1+
6

Agora, se o processo de Euclides repetir-se infinitamente, teremos a

representacéo de um numero irracional.
A reciproca desse resultado é verdadeira, e entdo temos o seguinte

teorema,
Teorema: Qualquer nimero racional pode ser representado sob a forma

de uma fracdo continua finita e qualquer fracdo continua finita representa um

ndmero racional.
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Dai podemos tirar uma conclusdo sobre o desenvolvimento de um
namero real por fracdes continuas. Se « for um ndmero racional, ele podera ser
escrito na forma de fracdo continua finita e nesse caso, poderiamos desenvolver o

processo inverso. Por exemplo,

1+ 11 =1+ 11 =1+%=1+é=1+§=ﬂ
2+ 1 2+2—9 24+ — — 62 62
7.1 29 29 29
4 4

Isso significa dizer que % e [1;2,7,4] sédo duas formas diferentes de

representar 0 mesmo numero.
Mas se a for um numero irracional ndo poderiamos aplicar 0 processo

inverso para chegar em uma igualdade.
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4 FRACOES REDUZIDAS

Se no desenvolvimento de uma fracdo continua, em algum momento,
pardssemos 0 processo e descartassemos a parte posterior desse desenvolvimento,

0 numero que nesse modo obteriamos receberia 0 nome de reduzida e seria

representada por &, onde:
Po _ 1 s -
q—— a, + 1 = [a,:8,,a,,8,,...8,]
n a, + 1
a, + 1
a, + 1
T+
a

. : . . . a
Em particular, a reduzida de ordem zero, isto € n = 0 sera Po _ 8
G 1

O préatico é que o conceito de reduzida serve tanto para as fracdes
continuas finitas quanto as infinitas. E no caso das fragdes finitas, existe uma

reduzida que coincide com a préprio nimero. Vejamos o exemplo abaixo,

Po _

q, 1

P 3
B =2

a, 2

P _p2n=22
a 15
P o742

ds 62
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J& no caso em que a fracdo continua € infinita, as sucessdes de
reduzidas torna-se também infinita. Mas ndo nos impede de representar algumas

reduzidas desse tipo de fracéo.

Por exemplo a fracdo [1;1,1,1,1,1,......] = 1+ teremos

as reduzidas abaixo,

& =

q, 1

Pr  praq 2

oy ==

0, 1

P, . 3

22 o[ ==
[£1.1] 5

2

4.1 Determinacdo da n-ésima reduzida

Vamos agora deduzir uma formula de recorréncia para determinar a n-

ésima reduzida sem precisar efetuar longos calculos, isto €, sem precisar escrevé-la

1
na forma Po - a, +

A a, +

, para depois fazer todo o0 processo inverso

que fizemos até agora.

Sejam,
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a
a)&—_o

q 1

1 aa +1

b) &_ao = 01

ql al al
c)&—a P SN @, +a,+a,  a,(a3 +1)+a,

—a,+———=a, _ _
d, a, L1 aa, +1 a,a, +1 a,a, +1
a‘2 a'2

O item c) pode ainda ser escrita da seguinte forma,

Pa _ Pid; + Po
4 0., +q

Podemos usar essa igualdade para escrevemos uma regra geral.

=ntn e comn=2,34....

{ Py _ Posdy P
qn qn—lan + qn—2

A demonstracéo dessa recorréncia sera feita por inducéo.

Primeiro vamos escrever o numerador e o denominador como duas
equacoes.
Pn = Pnay + Pooz
(1)

qn = qn—lan +qn—2
Ja vimos que essas equacgfes valem para n = 2 no item c) e agora
demonstraremos que se essas equacgldes valem para algum n = k, continuarao

valendo paran =k + 1.

Primeiramente analisaremos as expressoes,
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P _ 1
Qi 1
a, +
1 a, + !
? 1
a; + 1
L
ak
pk+1 — 1
qk+1 1
a, +
' 1
a, + 1
a; +
1
a +———
ak+l
Dessas duas expressfes podemos concluir que para passar de P para
Ok
Pt precisamos substituir a, por a, + Fazendo essa substituicdo nas
qk+1 k

equacdes (1) teremos,

1
P, = pk—l[ak +_j+ Py-2

k+1

1
Pra = _[(pk—lak + Py )ak+l + pk+1]
k+1

e

1
O = qk—l(ak + _J +0,

k+1

Qi = i [(a'k—lak +0y )ak+1 + qk—l]

k+1

Note que os numeros p, ,,q, ,, P4 € 0,, Nao serdo alterados, pois suas

expressdes nao incluem a, .

1 o
Desprezando o fator comum —— e usando a hipdtese que
ak+l



27

pn = pn—lan + pn—2

qn = qn—lan +qn—2 comn = k
Teremos que,

Pra = Pk@a + Pa€0iq = 0@ g + 0y
E assim estd demonstrado que essas equacdes sao vdlidas para n =
2,3,4,...s. Dai poderemos escrever o seguinte corolario.

Coroléario: Os numeradores p, e os denominadores g, de uma fragéo

continua simples satisfazem

{pn = an pn—l + pn—z
4, =a,4,4 4,

Com as condicdes iniciais

{po =2, e{pl :aoa1+1
qo:]- 0, =9

Esse coroléario, nos leva ao um novo entendimento de reduzida, pois até o
exato momento a ideia de reduzida era a de um numero concreto, onde a forma
como estivesse representado ndo era importante.

Mas agora responda a pergunta: Qual a reduzida de segunda ordem do

. 61
numero — ?
27

. , . 1.
As respostas para essa pergunta podiam ser varias. Por exemplo 22,

2,25; %; % e assim por diante. Todas elas representam o mesmo numero, s6 que

escritas de formas distintas. A partir desse corolario, porém, a nocdo de reduzida

muda, pois esta ndo sera s6 um namero concreto, mas também uma forma concreta

7

de representar um numero. Isto €, de agora em diante, a fracdo reduzida de
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. P, , 61 , 9 .
segunda ordem, ou seja, — para 0 numero 57 é 7 pois 0 numerador e o

2

denominador de cada reduzida passardo a estar inteiramente definidos.

4.2 Tabela para céalculo de reduzidas

Essa tabela facilita no célculo das reduzidas. Os valores de a; ficam na

primeira linha, os de p, na segunda linha e o de g, na terceira.

aO a‘l a2 Tt an—l a‘n
Po p1 pz U Pra| Pn
qO ql q2 e qn—l qn

De inicio vamos preencher a primeira linha e as duas primeiras colunas
como segue abaixo.

an—2 an—l a

pn—2 pn—l

qn—2 qn—l

Dai em diante, seguiremos os dois passos abaixo para completar o
preenchimento dessa tabela.

Passo 1: A coluna que contém p,, e q,, € multiplicada por a, .

Passo 2: A coluna obtida ap6s o passo 1 € somada a coluna anterior.

Essa sequéncia ajuda a calcular o valor de uma fracdo continua finita, isto
€, na ultima coluna obtém-se o resultado. Esse processo € muito mais pratico do que
calcular diretamente usando divisdes sucessivas,

Exemplo: Preencha a tabela correspondente a fragao [0;3,14,1,2,5].



14 1 2 5
14 15 44 235
3 43 46 135 721
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Note que o seu preenchimento € bem mais simples que o método de

divisdes sucessivas abaixo,

1
0+ . =0+ L —04—1 0+ = =
1 1 1 16
3+ 1 3+ 1 3+ 11 3+§
1+ 14+ 1442 5
1+ 14> 16
! 11
+7
5
L2352
721 721

Exemplo: Preencha a tabela correspondente a fracéao[1;2,7,4].

1 2 7 4
1 3 22 91
1 2 15 62
Sem o uso da tabela teriamos,
1 1 1 1 29 91
1+ 1 =1+ 1 =1+ 7] _l+§_l+5_&

2+ 2+ —— 2+ — —
1 29 29 29
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4.3 Quocientes completos

Muitas vezes interrompermos o processo de desenvolvimento de um

namero numa fracdo continua. Veja o exemplo,

6 _,. 1
21~ 27

Ou ainda

E:Z_FL
21 3+

o~

, 27 7 . , ~
Os numeros — e — que aparecem no desenvolvimento acima, S&o

chamados de quocientes completos, onde também é usada a seguinte notacao.

7)o

Ou seja, o quociente completo € separado dos elementos anteriores por
um traco vertical.

4.4 Propriedades das reduzidas

12 Propriedade: Diferenca entre duas reduzidas adjacentes.

Po_ (V)

A :h_

" qn+1 qn qnqn+1
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Demonstracéo:

A = Poa Po_ Pran = Polns
" qn+l qn qnqn+l

Agora fazendo D, = p,,,q, - p,d,,, € usando a fato que, p, = p,,a, +p, ,

e g,=0q,,a,+0,, temos que, p,.;, = Pyay.1+ Pos © Gy =0,80, + 0,y
P = Prng + Py (1)
Unia = 0@y + 0oy 2
Substituindo (1) e (2) em D, temos,

Dn = (pnan+1 + pn—l)qn _(qnan+1 +qn—1)pn: Prln@a T Praly = Prln@ni — Prlia

= Ppaly = Polys=—(Pnlys — Praly) (3)

Observe que a expresséao entre parénteses de (3) € a mesma que D, no

entanto, com todos os indicies diminuidos de uma unidade. Assim concluirmos que,

Usando esse resultado, varias vezes, podemos chegar até o indice zero,

observe,

Basta agora calcular o valor de D,,

Dy = .0y — Poly = (2,3, +1)1-a5a, =1
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Dai segue que,
Dn = Pnialn — PQnia = (_1)“
Concluindo que,

A, <Pra_ P0G

qn+1 qn qnqn+1

22 Propriedade: Cada reduzida com numero de ordem impar € maior que
as fracOes adjacentes, isto é, a imediatamente anterior e a imediatamente posterior

e cada reduzida de numero de ordem par € menor que as adjacentes.

Demonstragéo: Utilizando a formula A, = Poa_ Po _ (_—1) para n=2k e

qn+1 qn - qnqn+1

n=2k +1, com k pertencendo aos naturais temos,

1) A, = Poksa  Pak _ (_1)2k >0

PYTERI * PSR * P Y]

2k+1
2) A= Poksiz _ Pokar _ (_1) <0
Qokiz Gokir Qoksaloka2

Ps P2 gelPa_Ps g
q3 q2 q4 q3

Exemplo: Verifiqgue que
Para fazer a verificacdo basta fazer a utilizagéo direta da formula,

A, =Poa Po_ (-2) ,para n=2 e n=3 veja,
qn+1 qn qnqn+1

PP U1
0; Q4 Q.0; 0203

A, =
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Q0 9 G0, 9.

3
Aszﬁ—& (U <0

32 Propriedade: Em relacdo ao numero de ordem, a diferenca entre duas
fracOes adjacentes € decrescente em valor absoluto.
Demonstragéo: Podemos utilizar diretamente a  formula

A, = Pra _ Pn _ (__1) para a verificacao, veja,
(0 I q, 0,0n41

1
|An| = q.9
n+in+l
1
An+ =
| l| qn+1qn+2

Como q,., >q,, temos que,

Al <[A,]

42 Propriedade: O valor exato de uma fracdo continua finita situa-se entre
os valores de quaisquer duas reduzidas adjacentes.

Para a demonstracdo dessa propriedade faremos a andlise da figura
abaixo. Os numeros 1, 2, 3, 4..., ndo representam o valor das fracbes, mas o seu
namero de ordem. No extremo esquerdo, situa-se a fracdo n° 0, isto €, a parte inteira
da fracdo continua. Para passar a fracdo n° 1, temos de nos deslocar para a direita.
Para passar da fracdo n® 1 a fragdo n° 2, & necessario dar um passo no sentido
inverso, para a esquerda, mas esse passo € mais curto que o anterior, e assim
sucessivamente. Os passos a direita vao-se alternando com 0s passos a esquerda,

sendo cada passo mais curto que o anterior. Com isso a 42 propriedade se verifica.
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52 Propriedade: O erro absoluto cometido ao substituir o nimero a pela

reduzida Z—" € menor que —; isto é,

1
n qn?

Prova: Usando a 42 propriedade e a formula A, :h—&:ﬂ
qn+l qn qnqn+l

obteremos a seguinte desigualdade:

1

Anqn+1

a——| <

| Pn
an

Agora substituindo o numero q,,, pelo nimero inferior g,, na fracéo

QnQn+f

1 P .
obteremos e 0 que so reforca a desigualdade em causa.
n

62 Propriedade: Todas as reduzidas sao irredutiveis.

Demonstracao: Admitamos que seja redutivel a fracédo g—”, isso significa

n

gue o seu numerador e o seu denominador apresentam um fator comum y diferente
de um, ou seja,
Pn =V¥P'n
An =Yq'n
Onde p', e ¢', sao naturais. Agora utilizando a férmula
Dn = pn+lqn - pnqn+1 = (_1)” teremos,
Y®Pn+1q'n — P'ndn+1) = (D"
O que é um absurdo, pois o primeiro membro da igualdade é divisivel por

y, mas o segundo néo é.
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5 FRACOES CONTINUAS INFINITAS
5.1 Distancia entre o finito e o infinito.

Apesar das possiveis semelhancas existentes entre o finito e o infinito, na
verdade existe um enorme vazio entre eles.

O significado de uma fracdo decimal finita é facilmente verificada. Por
exemplo, a dizima 0,33 € igual a % mas qual € o significado do nimero 0,333 ...7
Outra pergunta que podemos fazer, é qual o significado da soma infinita

1 1 1 P ;g . s -
1+-+.+;..7 Mas quando o numero de parcelas é finito, a soma fica facil de

determinar, por exemplo: 1 + % + i = %

Esses exemplos mostram um pouco da distancia que existe entre o finito
e o infinito e afim de transpor essa distancia usaremos o axioma de Cantor que
também é conhecido por principios dos seguimentos encaixados.

Axioma de Cantor: Se numa reta for dada uma sucesséo infinita de
segmentos que obedeca as seguintes condicdes: 1) cada segmento esta contido no
anterior; 2) o comprimento dos segmentos tende para zero, entdo existe um e s6 um
ponto que pertence a todos 0s segmentos.

Vamos fazer uma analise mais detalhada desse axioma usando a figura

abaixo.

N B

Observe que a cada passo do processo sdo deixados de fora alguns
pontos. Por exemplo, o ponto A pertence ao primeiro segmento, mas nao pertence
ao segundo. O ponto B pertence ao primeiro e ao segundo segmento, mas nao
pertence ao terceiro e assim sucessivamente. Assim existem pontos que fardo parte

dos primeiros 1000 segmentos, mas ficaréo de fora do 10012 segmento.
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Exemplo: Considere no eixo numérico os segmentos abaixo

o [ 222 2)
ERERE)

. . L . 1 . s
Assim fica facil ver que o ponto > € 0 Unico que pertence a todos os

segmentos.

Exemplo: Analisando a sucessao de segmentos abaixo, fica facil ver que

0 Unico ponto pertencente a todos os segmentos é o ponto zero.

(011, [0.3] [0.5]. ... [0.5]. -

Com esses exemplos podemos escrever infinitos pontos que pertengam
ao segmento [o,1], mas mesmo assim deixariamos espac¢os vazios pois sabemos
gue os racionais ndo preenchem toda a reta.

Assim 0s pontos que preencheriam esses espagos vazios seriam
designados de numeros irracionais e dai convencionou-se que todo numero
irracional seria representado por uma sucessao infinita de segmentos encaixados
que ndo podem ser escritos sob forma da razdo entre nUmeros naturais.

Antes de representar numeros irracionais em forma de fragdo continua,
vamos entender o conceito de valor numérico de uma fragdo continua infinita.

Observe que as fracdes reduzidas de fracdes continuas infinitas sdo
nameros racionais, e esses numeros definem uma sucessdao de segmentos

encaixados,

[, 2o [, B2, 2, 2] fme, me]

a0’ qid’'la’ gz a2’ 43 dn-1" d4n

E como os denominadores

Qo =1 <qz<qz <
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S&o estritamente crescentes, temos que,

lim A, = lim (pn+1 _Pn ) =0

now "t nso \Qryy g

Ou seja, a diferenca entre fragdes reduzidas adjacentes tende para zero.
Agora de acordo com o axioma de Cantor, existe um Unico numero real
que pertence a todos os segmentos de (*). Vamos considerar, por definicdo, que

este nimero é o valor da fracdo continua infinita.
5.2 Representacdo de numeros irracionais por fragdes continuas

Sendo @ um numero irracional sera que seu valor numérico corresponde
ao mesmo valor numérico da fragdo continua infinita [ay; a4, a,, as ... ] obtida a partir
de a?

Para responder essa pergunta, examinemos o0 processo de

desenvolvimento de « em uma fragéo continua.

1 1
a=a0+x—,sendoo<—<1
1

X1
Obtendo que
a, < a.

Dai segue que,

Donde

1 1
> aq, a—ag <—, a<ayg+—
1 0 0
a—agp a; a

Concluindo que,
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Gp<<a<ay+—
aq

Ou melhor ainda,

Isso mostra que a estd contido entre quaisquer duas fracbes reduzidas
adjacentes.

Dai, concluimos que o valor de a« € o mesmo valor da fracdo continua
infinita [ag; a;,a,, a5 ...], pois existe um Unico valor que pertence a todos os

segmentos de (*) da secéo 4.1.

5.3 Univocidade dos reais

Como os numeros racionais desenvolvem-se em fracdes continuas finitas,
e 0S numeros irracionais em fracBes continuas infinitas, podemos afirmar que
qualguer numero real pode ser desenvolvido em uma fragdo continua.

Mas ainda precisamos demonstrar que a representacado de um numero
real por uma fracdo continua é definida univocamente, isto €, de forma Unica. Para
isso, basta fazer a demonstracdo do teorema abaixo,

Teorema: Duas fracdes continuas [ay; aq, a,, ...] €[bg; by, by, ...] (finitas ou
infinitas) sdo iguais entre si, se e so se,

1° Tiverem o mesmo numero de elementos,

2° Os elementos correspondentes de uma e outra coincidirem, isto é,

ag = bo, a, = b11

OBSERVACAO: “Terem o mesmo nimero de elementos” deve ser
entendida do seguinte modo: ou ambas as fracdes sao finitas e tém o0 mesmo
namero de elementos, ou s&o infinitas.

Demonstracao. Representemos por a o valor das duas fragées continuas

iguais,
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a = [ag; ay,ay, ...] = [bg; by, by, ... ].

O elemento a, (assim como b,) € igual a |a], e, por conseguinte, é

definido pelo valor de a. Logo

Subtraia-se a, de «

x—ag = [OI a,, ap, ] = [0, bl, bz, ]

Considerando a grandeza inversa

= [ay; ay, ...] = [by; by, ... 1.

. P 1 . .
O elemento a, (assim como b,) é igual a lﬁ] e, por conseguinte, define-
]

1

a-ag

se univocamente a partir do valor de

Logo,

a1 = bl’

E assim sucessivamente. Repetindo este raciocinio, podemos demonstrar
que a, = b,, az = bs, etc.

Para terminarmos a demonstracdo, basta verificar se em fracdes
continuas de valores iguais, podemos ter numeros de elementos diferentes.

Verificagdo: Suponhamos que a primeira fracdo continua é finita e tem s
elementos, enquanto a segunda é finita e tem t elementos, sendo t > s, ou € infinita.

Dai, teremos que,

Ou
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1
as = ag + T
bs+1 + .
E, portanto,
—1 0
1 Y
bs+1 + .

O que é impossivel. Concluindo que t =s.
5.4 Irracionalidade quadrética

Definicdo: Irracionalidade quadratica é qualquer namero irracional que

constitua uma raiz de uma equacao quadratica de coeficientes inteiros.

Exemplo: O nimero 1 ++/3 é uma racionalidade quadratica?

Para responder essa questédo faremos uso do seguinte lema,

LEMA: Se p + gvM, com p e q racionais e M um nimero ndo quadrado

perfeito, for uma raiz da equacao
apx " +ax" 1+ +a,_1x+a, =0,

Com coeficientes inteiros, p — gv/M também sera uma raiz desta equacao.
Dai, segue que para determinar a equacdo quadratica que gera esta

irracionalidade, devemos tomar 1++3 e 1—+/3 como raizes de uma mesma

equacdao. Logo, esta equacdo tem a seguinte forma:
(x—1-vV3)(x—1++3) =0,

Ou ainda
x2-2x—-2=0
Exemplo: O nimero v2 + /5 é uma irracionalidade quadratica?
Para responder essa questao faremos uso do lema seguinte,
LEMA: Se a expressdo p + gvVM + rv/N, com p,q er racionais € M e N

nameros nao quadrados perfeitos, onde VM e VN sao radicais ndo semelhantes,

representar uma raiz de uma equacao algébrica com coeficientes inteiros, o numero
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p+ qVM + rV/N, seja qual for a combinacdo de sinais, também seré raiz dessa
equacgao.

NOTA: Os radicais quadraticos VM e VN dizem-se semelhantes quando
acontece a igualdade, VM = pvN, com p racional.

Desse lema segue que, para determinar a irracionalidade quadrética (ou

n&o), do nimero v2 + /5, devemos achar a equacdo com coeficientes inteiros que

tenha como raizes x; =V2+V5 x, =vV2 -5, x3=—2++5, x, = —/2 - /5.

Logo, esta equacédo tem a seguinte forma,
(x=v2=V5)(x =V2+V5)(x + V2 = V5)(x + V2 +V5) = 0
Ou ainda,
x*—14x249=0

Teorema. O valor de qualquer fragdo continua infinita peridédica é uma
irracionalidade quadratica.
NOTA: Uma fragdo continua diz-se periédica se 0s seus elementos

formam uma sucesséao periodica. Por exemplo,

[0;1,1,1,..];
[2;1,5,1,5,1,5..];
[0;1,2,3,5,3,5,3,5 ... ].

Demonstracdo: Seja a =[0;aq,a,,..] uma fracdo continua infinita

periodica simples cujo periodo tem comprimento k. Sendo assim, @ = 4.

a =[0;a4,a,,...,ax, aq,0ay, ... |, COM ay4q = [aq,ay, ... ]

Pn—1%ntPn—2

qn-10n+tqn—2

Usando a formula a = , onde a demonstragéo sera feita no

apéndice deste texto, temos,
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L + Pr-1
QrOk+1 t Qi1

Dai, segue que,

o= Pr® + Pr-1
qra + g1

Isto é, a satisfaz a equacao quadratica:
Qex® + (Q—1 — D)X — P—1 = 0
Os sinais das raizes dessa equacao sédo diferentes, sendo a positiva.

NOTA: Se a fracdo for periddica mista,

a = [ao; ai,ay, ..., An, AN g1y - AN+ K> ],

Com periodo igual a [ay+q, -, Qv+ - 1, € NEcessario desdobrar primeiro,
da direita para a esquerda, o inicio da fracdo, até ao elemento ay, inclusive, e depois
utilizar a demonstracéo apresentada.

Exemplo: Verifigue se a fragcdo continua [0;2,2,2,..] é uma
irracionalidade quadratica.

Sabemos que,

Faremos o desdobramento dessa igualdade utilizando dois passos
alternadamente:
1) Inverter ambos os membros;
2) Subtrair a cada membro da igualdade a parte inteira.

Seguindo os passos temos,
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1

o2 ——

a 2+
2+:

1 1

——2 = T

a 2+
24—

Dai podemos escrever a seguinte equacédo quadratica para «a,

a’?+2a—-1=0,

Coma=—1++2.

Exemplo: Verifique se [0; 1,3,1,3,1,3, ... ] € uma irracionalidade quadratica.

Nesse caso o periodo é constituido de dois algarismos, e teremos que

usar os dois passos do exemplo anterior mais de uma vez.

1
a=
14—
3+ T
1+:%
1
i | p—
« 34t
1+—7
3+T_
_ 1
a 34—
1+—
3+T.
1,1
1.1 1+—
a 3+:
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Novamente o segundo membro da igualdade €é igual a a, ou seja,

Dai, podemos escrever a equacdo quadratica abaixo,
a’+3a—-3=0

Com,

_ —3+421

« 2

Teorema: Qualquer irracionalidade quadrética se exprime através de uma
fracdo continua periddica.

Demonstracdo: Seja a uma irracionalidade quadratica. Vamos
desenvolver « em uma fragdo continua, detendo-nos a cada passo, a partir do

segundo:
a = [ag; ai|laz] = [ag; ay, azlas] = -+ = [ag; ay,ay, ..., an_q|ay] = -

Nestas igualdades, a,, as,, ..., @,, ... SA0 quocientes completos. Usaremos
o fato que quando um quociente completo se repete, isto €, a, = a,,_,, a fracédo
continua é periédica.

Em primeiro lugar, demonstraremos que todo quociente incompleto

satisfaz uma equacado quadratica de coeficientes inteiros:
Apa,? +Bya, +C, =0 (1)

Em segundo lugar, demonstraremos que os coeficientes da equagao (1)

sdo limitados em maédulo.

|An| <L
|Bn| < M; (2
|Chl <N
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Observe que os limites L,M e N ndo dependem de n (dependem apenas
de a). Uma vez que A4,, B, C,, s4o numeros inteiros, cada um deles s6 pode tomar
um conjunto finito de valores admissiveis. Logo, para um dado a, o0 niumero de
diferentes equacdes do tipo (2) possiveis e, por conseguinte, o niumero de diferentes
raizes destas equag0es, é finito. Assim, é evidente que a sucessdo de quocientes

completos «,, as, ..., @y, ... a repeticao € inevitavel, tal como se pretende demonstrar.

Demonstraremos primeiro (1) e depois (2).
A irracionalidade quadrética a satisfaz uma certa equacao quadratica com

coeficientes inteiros
Aa’+Ba+C=0 0)
Vamos também usar a férmula abaixo,

— Pn—1AntPn—2 (“)
dn-1nt+qdn—2

a

Substitua-se em (i) a pela expresséo (ii), e depois de alguns célculos:

A(pn—lan + pn—Z)Z + B(pn—lan + pn—Z)(Qn—lan + Qn—z) + C(Qn—lan + Qn—z)z =0

Ou
Apa,? + Bua, + C, =0

Onde

Ap = App_1® + Bpnu_1dn-1 + Cqpn_1?;
By = 2App_1Pn-2 + B(Pn-1qn-2 + Pn2qn-1) + (i)
+2Cqn-1qn-2;
Cn = APp—2® + BPn_2Gn—z + Cqn_5*
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Resta demonstrar que os coeficientes (iii) tém valor absoluto limitado. De
acordo com o resultado abaixo,

_ 1)
Pn 1—CZ|<

dn-1 qn-1°
Onde —1 < § < 1, pelo que
)
Pn-1 = @qn-1 +a (-1<6<D).

Substitua-se esta expressao de p,,_; na primeira das formulas (jii):

5\ )
A=A (“CIn—l + q ) +B (“CIn—l + q—> Qn-1 t+ an—l2

n-1 n-1
2 2 Ab?
= qn-1?(Aa? + Ba + C) + 2A6 + BS + =

qn-1

A expressao entre parénteses, de acordo com a formula (i), € igual a zero,

pelo que

A8
= <2Aa+B+ 2)5

qn-1

Visto que |§]| < 1, teremos

14,] < [24a + B +

qn-1
Tomemos ainda em consideracéo que g,_;? > 1 (g, = 1 e a sucessao g,
é crescente). Logo, ao retirarmos q,,_,2, isto €, ao substituirmos o seu valor por 1,

apenas reforcamos a desigualdade:

|A,| < |2Aa + B + AS| < |246| + |B| + |Al.|8] < |24al + |B| + |A|
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Atingimos assim 0 nosso objetivo: obtivemos um limite de |[A,|, n&o
dependente de n.

Em vez de repetir este raciocinio para o caso de |C, |, notemos que |C,| se
obtém a parti de A,, por meio da substituicdo de n por n — 1, isto é, C,, = 4,,_;. Uma
vez que o limite encontrado ndo depende de n, também se aplica a C,,. Quanto a B,
€ melhor utilizar um método indireto. Calculemos o discriminante da equacéo (1),

aplicando as formulas (iii). Depois de alguns calculos obtemos:

an —4A,C, = (Pn—1CIn—2 - pn—ZQn—l)z(Bz — 4AC)

Agora, usando a férmula D, = p, 0, — P,d,., = (~1)",temos

Pn-19n-2 — Pn-29n-1 = (_1)71—2
Logo,
B,* — 4A,C, = B> — 4AC (3)
Esta férmula exprime um fato natural: os quocientes que fazem parte do
desenvolvimento da irracionalidade quadratica @« em uma fracdo continua sao
irracionalidades quadraticas do mesmo tipo que a. Este tipo € definido pelo

discriminante.

Todos eles tém a forma

a, = s, + 1,V D

Sendo D um valor constante.

Podemos agora concluir da equacao (3) que
B,* = B® — 4AC + 44,C,

Uma vez que todos os termos do segundo membro s&o limitados,

obtemos que B, &, portanro, |B,|, é limitado.
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Agora podemos concluir que as irracionalidades quadraticas e sO elas

exprimem-se através de fragdes continuas periodicas.
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6 APROXIMACAO DE NUMEROS REAIS
6.1 As reduzidas sdo boas aproximacdes

Na secao 2.1 foi dito que, as fragdes continuas nos fornece aproximagoes
surpreendentemente boas de numero reais e ainda afirma que tais aproximacgdes
sao as melhores possiveis.

Nesse capitulo, veremos que as fracdes reduzidas sdo as mais
vantajosas ndo s6 em relacao as fracoes de denominadores inferiores ou iguais,
mas também em relacdo as fragbes de denominadores superiores mais proximos.
Sendo assim, sO obteremos vantagem maior quando atingirmos o valor do
denominador da reduzida seguinte.

Teorema. Paratodo p,q € Z, com 0 < q < g, teMos

lgna — pul < lqa —pl

Além disso, se 0 < g < g, a desigualdade acima é estrita.

Demonstracdo. Como o mdc(p,, q,) = 1, temos que se §=p—“ entao

an

p = kp, € q = kq,, para algum inteirok # 0 e neste caso o resultado € claro. Assim,

podemos supor que s + Z—" de modo que
n

1 1
=—>
q4n Andn+1

P Dn

qa qn

Ja que g < gn41- Assim, s esta fora do intervalo de extremos Zﬁ e —Z"“ e
n n+1

portanto

P_Pn
4 an

B_Pn+1
g qnia

|a—B| Zmin{
q

1
}z
q99n+1
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O que implica

1
— > > —
lga — p| = 1o lgna — ppl

Além disso, a igualdade s6 pode ocorrer se a = %
n+1

qn+1 > 24y, POis em uma fracdo continua finita, o ultimo coeficiente a, € sempre
maior que 1. Nesse caso, seq < q,, teremos

, donde a,,; =2 e

| P| _ [P Pn| |Pn+1 DPn 1 1 Gni1—q 1
a——|z2|———| — —-——| = — = >
q qd dn An+1 Al 99n  Gndn+1r 99ndn+1 99n+1
O que implica
|qa—p| > = ana_pnl

n+1

Isso mostra que as reduzidas, e so elas, ttm um erro absoluto reduzido

inferior ao de todas as outras fracdes de denominador menor, e assim, também, um
coeficiente de vantagem superior.

NOTAS

NOTA 1: Entenda por aproximacdo vantajosa, quando ndo for possivel
elevar a exatiddo sem aumentar o denominador.

NOTA 2: Erro reduzido é igual a metade do quociente entre o erro
absoluto real e 0 maximo erro possivel, ou seja

()
1q
) _ 2|qa — p| _

> 5 lqa — p|

NOTA 3: Coeficiente de vantagem indica quantas vezes o erro absoluto
real € menor que o maximo erro possivel, e podemos designa-la como,

1

1
A= 2 = Zlaacs]’ onde h = |qa — p|
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7 CONCLUSAO

Para concluir vejamos agora alguns exemplos que reforcam a idéia que

as fracdes continuas séo 6timas aproximacoes.
Pn+1

Exemplo: Usando a = P D = DPn+1 — Pn © @ = qn+1 — Qn; MOStre que a
n+1

fl’a(;éo 14 — Pn+1—Pn

0= o, apesar de nao ser reduzida e de q,, < q < g,+1, € td0 vantajosa
n+1—4n

como a reduzida 2.

dn

Solucéo: Basta desenvolver o médulo |ga — p|.

_ Pn+1 _ |Pnn+1—qnbn+1| _ 1 .
Iqa—pl—|(qn+1—qn)——pn+1+pn|— =
dn+1 dn+1 dn+1
_ Pn+1 _ |9nPn+1 — Pnln+1| 1
|qna - pnl = |qn - Pn| — -
n+1 dn+1 qn+1

Logo temos que |qa — p| = |ga — pnl.

e . . . ~ 91
Exemplo: Verifigue o que foi feito no exemplo anterior com a fracdo a = P

Solucéo: Sabemos que,

91 1
—— =1+
62 1

Dai tiramos suas reduzidas,

Po_y
do

pp_3
CI1_2
p, 22
q, 15
ps 91
7 62

Agora fazendo
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Temos
p_91—22_69
q 62—15 47

.. ~ 22 69
Vamos agora calcular o coeficiente de vantagem para as fracdes T

1 1

usando a formula A = — = )
2h  2|qa-pl|

1) Para a fracéo % temos

1 1 o
2lga—pl o |15.2— 22|
62

~ 69
2) Para a fraggo . temos
3)

1 1

31

2lga—pl |47.2—;—69| -

. ~ 69 . . .
O que mostra que mesmo sem ser reduzida, a fragéo — ¢ tédo vantajosa

~ 22 . . ~ ~ . .
quanto a fraggdo -. Mas, a primeira fragéo tém o denominador bem maior que o da

segunda fracao, reforcando a idéia que s6 a proxima reduzida seria realmente mais

vantajosa.

Exemplo: Faga a aproximacdo do numero m por meio de fragdes de

diferentes denominadores, deste 1 até o denominador 10.

para q = 1 temos 1

para q = 2 temos >
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para q = 3 temos 3

13

para q = 4 temos T
16

para q = 5 temos =
19

para q = 6 temos 3
22

para q = 7 temos 2
25

para q = 8 temos rl
28

para q = 9 temos 3
=10t 51

para q = emos 10

Exemplo: Calcule o coeficiente de vantagem de cada fracdo do exemplo

anterior.

1

) 2|1.m-3| =35
2)—— =18
212m—6]
1
3) 213m-9] 1,2
4)—— =12
) 2l4m—13]
1
) 2|s—-16]
1
6) 2l6.1—-19] 3,3
7)—— =565
2|7.m-22|
1
8) 2|8m-25| 3.8
1
9 2|9.t—28] L8
10) ——— = 1,2
2]10.t-31|

. ~ 22 . . .
Veja que a fracao — € de longe a mais vantajosa, mesmo quando

comparada com fragbes com denominadores maiores proximos, reforcando mais
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uma vez a grande ferramenta que sdo as reduzidas na aproximagdo de numeros

irracionais.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Vimos nesse trabalho que podemos obter o6timas aproximacbes de
nameros irracionais com numeros racionais usando o dispositivo das fracbes
continuas, mesmo sabendo que no caso dos irracionais as fragbes continuas séo
infinitas, temos a opc¢éo de interromper o desenvolvimento da fragdo para achar uma
reduzida e essa sera uma Gtima aproximacao.

A exclusdo desse tema dos livros didaticos, a meu ver, € um erro, pois o
estudo das fracdes continuas ajudaria, e muito, no estudo dos numeros racionais e
principalmente no entendimento dos irracionais, que s&o motivos de varios

guestionamentos tanto no ensino fundamental como no médio.
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APENDICE A - DEMOSTRACOES DE FORMULA E LEMAS

Pn—1%ntPn—2

1) Demonstracdo da férmula a = .
qn-1%n+qn—2

Pn-1 Pn—20n-1+Pn-3

. 1
Sabendo que = , € se substituirmos a,_; por a,_; +—
n

dn-1 qn—20n-1+tqn-3

teremos

1
Pn-2 (an—l + a_n) t Pn-s _ (pn—zan—l + pn—3)an + Pn—2

a = =
Qn—> (an_1 + i) + Gn_s (Gn-20n-1 + Gn-3)an + qn—2
an

Dai, segue que

oy = P=1%n + Pn—2
n-1ayn + qn-2

2) Prova do lema: Sep + gv/M, com p e q racionais e M um namero ndo quadrado
perfeito, for uma raiz da equacao

apx " +ax" 1+ +a,_1x+a, =0,

Com coeficientes inteiros, p — gv/M também sera uma raiz desta equacao.

Prova. E dado que

ao(p + qVM)" + a1 (p + q\/ﬁ)n_1 +ta,1(p+qgVM)+a, =0 (1)

Precisamos demonstrar que

ao(p— VM) +ay(p— qVM)" 4+ ey (p—qvm) +an =0  (2)

Desenvolvendo os parénteses na igualdade (1), teremos que os termos
da forma (qx/ﬁ)a gue se obtém séo divididos em dois grupos:

1° @ € um numero par (em particular, a = 0). Todos estes termos sdo
racionais. Representemos a sua forma k;

2° ¢é um ndmero impar. Todos estes termos sdo da formasvM.
Representemos a sua soma por Iv/M.

Com isso, a igualdade (1) toma a seguinte forma:

k+IWM =0 (3)
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Faca uma transformacéo anéloga na igualdade (2).
Esta dltima igualdade obtém-se de (1) substituindo gv'M por —qgvM. Essa

substituicdio ndo se reflete nos termos que constituem poténcias pares de gvM, mas
altera o sinal dos que constituem poténcias impares. Logo a igualdade (2) pode ser

escrita assim:
k—IVM =0 (4)

A igualdade (3) so0 se verifica para k =1 = 0.
Isso se verifica pois, para [ = 0, a igualdade (3) significa que VM é um
namero racional. Logo, pelo contrario, [ = 0, teremos a igualdade k = 0.

Concluindo que, se k =1 = 0, a igualdade (4) sera verdadeira.
3) Prova do lema: Se a expresséo p + gvM + r/N, com p, q e r racionais e M e N

nimeros n&do quadrados perfeitos, onde +VMe+N sdo radicais n&o

semelhantes, representar uma raiz de uma equacao algébrica com coeficientes
inteiros, o niumero p + gvM +rvVN, seja qual for a combinacdo de sinais,

também sera raiz dessa equacao.

Se P(x) = apx"+a;x" 1+ +a,_;x +a, entdo por hipdtese temos

que,

P(p+qVM +1VN) =
= a(p+ VM +VN)" + ay(p + VM + rVN)" + -

+an,_1(p+q/M+7VN)+a,=0
Precisamos demonstrar que
P(ptgqVMtrVN) =0 (1)

Desenvolvendo os parénteses da igualdade (1), obteremos temos que

terdo a seguinte forma
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B
Ap*(qvM)" (rVN)"
Onde A é um coeficiente, e a, §,y sao expoentes inteiros ndo neativos.

Esse termos serédo divididos em quatro grupos

1° Se  par e y par teremos um termo racional
2° Se B par e y impar teremos um termo da forma rvN
3° Se B impar e y par teremos um termo da forma qvM

4° Se B impar e y impar teremos um termo da forma nVvMN
Com isso a igualdade (1) tomaré a forma,

P(p+qVM +rVN) =k + WM + mVN + nVMN = 0
Os termos do 1° e 2° grupos n&o sofrem alteracéo se substituirmos gvVM
por —gv/M, mas os termos do 3° e 4° grupos ficardo com o sinal contrario.
Logo, se
P(p +qVM +1VN) = k + VM + mVN + nVMN
Entao teremos
P(p — qVM + rVN) = k — WM + mVN — nVMN

Fazendo nas diferentes combina¢des de sinais um raciocinio analogo,

obteremos 0s seguintes resultados, ou seja
Se P(p + qVM + rVN) = k + IWVM + mVN + n/MN

Entao

P(p + qVM —rVN) = k + WM — mVN — nVMN
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P(p — qVM +rVN) = k — WM + mVN — nV/MN
P(p — qVM —rVN) = k — WM — mVN + nVMN

Como P(p+qVM +rVN) =0, s6 ocorre se k=1=n=0, temos que

todos os restantes valores P(p + gvM + rV/N) s&o iguais a zero.



