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Resumo

Este trabalho tem como objetivo maior, demonstrar o teorema de Tales, de tal
forma, que um aluno do ensino médio possa entender. Um modelo concreto é proposto
para ser utilizado pelo aluno em sala de aula, de maneira a compreender os conceitos
e aplicagoes, no tocante, a cartografia , trigonometria e principalmente em triangulos
semelhantes, onde demostramos os principais casos de semelhancga, pois esses, sao ferra-
mentas eficazes na resolucao de situagoes-problemas na area da geometria plana. Para
um melhor entendimento desse trabalho usamos o geogebra para que o aluno possa
relacionar teoria e pratica em sala de aula, bem como os conceitos de semelhanca de
triangulos sejam melhor apresentados e assimilados, assim como as respectivas propri-

edades de cada modelo.

Palavras-chave: Teorema de Tales, Semelhanca de Triangulos, Geogebra.
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Abstract

This work has as principal objective to demonstrate the Thales’ Theorem, so that a
high-school student can comprehend it effectively. Thus, a concrete model is proposed
to be used by the student in classroom, so he understands about the concepts and
applications with respect to cartography, trigonometry and mainly to similar triangles,
in which we demonstrate the main cases of similarity, since these are effective tools in
solving the problem situations in the area of plane geometry. For a better understan-
ding of this work, we use GeoGebra so that the student can relate theory and practice
in classroom, in order that the concepts about similar triangles are best presented and

assimilated, as well as their properties to each model.

Keywords: Thales Theorem, Similar Triangles, Geogebra.
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Introducao

A situacao atual do ensino publico é preocupante devido a necessidade que o profes-
sor tem de introduzir novas metodologias de ensino que consiga despertar o interesse dos
alunos. Isso se agrava quando particularizamos para a area de matematica, especial-
mente a geometria. Neste sentido, este trabalho apresenta exemplos do que chamamos
de modelos concretos de geometria. Apresentamos, em particular, os modelos especi-
ficos: razao e proporcao entre segmentos, casos de semelhanca de triangulos e relacao
entre as areas de dois triangulos semelhantes.

Observamos que, em geral, os alunos do ensino fundamental confundem os concei-
tos de congruéncia e semelhanca de triangulos. Com a utilizacao desses modelos como
recurso didatico em sala de aula, é possivel despertar interesse no aluno, auxilid-lo
na compreensao dos conceitos de semelhanca e congruéncia de triangulos e obter as
propriedades geométricas relacionadas com esses modelos, as quais serao descritas no

objetivo do respectivo modelo e nos resultados.



Capitulo 1

A Matematica na Historia

1.1 Abordagem Historica

Para tratar de semelhanca, é imprescindivel retomar os estudos do fildsofo e mate-
mético grego Tales de Mileto ! ( 624-547 a.C) , cujo nome estd associado ao teorema:

“Se um feixe de paralelas é interceptado por duas retas transversais,
entao os segmentos determinados pelas paralelas sobre as transversais sao
proporcionais.”

Esse teorema é conhecido como teorema de Tales. Sabe-se pouco a respeito da vida
e da obra de Tales. Acredita-se que ele tenha sido o primeiro filésofo e gedometra grego
conhecido e o primeiro dos sédbios gregos. Acredita-se também que ele seja o criador

da Geometria demonstrativa.

SLATINGTOCK

Tales de Mileto,
filésofo e
matematico
grego.

Nenhum dos escritos de Tales chegou até nés, o que dificulta a determinagao precisa

de suas ideias ou a certeza a respeito das descobertas matematicas que realizou. Muito

ITales de Mileto foi um filésofo, matemético, engenheiro, homem de negécios e astrénomo da
Grécia Antiga, o primeiro filésofo ocidental de que se tem noticia. De ascendéncia fenicia, nasceu em
Mileto, antiga colonia grega, na Asia Menor, atual Turquia, por volta de 623 a.C. ou 624 a.C. e faleceu
aproximadamente em 546 a.C. ou 548 a.C..
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do que sabemos a respeito dele provém do chamado Sumaério eudemiano, escrito pelo
matematico, fildsofo e comentarista grego Proclus® (411-485 d.C.).

O Sumario eudemiano é um breve resumo do desenvolvimento da Geometria grega
desde os primeiros tempos até a época de Euclides, e é ainda hoje o nosso principal re-
gistro historico a respeito do inicio dessa ciéncia na Grécia. Muitos dos conhecimentos
de Tales provieram de viagens que ele empreendeu, em especial ao Egito. Tales residiu
temporariamente no Egito e, 14, teria aprendido Geometria com os sacerdotes egipcios
e, também, aplicado a semelhanga de triangulos.

Segundo o Sumario eudemiano, Tales introduziu a Geometria na Grécia apds essas
viagens. Utilizando metodologias gerais e empiricas, o filésofo grego descobriu muitas
proposicoes, algumas das quais, provavelmente, envolviam semelhanca. Além de Pro-
clus, outras fontes mencionam o nome de Tales. O grego Eudemo de Rodes (350-290
a.C.), o primeiro grande historiador da Matemaética, por exemplo, afirma que o mesmo

mediu a distancia de uma torre a um navio.

¢ Pirdmides

4 de Quéfrene
Quéops, no
Egito. (Foto
de 2006)

Hierénimo, um discipulo de Aristételes (384-322 a.C.), afirmou que Tales teria me-
dido a altura da grande piramide de Quéops, no Egito, por meio da observacao e da
comparagao da propria sombra com a sombra da piramide. Nesse processo, quando
a sombra tivesse o mesmo comprimento da altura dele, a sombra da piramide teria o
mesmo comprimento que a altura dela.

O matematico e fildsofo grego Plutarco (46-119 d.C.) também menciona Tales em
sua obra, ao dizer que o mesmo mediu a altura da pirdmide fincando verticalmente
uma vara no chao e comparando as razoes entre os dois triangulos formados. Com base
nesses relatos, vimos que as ideias de proporcionalidade e de semelhanca, em particular
entre triangulos, estao estreitamente associadas ao nome de Tales. Unindo esses relatos

ao fato de a Arquitetura e a Agrimensura terem grande importancia no Egito antigo,

2Proclus Lycaeus foi um filésofo neoplatonico grego do século V. Teve o mérito de desenvolver a
corrente de pensamento baseada em Platao, iniciada por Plotino e depois expandida por Porfirio e
Jamblico. Proclo combina os seu préprios pontos-de-vista com os de seus mestres - Plutarco, Siriano
de Alexandria, Porfirio e Jamblico.
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bem como ao fato de Tales ter sido o fundador da Geometria demonstrativa na Grécia
e o originador da organizacao da Matematica dedutiva, é razoavel a hipotese de que a
primeira sistematizacao da Geometria tenha ocorrido na época de Tales.

O teorema que iremos enunciar a seguir constitui-se numa etapa essencial para o
estabelecimento da teoria das figuras semelhantes que serda desenvolvida no préximo
capitulo. Na sua demonstracao iremos utilizar o fato de que todo o ntimero real pode

ser aproximado por nimeros racionais.

O teorema de Tales

Consideremos a seguinte situacao: temos no plano retas paralelas r, s e t. Traca-
mos, em seguida, retas u e u', a primeira interceptando r, s e t respectivamente nos

pontos A, B e C, e a segunda interceptando r, s e t respectivamente em A’, B e C'.

Figura 1.1: feixe de retas

gl Nt

&
W

tn

Se fosse AB = BC' | terfamos, o ponto B como sendo o ponto médio de AC e se
tracarmos uma reta paralela a AC passando pelo ponto B’ , essa nova reta interceptard

as retas r e t nos pontos D e F, respectivamente, como mostra a figura 1.2.

Figura 1.2: feixe de retas 2

of \el
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Podemos afirmar que os triangulos B'DA" e B'EC" sao congruentes. De fato,
como DB'BA e B'ECB sao paralelogramos, entao DB’ = AB e B'E = BC'. Como

AB = BC por hipétese, entao concluimos que DB’ = B’E. Observe que os angulos

DB'A’ e EB'C sio congruentes por serem opostos pelo vértice e B’ DA’ e B'E'C’ sdo
também congruentes por serem angulos correspondentes determinados por uma trans-
versal cortada pelas paralelas r e t. Isto prova a nossa afirmacao. Da congruéncia dos
triangulos B'DA’ e B'EC" decorre imediatamente que A’B’ = B'C’, fazendo com que

o ponto B’ seja o ponto médio de A’C”. De outra forma, ja sabemos que:

AB A'B
BC B'C
AB | , . . 2 :
Suponha, agora, que — seja um numero racional, digamos 3 para exemplificar.

Dividamos, entao, os segmentos AB e BC respectivamente em duas e trés partes

iguais, obtendo pontos X, Y e Z em u, tais que:

AX=XB=BY =YZ=7C

Se tracarmos por X, Y e Z paralelas as retas r, s e t, as quais interseptam u’
respectivamente em X', Y’ e Z', conforme figura 1.2, entao mais trés aplicacoes de

retas paralelas a reta u, formaremos cinco paralelogramos, conforme figura 1.3.

Figura 1.3: feixe de retas 3
cl

E analogamente, podemos garantir que

AX' =X'B =BY'=Y'Z =7'C'

e, dai,

A'B’
B'C’

|
A=
oo|||w
\
I
Wl
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Prosseguindo com nosso raciocinio, suponha, agora, que fosse B
— BC .. o
AB = m.—, onde n,m € N . Isso significa que podemos dividir o segmento AB

n

em m partes iguais a —. Usando o mesmo procedimento das paralelas a reta wu,
n

podemos construir m + n paralelogramos, garantindo que, A’B’ se divide em m partes
B'C’ B’

iguais a , ou seja, A’B’ = m. , 0 que da,
A'B" m
BC n

Desse modo, -
AB AP
BC BC

é vélida sempre que o primeiro (ou o segundo) membro for um racional.

A pergunta natural nesse momento é a seguinte: a igualdade das razoes acima se
mantém quando um dos membros da mesma for um ndmero irracional? A resposta
é sim, e, para entender o porqué disso, devemos mostrar que todo niimero irracional
pode ser aproximado por niimeros racionais.

Fixando n € N podemos escrever que, o conjunto dos reais ¢ a uniao de todos os

: m m+1 :
intervalos | —, —— | com m € Z, ou seja.
non
m m+1
R - U |:_’ —>
non
meZ
Figura 1.4: Reta real
[ X AT A" AL 1
L . n [ n 3
22 -1 0 . 2 3
n n n 1 n n
. . m m+1 .
Qualquer que seja x € R, existe um m € Z, tal que, = € {—, —) Com isso,
non
temos )
m m +
n n
m+1 m 1
Como —— = — + —, temos
n n on
m m 1
—<r<—+=
n n on
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Subtraindo ™ da desigualdade, temos
n

S 13

m
n

3|3
3|3
_|_
S e
|

S |3
3|3
A

S

1
Se —— < 0, entao teremos a seguinte desigualdade

n
1 m 1
—— <0<z —— <~
n n o n
Ou seja
1 m 1
——<r—-—<=
n n o n
Logo,
m 1
‘Z‘—— < —
n n

7

Observemos agora que quanto maior for o valor de n menor é o valor de % Isso
significa que dado um ntmero real ¢ > 0, por menor que ele seja, é possivel encontrar
um valor de n , grande o suficiente, para que se tenha % < €.

Feito isso podemos escrever,

m

r——| <€

n

que ¢ o mesmo que dizer que a distancia de x ao nimero racional x,,, = ** ¢ menor do

que €. Ou seja o nimero racional x,, = " aproxima x. Expressamos isso dizendo que
o conjunto dos nimeros racionais é denso na reta.

Em geral, tomemos x € R, com x irracional, n € N, entao existe um x,, € Q tal
que a distancia de x a x,, é tao pequena quanto se possa imaginar, isso significa que
dist(x,x,,) = |x — 2| < €, ou necessariamente, podemos dizer que z,,—€ < = < T, +e,

como mostra a figura 1.5:

Figura 1.5:

X—g X K x+s

Em palavras x,, aproxima x com um erro menor do que e.

Voltando a situacao inicial, suponha que a reta transversal ¢,, intercepte as retas u,
r e s, paralelas entre si, nos pontos A, B e C, respectivamente e a reta transversal t,,
intercepte as mesmas retas paralelas nos pontos A’, B’ e C’, respectivamente. Agora,

considere que as retas transversais t; e t, tenham coordenadas reais, de tal modo, que
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o ponto 0 (zero) esteja abaixo do ponto C' na transversal ¢; e abaixo do ponto C’ na
transversal ¢y, conforme figura 1.6.

Considere que o ponto A tenha coordenada a, o ponto B coordenada b e o ponto
a—b AB
b—c BC

pode ser aproximado por uma sequéncia de racionais, entao, tomemos as sequéncias

C coordenada ¢, fazendo

= «, com « irracional. Como todo irracional
de pontos A,,, B, e C,, com coordenadas representadas pelas seguintes sequéncias de

racionais a,, b, e ¢,, de modo que, a, — a, b, — b e ¢,,— ¢, consequentemente,
A, — A, B, — BeC, — C, conforme figura 1.7.

Figura 1.7:

Logo

A.B, a,—b, —a—b AB

— — — =
B,C, b,—c, b—c BC
. ~ A'I’LBTL . . ~ .
de maneira que a razao aproxima-se cada vez mais da razao —. Abreviamos
B, C, BC
isso escrevendo
A, B, AB

— —, quando n — 400
Bc !
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Por outro lado, na transversal t5, tomemos um ponto X’ com coordenada x’ (raci-
onal), de modo que, z’ esteja préximo de @', isto é, |2’ — a’| < ¢, onde € > 0 é um erro
muito pequeno. Agora por X’ tracemos uma reta paralela a reta u, a qual, intercepta
a reta transversal t; em um ponto X de coordenada zx.

Como a, — a, existe um certo a,, entre = e a, desse modo a paralela a reta u pelo
ponto A,, de coordenada a,, , intercepta a reta transversal ¢, no ponto A/ de coorde-

nada a’

n’

com a,, entre 2’ e a’. Como |z’ —d| < €, entdo, |al, — d'| < e, isso diz que,

al — a', consequentemente, A/, — A’ conforme figura 1.8.

Figura 1.8:

De modo analogo, considerando que B,, -+ B e C,, — C', podemos concluir que as
sequéncias correspondentes B!, e C sobre a reta to, sdo tais que, B, — B’ e C/, — (',
que é o mesmo que dizer b, — V' e ¢, — ¢, onde V), e ¢, sdo, respectivamente, as

coordenadas na reta to, de B], e C} , conforme figura 1.9.

Figura 1.9:

Desse modo, podemos escrever

AB, a,-V, do-V AB

BCr -, V- BO
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Ou seja,
Al B! A'B’
L ,quando n — +0oo
B! Cl B'C’
. Aan . ~
Para finalizar, basta observar que, sendo Vile racional, entao,
A.B, A.B,
B.C, B.C!
A.B, AB A B, AP
Como — ——,quando n — +oo e — ,quando n — 400, pode-
B, C, BC B Cl B'C’
mos concluir que,
AB AP
BC BC

A discussao acima provou um dos resultados fundamentais da geometria euclidiana

plana, conhecido como Teorema de Tales ao qual enunciaremos formalmente a seguir.

1.2 Teorema 1

Sejam u; r e s retas paralelas. Escolhemos pontos A, A’ € u, B, B e re C, (' €

s, de modo que A, B, C e A', B, C' sejam dois ternos de pontos colineares. Entao,

A'B’
B’

|
3l



Capitulo 2
Semelhanca de Triangulos

Para entrarmos no estudo de semelhanca de triangulos, devemos rever o conceito
de triangulo e seus principais elementos. No plano, triangulo é a figura geométrica
que ocupa o espago interno limitado por trés segmentos de retas que concorrem, dois a
dois, em trés pontos diferentes formando trés lados e trés angulos internos que somam
180°. Também podemos dizer que o triangulo é a uniao de trés pontos nao-colineares
(pertencente a um plano, em decorréncia da defini¢do dos mesmos), por trés segmentos
de reta. Para entendermos melhor vejamos um triangulo com seus elementos na figura
2.1.

Figura 2.1:

e VERTICE: os trés pontos nao colineares sao os vértices do triangulo: A, B e C.

e LADO: as linhas que os unem, ou seja, os seguimentos de reta sao os lados do

triangulo: AB, BC' e AC

11
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e ANGULO INTERNO: sio os angulos cujos vértices sao os vértices do triangulo e
os lados contém os lados do triangulo. Assim temos trés angulos internos: angulo
BAC, angulo ABC' e angulo AC B, respectivamente, /Al, BeC.

e ANGULO EXTERNO: os angulos formados por cada lado e pelo prolongamento

do outro lado, sao os angulos externos do triangulo: «, 3 e 7.

Apresentado os elementos, vamos agora desvendar os casos de semelhanca de tri-
angulos. Mas antes, o que sao triangulos semelhantes? Como identificar que dois
triangulos sao semelhantes? Para responder essas perguntas vamos ver o conceito
de triangulos semelhantes. Dizemos que dois triangulos sao semelhantes quando existe
uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que os angulos dos vértices
correspondentes sejam iguais, e a razao entre os comprimentos de lados corresponden-

tes seja sempre a mesma. Veja a figura 2.2.

Figura 2.2:

A
B C'I‘ B!

Podemos observar que, dois triangulos sao semelhantes se pudermos dilatar e/ou
girar e/ou refletir e/ou transladar um deles, obtendo o outro ao final de tais operagoes.
Na figura 2.2, os triangulos ABC e A'B'C’ sdo semelhantes, com a correspondéncia de
vértices A <+ A, B+ B e C < C'. Assim, A= 121\', B=DBe¢C=C eexiste k>0
tal que:

AB _AC _ BC _,
AB  AC BC

O valor da constante £ é um nimero real positivo denominado a razao de seme-

lhanca entre os triangulos ABC e A'B'C’, nessa ordem. Invertendo tal ordem a razao
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]. ’ ’ !
de semelhanca serd T pois a relagao sera entre os triangulos A B C" e ABC.

Portanto podemos escrever ABC ~ A'B'C’ para denotar que os triangulos ABC
e A'B'C’ sao semelhantes, com a correspondéncia de vértices A <» A, B <+ B ¢
C < C'. Se ABC ~ A'B'C’ na razao de semelhanca k, entdo k é também a razao
entre os comprimentos de dois segmentos correspondentes quaisquer nos dois triangu-
los. Por exemplo, nas notagoes dos triangulos ABC' e do triangulo A'B'C", sendo M o

ponto médio de BC' e M’ o ponto médio de B'C’, temos que:

___ BC
MA o7 BC
MA BC BC
2
Como foi visto anteriormente
BC
=k
B'C

entao
MA BC I
MA  BC
Veremos a seguir, trés proposigoes que estabelecem as condicoes suficientes usuais
para que dois triangulos sejam semelhantes. Por tal razao, as mesmas sao conhecidas
como os casos de semelhanca de triangulos usuais. Como suas demonstracoes sao con-

sequéncias faceis da reciproca do teorema de Tales, faremos a prova de todos eles.

2.1 Proposicao 1

Sejam, ABC e A'B'C’ triangulos no plano, tais que:

AB AC _ BC
AB  AC BC

Entdo, ABC ~ A'B'C’, com a correspondéncia de vértices A <+ A", B +» B ¢
C + C'. Em particular A= E, B=BeC=C.

Demonstracao:
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Figura 2.3:

k! kY ;

B ka' ¢ ¢ g

Sendo k o valor comum das razoes do enunciado, temos AB = k.A'B", CD = k.C'D’
e AC = k.A’C". Suponha sem perda de generalidade, k& > 1 e marque o ponto B € AB
tal que AB” = A'B’, como mostra a figura 2.4.

Figura 2.4:
A

Sendo C” a intersecao do lado AC' da reta que passa por B" e é paralela ao lado

BC', segue do teorema de Tales que:

1
de maneira que AC" = E.AC =AC".

Trace, agora, a paralela ao lado AB passando por C”, a qual intersecta o lado BC
no ponto D. Entdo, o quadrilatero B'C" DB é um paralelogramo, de modo que, nova-

mente pelo teorema de Tales, temos:
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B'C" BD AC" 1
BC BC AC Kk

- 1 — ——
Logo, B"C" = E.BC’ = B'C".
A discussao acima mostrou que AB" = A’B’, AC" = A'C", B"C" = B'(’, isto é, que

os triangulos AB"C" e A’B'C’ sao congruentes pelo caso LLL de congruéncia que,

veremos no terceiro capitulo desse trabalho. Portanto, temos:

B = ABC = AB"C" = ABC' = B

-~ ~ o~ —

e, analogamente, A= A" e C' = ("

2.2 Proposicao 2

~ ~ AB BC
Se, em dois triangulos ABC e A’B'C"’ tem-se A = A’ ¢e —— = —— = k, entdo os
A'B"  BC

triangulos sao semelhantes.
Demonstracao:

Usando o conhecimento de que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°,
entao a congruéncia dos angulos Ae A e dos angulos B e B acarreta na congruéncia
dos angulos C e C'. Para provar que os lados sao proporcionais, tomemos um ponto H
no segmento AB que representa o lado do triangulo ABC de modo que AH = A'B e
pelo ponto H trace uma reta paralela ao lado BC' ,de tal forma que, esta intercepte o

lado AC' em um ponto I de modo que Al = A’C’, conforme mostra a figura 2.5.

Figura 2.5:

(s}

Formando assim, um triangulo AHI que é congruente ao triangulo A’B'C’. Segue
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pelo teorema de Tales que

como AH = A'B' e AI = A'C’, temos

m A/ B/ m A/ Cl
Logo L L
AB AC
A'B AC

Analogamente podemos mostrar a proporcionalidade de todos os lados dos trian-

gulos e assim concluir que ABC ~ A’B'C".

2.3 Proposicao 3

Sejam ABC e A'B’'C’ triangulos no plano, tais que:

% = jC’ —keB=D
Entdao ABC ~ A’B'C’, com a correspondéncia de vértices A <> A", B <> B e
C«C
Em particular, A= 2’, C=0C" e

Demonstracao:

3
Q

=k

D

IC/

Devemos construir o triangulo DEF de modo que, AB' = DE, A=D e B=E.
Conforme figura 2.6.

Figura 2.6:
A A' D
B C

De acordo com a proposigao 2, os triangulos ABC e DEF sao semelhante, portanto

podemos escrever a seguinte relagao:

AB BT

DE EF
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Usando a informacao de que: A'B’ = DE e a hipotese

S
Q

v
AB  B(C

—

Podemos concluir que B'C' = EF e A=D = A e assim dizer que o triangulo
A'B'C" é congruente ao triangulo DEF, como ja sabiamos que o triangulo DEF é
semelhante ao triangulo ABC'. Entao fica facil concluir que o triangulo ABC' é seme-

lhante ao triangulo A’B’'C’, e assim, escrevermos ABC ~ A'B'C".

2.4 Razio entre Areas de Poligonos Semelhantes

Dizemos que dois poligonos A;A5As... A, e B1ByBj3...B, sao semelhantes quando
existe uma correspondéncia biunivoca entre os seus vértices, de modo que os angulos
dos vértices correspondentes sejam iguais, e a razao entre os comprimentos de lados
correspondentes sejam sempre a mesma.

Portanto podemos escrever A;A;As... A, ~ B1B2Bs...B,, para denotar que os po-
ligonos A1A5As...A,, e B1ByBs...B,, sao semelhantes, com a correspondéncia de vér-
tices Ay <> By, Ay <> By, A3 <> Bs ... e A, <> B, e com angulos corresponden-
tes de mesma medida, ou seja, :4\1 = 25’\1, 1/4\2 = E\g, ;1; = B\g .. e :4; = E\n Se
A1AA;3.. A, ~ B1ByBs...B, na razao de semelhanca k, isso significa que k é a razao

entre os comprimentos de dois segmentos correspondentes quaisquer nos dois poligonos.

2.4.1 Proposicao 4

Dados os poligonos A;AsAs... A, 1A, e B1ByBs...B,,_1B,, semelhantes com razao
de semelhanca k. Entao eles podem ser subdivididos em n — 2 triangulos de modo que
os triangulos correspondentes sao semelhantes com razao de semelhanca também igual
a k.

Demonstracao:
Tomemos os poligonos A AxAs...A,,_1 A, e BiByBs...B,,_1B,, semelhantes de razao

k, conforme figura 2.7.
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Figura 2.7:
Ay
B,
B, B, Aa A
e T As
B, Ny
A,
Entao podemos escrever:
A1Ay AAs A3AL AvAL I
BB, ByB; BsBy B,.B,

A partir do vértice A; do poligono A;A3As...A,, 1A, e do seu correspondente B;
do poligono B1BsBs...B,_1 B, tracaremos n — 3 diagonais, formando n — 2 triangulos.
Como ja foi dito sobre semelhaca de poligono, o angulo 171\1 tém a mesma medida

do angulo By, ou seja, A; = B; e seus lados proporcionais.

Ady Ay
BiB; ByBs

Portanto, podemos dizer que os triangulos A; A A3 e By B, B3, formados ao tracar as

diagonais, sao semelhantes pelo caso LAL (lado-angulo-lado) com razao de semelhanca
k.
Com essa informacao podemos garantir a proporcionalidade dos lados A; A3 e By Bs,

logo:

I

143
B, B;

Agora, observando os triangulos A;A3As e By BsBy4, podemos dizer que os lados

=k

A1Asz e A3A, sao proporcionais com seu correspondendes lados By Bs e B3 By, assim:

AA;  AA
BiBs BsB,

Como o angulo A1//4\3A4 tem a mesma medida do angulo 311/3\334, ou seja, A1;1\3A4 =
B, 23\334, podemos dizer que, os triangulos A; A3 A4 e By B3 B, sao semelhantes pelo caso
LAL (lado-angulo-lado) com razao de semelhanga k.

Analogamente, todos os outros triangulos sao semelhantes aos seus correspondentes

pelo caso LAL (lado-angulo-lado) com razao de semelhanca k.
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Portanto, concluimos que a razao de semelhanca vale nao apenas para lados
proporcionais, mas para quaisquer segmentos correspondentes, inclusive as diagonais
dos poligonos.

Assim:

Ads AL AAL
BiBs BB, = BiBui

2.4.2 Proposicao 5

Dados os triangulos ABC e A’ B’'C" semelhantes com razao de semelhanca k, entao a
razao entre as dreas de dois tridngulos semelhantes ¢é igual & k%, ou seja, drea(AABC) =
k*.area(AA'B'C").

Demonstracao:

Sejam ABC' e A'B’C’" dois triangulos semelhantes de razao de semelhanca k. Diga-

mos que seja AB=k.A'B', BC =k.B(C e B=1.

Figura 2.8:
it

Como os triangulos ABH e A’B'H’ sao retangulos em H e H', respectivamente, e

o angulo B tem a mesma medida do angulo @, temos:

-~ ~

H=H ¢B=D
Sabendo que a soma dos angulos internos de qualquer triangulo é 180°, temos:
HAB+ B+ H=180° ¢ HA'B + B + H' = 18(°

Logo podemos dizer que, o angulo H AB tem a mesma medida do angulo H' A'B ,

ou seja:

HAB = HA'B'
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Assim, se B= ﬁ, AB =k AB e HAB = H’@B’, entao pelo caso ALA (angulo-
lado-angulo) os triangulos HAB e H'A’B’ sao semelhantes, logo:

AB _ BH _ AH _,
AB  BH AH

Sendo assim, sejam S e S, respectivamente, as dreas dos triangulos ABC' e A’B'C’

, logo
BC.AH ., B'C.AH
g BCAH o BCAH
2 2
Observe agora que:
BOAE
i _ 9 _ BC.AH b R
S" BC.AH  BCAH
2

2.4.3 Corolario

Dados os poligonos A1 A3 As...A,,_1A, e B1ByB;3...B,,_1 B, semelhantes com razao de
semelhanca k. entao a razao entre as suas dreas é igual & k2, ou seja, drea(A; Ay As... A, 1A,) =
k*.érea(BByBs...B,_1B,).

Demonstracao:

Chamaremos S e S as dreas dos poligonos A1 AsAs...A,,_1A, e B1ByBs...B,,_1B,
semelhantes com razao de semelhanca k. Pela proposicao 4 temos que os poligonos
podem ser subdivididos em n — 2 triangulos semelhantes tal que, a area do poligono ¢é
igual a soma de todas as areas dos n — 2 triangulos semelhantes.

Chamaremos de aq, as, as, ..., a,_s as areas dos triangulos do poligono A; A3 As... A, 1A,

e de dal,aj, aj, ...,al,_, as éreas dos triangulos do poligono BBy Bs...B,,_1 B,, conforme

figura 2.9.

Figura 2.9:
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Sendo assim:

S=a+a+az+..+a, 0 S =d +ay+ay+..+a,_,.

Pela proposicao 5, podemos escrever:

a1 a2 a3 Ap—2 2
A T T,
1 2 3 n—2
Portanto:
2 7 2 2 2 7
ap = k".ay, ay=k".ay, a3=k".a;s, ..., an_2=k".a,_,.

Somando membro a membro essas igualdades, vem:

ay+ag+az+ ...+ a0 =k.a, +k*dy+kray+ ...+ K ad_,.

Pondo k? em evidéncia, temos:

Gty g+ g = K0 4y ),

Donde:

a1+ as+azg+ ...+ ap_o

_ 1.2
a/ _|_ a/ + a/ + + a/ - k °
1 2 3 n—2

Portanto:

ap—
S/

2.5 Teorema de Tales no Espaco

Na Geometria Plana, associamos retas paralelas com proporcionalidade, através do
teorema de Tales que foi visto no capitulo anterior. Agora, usando o principio do Te-

orema de Tales para retas paralelas, usaremos essas propriedades para planos paralelos.

2.5.1 Teorema de Tales para planos paralelos

Um feixe de planos paralelos determina segmentos proporcionais sobre duas retas

secantes quaisquer.
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Demonstracao;

Sejam os planos paralelos «, e v e sejam r e 1’ duas retas quaisquer que intercep-

tam estes trés planos, conforme mostrado na figura 2.10.

Figura 2.10:
\ f

A reta r corta os planos nos pontos A, B e C e a reta r’ corta os mesmos planos
nos pontos A, B e C'. Pelo ponto A de r tracamos uma reta r’’ paralela a reta ', que
corta os trés planos nos pontos A, B” e C”. As retas r e " determinam um plano, que
corta 8 e v segundo as retas paralelas BB” e CC". Logo, pelo Teorema de Tales para

retas paralelas, temos

AB BC AC

AB// - B//C// AC//
Mas, AB”" = A'B', B"C" = B'C" e AC" = A'C’ por serem segmentos de retas

paralelas compreendidos entre planos paralelos. Logo, temos

AB BC AC
A/B/ - BIC/ - AIC/
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2.6 Construcao de Piramides Semelhantes

Segundo [4] dada uma piramide de base A;A3A;...A, e vértice V. Tracemos um
plano paralelo a base, que corta as arestas laterais, segundo o poligono B1BsBs...B,, €
que divide a piramide em dois poliedros. Um deles é a piramide de base By By B;3...B,,
e o outro é chamado de tronco de piramide de bases A;A3As.. A, e B1ByB3...5,.
Consideremos as duas piramides da figura 2.11, e examinemos suas faces laterais. Na

face lateral V A; Ay, podemos observar que:

VB, VB, BB, L
VA, VA, AA,

Aplicando o mesmo raciocinio para as demais faces laterais, concluimos que a razao

entre duas arestas correspondentes das duas piramides é sempre igual a k.

Figura 2.11: Piramides

Na verdade, as duas piramides do exemplo sao semelhantes na razao k, ou seja, é
possivel estabelecer uma correspondéncia entre seus pontos de modo que a razao entre
os comprimentos de segmentos correspondentes nas duas figuras seja constante.

Esta correspondéncia é estabelecida da seguinte forma: dado um ponto P da pira-

mide VA; AyAszA, |, seu correspondente na piramide V B1ByBsBy é o ponto P’ sobre

/

VP, tal que —= = k, o ponto P’ certamente pertence a segunda piramide da figura

2.11. Além disso, tomando um segundo par de pontos correspondentes @ e Q' , os
VP

triangulos VP'Q)Y e VPQ sao semelhantes na razao k, o que implica em — = k

Logo, a razao entre segmentos correspondentes nas duas piramides é sempre igual a k,
o que demonstra a sua semelhanca.

De um modo geral, dado um ponto P da piramide V A; A5 As...A,, , seu correspon-
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!

VP
dente na piramide V' By By Bs...B,, é o ponto P’ sobre V P, tal que P = k. Além disso,

tomando um segundo par de pontos correspondentes @Q e )’ , os triangulos VP'Q" e

/

V P(@ sao semelhantes na razao k, o que implica em —= = k. Logo, a razao entre
segmentos correspondentes nas duas piramides é sempre igual a k, o que demonstra a
sua semelhanca.

O que fizemos acima pode ser visto de maneira mais geral e transformado em um
método para obter uma figura espacial semelhante a uma figura dada. Dado um ponto
V' do espago e um numero real k positivo, a homotetia de centro V' e razao k é a funcao
o que associa a cada ponto P do espaco o ponto P’ sobre V P, tal que, VP = k.VP,

conforme figura 2.12.

Figura 2.12: Figuras homotéticas

Duas figuras ' e F’ sdo homotéticas quando existir uma homotetia o, tal que,
o(F) = F'. Assim, as duas piramides do exemplo anterior sdo homotéticas. Duas
figuras homotéticas sao sempre semelhantes, pelo mesmo argumento utilizado acima:
dados dois pontos P e Q em F, seus correspondentes P’ e Q' em F’ sdo tais que os

triangulos VP'Q)" e V P(Q sao semelhantes na razao k.

2.7 Razao entre os Volumes de dois Sdélidos Seme-

lhantes

Ainda em relagao a piramide de vértice V e base A;A3As... A, ao seccionar encon-
tramos uma segunda piramide de vértice V' e base By By Bs... B, semelhante a primeira,

ou seja, os segmentos correspondentes sao proporcionais. Teremos entao uma razao k
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de semelhanca. Aplicando a semelhanca na figura 2.13, temos:

Figura 2.13: Piramide

— ===k
AAy VA

Onde B1By e A;A, sao as medidas das arestas das bases, VBy e V Ay, sao

medidas das arestas laterais, h e H sao as alturas das piramides. Temos ainda que, a

razao entre superficies correspondentes das piramides é k? e a razao entre seus volumes

é k3.

2.7.1 Proposicao 6

Sejam duas piramides semelhantes P, e P, de razao de semelhanga k e alturas,
respectivamente, H e H' e dreas das bases, respectivamente, S e S’ e volumes, respec-
tivamente, V e V’. A razao entre seus volumes é k3.

Demonstracao:

H
Observe que k = T Ja sabemos que o= k2.

1 | R
Como V = g.S.H e V= g.S .H , temos que

=T ——=3
-.S"H'
3

1
v _ 3% S H ey

!

T

Como todos os poliedros semelhantes sao divididos em piramides semelhantes, te-
mos que a razao entre duas regioes correspondentes de dois poliedros semelhantes ¢é
igual ao quadrado da razao de semelhanga entre estes poliedros e a razao entre os volu-

mes de dois poliedros semelhantes é igual ao cubo da razao de semelhanca entre estes
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poliedros. E em geral, esta regra vale para todos os solidos geométricos semelhantes.
A seguir, exploraremos um pouco mais esses conceitos nos proximos exemplos.
H& um quebra cabega bastante conhecido, que surgiu nos anos 80, chamado “cubo

magico”, que consiste em um cubo dividido em diversos cubos menores.

Figura 2.14:
W
Pe
, A
.
|/

Observando melhor, vemos que cada aresta desse cubo foi dividida em trés partes
iguais. Se observarmos atentamente, veremos que cada face ficou dividida em nove
quadrados. Ou seja, dividindo cada aresta em trés partes iguais, a area de cada face
ficou dividida em 3% = 9 quadrados menores. Podemos também observar que o cubo
ficou dividido em cubinhos menores, cujas arestas sao iguais a terca parte da aresta do

cubo inicial.

Figura 2.15:

Observe que podemos dividir o cubo em trés placas, sendo cada placa formada de
32 = 9 cubinhos. Assim, teremos 3.3% = 3% = 27 cubinhos. Isso nos permite concluir
que, se a razao entre as medidas das arestas dos dois cubos (menor e maior) é k = 3,
a razao entre suas dreas é k? = 32 = 9 e a razao entre seus volumes é k? = 33 = 27,

como ja descrito anteriormente.



Capitulo 3
Triangulos Congruentes

Neste capitulo iremos estudar congruéncia de triangulos, e esclarecer que é um caso
particular de semelhanca, onde a razao de semelhanca ¢ k£ = 1. E por isso que sao
usados os mesmos casos de semelhancga de triangulos em congruéncia, que sao: LAL
(lado-angulo-lado), ALA (angulo-lado-angulo) e LLL (lado-lado-lado).

3.1 Definicao

Dois triangulos ABC' e DEF sao congruentes entre si se for possivel estabelecer uma
correspondéncia entre seus vértices de modo que seus lados correspondentes possuam
as mesmas medidas e os seus angulos internos correspondentes também possuam as
mesmas medidas e usaremos o simbolo = para representar congruéncia, ou seja, quando
escrevemos AB = DF e A = ]3, queremos dizer que o lado AB tem a mesma medida
do lado DF' e que o angulo A tem a mesma medida do angulo lA?, respectivamente
e quando simbolizamos, AABC' = ADFEF, queremos dizer que o triangulo ABC é

congruente ao triangulo DEF'.

Assim:
Figura 3.1:
A D
B C F E
AB=DFeA=D
AC=DEe(C=F < AABC = ADEF

27
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BC Feﬁ ﬁ

3.2 Casos de Congruéncias

Para concluirmos que dois triangulos sao congruentes é necessario compararmos as
seis medidas bésicas dos triangulos (lados e angulos). Existem situagoes em que po-
demos concluir a congruéncia de dois triangulos a partir da igualdade de trés medidas

basicas. Essas situacoes sao chamadas de casos de congruéncia.

3.2.1 1° Caso de Congruéncia: LAL

O primeiro caso de congruéncia entre dois triangulos é a correspondéncia lado-
angulo-lado, e é adotado na geometria euclidiana como um postulado. Se dois trian-
gulos tém, ordenadamente, congruentes dois lados e o angulo compreendido entre eles,

entao eles sao congruentes.

Figura 3.2:
A

B - B 52

Observacao: As marcas nos lados e no angulo dos AABC ¢ AA'B'C’" identificam os
elementos correspondentes congruentes.

Notemos que pela figura 3.2 os lados AB e AC do triangulo ABC' tem a mesma
medida dos seus correspondentes lados A’B’" e A'C’ do triangulo A’B'C’ e podemos

dizer que o angulo Ae o seu correspondente A’ também tem a mesma medida, logo:
AB = A'B’
LAL

A=A AL ANABC = AA'B'C!
AC = A C'
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3.2.2 2° Caso de Congruéncia: ALA

O segundo caso de congruéncia de dois triangulos é a correspondéncia angulo-lado-

angulo. “Se dois triangulos tém, ordenadamente, congruentes um lado e os dois angulos

a ele adjacentes, entao esses triangulos sao congruentes.”

Figura 3.3:

B * C B - g

Assim, observando a figura 3.3, temos:

B=W
BC =TT
Cé - 670 E'AABC = AAB'C

Demonstracao:

Se fosse AB = A'B’, entdo teriamos o triangulo ABC' congruente com o triangulo
A'B'C" pelo caso LAL (lado-angulo-lado). Caso contrario, uma das medidas é menor

do que a outra, digamos que seja AB < A’B’.
Assim podemos escolher um ponto P no segmento A’B’ conforme figura 3.4, de

modo que:

Figura 3.4:

AB = PF’
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Nessas condigoes temos que o triangulo ABC' é congruente ao triangulo PB'C" pelo
caso LAL (lado-angulo-lado). Em particular, o angulo C = PC'B'. Mas isso é uma

contradicao pois, por hipdtese, temos:
C=C e C<PCB

Portanto devemos ter:

AB = A'B’

Consequentemente o triangulo ABC' é congruente ao triangulo A’B'C".

3.2.3 3° Caso de Congruéncia: LLL

O terceiro caso de congruencia de dois triangulos € a correspondéncia lado-lado-lado.
“Se dois triangulos tém os trés lados ordenadamente congruentes, esses triangulos sao

congruentes.”

Figura 3.5:

B # L B

£ 3

C’

Pela figura 3.5, os lados AB, AC' e BC sao congruentes aos lados A’B’, A'/C" e B'C’,

respectivamente. Assim podemos escrever:

AB = A'B
AC = A0 S AABC = AABC
BC = B'C"

Demonstragao:

Tomemos dois triangulos ABC' e A’B’'C’" com os lados AB, BC e AC congruentes
aos lados A'B’, B'C" e A'C’, respctivamente, depois disso tracemos uma semirreta BP
no semiplano que nao contém o vértice A, de modo que PBC = AB'C' e BP = A'B’,

conforme figura 3.6.

Entao temos:
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Figura 3.6:
A’
B “ o
BP = A'B’
PBC = ABC' % A" AAB'C' = APBC
BC = B'C'

Decorre dessa congruéncia que:

PC=A4C" e BAC =B AC
Sabendo que o lado AB é congruente ao lado A’B’, temos:

AB=AB

P TE }:»Ezﬁ;sP?szBﬁA

Podemos assim dizer que o triangulo ABP ¢ iséceles, pois:

AB=BP ¢ PAB = BPA

Como o lado AC' é congruente ao lado A’C’ temos:

A0 =4 AC = PC = PAC = CPA
PC = A'C

Entao o triangulo AC'P é isoceles, pois:

AC = PC ¢ PAC =CPA

Sendo assim, temos:
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PAB = BPA
PAC = CPA
BAC = PAB + PAC
BPC = BPA+ CPA

— BAC = BPC

Como o angulo PAC ¢ congruente ao angulo B’ A , temos:

BAC = BPC - -
~ ~ = BAC = B'A'C'
BPC = B'A'C
Assim podemos dizer que os triangulos ABC' e A’B’C’ sao congruentes pelo caso

LAL (lado - angulo - lado) e assim escrever:
AB = A'B
LAL

BAC = BAC' S 4" AABC = AA'B'C’
AC = A'C'



Capitulo 4

Algumas Aplicacoes da Semelhanca

de Triangulos

4.1 Trigonometria no Tridngulo Retangulo

A aplicacao do caso ALA de semelhanca de triangulos para triangulos retangulos é
tao 1til que merece um tratamento especial. De fato, como ja conhecemos um angulo
(reto), para que dois triangulos retangulos sejam semelhantes é suficiente que tenham
um angulo congruente. Isto significa que tratando-se de proporgoes em triangulos re-
tangulos, tudo pode ser expresso em termos de um angulo.

Mais especificamente, dado um angulo agudo representado por duas semirretas O A
e OB, , se a partir de pontos A, As da semirreta OA tracamos a perpendicular a

semirreta OB pontos de modo que os triangulos retangulos OA;B; e OAs By sejam

semelhantes.
Figura 4.1:
@
B, B, B
OA OB OB OB A B AyB
Portanto, L = s 2 = Le analogamente, L = 2222 Observe

= ou = =
OAy, OB, 0OA;, OA OA, OA,
que a proporcionalidade depende apenas do angulo e nao dos comprimentos.

33
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Figura 4.2:

Dessa forma, podemos introduzir as funcoes trigonométricas definidas no triangulo

retangulo.

4.1.1 Definicao

Dado um angulo agudo # em um triangulo retangulo conforme figura 4.2, definimos

as fungoes seno, cosseno e tangente por:

B BC __ cateto oposto

0 - =
sen(f) AC hipotenusa
AB  cateto adjacente
cos(l) = = = .
AC hipotenusa
tan(0) = BC  cateto oposto

AB  cateto adjacente

A utilizacao do Teorema de Pitagoras nos fornece a relagao entre seno e cosseno.

4.1.2 Proposicao 1 (Identidade Fundamental)

sen’0 + cos*0 = 1
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Observe que estamos denotando por sen?d = [senf]? o quadrado da funcao seno.
Analogamente cos? = [cos0)]?

Prova: O Teorema de Pitagoras nos da:

AB’ + BC® = AC”
Usando a definigao:

2 2

BC® AB° BC'+4AB° AC

2 —2 T —==2

— + —
AC  AC AC AC

sen’6 + cos?6 =

Como queriamos demonstrar.

“Muitas medidas sao feitas com o uso de métodos indiretos. Tais métodos sao uti-
lizados ou porque as medidas nao sao diretamente possiveis, ou porque esses métodos
sao mais comodos ou menos dispendiosos. Sao exemplos de situagoes em que as me-
digoes indiretas podem ser realizadas com a utilizagao da trigonometria no triangulo
retangulo: a altura de uma montanha, a altura de uma arvore ou torre, o comprimento
de um cabo de sustentacao que deve ser amarrado no topo de um poste ao chao, a
distancia entre dois astros - Hiparco (180 a 125 a.C) calculou a distancia da Terra a
Lua, o calculo da area de um triangulo, o célculo da area de um terreno, a projecao
de uma area num plano. Vale ressaltar que o método e a precisao obtida em medicoes

dependem dos recursos disponiveis e utilizados.”

4.2 Projecao Estereografica ou Ptolomaica

Antes de falarmos de projegoes estereogréficas, vamos fazer uma pequena introdu-
¢ao sobre cartografia.

O planeta Terra pode ser representado por um sélido aproximadamente esférico,
assim se pretendermos representar a superficie da Terra, sem distor¢oes, devemos utili-
zar um globo, pois esta forma de representacao apenas implicara na utilizagao de uma
escala de reducao. No entanto, os globos na pratica sao inconvenientes, pois sao ultra-
passados na representagao da Terra, enquanto o mapa (ou carta) é a representagao mais
usada. Em Cartografia, sao definidas e classificadas as projecoes cartograficas como a
forma que a superficie da Terra é representada numa superficie plana, designada por
superficie de projecao. A superficie de projecao pode ser um plano ou uma superficie
planificdvel, habitualmente o cilindro ou o cone. Em Cartografia, de acordo com a

superficie de projecao utilizada, as projecoes cartograficas sao classificadas em planas
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ou azimutais, cilindricas e conicas figura 4.3.

Figura 4.3: Projecao

Qualquer que seja a superficie de projegao escolhida é impossivel projetar a superfi-
cie curva da Terra num plano sem que sejam introduzidas distorcoes, pois a esfera nao
é planificivel. Assim sendo, uma projecao deve ser pensada de acordo com a propri-
edade que se pretende conservar. De um modo geral, as propriedades que interessam
preservar sao as distancias, as areas ou os angulos. De acordo com a propriedade que

se preserva as projecoes sao classificadas em:

e Equidistantes: quando as relagoes de distancia sao conservadas ao longo de certas

linhas ou a partir de determinados pontos.

e Conformes: quando a forma dos objetos (com dimensoes infinitesimais) é conser-

vada, ou seja, os angulos sao preservados.

e Equivalentes: quando as proporgoes entre as areas dos objetos sao conservadas.

Segundo [5], um mapa geografico é uma representacao de um plano de toda ou parte
da superficie da terra. As curvas que sao encontradas na superficie da Terra, como as
orlas costeiras, rios, etc, estao representadas nos mapas por curvas planas. Um mapa
seria perfeito se preservar todos os angulos e reduzir proporcionalmente na mesma me-
dida cada curva sua escala de distancia. Infelizmente é impossivel mapear e ter todas
as medidas conservadas. No entanto, é possivel construir um mapa "semiperfeito”, com

distancias distorcidas e angulos preservados, um mapa deste tipo é denominado como
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Conforme.

Comecamos construindo um mapa Conforme da esfera, este mapa é comumente
chamado de projecao estereografica. Este mapa é importante em muitos aspectos e
foi inventado pelo grande astronomo grego Claudio Ptolomeu. Como ja foi referido,
consideramos a Terra como uma esfera perfeita e tomamos o seu raio como unitario.
Em termos de coordenadas (X,Y, Z), a equagao da esfera é: X2 +Y?+ 72 =1.

Consideramos o ponto (0,0, 1) como o polo norte N. Em seguida, o Equador é a
interseccao da esfera com o plano z = 0, o qual, chamaremos de plano equatorial. Se
tragarmos uma reta passando pelo polo norte N e qualquer ponto P sobre a superficie
da esfera (Terra), essa reta intercepta o plano equatorial num tnico ponto P’ como

ilustrado na figura 4.4.

Figura 4.4: Plano equatorial

Vamos denotar as coordenadas retangulares de P’ por (z,y,0) ou, desde que z =0
para todos os pontos deste plano, simplesmente escreveremos (x,y) para P’, de modo
que, cada ponto P(X,Y,Z) da esfera, associamos um unico ponto P'(z,y) do plano
equatorial, obtido pela intersecao da reta que passa por P e pelo polo norte N com
esse plano. Reciprocamente, a todo ponto P’(x,y) do plano equatorial corresponde um
tnico ponto P(X,Y, Z) da superficie da esfera, obtido pela interse¢ao da reta que liga
P’ ao polo norte N com a esfera (se necessério continuar para além da linha de P) tere-
mos P(X,Y, Z) o ponto de intersegao da reta P'N com a esfera. (Por exemplo, se P’ é
a origem (0,0), P é o polo sul (0,0, —1)). Esta transformacao ou uma correspondéncia
entre os pontos da esfera menos o polo norte N com os pontos do plano é chamada de
projecao estereografica.

Observemos que se P(X,Y, Z) é um ponto da esfera que se aproxima do polo norte,
entao a reta que liga P(X,Y, Z) ao polo norte N tende para uma reta tangente a esfera
no polo norte N ,logo sua intersecao com o plano equatorial tende para um ponto no
infinito. Como 86 existe um polo norte, podemos dizer que o plano tem um tinico ponto

no infinito, Assim, se adicionarmos esse "ponto no infinito”para o plano equatorial xy,
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podemos fechar o plano, e assim dizer que, em cada ponto do plano fechado corres-
ponde um unico ponto da esfera e vice-versa.

Este conceito de ponto no infinito é um conceito extremamente 1til, e a projecao
estereografica nos ajuda a visualizar o comportamento dos pontos que estao longe da
origem do plano, quando consideradas como pontos perto do polo norte da esfera. A
relacdo entre P(X,Y, Z) e P'(x,y) é obtida em termos das coordenadas destes pontos,

como se segue: observemos que os triangulos OP'P"” e OQ@)’, na figura 4.5 sao seme-
lhantes pelo caso AAA.

Figura 4.5: projecao estereografica

P'(x,y)

Desse modo, temos:

OP// B P/P//
0Q QY
Como OP" =2z, 0OQ =X, PP' =y e QQ =Y, temos:
r Yy
X Y

Se tracarmos uma reta passando pelo ponto P paralela a reta OP’, encontraremos
o segmento PQ" como mostra a figura 4.6.
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Figura 4.6: Projecao Estereografica 1

P'(x,y)

Notamos que o triangulo OP’N é semelhante ao triangulo Q" PN pelo caso AAA,

assim, temos:

OPF ON

Como, ON =1, QP=Z7Z e Q"N =0ON —QP=Q"N =1 — Z, temos:

Q//P 1 _ Z
A figura 4.7 nos permite usarmos o Teorema de Tales, para obtermos:

OP" OP

0 0Q

Figura 4.7: Tales
o

Q'] \Q

1
Como OQ =Q"P e Q"P=-——, temos:
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or" =z y 1

09 X Y 1-Z

Portanto podemos concluir que, as coordenada do ponto no plano sao dadas por:

11—z %Y~ 1-2

4.3 A Construcao do Conceito de Semelhanca de

Triangulos Com o Auxilio do Geogebra

Para a construgao do conceito de semelhanca de triangulos, tomamos como princi-
pal objetivo orientar os alunos a usar o geogebra e sozinhos alcangarem implicitamente
alguns requisitos fundamentais para deduzir tal conceito.

Construimos num primeiro momento, com o auxilio do Geogebra, dois triangulos

retangulos com as medidas dos lados ja sugeridas conforme figura 4.8.

Figura 4.8: Semelhanca
€7 Geolicbra -

:Nquivu Editar Exibir O_pgée_s Ferramentas Janela ﬁuda

IR = IEG . ol

| * Janela de Algebra ' | ~ Janela de Visualizagdo 2

|= Namero L Ee-

{ d=0

g=0

Ponto
+ A=(9,0)
+ B=(0,12)
3 ¢=(0,0) \
> D=(12,0) . B
2 E=(15,0) B
s F=(12,4) 12 :

= Segmento F
s a=12 :
s b=9
2c=15
»d =5 N | N

s e=4 c 9 A DT e

@ f=3

® oo

| Entrada: (O]

A partir dessa construcao inicial, realizamos alguns questionamentos quanto as re-
lacoes referentes a lados e angulos de tais triangulos, como por exemplo, o fato de
ambos conterem um angulo reto. Surge entao outra questao, quais seriam os valores
dos demais angulos que compoem essas figuras? Como essas medidas nao estavam vi-
sivelmente indicadas, propusemos que por meio de relagoes trigonométricas, os alunos

buscassem tais valores.
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Figura 4.9: Semelhanca 1
7 GeoGebra 4 Beaww i)

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Aju‘da ]

DEEENERENEER 1l
» Janela de Aigebra |~ Janela de Visualizagao
Numero ~lLEe- O~
d=0
g9=0
Ponto
+ A=(9,0)
+ B=(0,12) “a's 36.87°
» C=(0,0)
> D=(12,0)
s E=(15,0)
s F=(12,4) 12 i
Segmento F

s a=12 \‘\ 5=36.87°
> b=9 \.5
a c=15 y=90° p=Saaz N

7

2 d =5 |
se=z4 c 9 A Dlaed

2 f=3

B

Entrada: o @

Como ja esperado, foram encontrados dois possiveis valores para cada angulo res-
tante e por isso fez-se necessario relembrar a propriedade da soma dos angulos internos
de um triangulo conforme figura 4.9. Como consequéncia de todos os conhecimentos
adquiridos até entao, obtivemos os critérios que julgamos necessdrios para a constru-
¢ao do conceito de semelhanca de triangulos. Porém, antes de introduzir o conceito
matematico propriamente dito, dialogamos com os alunos sobre o que eles entendiam
por dois objetos serem semelhantes. Explicitada a defini¢ao e introduzido os casos de
semelhanca, apresentamos aos alunos uma pagina na internet em que eles puderam, de
forma divertida, aplicar os conhecimentos recém-adquiridos.

Atividade com geogebra - construcao de dois tridngulos semelhantes.

a) Construa o triangulo ABC, usando a ferramenta “Poligono”.

b) Marque um ponto D fora do triangulo e logo apds, crie retas que passe por um dos
vértices do triangulo e por este ponto D.

c) Na janela 9, clique na opcao “Homotetia dados centro e razao”. Com esta opcao
ativada, clique no interior do triangulo para seleciona-lo e logo em seguida no ponto
D. Observe que a caixa de homotetia se abrird pedindo o fator de ampliagao (fator
maior do que 1) ou redugao (fator menor do que 1). Digite nesta caixa o nimero 1.5 e

mande aplicar. Um novo triangulo surgird a partir do triangulo ABC' e sera chamado

de A'B'C".
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Figura 4.10: Semelhanga 2

7 GeoGebra

|Arqu|vu Editar Exibir Op;%a:Ferramantas Janela Ajuda

DEERNIEREEER

» Janela de Algebra '*'| ~ Janela de Visualizagao 7
- Ponto “1l Ee-
s A=(2,3)
» A'=(-0.74,5.4)
s B=(20)
s B'=(-0.74,09)
» €=(2,0) i
4 €'=(5.26,0.9)
+ D=(-4.52,-18)
Segmento
s a=4
2 a=6
# b=5
e =75
|| 2c=3
e ¢'=45
Semirreta
| @ d: T4.Bx+ 2.52y - D

Entrada: @

d) Verifique que a razao de semelhanga entre os dois triangulos é igual a 1,5. Para
isso, efetue a divisdo das medidas dos lados do triangulo A’B’C" pelas medidas dos
lados correspondentes do triangulo ABC'. Por exemplo, no campo de entrada, digite
b'/b, que representa o quociente da divisdao das medidas dos lados A’C" e AC. Depois
obtenha os quocientes a'/a e ' /c.

e) Marque os angulos dos triangulos, ABC e A’B'C’, e observe que os angulos corres-
pondentes sao congruentes conforme figura 4.10.

Com este conteido podemos trabalhar a semelhanca entre dois triangulos, e se dois
triangulos sao semelhantes, entao seus lados correspondentes sao proporcionais e seus
angulos correspondentes sao congruentes. Além disso, com esta atividade podemos
trabalhar a soma dos angulos internos e externos, perimetro e area.

Trabalhariamos este conteido pedindo que os alunos construissem no geogebra os
dois triangulos e a cada passo da atividade irfamos pedindo que eles visualizassem
que os dois triangulos sao semelhantes, pediriamos que marcassem os angulos internos,
para que visualizassem que os angulos correspondentes sao congruentes, que observas-
sem a medida dos lados e verificassem que seus lados sao proporcionais. Pediriamos
que observassem a soma dos angulos internos e externos, e que calculassem a area e o
perimetro de cada um dos dois triangulos, e depois fariamos uma discussao com toda
a turma sobre quais foram as conclusoes obtidas.

Por fim, pediriamos que confrontassem seus resultados com os outros colegas, para

assim, termos todos os trabalhos unificados e corrigidos.
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